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Resumo

Modelos de optimizagao sao muito comuns na literatura das areas da Investigacao
Operacional e das Ciéncias de Gestao. Neste trabalho, abordamos a resolucao de
uma classe de modelos de optimizacao conhecidos por modelos de programacao linear
disjuntiva, que se caracterizam por serem problemas de programacao linear cuja regiao
de admissibilidade é uniao de poliedros. Quase todos os problemas de optimizagao com-
binatéria (como o problema do caixeiro viajante, por exemplo) podem ser modelados
como problemas de programacao linear disjuntiva.

Problemas de programacao linear disjuntiva (incluindo muitos dos problemas de op-
timizagdo combinatéria) sdo melhor resolvidos por métodos do tipo enumerativo (de-
nominados branch-and-bound), eventualmente combinados com métodos de planos
cortantes (denominados branch-and-cut). No caso de problemas de optimiza¢ao combi-
natoria, os cortes mais eficazes sao os que constituem facetas do poliedro associado. No
caso de problemas sem estrutura identificavel, os cortes mais profundos propostos em
[17] sao vistos, em geral, como uma boa opgao. Contudo, a sua caracterizagao obriga
a resolugao de um adequado problema de optimizacao cuja resolugao algébrica obriga
a duplicacao de estruturas de dados. Em geral, nao sao conhecidas simplificacoes se o
problema possuir estrutura.

Neste trabalho, mostramos como é possivel gerar cortes mais profundos para problemas
com estrutura como é o caso, por exemplo, dos problemas de optimizagao combinatoria.
Para a resolucao do problema de optimizacao subjacente a caracterizacao do corte
mais profundo, usaremos algoritmos de feixe (do inglés, bundle methods). O desenvol-
vimento que efectuamos encontra-se fundamentalmente relacionado com o algoritmo
proposto por P. Wolfe na década de 70 [128], que determina o ponto pertencente ao
involucro convexo de um conjunto finito de pontos que estd mais proximo da origem,
no sentido da norma Euclidiana.

Assim, propomos uma generaliza¢do do algoritmo de P. Wolfe [128] para qualquer
métrica, diferenciavel ou nao. Tal como aquele, o algoritmo que propomos é composto
por um ciclo externo e um ciclo interno, termina ao fim de um ndmero finito de
iteracoes e gera a mesma sucessao de pontos quando a métrica é a Euclidiana. O



algoritmo foi implementado como gerador de cortes disjuntivos mais separadores em
alguns problemas de programacao inteira, com e sem estrutura, para uma seleccao de
problemas teste da MIPLIB e da ORLIB.

Efectuamos um trabalho de sintese, inspirado em [91] e [43], no qual se demonstram
que alguns cortes combinatorios bem conhecidos sao validos para determinadas relaxa-
¢oes disjuntivas do problema de optimizacao combinatoria subjacente. A identificacao
dessas relaxacOes permitird obter cortes mais profundos de acordo com a metodologia
mencionada no paragrafo anterior. Os cortes combinatorios analisados dizem respeito
aos problemas de particao por cliques, corte maximo, subdigrafo aciclico, ordenamento
linear, cobertura de conjuntos e caixeiro viajante assimétrico. As provas apresentadas
nesta dissertacao usam argumentos primais e constituem uma alternativa as provas
apresentadas em [91], cujo autor usou argumentos duais.

Finalmente, procurou-se por em pratica algumas das metodologias sugeridas num
problema especifico de optimizacao combinatoéria. A versao assimétrica do problema
do caixeiro viajante é um problema de optimizacao combinatéria que tem vindo a
servir de plataforma de teste para diversos métodos de resolucao em optimizacao
combinatoéria. Este facto e a importancia de descobrir bons limites inferiores para
este problema motivou a proposta de um algoritmo do tipo Lagrangeano para obter
um limite inferior para o valor 6ptimo do problema do caixeiro viajante assimétrico,
melhor do que o que advém do problema de afectacao, através da resolucao sucessiva
de problemas de afectacao. O algoritmo é um método de primeira ordem baseado na
funcao de penalidade exponencial cujas direccoes de deslocamento sao definidas com
base numa relaxacao disjuntiva que se propoe ser de dois tipos: uma baseada em ciclos
e a outra baseada em cliques.

Palavras-chave: Optimizacao, Optimizacao Combinatoria, Programacao Disjuntiva,
Projeccao, Separacao, Ponto mais préoximo, Geracao de colunas, Limites Inferiores,
Problema do Caixeiro Viajante



Abstract

Optimization models are very common in the Operations Research and Management
Science literature. In this work, it is proposed the study of the solution of a class of
optimization models known by disjunctive convex programs, witch are characterized
as linear programs whose feasible region is the union of polyhedra. Almost any com-
binatorial optimization problems (like the traveling salesman problem, for example)
can be modeled as a disjunctive linear problem.

Disjunctive linear programs (including many of the combinatorial optimization pro-
blems) are best solved by methods of the enumerative type (called branch-and-bound)
or combined with cutting planes methods (called branch-and-cut). In the case of
combinatorial optimization problems, the most efficient cuts are the ones that induce
facets of the associated polyhedron. In the case of problems without identifiable
structure, deepest cuts, considered in [17], are seen, in general, as a good option.
However, its characterization compels to the resolution of one adequate optimization
problem whose algebraic resolution involves the duplication of data structures. In
general, simplifications are not known if the problem possesses structure.

In this work, we show how to to generate deepest cuts for problems with structure as
it is the case, for example, of the combinatorial optimization problems. We will use
bundle methods to solving the optimization problem underlying the characterization
of the deepest cut. Our development is related to P. Wolfe’s algorithm, developed
in the 70’s [128], for the problem of finding the nearest point of smallest Euclidean
norm in the convex hull of a given finite point set. We consider a generalization of P.
Wolfe’s algorithm [128] for any metric, differentiable or not. The algorithm we propose
is composed of an external cycle and an internal cycle, stops after a finite number
of iterations and generates the same iterates as Wolfe’s algorithm for the Euclidean
metric. The algorithm was implemented as a deepest disjunctive cut generator for some
integer programming problems, with and without structure, and numerical results were
obtained for a selection of test problems from MIPLIB and ORLIB.

We made a synthesis work, inspired by [91] and [43], in which we demonstrate that
some well known combinatorial cuts are valid for specific disjunctive relaxations of the



underlying combinatorial optimization problem. The identification of these relaxations
will allow to get deeper cuts according to the methodology mentioned in the previous
paragraph. Combinatorial problems that were analyze are clique partitioning, max-
cut, acyclic subdigraph, linear ordering, covering partitioning and asymmetric trave-
ling salesman problems. The proofs presented in this dissertation use primal arguments
and are alternatives to the proofs in [91], whose author used dual arguments.

Finally, it was looked to put in practice some of the methodologies suggested, in a
specific combinatorial optimization problem. The asymmetric version of the traveling
salesman problem is a combinatorial problem frequently used as test platform for
solutions methods in combinatorial optimization. This fact and the importance as
finding good lower bounds for this problem motivated the proposal of an algorithm
of the Lagrangean type, to get lower bounds for the optimal value of the asymmetric
traveling salesman problem, that dominates the bound that comes from the assignment
relaxation, through the solving of a sequence of assignment problems. The algorithm
that we propose is a first-order method based on the exponential penalty function.
Directions of movement are derived from a disjunctive relaxation that we propose
being one of two possible classes, one based on cycles, the other based on cliques.

Keywords: Optimization, Combinatorial Optimization, Disjunctive Programming,
Projection, Separation, Nearest point, Column generation, Lower Bounds, Traveling
Salesman Problem
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Capitulo 1

Introducao

Um rio caudaloso pode-nos deizar indiferentes a
sua passagem... Uma gota de dgua pode, pelo
contrario, submergir-nos completamente.

Fogo Sobre Fogo, Jorge de Sousa Braga, 1998

1.1 Introducao

Os modelos de optimizagao sao muito comuns na literatura das areas da Investigacao
Operacional e das Ciéncias de Gestao. Neste trabalho, abordamos a resolucao de
uma classe de modelos de optimizacao conhecidos por modelos de programacao linear
disjuntiva, que se caracterizam por ser problemas de programacao linear cuja regiao
de admissibilidade é uniao de poliedros. Quase todos os problemas de optimizacao
combinatoria (como o problema do caixeiro viajante, por exemplo) podem ser mo-
delados como problemas de programagao linear disjuntiva. Exemplos de aplica¢oes
incluem, entre outros, os problemas do caixeiro viajante, de localizacao de servi-
¢os/equipamentos, de rotas de veiculos, de desenho de redes de telecomunicagoes,
da selecgao/composi¢ao da carteira, planeamento de maquinas, calendarizagao de
tripulacoes, particao de conjuntos, problemas com restri¢oes de limites superiores nas
variaveis e o problema linear complementar. Estes problemas também tém aplicagoes
em outras areas das ciéncias como a biologia, ciéncias dos computadores e matema-
ticas discretas. As aplicacoes incluem sequenciamento de DNA, desenho de VLSI e
compiladores e a solugao de diversos problemas em matematicas discretas como, por
exemplo, o problema das quatro cores.

Um problema de programacao linear é um problema de optimizacao, em que a funcao

13



14 1. Introducgao

a optimizar é linear e a regiao admissivel é a solucao de um ntimero finito de restrigoes
(desigualdades e equagoes) lineares. Geometricamente, a regiao admissivel é um
poliedro convexo.

Se o programa linear contém uma restricao adicional que indica que s6 algumas das
variaveis de decisao podem assumir valores inteiros, designa-se por programa linear
inteiro misto. Geometricamente, a regiao admissivel deste problema é a uniao de
poliedros individuais, em que cada poliedro corresponde a uma afectacao particular
de valores inteiros as variaveis inteiras. Se a restricao adicional indica que todas as
variaveis de decisao s6 podem assumir valores inteiros, o problema designa-se por
programa linear inteiro (puro). Neste problema, a regiao admissivel é constituida
por todos os pontos inteiros que pertencem a regiao admissivel do programa linear e,
geometricamente, é um reticulado. Se a restri¢ao adicional indica que todas as varidveis
de decisao estao restritas aos valores 0 e 1, o problema designa-se por programa inteiro
bindrio ou 0-1.

Se o programa linear possui condigoes logicas, isto é, declaragdes conjuntivas e disjun-
tivas sobre restrigoes lineares, designa-se por programa linear disjuntivo (extensao da
programacao linear introduzida por Balas [9]). Geometricamente, a regiao admissivel
deste problema é a uniao de poliedros individuais porque qualquer sistema logico
de restrigoes pode ser equivalentemente escrito como uma cadeia de declaragoes dis-
juntivas, em que cada declaragao individual s6 contém restricoes conjuntivas. Na
pratica, qualquer programa inteiro ou inteiro misto pode ser formulado como um
programa disjuntivo. Reciprocamente, qualquer programa disjuntivo limitado pode
ser reformulado como um programa linear inteiro misto, usando varidveis binarias
para representar a disjuncao.

Existe muita literatura dedicada a resolucao de classes especificas de programas conve-
xos disjuntivos. Por exemplo, o problema linear complementar mono6tono é resolvido
em tempo polinomial, existindo algoritmos muito eficientes para problemas de pequena
e grande dimensao. O problema do caixeiro viajante e outros problemas de optimizagao
combinatoéria sao programas disjuntivos, em que os conjuntos individuais sao pontos
isolados. A resolucao eficiente deste problema baseia-se no estudo da sua estrutura
poliedral, o que implica a identificacao de desigualdades validas, e no desenvolvimento
de métodos para a sua determinacao. Porém, existem muitos problemas que nao
possuem qualquer estrutura particular.

O principal objectivo deste trabalho é a determinacao de melhores cortes disjuntivos
para problemas de programagcao linear inteira mista, utilizando algoritmos de feixe,
no sentido de serem mais profundos e proporcionarem, na pratica, uma convergéncia
mais rapida a um algoritmo de planos cortantes. Este trabalho esta fundamentalmente
relacionado com a teoria e experiéncia pratica desenvolvidas com a abordagem lift-and-
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project de Balas, Ceria e Cornuéjols [16, 17], o algoritmo proposto por P. Wolfe [128§]
que determina o ponto pertencente ao involucro convexo de um conjunto finito de
pontos que estd mais proximo da origem, no sentido da norma Euclidiana, e os
desenvolvimentos tedricos descritos por Soares em [120] sobre a solugao de problemas
disjuntivos convexos.

A abordagem de Balas et al. [16, (17| constitui um dos contributos praticos mais
importantes para a solucao de problemas de programacao inteira binaria, atraveés
de algoritmos de planos cortantes, desde o trabalho de Gomory nos anos 60. Os
cortes sao seleccionados entre as desigualdades validas de uma determinada relaxacao
linear disjuntiva do problema original e a sua determinacao consiste em resolver um
problema linear (ou quadratico). No caso linear, a geragdo dos cortes disjuntivos
baseia-se no conhecimento da representacao algébrica do polar da relaxacao linear
disjuntiva (conjunto de todas as desigualdades validas). No caso nao linear, em
que essa representacao algébrica nao é explicita, o problema da geracao dos cortes
disjuntivos pode ser resolvido, conforme sugerido por Owen e Mehrotra [104], usando o
seu dual. Esta plataforma primal-dual nao s6 permite a determinacao de cortes no caso
nao linear como também fornece a interpretacao geométrica do processo lift-and-project
de geragao de cortes.

1.2 Histoérico

A maioria da teoria fundamental e defini¢oes usadas na programacao disjuntiva foram
desenvolvidas e apresentadas por Balas, nos anos 70, em dois relatorios técnicos |8,
9] posteriormente publicados em [10, 11, 12]. Os dois resultados fundamentais da
programacao disjuntiva, o Principio Disjuntivo e o Procedimento de Converificacao
Sequencial foram introduzidos em [§] e [9], respectivamente.

O Procedimento de Convexificagao Sequencial permite obter a caracterizacao de todas
as desigualdades vélidas de um poliedro disjuntivo, visto como o fecho do invélucro con-
vexo da uniao de poliedros individuais explicitos, e estabelece um procedimento para a
determinacao dessas desigualdades quando sao conhecidas desigualdades validas para
cada um desses poliedros individuais. Quando obtidas através deste procedimento,
as desigualdades validas tomam a designacao de disjuntivas ou simplesmente cortes
disjuntivos. Sob determinados pressupostos de facialidade, este procedimento permite
obter a representacao explicita do poliedro disjuntivo, considerando sequencialmente
os involucros convexos parciais. Este resultado foi usado por Jeroslow [83] e por Balas
et al. [16] para provar a convergéncia finita dos algoritmos propostos para programacao
disjuntiva (limitada) e para programacao linear inteira binéria, respectivamente.

Anteriormente aos cortes disjuntivos introduzidos por Balas, os cortes que eram apli-
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cados na resolugao de programas lineares disjuntivos eram os cortes de Gomory (para
programas lineares inteiros mistos [68) [69]), os cortes de interseccao [6], os cortes de
convexidade [62], os cortes diamante (polares ou polaroide) [27] e os cortes de anexacao
poliedral [64]. Em [82], Jeroslow sumaria os pressupostos basicos da maioria destes
cortes e relaciona-os com os cortes disjuntivos. Balas, Bowman, Glover e Sommer
em [15], Balas em [7] e Glover em [63] apresentam novos desenvolvimentos e casos
especiais.

Na referéncia [117], Sherali e Shetty sumariam a programacao linear disjuntiva. O
principio disjuntivo é usado para formular o problema de determinar o corte mais
profundo, no sentido de uma certa medida da profundidade entre a origem e uma dada
relaxacdo de programacio disjuntiva. E proposto um procedimento para determinar
o corte mais profundo, embora os resultados da experiéncia computacional sejam
limitados.

Boyd em [25 26] usa o conceito de corte mais profundo na resolugao de problemas
de programacao linear inteira e inteira binaria. A seleccao do corte é feita entre
todas as desigualdades validas para um poliedro mochila particular, que contém a
regiao de admissibilidade original. A primeira referéncia apresenta bons resultados da
experiéncia computacional, embora o sucesso desta abordagem dependa da estrutura
particular do problema, que é um factor determinante na eficiéncia da resolucao do
problema de geracao do corte.

Com a dissertagao de doutoramento de Ceria [34], a programacao disjuntiva tornou-se
uma plataforma eficiente para a resolucao de problemas praticos. Ceria desenvolveu
um algoritmo puro de planos cortantes para programas lineares mistos binarios, que
usa o conceiro de corte mais profundo no sentido de uma certa medida de profundidade
entre a solucao 6ptima do programa linear relaxado e uma dada relaxagao de programa-
cao disjuntiva. Os cortes resultantes da aplicacao deste método passam a designar-se
por cortes lift-and-project. E estabelecida a relacdo do trabalho de Balas em progra-
magao disjuntiva com as matrizes de cortes de Lovasz e Schrijver [94], a hierarquia
de relaxagoes para programacao inteira mista de Sherali e Adams [116] e os cortes de
interseccao de Balas [6]. No trabalho desenvolvido com Balas e Cornuéjols [16, [17]
¢ provada a equivaléncia destes cortes com os cortes disjuntivos. Sao apresentados
resultados teoricos sobre cortes obtidos a partir da disjuncao 0-1 e um algoritmo
de planos cortantes finito para problemas lineares mistos binarios. E demonstrada
a eficiéncia da implementacao do método de Lift-and-project numa plataforma de
branch-and-cut com o desenvolvimento do co6digo MIPO para programas lineares
inteiros mistos sem estrutura combinatoéria particular.
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1.3 Estrutura da tese

A tese, além desta introducao, inclui trés capitulos e trés apéndices, cujo conteudo se
passa a descrever.

Nesta tese, mostra-se como é possivel gerar cortes mais profundos para problemas com
estrutura como é o caso, por exemplo, dos problemas de optimizacao combinatoéria.
Para a resolucao do problema de optimizacao subjacente a caracterizacao do corte
mais profundo, serdao usados algoritmos de feixe (do inglés, bundle methods). O
desenvolvimento efectuado encontra-se fundamentalmente relacionado com o algoritmo
proposto por P. Wolfe [128] que determina o ponto pertencente ao involucro convexo de
um conjunto finito de pontos que estd mais proximo da origem, no sentido da norma
Euclidiana. Assim, no Capitulo 2, baseados em argumentos disjuntivos através de
algoritmos, propoe-se uma generalizagao do algoritmo de P. Wolfe [128] para qualquer
métrica, diferenciavel ou nao. O algoritmo proposto é composto por um ciclo externo
e um ciclo interno, termina ao fim de um nimero finito de iteracdes e gera a mesma
sucessao de pontos que o algoritmo de P. Wolfe quando a métrica é a Euclidiana.
Analisa-se a dlgebra linear numérica inerente a sua implementacao, distintamente para
as normas lo, 1 e lo. O algoritmo foi implementado com o objectivo de resolver o pro-
blema de determinar o ponto pertencente ao invélucro convexo de um conjunto finito
de pontos, com diferentes normas - ly,ls e [, e, como gerador de cortes disjuntivos
mais separadores em problemas de programacao inteira, tendo sido obtidos resultados
numéricos para uma seleccao de problemas teste da MIPLIB e da ORLIB.

No Capitulo 3, é elaborado um trabalho de sintese desenvolvido com base em dois
trabalhos, nomeadamente, o de Cornuéjols e Li [43]| sobre fechos elementares para
programacao inteira e o de Letchford [91] sobre cortes disjuntivos para optimizagao
combinatoria.

A obtencao da solugao 6ptima de um problema linear inteiro ou inteiro misto através
de métodos de planos cortantes obriga a geracao de desigualdades que, embora nao
sejam véalidas para a regiao admissivel da relaxacao linear subjacente, sao validas
para o involucro convexo da regiao de interesse. Na Seccao 3.2, sao recordados
os procedimentos que permitem obter uma caracterizacao algébrica explicita desse
involucro, com base no trabalho de Cornuéjols e Li [43].

Uma das abordagens mais eficientes para resolver problemas de optimizagao combi-
natoria com estrutura particular é a abordagem branch-and-cut (Padberg e G. Ri-
naldi [106], Caprara e Fishetti [30]), em que os problemas sao formulados como
programas lineares inteiros e resolvidos através de uma combinacao de planos cortantes
e branch-and-bound. Para um conjunto de problemas importantes, Letchford em [91]
demonstrou que alguns cortes combinatoérios bem conhecidos sao validos para deter-
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minadas relaxacoes disjuntivas do problema de optimizacao combinatoéria subjacente.
A identificacao dessas relaxacOes permitird obter cortes mais profundos de acordo com
a metodologia apresentada no Capitulo 2. As provas apresentadas na Sec¢ao 3.3 usam
argumentos primais e constituem uma alternativa as provas apresentadas em [91] cujo
autor usa argumentos duais. Os cortes combinatorios analisados dizem respeito aos
problemas de particao por cliques, corte maximo, subdigrafo aciclico, ordenamento
linear, cobertura de conjuntos e caixeiro viajante assimétrico.

No Capitulo 4, procura-se por em pratica algumas das metodologias sugeridas num
problema especifico de optimizacao combinatoria. O problema do caixeiro viajante
assimétrico (do inglés, Asymmetric Traveling Salesman Problem e, por isso, denotado
ATSP) é um problema de optimizagdo combinatoria que tem vindo a servir de pla-
taforma de iniimeros métodos de resolucao. Este facto e a importancia de descobrir
bons limites inferiores para este problema motivaram a sua escolha para testar a
implementacao do algoritmo de planos cortantes proposto. Assim, é apresentada uma
estratégia para obter um limite inferior para o valor 6ptimo do ATSP, melhor do
que o que advém do problema de afectacao. O algoritmo proposto é um método de
primeira ordem baseado na funcao de penalidade exponencial que requer apenas a
resolucao sucessiva de problemas de afectacao como subproblemas. Apresentam-se
duas relaxacoes lineares disjuntivas do poliedro definido pelo involucro convexo das
solugoes admissiveis do ATSP, que se baseiam no conhecimento de um circuito nao
Hamiltoniano ou de um clique que permite a identificagao de um hiperplano separador
entre esse poliedro e um ponto extremo do poliedro definido pelo invélucro convexo das
solucoes admissiveis do problema de afectacao. Explica-se como determinar esse cir-
cuito ou clique e como reoptimizar a resolucao paramétrica dos problemas de afectacao
inerentes a identificacao desse hiperplano.

O problema de identificar restricoes de eliminacao de subpercursos para o ATSP
é, conforme sugerido por Padberg e Rinaldi [105], uma aplicacdo do problema do
corte minimo global num grafo dirigido, que se descreve na Seccao 4.4. E recordado
o algoritmo de empurrar-prefluzo de Goldberg e Tarjan [66] para o problema de
determinar o fluxo maximo entre dois vértices designados e o algoritmo de Hao e
Orlin |74], que determina o corte global de capacidade minima num grafo dirigido. O
algoritmo de Hao e Orlin baseia-se no algoritmo DetCorteMin(s) proposto por Padberg
e Rinaldi [105], que resolve a variante do problema de corte minimo onde um vértice
esta fixo, e é, essencialmente, uma versao adaptada do algoritmo de empurrar-prefluxo
de Goldberg e Tarjan. A descricao do algoritmo de empurrar-prefluzo de Goldberg
e Tarjan seguiu o desenvolvimento de Hao e Orlin [74], pois as descri¢bes no artigo
original [66] ou no livro de Ahuja, Magnanti e Orlin [I, Capitulo 7] ndo permitem
identificar, tao claramente, as modificacoes introduzidas por Hao e Orlin.

Na Seccao 4.5, é descrito o problema de afectacao e o método Hungaro, proposto
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por Kuhn [86]. O método usa o algoritmo para determinac¢ao do emparelhamento de
méaxima cardinalidade num grafo bipartido, recordado na Secgao 4.5.1, e cujo desen-
volvimento algoritmico é, essencialmente, baseado no livro de Wolsey [129, Capitulo
4).

O capitulo final desta tese é dedicado & apresentacao das conclusoes principais e
descricao de um conjunto de possiveis desenvolvimentos a serem trabalhados num
futuro proéximo.

No Apéndice A, apresentam-se os procedimentos para o fortalecimento de cortes
disjuntivos propostos por Balas e Jeroslow [18] e utilizados nas aplicagoes descritas
no Capitulo 2. No Apéndice B, descreve-se a regra de ramificacao sugerida por
Ryan e Foster [112] para a resolugao de problemas de particao através do método
branch-and-bound, e também aplicada por Ceria e Pataki [35] na geragdo de cortes
disjuntivos. A regra de Ryan-Foster é aplicada na geracao de cortes disjuntivos
em problemas de particao, na implementagao do algoritmo de P. Wolfe descrita no
Capitulo 2. No Apéndice (C|, apresentam-se alguns resultados sobre fluxos e prefluxos
que complementam o desenvolvimento da Secc¢ao 4.4.

1.4 Notacao e alguns resultados basicos

O objectivo desta seccao é fornecer o suporte mateméatico necessirio a compreensao
dos restantes capitulos. E apresentada a notacdo usual, seguida da revisdo de alguns
conceitos e resultados bésicos da teoria poliedral, da programacao inteira e da teoria
dos grafos. Todos os termos sao usados no sentido usual. A maioria da notacao e
terminologia que se apresentam foi retirada do livro de Schrijver [114]. Os conceitos
topologicos que se usam sao os presentes na literatura da anélise convexa, por exemplo,
nos livros de Urruty e Lemaréchal |77, [78].

O simbolo R" denota o espaco real n—dimensional, e R}, o conjunto de vectores nao
negativos de R". Os elementos de R" sao vectores linha ou coluna, devendo a distingao
ser inferida pelo contexto ou pela variavel que é utilizada (em geral, os vectores coluna
sao representados pelas letras do alfabeto latino, e os vectores linha e escalares, pelas
letras do alfabeto grego).

Dada uma matriz A € R™*" a;; denota o elemento na linha i e coluna j, A;. denota a
sua t—ésima linha, e A.; denota a sua j—ésima coluna. Do mesmo modo, A;. denota
a submatriz de A composta pelas linhas indexadas pelo conjunto de indices I, e A.;
denota a submatriz de A composta pelas colunas indexadas pelo conjunto de indices
J. Dado um vector z € R", x5 denota o subvector de x indexado pelo conjunto de
indices S; o ntimero de elementos de S é denotado por |S|. As matrizes e os vectores
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sdo indexados superiormente, como em A’ e z¢, devendo ser inferido pelo contexto
se 1 representa a ¢—ésima poténcia ou o ¢—ésimo elemento de alguma sequéncia. Os
escalares sao indexados inferiormente, como em «;. A sequéncia xq,x2,...,Ty,...
é denotada por {z;}3°,. A transposta de uma matriz A denota-se por A", e o
determinante de uma matriz quadrada A por det(A).

Dada uma matriz A, os escalares Apin(A) € Anax(A) denotam o menor e o maior valor
proprio de A, respectivamente. A matriz A diz-se definida positiva se Apin(A) > 0 e
semidefinida positiva se Amin(A) = 0.

Se a ¢ um numero real, entdao |« denota o arredondamento para o inteiro imedia-
tamente inferior de «, e [a]| para o inteiro imediatamente superior de a. Se « e [
sao nameros reais, entao [a, §] denota o conjunto {x € R: a < z < §}, e (o, 3), 0
conjunto {r € R: a < x < 8}.

Se o conjunto S C R" é limitado superiormente, entao existe o menor nimero real y
tal que x < y para todo o z € S; y diz-se o supremo de S e denota-se por sup(P).
Se S é nao vazio mas limitado superiormente, entao sup(S) = +oo. Similarmente, o
infimo de S denota-se por inf(S) e se S é ndo vazio, mas limitado inferiormente, entao
inf(S) = —o0.

1.4.1 Teoria poliedral e optimizacao combinatdria

Dado um conjunto P C R", o interior de P denota-se por int (P), o fecho de P por
cl (P) e a fronteira de P por fr (P). O interior relativo de P ¢é o interior de P relativo
ao involucro afim de P e denota-se por ri (P). O invdlucro conico de P é o conjunto
de todas as combinagdes finitas ndo-negativas (conicas) de elementos do conjunto P e
denota-se por cone (P). O invélucro afim de P é o conjunto de todas as combinagoes
finitas afins de P e denota-se por aff (P). O invdlucro convero de P é o conjunto de
todas as combinagoes finitas convexas de P e denota-se por conv (P). A dimensao de
P é a dimensao do seu invélucro afim.

Seja P C R"™ um conjunto convexo fechado nao vazio. O cone de recessao de P é o
conjunto dos vectores d € R" tal que, para qualquer x € P e para qualquer escalar
t € Ry, o vector z 4+ td € P e denota-se por P.,.

A representagao algébrica do conjunto P C R" é da forma
P={xeR": G(x) <0},

em que G: R" — R™ é o vector mapeamento, cujos componentes sao fungoes convexas
fechadas. O conjunto de pontos extremos ou vértices de P é o conjunto dos pontos
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em P que nao podem ser escritos como combinagao convexa de dois quaisquer outros
pontos também em P; denota-se por vert(P).

O conjunto P C R" é um conjunto poliédrico ou um poliedro se e s6 se P é a intersecc¢ao
de um ndimero finito de semi-espacos, isto é,

P={zeR": Az < b, Dx = d}, (1.1)

em que A, D sao matrizes, e b,d sao vectores de dimensoes finitas adequadas. Um
vector d € R"™ é uma direccao do poliedro P se, para qualquer x € P e para qualquer
escalar t € R, , o vector z +td € P. O conjunto de todas as direc¢des de um poliedro
P é um cone poliedral e denota-se por P,,. Se P ¢ um poliedro limitado e nao vazio
cuja tnica direccao é o vector nulo, entao P diz-se um politopo. Todo o poliedro P
admite uma caracterizacao do tipo de Carathéodory da forma

P = conv (S) + cone (C), (1.2)

em que S e C' sao conjuntos finitos. Reciprocamente, se P admite a caracterizacao
(1.2), entdo P ¢ um poliedro.

Um hiperplano de R™ é um conjunto H = {x € R": ax = (3} para algum (o, 3) €
R"™. O vector o diz-se o vector normal do hiperplano H, e o escalar 3, o termo
independente. Os semi-espacos fechados positivo e negativo de R" sao definidos
por H. = {x € R":ax > f} e H. = {x € R": ar < (3}, respectivamente. A
desigualdade “ax < 37 diz-se uma desigualdade valida para o poliedro P se ax < (3
para todo o z € P. O conjunto polar(P) é o conjunto de pontos (a, 3) € R™™! que
definem desigualdades validas para o poliedro P.

Uma face F' de P é um conjunto poliédrico contido em P, para o qual existe alguma
desigualdade “ax < 37 tal que F = {x € P: ax < f} = {z € P: ax = $}. Entao, F
diz-se uma face definida por “ax = 3”. Uma face diz-se propria se F # () e ' C P.
Uma faceta é uma face propria maximal ou, equivalentemente, uma face F' é uma
faceta se dim (F') = dim (P) — 1. Existe uma correspondéncia um para um entre as
desigualdades em (1.1) que nao sdao redundantes e as facetas de P.

Dado um poliedro P = {x € R": Az < b}, define-se o invdlucro convero inteiro de
P como P; = conv {x € Z": x € P}. O invélucro convexo inteiro de um poliedro é
um poliedro se A e b forem racionais ou P for limitado. O poliedro P tal que P D P
define uma relazxacao linear de P.

Seja (Q um conjunto finito de pontos {q1, ¢, ..., ¢n} ou uma matriz [¢1¢s - - - ¢n], com
a distincao inferida pelo contexto. A cardinalidade de () é o nimero de elementos do
conjunto @) e denota-se por |Q)|.



22 1. Introdugao

O invdlucro afim de @ é o conjunto aff (Q) = {z € R": 2 = Quw,ew = 1}, em
que e é um vector linha com todos os componentes iguais a 1; geometricamente, é
uma variedade linear que passa por todos os pontos de ). O invdlucro convero de
@ é o conjunto conv (Q) = {z € R": z = Qw,ew = 1,w > 0}; geometricamente,
é um politopo e 0 menor conjunto convexo que contém Q. O invdlucro conico de Q)
¢ o conjunto cone (Q) = {z € R": © = Qw,ew = 1,w > 0}; geometricamente, é o
menor cone poliedral que contém Q. O interior relativo do invélucro convexo de () é
o conjunto ri (conv (Q)) = {z € R": x = Qw,w > 0}; geometricamente, é o conjunto
de pontos de () que nao estao contidos em nenhuma face propria de Q).

O conjunto @ diz-se independente afim se, para todo ¢ € Q, q & aff (Q \ {q}). Se Q
é um conjunto independente afim, entao todo o = € aff (Q)) possui uma representacao
tinica da forma © = Qu tal que ew = Y ", w; = 1, em que w é designado por vector
das coordenadas baricéntricas de x relativamente a (). A dimensao de ) é o niimero
méaximo de vectores independentes afim de () menos um.

O poliedro K é um politopo se e s6 se existe um conjunto finito ¢ tal que K =
conv (Q). Se K = conv (Q), entao @ é minimal se e s6 se @) é o conjunto dos pontos
extremos de K. Por isso, a dimensao do poliedro K ¢é a cardinalidade do maior
conjunto independente afim contido em K menos um.

O conjunto polar (K) é o conjunto de pontos (c, 3) € R™™! que definem desigualdades
validas para o poliedro K. Uma face F' do poliedro K é um conjunto poliédrico contido
em K tal que existe (a, 3) € polar(K) com F = {x € K: ax = #}. Uma faceta de K
é uma face de dimensao dim (K)— 1. Um ponto extremo ou vértice ¢ € K é uma face
de dimensao zero . Para qualquer subconjunto S C @, o conjunto conv (S) é uma
face de K tal que dim (conv (S)) = |S|— 1.

Seja T ¢ K = conv (Q). Entao, existe um ponto tnico T € K que esta a distan-
cia Euclidiana minima de T e que se caracteriza por uma das seguintes expressoes
equivalentes:

7 —7|* (Vz € K),

(T —7)"x > |
>z -7l (YeQ)

(T —7)"q
Neste caso, a desigualdade valida para K, violada por T e que esta a sua distancia
minima é caracterizada por a = (z — )" /||z — Z| e f = ||z — T

Seja f uma funcao convexa de R" em R. O subdiferencial de f em x € R", denota-se
Jdf(x), é o conjunto de todos os subgradientes de f em x (sao vectores linha). Se,
adicionalmente, f é continua em z, entao o conjunto 0f(x) é nao vazio e compacto; se
f é diferenciavel em z entdo Jf(x) possui um tnico elemento denominado o gradiente
de f em x e denota-se por V f(z).



1.4. Notagao e alguns resultados basicos 23

Seja || - || uma qualquer norma em R" ¢ T ¢ K = conv (@), com @ finito; entao
existe pelo menos um ponto = € conv (()) que esta a distancia minima de T. A
unicidade s6 é garantida se a norma for continuamente diferenciavel. Qualquer um
daqueles pontos T é caracterizado por: para f(x) = ||z — ||, existe um subgradiente
a € 0f(Z) e um escalar § = f(Z) tal que ax <  para todo o x € K. Recorde-se
que Of(z) ={£ e R": {(x —T) = ||z — Z|, ||€||« < 1}, é um conjunto que, na maioria
do casos de interesse (I1, [, l,, Frobenius, etc.), é facilmente caracterizavel em termos
algébricos. A norma || - ||« é denotada por norma conjugada (ou dual) da norma || - ||
e é definida por ||al/. = max{az: ||z|| < 1}. Exemplos de normas vectoriais em R"
sao: a norma [ ou Euclidiana, ||z|2 = /> 1, 2%, a norma Iy, ||z = Y iy |xil, e a
norma lo, ||]c = max;—1 ... |2;]. A norma [y é dual de si propria, a norma [; é dual
da norma ., e vice-versa.

1.4.2 Teoria de grafos

Seguidamente, apresentam-se as definicoes dos termos de teoria de grafos que serao
usados. Para consulta de defini¢oes adicionais e resultados teodricos, refira-se o livro
de West [127].

Grafos nao dirigidos

Seja G = (V, E) um grafo nao dirigido definido por um conjunto de vértices V' e um
conjunto de arestas F. Para identificar uma aresta usa-se a letra e ou o conjunto
{i,j} ou o par (i, 7). Arestas sdo subconjuntos de V' com cardinalidade dois; isto &, se
i,7 € V comi# j, entdo e = {i,j} é uma aresta e i,j sdo as extremidades da aresta
e. Denota-se por K, um grafo completo com n vértices (isto é, K,, = (V, E)), em que
V={l,...,n}e E=V xV.

Para qualquer vértice v € V, o conjunto de arestas incidentes a v designa-se por
estrela de v e denota-se por d(v). O grau de um vértice v é igual ao nimero de arestas
incidentes a v, isto é, [6(v)].

Se E' C E, entao G(E') diz-se o subgrafo de G induzido pelo conjunto de arestas E’ e,
similarmente, se V' C V', entao G(V"’) diz-se o subgrafo de G induzido pelo conjunto
de vértices V’. Um subconjunto de vértices V' C V' cujo subgrafo G(V') é completo
diz-se um clique.

Uma sequéncia vieqvs€s - Up€nlni1, €m que Ui, Vs, ...,Un,Unt1 Sao0 Vértices e
e1,€s,...,6, sao arestas tais que e; = (v;,v41) para @ = 1,...,n, designa-se por
caminho de comprimento n. Um caminho diz-se fechado se v; = v,y1. Um circuito
de comprimento n vie vqes - - - vye,v1 € um caminho fechado.
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Se o conjunto de vértices V' puder ser particionado em dois conjuntos V; e V5 tais que
cada aresta de F tem um vértice em V; e outro em V5, entao G diz-se bipartido e
denota-se por G = (V1, Vs, E). O grafo G é bipartido se s6 se ndo contém circuitos de
tamanho impar.

Para qualquer subconjunto de vértices S C V', define-se

E(S) = {(i,j) e E:4,j € S},
3(S) = {(i,j)e E:ieS,jeV\S}h

O conjunto 6(S) diz-se um corte em G determinado por S. Se S é um conjunto
singular, isto é, S = {v}, entdo usa-se a notagao d(v) como abreviatura de d({v}). O
conjunto de arestas 6(S) é um corte-(i,7) em G. Os vértices ¢, j dizem-se separados
pelo corte 6(S5) ou §(S) é um corte-(i, j) se exactamente um dos vértices i ou j estiver
em S.

Um subconjunto M C FE diz-se um emparelhamento se nao existirem duas arestas
em M que possuam uma extremidade em comum. Um vértice ¢ € V diz-se exposto
(relativamente a um emparelhamento M) se i nao é extremidade de qualquer aresta
de M. Quando nao existem vértices expostos, diz-se que o emparelhamento M ¢é
perfeito. Emparelhamentos perfeitos possuem cardinalidade |V|/2.

Diz-se que P é um caminho alternado relativamente a um emparelhamento M se P é
um caminho simples definido por

P = {{UO7U1}7{U17U2}7"'7{010*177};0}} (13)
—— —— —_————
e1 e2 ep

tal que {e;, e;11} intersecta M e E'\ M para todo i =0,1,...,p— 1. Recorde-se que,
sendo P um caminho simples, {vg, v1,...,v,} é um conjunto de vértices distintos.

Diz-se que P é um caminho aumentado relativamente a um emparelhamento M
se P ¢ um caminho alternado definido por (1.3) e vy, v, sdo dois vértices expostos.
Consequentemente, p é impar, ey, e3,...,e, € E\ M, e eg,e4,...,6, 1 € M.

A matriz de adjacéncia de um grafo nao dirigido G = (V, F) é uma matriz com ambas
linhas e colunas indexadas por V', em que a entrada na posigao (v, €) é igual ao niimero
de arestas que conectam os vértices v e e. A matriz de incidéncia de G é uma matriz
de zeros e uns com linhas e colunas indexadas por V e E, respectivamente, em que a
entrada na posicao (v,e) é um se e s6 se o vértice v é incidente com a aresta e.
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Grafos dirigidos

Seja G = (V, E) um grafo dirigido ou digrafo definido por um conjunto de vértices V'
e um conjunto de arcos £ C (V x V). Para qualquer subconjunto de vértices S C V,
define-se

E(S) = {(ij)e E:ije S},
60T (S) = {(i,j)eE:ieS,jeV\St =6 (V\S),
6 (S) = {(i,j)€eE:ieV\S,jest =6(V\9).

Se S for um conjunto singular, isto é, S = {j}, entdo utiliza-se a notagao 01 (j)
ou 0~ (j), respectivamente. Se S = {1,2}, entdao E(S) = {(i,j) € E: 1,5 € {1,2}},
67(S) ={(i,j) e E:ie{1,2},j € V\{1,2}}ed (S) ={(i,j) e E:i € V\{1,2},j €
{1,2}}.

Uma sequéncia vy ey Vs €3---U, €, Upii, €M qUe V1,V ...,Un,Upy1 € V e
€1,6€2,...,6, € E sido tais que ¢; = (v;,v;11) para ¢ = 1,...,n, designa-se por
caminho (dirigido) de comprimento n. Um caminho diz-se fechado se v; = vp41. Um
ciclo de comprimento n, v e; vy €3 --- v, €, v, ¢ um caminho fechado.

Seja G = (V/,E') um grafo dirigido, em que V' = {vy,...,v,} C V e
E' = {(v1,v2), (v2,v3),...,(vp,v1)} C E. Entao, G’ diz-se um ciclo Hamiltoniano se
p = n ou diz-se um subpercurso se p < n.

Seja S = {v1,v2,...,v,} €V um conjunto de vértices distintos. Se

E(S) = {(v1,v2), (v2,v3), ..., (vk-1,08) } C E,
entdo E(S) designa-se por caminho dirigido em G. Se

E(S) = {(v1,v2), (va,v3), ..., (Vk—1,vk), (Vk,v1)} C E,

entdo F(S) designa-se por ciclo dirigido ou circuito em G. Se o grafo G nao possui
ciclos dirigidos, entao diz-se aciclico. Se cada par de vértices em S é adjacente em G,
entao S diz-se um clique de G.

A matriz de incidéncia de um digrafo G = (V, E) é uma matriz com linhas e colunas
indexadas por V' e E, respectivamente, em que a entrada na posi¢ao (v,e) é -1, +1 ou
0 se o vértice v é a cabeca de e, a cauda de e ou nenhum dos casos, respectivamente.

Seja T' um conjunto de arcos (i,j) € E. Se, para todo o par de vértices i,j € V
distintos, 7" contém ou o arco (i,7) ou (j,i), mas nao ambos, entdo 7' diz-se um
torneto. Um torneio sem ciclos dirigidos diz-se aciclico.
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Seja G = (V, E) um grafo dirigido constituido por uma sequéncia ordenada de m
ciclos dirigidos distintos denotados por C4,...,C,,. O grafo G diz-se um grafo escada
de Mobius se forem verificadas as seguintes condicoes:

1. o grau de cada vértice em V' é pelo menos 3;
2. m é um inteiro impar tal que m > 3;
3. |Ci| € {3,4} parai=1,... ,m.

4. Seja (C;,Ciq), para i = 1,...,m, um par de ciclos dirigidos adjacentes, em que
Cpmt1 = Cy. Entao, C;NCiy1 =e; € E, parai=1,...,m, e C;NC; = para
je{l,...i—1i+1,...,m}

5. Seja (C;,C;) com i < j um qualquer par de ciclos dirigidos que possuem um
vértice comum v; € V. Entao, v; pertence a todos os ciclos dirigidos Cj, . .., Cj ou
Ci,....,Cn,Ch,...,Ci.

6. Seja C;, para j = 1,...,m um qualquer ciclo dirigido e J ={1,...,m} N ({j —
2,7—4,..3U{j+1,7+3,...}) um conjunto de indices. Entao, E\ {e;: i € J}
contém um soé ciclo dirigido.



Capitulo 2

Projectar: dual de Separar

2.1 Introducao

Conhecido um ponto T de R"™ e um conjunto finito de politopos K* ¢ R", i € I,
considera-se o problema de obter o hiperplano mais separador entre e o politopo K
definido implicitamente através de

K = conv (U Ki) , (2.1)

onde conv (+) denota invélucro convexo. O hiperplano mais separador entre T e K é
caracterizado pela solucao dual 6ptima no seguinte par de problemas

min ||z — T B max (3 — aT (2.2)
sa xeK N sa (a,p) € polar (K), |«of, <1, ’
onde || - || e || - ||+ designam normas vectoriais mutuamente conjugadas, e o conjunto

polar (K) C R™™ designa o conjunto dos (n+1)-uplos («a, 8) tais que “az > £7 é uma
desigualdade valida para K. A igualdade (2.2) traduz a dualidade entre determinar a
projecgao de T sobre K (designado por problema primal) e determinar o hiperplano
mais separador entre T e K (problema dual).

O interesse na resolucao desta classe de problemas de optimizacao é motivado pela ge-
racao de hiperplanos mais separadores em programacao inteira. Por exemplo, quando
na resolu¢ao de problemas de programacao inteira (ou inteira mista), T é minimizante
de uma funcéo linear cz sobre uma relaxaciao K de um conjunto K, e interessa obter
uma desigualdade valida para K e invalida em 7. Em geral, o problema de minimizagao
(2.2) é tao dificil quanto o proprio problema de programacao inteira que se pretende

27
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resolver. Por isso, na pratica, a separacao deve ocorrer entre o ponto T e uma outra
relaxacao de K definida com base em argumentos disjuntivos (por exemplo, z; = 0 ou
x; = 1) que ndo contenha 7.

Neste contexto, duas questoes cientificas decorrem naturalmente. Que tipo e nimero
de disjuncgoes se devem considerar em (2.2)? Um maior nimero de disjungdes pode
favorecer a obtencao de cortes mais profundos. Contudo, a caracterizacao algébrica
explicita de K pode ser impeditiva em termos de espago de memoria e/ou de velocidade
de convergéncia. Que norma vectorial se deve considerar em (2.2)7 Existe alguma
evidéncia teodrica, ainda nao observavel na pratica, de que normas como a Euclidiana,
por exemplo, poderao proporcionar convergéncia mais rapida ao algoritmo de planos
cortantes, veja-se Soares [120], por exemplo. Mais, a resolucao de (2.2) pode obrigar
a resolugao de problemas nao lineares e/ou nao diferenciaveis, quadréticos no caso
da norma Euclidiana, e para os quais nao é 6bvia a escolha dos melhores algoritmos
que aproveitem a estrutura especifica do problema em causa. Por outro lado, tem-se
observado experimentalmente que a norma escolhida em (2.2)) influencia a esparsidade
do corte assim caracterizado, o que também parece ser um aspecto relevante na eficacia
do algoritmo de planos cortantes. Nesse aspecto, os cortes mais separadores baseados
na norma Euclidiana tendem ser menos esparsos do que cortes baseados em normas
poliedrais como as normas [y e [.

A dualidade (2.2) sugere a utilizacao de algoritmos que, com o propoésito de determinar
um hiperplano separador, possam utilizar de forma eficiente a estrutura combinatoria
de K. Por exemplo, quando a norma ¢ a Euclidiana, o algoritmo proposto por P.
Wolfe [128] resolve (2.2) através da resolugao sucessiva de problemas lineares sobre
K. Sendo K o invélucro convexo de conjuntos poliédricos, a optimizacao de uma
funcao linear sobre K pode ser massivamente paralelizavel ou eficientemente resolvida
por algoritmos do tipo paramétrico. Neste capitulo, ¢ proposta uma generalizacao
do algoritmo de P. Wolfe para a resolu¢do do problema (2.2) com qualquer norma,
diferenciavel ou nao, atendendo ao interesse dessa abordagem na geracao de planos
cortantes baseados em argumentos disjuntivos. Sao também apresentados resultados
computacionais obtidos com uma implementacao combinada de MATLAB e CPLEX.

Na proxima seccao, propoe-se uma generalizacao do algoritmo de P. Wolfe para a
resolucao do problema de obter o hiperplano mais separador entre um ponto conhe-
cido e o involucro convexo de conjuntos poliedrais definido com base em argumentos
disjuntivos com qualquer norma, diferenciavel ou nao. Apresenta-se uma prova da sua
convergéncia finita e analisa-se a algebra linear numérica inerente a sua implementa-
cao, distintamente para as normas ls, [; e l. Na Seccao 2.4, apresentam-se alguns
resultados computacionais da implementacao do algoritmo proposto para a resolucao
do problema de determinar o ponto pertencente ao involucro convexo de um conjunto
finito de pontos, com diferentes normas - l1,ls e [, e, como gerador de cortes, para a
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resolucao de problemas de optimizacao discreta com diversos tipos de disjuncoes e a
norma FEuclideana.

2.2 Uma generalizacao do algoritmo de P. Wolfe

P. Wolfe propds, em [128|, um algoritmo para determinar o ponto pertencente ao
invélucro convexo de um conjunto finito de pontos K° = {py,ps,...,pm} C R, aqui
denotado por K = conv (K°), que est4 mais préximo da origem no sentido da norma
Euclidiana. Algebricamente, o algoritmo resolve o problema de optimizacao

min ||zl

s.a x:Zwkpk, Zwkzl, w20, k=12...,m, (2:3)
k=1 k=1

onde ||| denota norma Euclidiana. O algoritmo de P. Wolfe nao requer o conhecimento
explicito e antecipado de K, antes manipulando subconjuntos de K gerados iterati-
vamente - neste aspecto, o algoritmo pode ser considerado um algoritmo de geracao
de colunas. A cardinalidade desses subconjuntos nunca ultrapassa dim (K)+ 1, o que
torna a abordagem atractiva quando |K°| ¢ elevado.

Propoe-se, na Figura 2.1, uma generalizagao do algoritmo de P. Wolfe para a resolugao
do problema (2.3) com qualquer norma. Tal como aquele, o algoritmo que se propoe
é composto por um ciclo externo (Ciclo maior) e um ciclo interno (Ciclo menor) com
invariantes semelhantes, terminando ao fim de um nimero finito de passos e gerando
a mesma sucessao de pontos quando a norma é a Euclidiana.

Cada iteracao do Ciclo maior inicia-se com o conhecimento de um par de subconjuntos
P, P, C K° com P, independente afim, e um ponto X € ri conv (P)) tal que
X € argmin{||z||: = € aff (P;)}. Como se mostra no Lema 2.1, o subconjunto P é
necessario para lidar com a averiguacao de optimalidade. Se X verifica a condigao
necessaria e suficiente de optimalidade sobre K (conforme Secgao 1.4.1) com um dado
subgradiente, entao o algoritmo termina. Caso contrario, é identificado um novo
ponto p € K° que deve ser acrescentado a P = P, U P,. Quando a norma é nao
diferenciavel, existe a dificuldade adicional da identificacao do subgradiente que valida
a optimalidade de X.

Se a inser¢ao de p em P permite identificar uma direc¢ao de descida, entdo p é
inserido em P; (possivelmente com outros pontos de P) e P, fica vazio. Prossegue
a execucao do Ciclo menor que consiste na eliminagao sucessiva de pontos de P, até
que seja alcancado X € ri conv (P;) tal que X € argmin{||z||: =z € aff (P;)}. Se
a insercao de p nao favorece a identificacdo de uma direccao de descida, entdo p é
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inserido em P, e é imediatamente iniciada uma nova iteragao do Ciclo maior sem
qualquer redefinicao de X, mas com um novo subgradiente. Esta tltima situacao, que
favorecerd o aparecimento do tal subgradiente que assegura a optimalidade de X ao
fim de um namero finito de passos, s6 acontece quando a norma nao é continuamente
diferenciavel.

Uma dada iteragao do Ciclo maior é designada por séria se || X || decresce nessa iteragao,
caso contrario essa iteragao é designada por nula. Esta notacao também é adoptada na
descricao de alguns algoritmos para optimizacao convexa nao diferenciavel, descritos
por Urruty e Lemaréchal [78], por exemplo. As iteragoes nulas de um Ciclo maior sdo
constituidas por nenhuma execucao do Ciclo menor, enquanto que as iteracoes sérias
sao constituidas por pelo menos uma execucao do Ciclo menor.

A proxima sequéncia de lemas destina-se a demonstrar a convergéncia finita do al-
goritmo proposto. E consequéncia imediata de resultados classicos que X € argmin
{l|z||: =z € aff (P1)} se e s6 se existe a € J|| - [|(X) tal que X = ap para todo p € P;.
Em particular, se P, = {X}, entao isso é verdade com qualquer a € 9| - [[(X). O
Lema 2.1/ assegura a veracidade, para algum «, da afirmacgao entre paréntesis no inicio
de cada uma das iteracoes do Ciclo maior.

Lema 2.1 Seja T = Zpiep w;p’ admissivel para (2.4). Entdo, T € solu¢ao dptima
para (2.4) se e so se existe a € J|| - ||(Z) tal que

alp—7)=0 para todop € PLU{p' € Py: w; >0},
a(p—72)=0 para todop € {p' € Py: w; =0}.

Mais,

1. se ||z|| < || X||, entdao Wy > 0 para p° =p € Po;

2. se ||z|| = || X||, entao a € 9| - |[(X).

Demonstragao: Seja C' C R" o conjunto dos pontos x admissiveis para (2.4). Sendo
C' um conjunto convexo fechado, T é 6éptimo para min{||z||: x € C} se e s6 se 0 €
J||-1|1(Z)+ Ne (), com No () a denotar o cone normal de C' em T (veja-se, por exemplo,
Urruty e Lemaréchal [77]). Como
Ne(3) = {3 c R": s(p—f) =0, p€ Pllu{pi E/\PQ: w; >0}, }
s(p—7) <0, pe{p' € P:w; =0}

conclui-se a primeira parte do lema. Agora, suponha-se que ||Z|| < [|X]]. Como
a€d|-]|(X) e X é admissivel para (2.4),

12l = 1 X1 + a(@ = X) > [[Z]] + o7 - X), (2.6)
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Inicializagao:

Escolher P, = (), P, C KV independente afim e um vector X € ri conv (P)
tal que X € arg min{||z||: x € aff (P1)}.

Ciclo maior:

(Seja P=P,UP, CKY e X =Pw € ri conv(Py), comw>0eew=1,
tal que existe o € O|| - ||(X) satisfazendo a(p — X) = 0 para todo p € P,
e a(p—X) =0 para todo p € P)

Determinar p € arg min{ax: z € K%}.
Se ap = aX

entdo STOP: X € arg min{||z|: z € K}.
senao P := P, U {p}.

Determinar uma solucio 6ptima 7 = Z w;p* do problema

pieP
min ||z||
s.a x= Zwipi, Zwizl, w; = 0, i:piEPg.
pieP pieP
(2.4)
Se [|]| = [|X]]

entdo Repetir Ciclo maior.
sendo 0: =min (1, max{t: w; + t(0; —w;) >0, i:p’' € P})
X: =X+0Iz-X).
P: =PU{p'€Py:@W; >0} e Py:=0).
Redefinir P; de modo a ser independente afim e X €ri (conv (Pp)).

Ciclo menor:

Determinar uma solucao 6ptima T = E w;p* do problema
pieEP;
min ||z||

sa wzeaff (P) (2:5)

Se |2l = ||
entdo Repetir o Ciclo maior.
sendo : =min (1, max{t: w; + t(w; —w;) >0, i:p'€ P})
X: =X+0z-X).
Redefinir P; de modo que X €ri conv (Py).
Se ¥ € conv (P1)
entdo Repetir o Ciclo maior.
sendo Repetir o Ciclo menor.

Figura 2.1: Algoritmo modificado de P. Wolfe.
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pelo que a(z — X) < 0. Por outro lado,

a@—X)= Y @ -X)+ Y @ - X)+dee(p— X) > Boa(p— X),

plep pteP2\{p}

devido a propriedade de a no inicio do Ciclo maior. Por isso, também woa(p—X) < 0.

Como ap < aX, por defini¢ao de p, entao wy > 0. Finalmente, se ||Z]| = || X]|, entao
a € 0| - [(X) é consequéncia de [29, Lema 2(a)|, o que conclui a demonstracao. O
No caso de f(x) = ||z| ser uma norma continuamente diferenciavel, a = V f(x)

e, portanto, a(p— X) < 0 implica ||Z|| < [|X]|, pelo que nao existirao iteragoes
nulas. Em particular, no problema (2.4), P, = {p} sempre. Como, pelo Lema 2.1,
Wy > 0, entdo o problema (2.4) é essencialmente um problema sem restrigoes e,
portanto, equivalente a um adequado sistema de equacoes lineares que, como é possivel
demonstrar, tem solucao tnica.

No caso de f(x) = ||z|| ser uma norma [; ou lw, o problema (2.4) é equivalente a
um adequado problema linear. Na Seccao 2.3.2, explica-se como obter a a partir de
informacao dual bésica. Por 2. do Lema 2.1, caso ||Z|| = || X]||, este vector & servira
para iniciar uma nova iteracao do Ciclo maior.

Lema 2.2 Se, apds a resolucio de (2.4), |2 = > cp@ip'|| < I1X = > icp, Wikl
entao:

1. 0 = min (1, max{t: w; + t(w; — w;) = 0 para todo i: p* € P1}) € (0,1];
2. X+0(x—X)€conw (Pl=PU{p'€P:w;>0}), e
31X +6x—X)|| <|X].

Demonstragao: O facto de 6 € (0,1] decorre de w; > 0 para todo i: p* € P;.
Portanto, para todo o escalar ¢ > 0,

X+ix—-X) = Z (W, + t(W; — ;) p’ + Z (tw;) p'.

pieP; pieP;

Como w; > 0 para i: p' € Py, e w; > 0 para i: p' € P, tem-se X +t(7 — X) €
conv (P]) para todo t € [0,0]. Finalmente, | X + 0(z — X)|| = ||(1 — )X + 0| <
(L =X +olz] < (1= 0)X| + o[ X][| = || X]. O

Apos a resolucao de (2.4) e no caso de ||Z|| < ||X]||, ocorre uma redefini¢ao de X e
de Pj, de modo a que a definigao de 6 assegura X € conv (F;), e, atendendo a [I.
do Lema 2.1, pelo menos um novo vector é inserido em P;. O préximo resultado diz
respeito a independéncia afim de P;.
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Lema 2.3 Suponha-se que T = Zpiep w;p' para algum W tal que W; = 0 para todo
1:p' € Py, e que Py € independente afim. Se w € ponto extremo do poliedro

W:{w:/x\:Pw,wZ'ZO, i3piep2}=

entdo P, U {p' € Py: w; > 0} € independente afim.

Demonstragao: Suponha-se que P, U {pi € P,: w; > 0} nao é independente afim.
Entdo, existe w # 0 tal que w; = 0 para todo i: p' € Py e w; =0, e

pteP pteP

Para t > 0 e suficientemente pequeno, @ + tw e w — tw pertencem a W. Chega-se a
um absurdo, pois @ é combinacao convexa desses dois pontos de W. 0

Portanto, se a solugdo 6ptima de (2.4) estiver caracterizada adequadamente, entao
o conjunto P, mantém-se independente afim durante todo o algoritmo, sem que isso
seja imposto artificialmente. Note-se que, em geral, se X € conv (P}), entdo um
procedimento analogo ao que esta implicito na demonstracao do Lema 2.3/ permite
encontrar P} C P; independente afim e tal que X €ri conv (P)).

Na primeira iteracdo de uma passagem pelo Ciclo menor, a solucao 6ptima z do pro-
blema (2.4) permanece 6ptima em (2.5) nessa iteracao. A demonstra¢ao do Lema 2.4
¢ andloga a do Lema 2.2.

Lema 2.4 Se, apds a resolugao de (2.5), ||| < || X|| e T & conv (Py), entdo

0 = min (1, max{t: X +t(x — X) € conv (P1)}) € (0,1),
X + 6@ = X)) < [1XI]],

e Py fica com menos um elemento, pelo menos.
Seguidamente, é demonstrada a convergéncia finita do algoritmo proposto.

Teorema 2.1 O algoritmo da Figura 2.1 termina num numero finito de iteracoes dos
Ciclos maior e menor.

Demonstracao: Pelo Lema 2.4] em cada iteracao do Ciclo maior, ocorre um ntimero
finito de iteragoes do Ciclo menor. Em cada iteracao (com a possivel excepgao da
primeira e da tltima), o conjunto P fica com menos um elemento. Por isso, basta
provar que o algoritmo termina num nimero finito de iteracoes do Ciclo maior.
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Primeiro, prova-se que existe um ntmero finito de iteracoes nulas consecutivas. Entre
duas iteracoes nulas consecutivas, P; mantém-se constante, e P, tem mais um ele-
mento. Como K ¢ finito, esta sequéncia ndo pode decorrer indefinidamente. Segundo,
na iteragdo seguinte a uma iteragao séria, || X| = min{||z||: z € aff (P))} e X €
ri conv (P;). Entre duas iteragoes sérias consecutivas, || X|| decresce estritamente.
Portanto, de iteracao séria em iteracao séria, os conjuntos P, nao podem repetir-se.
Como existem em numero finito, conclui-se que existe um nimero finito de iteracoes
sérias e também de todo o algoritmo. U

2.3 Algebra linear numérica

Nesta seccao, explica-se como se devem organizar os calculos algébricos envolvidos
na implementacao do algoritmo descrito na Figura 2.1/ na resolugao do problema de
minimizagao em (2.2). Duas caracteristicas desse problema nao sdo capturadas em
(2.3), nomeadamente, a fungao objectivo é ||z — Z| e K o conjunto dos pontos
extremos de K, nao é conhecido explicitamente. Mas, como

min [z —Z| _ min |[jy]

= 2.7
sa rxekK sa yeK -7 (2.7)

e (K —7)° = K — 7, entao o algoritmo proposto também resolve o problema de
minimizagao em (2.2) com devidos ajustamentos.

Comece-se por analisar a primeira escolha para o conjunto P; que d& inicio ao algo-
ritmo. Em geral, uma escolha possivel é P, := {p — T}, com p um qualquer ponto
extremo de K. No entanto, quando ji é conhecido um conjunto @Q; = {¢'} € K°
proveniente de, por exemplo, uma prévia resolu¢gdo de (2.7) com um 7 diferente,
pode-se inicializar P, de modo a acelerar o algoritmo. Primeiro, obtém-se o vector
X =Y, wiq" € argmin{|lz — Z||: © € conv (Q1)}, usando um algoritmo adequado,
apos o que se define Py = {¢' € Q1: w; > 0} — 7 de modo a que P, seja independente
afime X —T €ri conv (P).

Outro aspecto a ter em conta na implementagao do algoritmo proposto é a determi-
nacao do novo ponto p € K — 7. Se K & da forma (2.1), entdo

min oy . min ax _
= min | — ax, 2.8
sa yeK'-7 ieI(S.a xEK’) (28)

pelo que p = ¢ — 7, com ¢° ponto extremo de um dos politopos K* k € I. Nas

proximas subseccoes, analisa-se a algebra linear numérica inerente a implementacao
do algoritmo proposto, distintamente para as normas I, [ € .
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2.3.1 Norma Euclidiana

Dado um conjunto @Q; C K tal que |Q;] nao é elevada, o problema min{|z —
Z||: x € conv (Q1)} pode ser resolvido pelo algoritmo NNLS proposto por Lawson
e Hanson [90] para a resolugdo de problemas de minimos quadrados com restrigoes
de nao negatividade. O algoritmo NNLS esta disponivel como func¢ao interna do
MATLAB e também estd disponivel em FORTRAN em http://www.netlib.org/
lawson-hanson/all. O algoritmo NNLS é um método de restri¢oes activas baseado
na decomposicao QR.

O Lema 2.5/ mostra que o problema (2.9), abaixo, esté relacionado com o problema de
minimos quadrados com restrigoes de nao negatividade (2.10) e justifica a utiliza¢ao
da rotina NNLS. Considerem-se entao os problemas

min |z — 7| = min |Qu—z|> = min [(Q —Te)v|’ 2.9)
sa x € conv (Q) sa ev=1v>0 sa ev=1v>0, ’
Q-7 (e
min [ ! . e } u— [ ) } =  min |[(Q — Ze)ul]® + (eu —1)? (2.10)
sa u=0 sa u=0,

em que a matriz (J; —Ze é obtida subtraindo ¥ a cada coluna da matriz ();. Resultados
similares podem ser deduzidos na auséncia, total ou parcial, de restricoes de nao
negatividade. Esse lema ¢ mencionado por P. Wolfe em [128] sem demonstragao.
Inclui-se aqui uma possivel demonstracao.

Lema 2.5 Seu ¢ solugao dptima de (2.10), entao o valor dptimo é 1 —eu, v = u/(eu)
é solugao dptima de (2.9), e (1 — eu)/(eu) o respectivo valor dptimo.

Demonstracao: Das condigoes necessarias e suficientes de optimalidade de (2.10) e
usando ) = (1 — Te, tem-se

T20, (QQ+eTe)T—e" 20, T (QTQ+e"e)T—eT] = 0.

Entio, 7" Q"Qu + (et)? = €% ou, de modo equivalente, ||Qu” + (1 — en)’ = 1 — en.
Note-se que eu > 0 porque se eu = 0, entao w = 0, o que é absurdo. Observe-se que
v=u/(eu) >20eev=1. Se A= (1 —eu)/(eu), entao

Q" Qv + Ae” — [(QQ+ e e)u—e] /(enw) = 0

QAT = e [(QQ+ -] -
= 5)2 [ET (QTQ + eTe) u— eﬂ] = 0.

eu


http://www.netlib.org/lawson-hanson/all�
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Por isso, ¥ é 6ptimo para (2.9), e o valor 6ptimo é

1
(eu)?

2 cu(l—eu) 1—ecu
||QU|| - (6&)2 - e

lQv]* =

O

No final do algoritmo NNLS, as componentes positivas de @ estao associadas a um
subconjunto P, — Ze de ()1 — Te que é independente afim. Entao, como P, também é
independente afim e X = Q10 € ri conv (P;), X é tnica solu¢ao 6ptima de problema
de optimizacao

min |z — 7| = min ||Pv—7|?

2.11
sa x € aff (P) sa ev=1 (2.11)

que, por sua vez, esta relacionado com o problema de minimos quadrados sem restrigoes

[ P07 =[]

conforme esta implicito no Lema 2.5.

2
= min |[[(P—Ze)ul,+ (eu—1)?, (2.12)

Seguidamente, explica-se a algebra linear numérica inerente a introdugao de novas
colunas e remocao de colunas de P;. Se P, é um conjunto independente afim, entao
existe uma matriz (n+1) x (n+ 1) ortogonal (), uma matriz m X m triangular superior
e ndo singular R e um escalar nio nulo by tais que

_ R b
’151;[}71;”6 HZQ 0 by (2.13)
0 0

Como é simples de verificar, a solu¢ao 6ptima do problema (2.12) é a solu¢ao u do
sistema de equacoes lineares Ru = by, e o respectivo valor 6ptimo ¢ 5; =1— eu.
Consequentemente, por um resultado analogo ao do Lema 2.5, 7 = u/(eu) é solugao
optima de (2.11). Em seguida, explica-se como actualizar a matriz triangular superior
em (2.13) apods a inser¢ao e remocao de um elemento em P;. Considere-se a inser¢ao
de um elemento no conjunto P;.

Lema 2.6 Seja P, U {p} um conjunto independente afim, e suponha-se conhecida a
decomposicio (2.13) de Pi. Entdo, eviste uma matriz (n + 1) x (n + 1) ortogonal Q
tal que

(=l
=

_ P —Te D—T _
P, = 1 —xe P xO:Q

2.14
e 1 1 ’ ( )

o o o
o o™ ©
o Q@ —
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T

onde, para s = (P, —Te)"(p —T) + ",

a=RTs, p=OPO—-7)"(p—7)+1—d"a,
f=0=aB)/p, g=1/b~ 1%

Demonstragao: Primeiro, observe-se que

== (P, —e)" (P, —Te) +e"e e Rb] [R b

Pl Pl — = — — =
é ]_ O bQ 0 b2

R"R  R™h

bR bb, + b,

Seja R a matriz (m + 1) x (m + 1) triangular superior em (2.14). Entdo,

Rab]l [Rahb R'™R  Ra R"b,
R'R = 0 p f 0 p f|=1]d"R a"a+ p? a"by + pf
00 g Looy VR Datpf Bt Pt
[ (P, —Te)"(PL—Te)+e"e (PL—Te)" (p—7) +e" €
= (p—7)"(P—Te) +e G-z)"(G-7)+1 1 | =P Py
i e 1 1
[l
Este lema permite caracterizar a solugao optima (u, ug) de
P —Te p-7 01’
. \ —Te p—T u
— 2.1
|27 L)1 219

como sendo a solucao do sistema de equagoes lineares
ol = [R]-E
0 p]Luw f Uo flp

Agora, considere-se a remocao de uma das primeiras m colunas de P;, denotada por

pj. Considere-se a matriz

pL—T P T p T P z 0 R
ﬁ 1 — j—1 — j+1 — m . -
{ IR 1 1 1 1] 7e 8 b
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onde a matriz R s6 nao é triangular superior porque os elementos nas posicoes (j, j+1),

.,(m,m 4 1) s@o nao nulos. Esta matriz pode ser conduzida & forma triangular
superior, efectuando uma multiplicacao a esquerda por m — j + 1 matrizes de Givens,
que sdo matrizes ortogonais. Deste modo, obtém-se a decomposicio QR da matriz P;.

2.3.2 Normas [ e [

No caso da norma [, o problema (2.4) pode ser formulado como um problema linear
cujo par primal-dual se apresenta de seguida:

min eo ) ((max (71 — )T+ p

s.a Pw+o >7T sa (m—m)Pit+pe =0
—Pw+o > -7 p = (11 —72)Pe+pe <0 (2.16)
ew =1 Y1+ )2 =e
U)Z>O(Z]QZGP2) L 7177220

No caso da norma [, o problema (2.4) pode ser formulado como um problema linear
cujo par primal-dual se apresenta de seguida:

min o max (y1 — )T+ p

sa Pw+eo >T sa (nm—m)Pi+pe =0
—Pw+eo > -7 )= (1 —72)Pa+pe <0 (2.17)
ew =1 (71 +2)en =1
w; =0 (i:p' € BR) ) | Yi,72 = 0

Em qualquer dos casos, se (p,71,72) denota uma qualquer solugao dual 6ptima, entao
o vector @ a que se refere o Lema 2.1/ é caracterizado por @ = 45 — 7. Mais, se (7, 0)
denota uma qualquer solucao primal bésica admissivel que seja 6ptima, entao, pelo
Lema 2.3, o novo conjunto P; é independente afim sem que isso seja imposto a parte.

2.4 Experiéncia computacional

Implementou-se o algoritmo da Figura 2.1 e efectuaram-se diversos testes computacio-
nais. Comecou-se por testar a implementacao com base nos problemas analisados por
P. Wolfe em [128], que sdo essencialmente pontos uniformemente distribuidos sobre o
cubo n-dimensional. Os resultados sao apresentados na Subseccao 2.4.1.
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Testou-se também o algoritmo da Figura 2.1 como gerador de cortes para problemas de
optimizacao discreta, definidos apenas pela norma Euclidiana. Os resultados obtidos
com uma colecgdo de problemas teste proveniente da MIPLIB [23] 24], disponivel
electronicamente em http://miplib.zib.de/miplib3/miplib.html, sao apresenta-
dos na Subseccao 2.4.2. Os resultados obtidos com uma coleccao de problemas teste
proveniente da OR LIB, disponivel electronicamente em http://mscmga.ms.ic.ac.
uk/jeb/orlib/sppinfo.html) sao apresentados na Subsecgao 2.4.3. O primeiro con-
junto contém essencialmente problemas lineares com variaveis binarias, enquanto que o
segundo conjunto contém problemas de parti¢ao (do inglés, set partitioning problems).

A implementacao é constituida por um conjunto de rotinas escritas em MATLAB,
versao 6.0 [81]. Todos os testes computacionais foram obtidos num PC com processador
Intel Pentium II a 350MHz, com 128 Mb de RAM e 256K de cache.

Os problemas teste sao lidos em formato MPS [101, 102] (abreviatura de Mathematical
Programming System), que consiste num ficheiro ASCII que contém os dados de um
problema de programacao mateméatica em formato fixo por coluna (ver Tabela 2.1).
Originalmente, os problemas de parti¢ao encontravam-se em formato airline (porque
correspondem a problemas de calendarizacao de tripulagdo de linhas aéreas) e foram
convertidos para o formato MPS, utilizando o programa em linguagem Perl de David
Levine disponivel em http://www.ms.ic.ac.uk/jeb/pub/.

Field: 1 2 3 4 5 6
Columns: 2-3 5-12 15-22  25-36 40-47 50-61
NAME problem name
ROWS
type name
COLUMNS
column row value row  value
name name name
RHS
rhs row value row  value
name name name
RANGES
range row value row  value
name name name
BOUNDS
type bound column value
name name
ENDATA

Tabela 2.1: Organiza¢do de um ficheiro em formato MPS.


http://miplib.zib.de/miplib3/miplib.html�
http://mscmga.ms.ic.ac.uk/jeb/orlib/sppinfo.html�
http://mscmga.ms.ic.ac.uk/jeb/orlib/sppinfo.html�
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De acordo com objectivos especificos, alteraram-se os valores por defeito dos seguintes
parametros do CPLEX:

AGGIND: Por defeito, o CPLEX efectua o pré-processamento sobre os dados do
problema inteiro pré-resolvendo e agregando (em termos de linhas e colunas) de modo
a reduzir o tamanho do programa inteiro e fortalecer a relaxacao linear inicial. Quando
activado, este parametro invoca o Cplex Aggregator que é aplicado o nimero de vezes
especificado ou necessario até que nao sejam possiveis mais reducoes de linhas e
colunas. O parametro foi desactivado em todas as chamadas do CPLEX.

PREIND: Por defeito, o CPLEX invoca o Cplex Presolve e as rotinas de pré-
-processamento determinam se o problema é ilimitado ou impossivel. Quando este
parametro é desactivado, o método de optimizacao utilizado devolve a informacao
referente a solucao, isto é, se o problema é imposivel ou possivel e, neste tltimo caso,
se é ilimitado ou nao. O parametro foi desactivado em todas as chamadas do CPLEX.

CPX PARAM CUTUP: Para um dado problema inteiro, o CPLEX declara a
sua optimalidade quando determina a solucao inteira e todos os nodos tenham sido
processados, sendo, neste caso, a optimalidade relativa a tolerancia e aos critérios
de optimalidade estabelecidos. E neste contexto que o parametro de cut-off actua,
terminando a optimizacao do problema inteiro quando encontra um limite estabelecido,
pois restringe a pesquisa da optimalidade da solugao inteira, eliminando os nodos
que correspondem a valores da funcao objectivo superiores ou inferiores ao valor de
cut-off dado. De forma a reduzir o niimero de nodos do procedimento de branch-and-
-bound da rotina CPXmipopt ao resolver problemas inteiros de minimizagao, usou-
-se o parametro CPX PARAM CUTUP de modo a eliminar a pesquisa de solug¢oes
admissiveis inteiras com valor superior ao indicado pelo parametro. Como a utilizacao
de um valor muito restritivo de cut-off pode eliminar a determinacao de solucoes
inteiras, considerou-se a tolerancia de 1075.

Seguidamente, é apresentada uma breve descricao das rotinas que estabelecem a ligagao
entre 0 MATLAB e o CPLEX. As rotinas read_ problem.c, lp_cplex.c e mip_cplex.c
estao presentes em todas as aplicagoes, dado o seu caracter genérico, tendo as restantes
rotinas caracteristicas concordantes com o tipo especifico de disjuncao utilizada.

read problem.c: Os dados que definem o problema inteiro sao lidos de um ficheiro
em formato MPS, o problema é optimizado e a solucao inteira é obtida através da
chamada a rotina CPXmipopt. A rotina devolve os dados originais do problema na
forma matricial, o resultado da optimizacao e o nimero de nodos do procedimento de
branch-and-bound usados na resolucao.

Ip_cplex.c: Efectua a leitura dos dados de um problema linear na forma matricial
(correspondente a relaxacdo linear do problema lido pela rotina read problem.c),
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optimiza-o e obtém a solucao e base 6ptimas, através da chamada a rotina CPXlpopt.
Por defeito, é utilizado o optimizador dual do Simplex, mas nesta rotina optou-se
por utilizar o método primal do Simplex. O nimero maximo de iteragoes a serem
executadas pelo método Simplex é limitado a 10.000 por atribuicao do parametro
CPX_ PARAM ITLIM.

mip _cplex.c: Esta rotina lé os dados de um problema inteiro na forma matricial,
optimiza-o e obtém a solugao inteira, através da chamada a rotina CPXmipopt, e o
nimero de nodos do procedimento de branch-and-bound usados na resolucao. Esta
rotina permite a utilizacao do parametro CPX PARAM CUTUP quando existe o
conhecimento de um limite superior do valor da solucao inteira.

solve base.c: (em Bundle_1d) Nesta rotina, apos a leitura dos dados de um pro-
blema linear na forma matricial, é executado um de dois procedimentos, dependendo
do valor de mode.

Se mode = 0, previamente a chamada desta rotina foi definida uma disjuncao simples
do tipo z; = 0V x; = 1, pelo que, neste caso, se pretende determinar a solucao e bases
optimas de dois problemas lineares que diferem entre si na afectacao distinta do valor
da variavel binéria z;. Isto é, para o primeiro problema, o valor de z; é fixado a zero
e, para o segundo, a um através da alteracao adequada dos seus limites superiores
e inferiores. Os problemas sao optimizados através da chamada a rotina CPXlpopt,
utilizando o conhecimento de uma base inicial.

Se mode = 1, o objectivo da chamada desta rotina é fortalecer o valor de § num
dado corte ax > (3 através da aplicacdo do procedimento de strong branching (ver
Cplex |80, pagina 252]). Neste caso, associada a este corte, estd a defini¢do de uma
disjuncao simples do tipo x; = 0V z; = 1 e o conhecimento do conjunto de varidveis
que sao fraccionédrias na solugao 6ptima da relaxacao do problema inteiro. Seja k£ a
cardinalidade deste conjunto. No primeiro passo a x; é afectado o valor um, sendo
resolvidos 2 x k problemas, nos quais cada uma das variaveis fraccionérias é fixada
sucessivamente a um e a zero. Da resolucao destes problemas é extraido o valor
da maior solugao obtida. No segundo passo a z; é afectado o valor zero, sendo
resolvidos 2 * k problemas, nos quais cada uma das variaveis fraccionarias é fixada
sucessivamente a um e a zero. Da resolucao destes problemas é extraido o valor da
maior solucao obtida. Dos dois valores obtidos é seleccionado o menor, que sera usado
para o fortalecimento de (3. A afectacao dos valores das variaveis a zero ou a um é
implementada através da alteracao adequada dos seus limites superiores e inferiores.
A resolucao de todos os problemas lineares é feita de forma eficiente, usando em cada
reoptimizacao o conhecimento de bases iniciais e a rotina CPXlpopt.

solve base 2d.c: (em Bundle_2d) Esta rotina, apos efectuar a leitura dos dados de
um problema linear na forma matricial, determina a solucao e base 6ptimas de quatro
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problemas lineares. Antes da chamada da rotina foi definida uma disjuncao, que
envolve as duas variaveis mais fraccionérias na solucao 6ptima da relaxacao linear de
um problema inteiro, do tipo x; = 0Vx; = 1Va, = 0V, = 1. Neste caso, os problemas
lineares a optimizar diferem entre si na afectacao distinta do valor das variaveis binarias
xj e xp. A afectacao dos valores das variaveis a zero ou a um é implementada através
da alteracao adequada dos seus limites superiores e inferiores. Os problemas lineares
sao optimizados através da chamada a rotina CPXlpopt, utilizando o conhecimento de
uma base inicial.

solve base rf.c: (em Bundle_RF) Previamente a chamada desta rotina, foi defi-
nida a disjun¢ao de Ryan-Foster [112] (ver Apéndice B), na qual a afectacao do valor
zero as variaveis binéarias pertencentes a dois conjuntos distintos determina a diferenca
entre os problemas lineares a resolver. Neste caso, a rotina determina a solucao 6éptima
de dois problemas lineares: para o primeiro, cada variavel do primeiro conjunto é
afectada ao valor zero; para o segundo, cada varidvel do segundo conjunto é afectada,
também, ao valor zero. A afectacao dos valores das variaveis a zero é implementada
através da afectacao do valor zero aos valores do limites superiores e inferiores de
cada variavel bindria. Os problemas sao optimizados através da chamada a rotina
CPXlpopt, utilizando o conhecimento de uma base inicial, e, para cada problema, sao
determinadas a solucao e bases 6ptimas.

2.4.1 Experiéncia computacional com diferentes normas

Testou-se a implementagao com a resolugao do problema (2.3) para as normas [y, 1y e
lo. Conforme sugerido por P. Wolfe [128], o conjunto de base é um conjunto K° de
m pontos uniformemente distribuidos sobre o hipercubo n-dimensional [0,2]". Cada
problema é caracterizado por:

Tipo 0: K°;

Tipo 1: X° + K sendo X° um ponto escolhido aleatoriamente no conjunto 2K°;
Tipo 2: {(1+ 10732y, 29, ..., 2n): (v1,T2,...,2,) € K}, €

Tipo 3: {1072 + 10732y, 29, ..., 1) (T1, 29, ..., 1,) € K°}.

As Tabelas 2.2, 2.3, 2.4/ e 2.5 apresentam o comportamento médio do algoritmo para
problemas do Tipo 0, Tipo 1, Tipo 2 e Tipo 3, respectivamente, em termos do nimero
de Ciclos maiores e menores, nimero de pontos de K necessarios para determinar a

solucao e tempo de CPU, utilizando as normas I, [y e lo. Os resultados referem-se
a valores médios de 10 amostras de varias dimensoes. Quando m > n, o nimero de
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pontos de K necessarios para determinar a solucao em problemas do Tipo 0 é n + 1,
do Tipo 1 é, em geral, pequeno (entre 2 e 8), do Tipo 2 e 3 é aproximadamente n, com
a excepcao no Tipo 3 e norma [, que é 1.

2.4.2 Experiéncia computacional com problemas lineares 0-1

Testou-se o algoritmo da Figura 2.1/ como gerador de cortes em problemas lineares 0-1.
Considerou-se apenas a norma Euclideana, pelo que o Figura 2.1/ se torna o algoritmo
original de P. Wolfe, e diversos tipos de disjungoes. A Tabela 2.6/descreve os problemas
teste seleccionados de acordo com a seguinte estrutura: as primeiras trés colunas
contém o nome, o nimero de restricoes e o numero de variaveis; a quarta e quinta
colunas contém o valor 6ptimo e o nimero de nodos da arvore do branch-and-bound
requeridos para optimizar o problema através do CPLEX 8.0 [80], com defini¢oes default
dos parametros; e, as duas tltimas colunas contém, relativamente a relaxacao linear, o
valor 6ptimo e o nimero de componentes fraccionarias na solucao 6ptima encontrada.

Seguidamente, descrevem-se as implementagoes efectuadas do algoritmo de P. Wolfe,
como gerador de cortes, em cada uma das aplicacoes Bundle sc, Bundle 1d, Bun-
dle_2d e Bundle c. Na aplicacao Bundle_sc, o objectivo foi testar a qualidade de
cortes mais profundos que separam o involucro convexo inteiro da solucao 6ptima da
relaxacao linear. Nas aplicagoes Bundle 1d e Bundle 2d, o objectivo foi testar a
qualidade de cortes disjuntivos baseados nas restricoes de integralidade das variaveis.
Na aplicagao Bundle ¢, o objectivo foi testar a qualidade de cortes mais profundos
com base no involucro inteiro de cada uma das restri¢coes do problema, separadamente.

As Tabelas 2.7, 2.8, 12.9/e2.10 resumem os resultados numeéricos obtidos. Para o niimero
de cortes gerados pelo algoritmo de P. Wolfe, que se apresenta na coluna CUTS, a
coluna W-IT indica o nimero acumulado de iteracdes do Ciclo maior do algoritmo
efectuadas, a coluna W-LP, o nimero total de iteracoes feitas pelo CPLEX ao resolver
os problemas lineares envolvidos na geracao desses cortes e a coluna W-ND, o nimero
total de nodos utilizados pelo CPLEX ao resolver os problemas lineares 0-1 envolvidos
na geracao desses cortes. A coluna ND indica o nimero de nodos utilizados pelo
CPLEX para optimizar o problema original ap6s a adi¢ao do niimero de cortes indicado
na coluna CUTS, ou A-CUTS. O valor apresentado na coluna IMP corresponde a
melhoria obtida, relativa ao niimero de nodos da arvore do branch-and-bound requerido
para optimizar o problema através do CPLEX com definicoes default dos parametros.
Seguidamente, descrevem-se os aspectos mais especificos de cada aplicacao.

Bundle sc: A aplicagao inicia-se com a leitura e optimizagao da relaxacao linear
P. O seguinte procedimento é repetido até que o nimero de nodos na resolucao do
problema original seja zero ou o nimero de cortes gerados seja igual a dez. Gerar um
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Tipo 0

Norma l; |m=20 m—=40 m—=60 m=80 m=100 m—=120 m—=140 m—160
12,9 11,7 11,7 11,1 11,1 11,2 11,0 11,2
14,0 11,4 11,4 10,2 10,2 10,4 10,0 10,4

n—10 108 11,0 11,0 11,0 11,0 11,0 11,0 11,0
0,290 0234 0,257 0289 0276 0,303 0320 0,355
16,5 26,7 224 218
179 31,9 228 216
n=20 14,1 205 21,0 21,0
0,382 0,816 0,638 0,648
17,7 30,3
19,1 357
n=30 153 239
0,506 1,187

Norma ls |m=20 m=40 m=—60 m=80 m=100 m=120 m=140 m=160
11,9 11,3 11,0 11,0 11,0 11,0 11,0 11,0
12,1 10,6 10,0 10,0 10,0 10,0 10,0 10,0

n=10 11,0 11,0 11,0 11,0 11,0 11,0 11,0 11,0
0,141 0,165 0,210 0,336 0,310 0,344 0,394 0,438
158 236 212 219
158 257 204 218
n=20 148 205 21,0 21,0
0,334 0,513 0,522 0,651
174 273
17,0 296
n=30 16,8 24,0
0,547 0,901

Norma loo | m—20 m=40 m=60 m=80 m=100 m=120 m=140 m—=160
134 11,7 11,5 11,3 11,6 11,3 11,7 11,3
15,0 114 11,0 10,6 11,2 10,6 11,4 10,6

n=10 108 11,0 11,0 11,0 11,0 11,0 11,0 11,0
0,252 0,205 0,233 0,263 0,290 0,292 0,333 0,340
16,0 250 225 228
20 174 289 230 236
136 20,1 21,0 21,0
0,305 0,628 0,545 0,617
176  3L5
19,6 38,9
n=30 146 23,1
0,388 0,986

Tabela 2.2: Problemas do Tipo 0: nimero médio de Ciclos maiores e menores, numero de
pontos e tempo de CPU.
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Tipo 1

Norma {7 |m=20 m=40 m—=60 m=80 m=100 m—=120 m=—140 m=—160
3,1 4,6 4.4 4,0 54 5,2 5,3 51
2.4 4.8 4,3 3,6 6,1 9,1 6,0 6,1

n—10 28 34 35 34 3,7 43 3.6 3.1
0,041 0,085 0,08 0,084 0,143 0,140 0,164 0,176
34 44 56 54
27 41 58 52
n=20 31 37 44 46
0,050 0,089 0,131 0,131
15 49
37 41
n=30 43 47
0,079 0,100

Norma ls |m=20 m=40 m=—60 m=80 m=100 m=120 m=140 m=160
3,9 4,6 4,6 3,9 4,7 4.4 3,9 4,8
2,9 3,8 3,8 2,9 3,9 3,5 2,9 4.1

n-10 30 44 44 39 45 43 39 45
0,047 0,101 0,096 0,096 0141 0,149 0,149 0,201
42 51 52 55

B 32 41 42 46

n=20 42 51 52 54
0,098 0,140 0,163 0,197
52 7.0
42 60

n-=30 52 7.0
0,173 0,265

Norma loo | m—=20 m=40 m=—60 m=80 m=—100 m=120 m=140 m—160
5,7 6,6 7,0 7,2 8,1 7,6 9,5 7,7
6,1 8,0 8,7 9,1 10,0 9,6 12,6 99

n=10 43 42 43 43 51 4,6 5.4 4,5
0,091 0,126 0,150 0,177 0,217 0,218 0,302 0,259
77 10,1 10,2 11,6
20 89 133 126 150
55 59 68 72
0,136 0228 0,247 0,312
94 96
11,0 11,0
n=30 6,8 7.2
0,182 0,210

Tabela 2.3: Problemas do Tipo 1: nimero médio de Ciclos maiores e menores, numero de
pontos e tempo de CPU.



46 2. Projectar: dual de Separar

Tipo 2

Norma {7 |m=20 m=40 m—=60 m=80 m=100 m—=120 m=—140 m=—160
13,3 20,8 23,5 30,7 29,5 30,9 31,3 36,6
16,5 30,6 36,0 47,1 48,0 47,5 49.8 96,8

n=10 91 100 10,0 13,3 100 10,0 11,8 154
0,277 0,550 0,693 0,981 1,055 1,120 1,230 1,505
156 342 485 524
16,8 44,1 72,0 80,0
n=20
134 233 240 238
0,359 1,118 1,953 2,282
16,6 316
173 38,7
n=30 14,9 235
0,441 1,283

Norma ls |m=20 m=40 m=—60 m=80 m=100 m=120 m=140 m=160
14,2 19,7 23,3 26,1 25,2 28,3 27,9 28,7
18,0 284 356 41,2 39,5 45,6 448 46,4

n=10 94 10,0 10,0 10,0 99 10,0 10,0 10,0
0,175 0,327 0,500 0,664 0,745 0,960 1,069 1,212
155 292 421 451
154 380 632 692
n=20
146 194 20,0 20,0
0,319 0,668 1,125 1,396
15,7 286
152 314
n=30 152 248
0,507 0,938
Norma loo | m—20 m=40 m=60 m=80 m=100 m=120 m=140 m—=160
1.0 1,0 10 10 1,0 1,0 1,0 1,0
10 00 00 00 00 0,0 0,0 0,0 0,0
10 1,0 1,0 10 1,0 1,0 1,0 1,0
0,004 0,006 0,009 0,011 0,013 0016 0,018 0,021
1,0 1,1 10 1,0
0,0 01 00 00
n=20 10 11 10 1,0
0,004 0,006 0,009 0,011
1,0 1,0
0,0 0,0
n=30 1,0 1,0
0,004 0,007

Tabela 2.4: Problemas do Tipo 2: nimero médio de Ciclos maiores e menores, numero de
pontos e tempo de CPU.
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Tipo 3

Norma {7 |m=20 m=40 m—=60 m=80 m=100 m—=120 m=—140 m=—160
134 22,2 23,2 25,6 29,2 34,8 28,8 30,6
16,3 334 354 40,2 474 51,3 46,6 50,2

n=10 95 10,0 10,0 10,0 10,0 17,3 10,0 10,0
0272 0,754 0,895 0853 1,043 1241 1,140 1,297
164 31,1 448 50,0
18,9 41,7 686 79,0
n=20
129 195 20,0 20,0
0,403 1,054 1852 2,245
165 30,6
172 38,0
n=30 148 2272
0,449 1,236

Norma ls |m=20 m=40 m=—60 m=80 m=100 m=120 m=140 m=160
134 20,6 23,8 26,5 27,6 28,7 29,8 28,2
164 30,2 36,6 42,0 44.2 46,4 48,6 454

n=10 94 100 10,0 10,0 10,0 10,0 10,0 10,0
0,160 0495 0,621 0,670 0,822 0,977 1136 1,192
150 20,1 40,0 47,1
- 15,3 37,7 59,0 732
13,7 195 20,0 20,0
0,319 0,655 1,058 1,459
155 253
150 26,9
n=30 150 22,7
0,509 0,853

Norma loo | m—=20 m=40 m=—60 m=80 m=—100 m=120 m=140 m—160
14,6 192 214 24,1 25,2 25,4 26,2 25,9
188 27,7 32,1 37,6 39,8 40,2 41,9 41,1

n—10 94 97 97 96 96 9.6 9,5 9,7
0,284 0,552 0,613 0,738 0,835 0,901 0,993 1,036
16,1 29,3 378 413
- 17,9 387 553 624
13,3 18,9 19,3 192
0,309 0,846 1,345 1,595
16,9 314
185 385
n=30 14,3 233
0,366 0,970

Tabela 2.5: Problemas do Tipo 3: nimero médio de Ciclos maiores e menores, numero de
pontos e tempo de CPU.
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Problema | Linhas Colunas S.olu.géo Namero S(.)IUQQO Nimero
inteira de nodos| linear de var. fracc.

bm23 20 27 34 306 20.57 6
enigma 21 100 0 1068 0 6
Iseu 28 89 1120 30037 834.68 10
p0033 16 33 3089 225 2520.57 7
p0040 13 40 62027 17 61830 2
p0201 133 201 7615 571 6875 40
pipex 25 48 788.263 517 773.8 6
sentoy 30 60 -7772 319 -7839 8
stein9 13 9 ) 15 4 6
stein27 118 27 18 3862 13 21
stein4b 331 45 30 54595 22 35

Tabela 2.6: Descricao dos problemas teste lineares 0-1.

corte que separa T, uma solucio 6ptima da relaxacio linear P, do invélucro inteiro,
acrescentar esse corte a P e optimizar o problema linear 0-1 resultante. Apos cada corte
introduzido, registar também o nimero de nodos (em ND) que seriam necessarios para
resolver o problema linear 0-1 resultante. A Tabela 2.7 resume os resultados obtidos.

Bundle 1d: A aplicacao inicia-se com a leitura e optimizacao da relaxacao linear
P. O seguinte procedimento é repetido para cada componente fraccionaria T; na
solucdo 6ptima 7 da relaxacdo linear P. Gerar o corte mais profundo entre T e o
involucro convexo de P N {xz: z; € {0,1}}. Os coeficientes das variaveis nesse corte
sao fortalecidos, usando os procedimentos descritos por Balas e Jeroslow [18]. Do
conjunto de todos os cortes gerados, selecciona-se apenas o mais profundo no sentido
da distancia Euclidiana®. O termo independente desse corte é fortalecido, por aplicagao
do procedimento de strong branching (ver Cplex [80) pagina 252]), o corte assim obtido
¢ acrescentado A relaxacio linear P e o problema linear resultante é optimizado. Seja
T a componente que definiu o corte adicionado. Se esta componente permanece
fraccionaria, entao ocorre o seguinte procedimento: ¢é gerado apenas mais um corte com
base na disjuncao x; = 0V x, = 1. Este corte é fortalecido e acrescentado a relaxacao
linear P. O problema linear 0-1 resultante ¢ optimizado. A coluna A-CUTS indica se
este procedimento ocorreu (2 cortes acrescentados) ou nao (1 so6 corte acrescentado).
A Tabela 2.8 resume os resultados obtidos.

Bundle 2d: A aplicacao inicia-se com a leitura e optimiza¢ao da relaxagao linear P.
Obter uma solucao 6ptima T da relaxagao linear e efectuar o seguinte procedimento.
Identificar o par (7;,Ty) de componentes mais fraccionarias e gerar o corte mais
profundo entre T e o invélucro convexo de P N {z: x;, 7, € {0,1}}. Este corte é
acrescentado a relaxacao linear. Se ambas as componentes se mantém fraccionarias,

la distancia Euclideana de T ao hiperplano az = 3 é de valor igual (8 — oZ)/||c]|2-
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entao é gerado um novo corte mais profundo usando a mesma disjunc¢ao, a semelhanca
da aplicacao anterior. A Tabela 2.9 resume os resultados obtidos.

Bundle c: A aplicacao inicia-se com a leitura e optimizagao da relaxagao linear
P. O seguinte procedimento é repetido para cada restricio do problema a;x < b;.
Gerar o corte mais profundo entre Z, uma solucio 6ptima da relaxacdo linear P, e
o invélucro convexo de {x: a;x < b, € {0,1}"}. Do conjunto de todos os cortes
gerados, selecciona-se apenas o mais profundo no sentido da distancia Euclidiana, que
é acrescentado a relaxacdo linear P. O problema linear 0-1 resultante é optimizado.
A Tabela 2.10/ resume os resultados obtidos.

2.4.3 Experiéncia computacional com problemas de particao

Testou-se o algoritmo de P. Wolfe como gerador de cortes em problemas de particao
(veja-se o Apéndice B)). A Tabela 2.11] descreve as caracteristicas dos problemas teste
seleccionados. Seguidamente descreve-se a aplicagao.

Bundle RF: A aplicacao inicia-se com a leitura e optimizacao da relaxacao linear P.
Gerar o corte disjuntivo mais profundo que separa =, uma solucao 6ptima da relaxagao
linear P, do involucro inteiro, baseado na disjuncio de Ryan-Foster. Para a seleccao
dos dois conjuntos de variaveis que definem a disjuncao, as restricoes do problema
sao analisadas de modo a identificar o melhor conjunto de restri¢oes, de cardinalidade
dois ou trés, que verifica a regra de Ryan-Foster. O corte gerado é acrescentado a P
e o problema linear 0-1 resultante é optimizado. A Tabela 2.12/ resume os resultados
obtidos. As colunas T e CT indicam a cardinalidade dos dois conjuntos de varidveis
que definem a disjuncao de Ryan-Foster, a coluna W-IT indica o nimero de iteracoes
do Ciclo maior do algoritmo de P. Wolfe efectuadas, e a coluna W-NC, o nimero
total de nodos utilizados pelo CPLEX ao resolver os problemas lineares envolvidos na
geracao desse corte. A coluna ND indica o niimero de nodos utilizados pelo CPLEX
para optimizar o problema linear 0-1 resultante.

2.5 Conclusoes

Para testar a implementacao efectuada do algoritmo de P. Wolfe como gerador de
cortes definidos apenas pela norma Euclidiana para a resolucao de problemas de
optimizacao discreta, os cortes foram gerados utilizando metodologias diferentes. O
objectivo principal foi comparar os procedimentos propostos entre si e com o proce-
dimento de optimizacao dos problemas através de um programa standard, o CPLEX,
com defini¢oes default dos parametros, em termos do nimero de nodos da arvore do
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branch-and-bound.

Nas aplicagoes Bundle sc, Bundle 1d, Bundle 2d e Bundle_ c, testou-se o algoritmo
na resolucao de problemas lineares com variaveis binarias e na aplicacao Bundle RF,
na resolucao de problemas de particao.

Na aplicacao Bundle sc, os cortes gerados separam o invélucro convexo inteiro da
solucao optima da relaxacao linear. Os resultados da experiéncia computacional
apresentam, até determinada altura, uma reducao gradual significativa do nimero
de nodos da arvore do branch-and-bound na resolucao do problema linear 0-1, o que
pode ser justificado pelo facto dos cortes baseados na norma Euclideana introduzirem
maior imprecisao numérica.

As aplicacoes Bundle 1d e Bundle 2d baseiam-se nas restricoes de integralidade
das variaveis. A primeira usa disjuncoes simples numa componente e a segunda,
em duas componentes. Observa-se que a Bundle 2d gera cortes disjuntivos mais
profundos, o que s6 beneficia do facto de os cortes serem fortalecidos em Bundle 1d
e em Bundle 2d nao. Isto s6 nao se observou nos problemas enigma e [seu.

Na aplicacao Bundle ¢, os cortes gerados separam o involucro convexo inteiro de
cada uma das restricoes do problema. Comparando os resultados obtidos, observam-
-se melhorias positivas na aplicacao da metodologia da Bundle c, em relagao aos
resultados das aplicagoes Bundle 1d ou Bundle 2d, com excepgao dos problemas
p0033 e p0201.

Na aplicacao Bundle_ RF' os cortes gerados separam o invélucro convexo inteiro da so-
lugao 6ptima da relaxacao linear e baseiam-se na disjuncao de Ryan-Foster. Observou-
-se que a identificacao do melhor conjunto de restricoes, de cardinalidade dois ou trés,
que verifica a regra de Ryan-Foster demora algum tempo. Observam-se melhorias em
alguns problemas, o que sugere a possibilidade de obtencao de melhores resultados se
forem consideradas regras de fortalecimento especificas para cortes Ryan-Foster.
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Problema|CUTS W-ND W-LP ND |CUTS W-IT W-ND ND
3 41 38074 53 7 88 70078 15

bu23 4 52 42955 34 8 103 76684 11
m 5 66 50163 25 9 115 82133 13
6 80 55778 22 10 126 89871 12

enigma 1 4 29745 82 9 6 30320 0
3 261 15311007 23326| 7 621 33445775 27354
: 4 343 20316100 55137| 8 727 37199421 18098
seu 5 421 29749384 40474| 9 817 41784287 41951
6 511 30898128 37764| 10 902 47864066 28797

3 36 93483 446 7 94 60923 122

0033 4 54 45053 185 8 108 62702 115
p 5 65 46308 128 9 123 64347 172
6 81 52788 153 | 10 137 67029 149

0040 1 20 127 13 9 39 193 0
3 338 4656973 432 7 806 10032626 470

0201 4 453 5279997 586 8 938 16546412 513
p 5 563 6342858 582 9 1060 17441090 479
6 677 7708475 350 | 10 1193 25037954 528

3 53 253682 404 7 131 581305 89

. 4 72 382924 292 8 153 958915 36
pIpex 5 89 441291 211 9 175 1166006 29
6 112 546802 85 10 199 1237271 28

3 137 70953 309 7 345 9223194 214

) 4 196 128616 365 8 399 200285 223
Sentoy 5 249 157361 255 9 454 349572 244
6 206 180552 276 | 10 506 511560 183

3 24 88 9 7 52 101 9

ceing 4 31 90 9 8 60 110 9
stein 5 39 95 2 9 66 112 9
6 46 100 2 10 72 115 9

3 74 135002 527 7 168 137112 210

cein7 4 91 135200 1098 | 8 193 138485 147
stein 5 117 135748 178 9 217 138964 20
6 145 136514 543 | 10 243 140552 308
3 137 920718 42318| 7 322 1220791 49135
coid 4 180 972963 50486| 8 365 1272358 45304
sten 5 933 1111637 43929 9 411 1323384 45663
6 980 1156658 43479 10 467 1492910 44585

Tabela 2.7: Resultados computacionais do Bundle sc.
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Problema | CUTS W-IT W-LP | A-CUTS ND IMP
bm?23 160 2535 1 309 -0.980%
enigma 128 1727 1 41 +96.161%
Iseu 1238 15498 2 34926 -16.277%
p0033 335 2476 2 216 +4.000%
p0040 25 88 1 21 -23.520%
p0201 40 6220 168816 1 301 +47.285%
pipex 132 1213 1 752 -45.455%
sentoy 586 9712 1 591 -85.266%
stein9 46 314 2 11 +26.667%
stein27 398 8821 2 3315 +14.164%
stein45 1570 61239 2 56548  -3.577%

Tabela 2.8: Resultados computacionais do Bundle 1d.

Problema | A-CUTS W-IT W-LP | ND IMP
bm23 1 17 406 303 +0.980%
enigma 2 32 691 1271 -19.007%
Iseu 1 61 1657 | 36562 -21.723%
p0033 1 21 201 182 +19.111%
p0040 1 12 51 21 -23.529%
p0201 2 282 11105 268  +53.065%
pipex 1 15 269 609 -17.795%
sentoy 2 116 4029 277 +13.166%
stein9 - - - - -
stein27 1 5 379 3819  +1.113%
stein4) 2 46 3143 | 53306  +2.36%

Tabela 2.9: Resultados computacionais do Bundle 2d.

Problema | CUTS W-IT W-ND | ND IMP
bm23 20 354 1724 244 4+20.261%
enigma 21 244 5966124 | 584  +45.318%
lseu 28 622 18829 | 36097  -20.175%
p0033 16 235 1236 289 -28.444%
p0040 11 60 0 17 0%
p0201 133 2119 9203062 | 646 -107.717%
pipex 25 3956 1149 691 -33.656%
sentoy 30 738 12115 361 -13.166%
stein9 13 60 0 16 -6.667%
stein27 118 985 0 3511 +9.089%
stein4d 331 2626 0 49590  49.168%

Tabela 2.10: Resultados computacionais do Bundle c.
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Problema| Linhas Colunas S.O lug.éo Namero Sol.ugéo Nimero
inteira de nodos| linear de var. fracc.
nw2l 25 577 7408 1 7380.00 7
nw22 23 619 6984 1 6942.00 7
nw23 19 711 12534 21 12317.00 6
nw24 19 1366 6314 3 5843.00 6
nw25 20 1217 5960 2 5852.00 8
nw26 23 771 6796 1 6743.00 5
nw27 22 1355 9933 1 9877.50 3
nw28 18 1210 8298 2 8169.00 3
nw29 18 2540 4274 32 4185.33 12
nw30 26 2653 3942 7 3726.80 8
nw3l 26 2662 8038 9 7980.00 5
nwa2 19 294 14877 10 14570.00 4
nw33 23 3068 6678 2 6484.00 6
nw34 20 899 10488 1 10453.50 4
nw35 23 1709 7216 1 7206.00 4
nw36 20 1783 7314 11 7260.00 6
nw37 19 770 10068 2 9961.50 4
nw38 23 1220 5558 1 5552.00 6
nw39 25 677 10080 3 9868.50 3
nw40 19 404 10809 1 10658.25 9
nw4l 17 197 11307 2 10972.50 3
nw42 23 1079 7656 3 7485.00 7
nw43 18 1072 8904 1 8897.00 7

Tabela 2.11: Descricao dos problemas teste de particdo.
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2 restricoes 3 restricoes

Problema | 7 cp w.r W.NC ND| T CT W-IT W-NC ND

nw21 180 234 02 835 1 1120 253 46 693
nw22 119 239 42 664 1 |57 381 38 579

nw23 276 252 47 510 19 | 82 456 24 310
nw24 409 548 40 572 3 |268 877 96 683
nw2o 356 428 77 1112 2 | 141 732 99 839
nw26 269 292 45 554 2 | 188 470 56 761
nw27 o09 637 91 1355 1 388 749 83 1271
nw28 037 921 93 1131 3 |311 843 133 1639
nw29 661 1167 122 3407 21 349 1850 180 5199
nw30 524 1516 136 3137 7 1409 1657 137 2964
nw31 762 988 55 1418 6 |374 1358 58 1399
nw32 17 117 27 307 19 | 20 206 22 284
nw33 888 1320 77 1925 2 |517 1876 100 2167
nw34 208 229 37 734 1 161 522 45 799
nw35 591 723 37 1017 0 289 981 46 850

nw36 369 995 77 981 3
nw37 191 224 49 991
nw38 507 475 48 813
nw39 109 308 o6 856
nw40 112 210 42 794
nw41 35 91 20 187
nw42 227 523 59 1185
nw43 229 397 o8 1438

w

293 1113 46 1051
94 476 68 1217
396 634 o4 1029
74 425 48 818
71 271 45 715
21 111 23 195
189 460 44 1008
99 721 61 1353

RN wNNwooRBorRrL AR, o w Y-~

=N NN WA O

Tabela 2.12: Resultados computacionais do Bundle RF- 2 e & restrigées.



Capitulo 3

Deducao de cortes combinatorios
como cortes disjuntivos

3.1 Introducao

A obtengao da solugao 6ptima de um problema linear inteiro ou inteiro misto através
de métodos de planos cortantes obriga a geracao de desigualdades que, embora nao
sejam validas para a regiao admissivel P da relaxagao linear subjacente, sao validas
para o conjunto P; = conv (PNZ") - o involucro convexo da regiao de interesse.
A literatura da especialidade é rica em trabalhos cientificos onde se demonstra que
determinadas classes de desigualdades definem facetas de um determinado poliedro P;.
Isso é sindbnimo de demonstrar que se tratam de desigualdades essenciais na defini¢ao
do poliedro P;. Tais desigualdades sao reconhecidas como “boas”.

Em alternativa, podem-se caracterizar classes de desigualdades validas para P; como
sendo “boas” quando, para k elevado, elas sdo validas para P*, um dado fecho elementar
de ordem k, mas nao sao validas para P*~'. Nesse sentido, a comunidade cientifica
internacional tem, recentemente, vindo a colocar varias questoes cientificas. Para um
dado problema especifico, qual é o menor inteiro k tal que P* = P;? Quao “profunda”
¢ uma dada desigualdade relativamente ao nimero de operagoes de fecho elementar?

Por isso, em jeito meramente introdutoério, recordam-se, na Secc¢ao 3.2, os procedimen-
tos que permitem obter uma caracterizagao algébrica explicita de P;. O desenvolvi-
mento realizado teve como ponto de partida o trabalho de Cornuéjols e Li [43]. Na
Seccao 3.3, apresentam-se provas alternativas da existéncia de desigualdades indutoras
de facetas que podem ser deduzidas a partir de disjungoes simples para alguns cortes
combinatoérios bem conhecidos. O desenvolvimento proposto teve por base o trabalho
de A. Letchford [91]. Sao apresentadas demonstragoes por diferirem das daquele autor.

25
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Os cortes combinatorios analisados dizem respeito aos problemas de particao por
cliques, corte maximo, subdigrafo aciclico, ordenamento linear, cobertura de conjuntos
e caixeiro viajante assimétrico.

3.2 Caracteristica inteira de um poliedro

Em programacao inteira, o conjunto convexo definido pela interseccao de todos os
cortes de P pertencentes a uma dada familia diz-se o fecho elementar de P. Um corte
¢ uma desigualdade valida para P N Z", que se obtém com base na caracterizacao
algébrica de P. O ntimero de vezes que é necessério, recursivamente, aplicar a operacao
de fecho elementar até obter uma caracterizagdo algébrica de P; = conv (PNZ")
diz-se a caracteristica inteira de P (traducdo do inglés, rank).

Nesta seccao, recordam-se os procedimentos que permitem obter os fechos elementares
de varias das familias de cortes especificas mais conhecidas, distintamente para proble-
mas inteiros puros e inteiros mistos gerais. Naturalmente, os mesmos procedimentos
podem ser aplicados ao caso particular de problemas 0-1 puros e 0-1 mistos.

3.2.1 Programacao inteira pura

Seja P = {x € R : Az < b} um poliedro com A uma matriz m xn e b um vector mx1,
contendo apenas niimeros racionais. Seja P; = conv (P NZ"), que também é um
poliedro e, portanto, também se pode descrever explicitamente, para uma adequada
matriz A’ e vector b, da forma

Pr={z e R}: Az <V}, (3.1)

embora esta caracterizacao seja, normalmente, desconhecida a prior:.

O Procedimento de Chuvdtal-Gomory, assim designado porque se baseia no método de
planos cortantes proposto por Gomory [67] e porque foi formalizado por Chvatal |37,
consiste na introducao sucessiva de cortes Chvatal-Gomory. Um corte de Chvatal-
-Gomory ou corte C-G ou simplesmente corte de Chvatal é uma desigualdade definida
por algum vector u € R através de

|lud]z < |ub], (3.2)

em que | -] representa o arredondamento para o inteiro imediatamente inferior ou igual,
componente a componente. Como é simples de provar, toda a desigualdade (3.2) é
valida para F;.
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O Teorema 3.1 estabelece que, para todo o poliedro racional, o sistema constituido
por todas as desigualdades de Chvéatal-Gomory define ainda um poliedro racional. A
sua prova pode ser consultada em Cook et al. |41, Teorema 6.34], por exemplo.

Teorema 3.1 (Schrijver [113];Chvatal [37] no caso limitado) Se P = {x € R, : Az <
b} € um poliedro definido por quantidades racionais A e b, entao

= {z e R}: [ud]z < |ub], ue R} = {xeRi:A(l)mgb(l)}

com AWM e bV definidos por quantidades racionais. O poliedro PV é denominado o
fecho elementar de Chuvdtal-Gomory de P.

Fica entao bem definido o seguinte procedimento, denominado Procedimento de
Chvatal-Gomory, que consiste na geracao da seguinte sucessao de poliedros:

PO = {zeR}: ADz <O}
= {zeR}: Az <b}
(3.3)
{z e R} : AWDg L 1}
= {zeR%: [ud® |z < [ub®], u >0}, k=0,1,....

O Teorema 3.2l mostra que, apés um nimero finito de operagoes de fecho elementar,
se obtém o poliedro (3.1). A sua prova pode ser consultada em, por exemplo, Cook et
al. [41, Teorema 6.35].

Teorema 3.2 (Schrijver [113];Chvatal [37] no caso limitado) Se P) = P = {r €
R’} : Az < b} € um poliedro definido por quantidades racionais, entdo, apds um nimero
finito k de iteracées do Procedimento de Chuvdtal-Gomory, obtém-se P®) = P, =
conv (PUZ"). O menor inteiro k tal que P® = P; designa-se por caracteristica de
Chudtal de P (veja-se exemplo na Figural3.1).

O Procedimento Disjuntivo consiste na introducao sucessiva de cortes disjuntivos,
cortes introduzidos por Balas [11]. Um corte disjuntivo é uma desigualdade que, para
algum vector (m,my) € Z"*1, é valida para o seguinte conjunto

P(m,m) = cl conv ((P N{z: 1z < mo}) U (PN{z: 7z > m + 1})) (3.4)
Como é simples de provar, para todo (7, ) € Z"™, o conjunto P(m,m) é um poliedro

que contém P;. Mais, todo o corte de Chvatal-Gomory é um corte disjuntivo, em que
pelo menos um dos poliedros P N{z: 7z < mo} ou PN {z: mx > mo + 1} & vazio.
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R
A e

Figura 3.1: Ezemplo de politopo com caracteristica de Chuvdtal 2.

O Teorema 3.3/ estabelece que, para todo o poliedro racional, o sistema constituido
por todas as desigualdades disjuntivas define ainda um poliedro racional. A sua prova
pode ser consultada em, por exemplo, Cook, Kannan e Schrijver [42].

Teorema 3.3 (Cook et al. [42], Nemhauser e Wolsey [103]) Se P = {z € R} : Az < b}
€ um poliedro definido por quantidades racionais A e b, entao

P = ﬂ P(m,m) = {z e R}: AWz b(l)}

(m,mp)€Zn+1

com AW e bV definidos por quantidades racionais. O poliedro PV é denominado
fecho elementar disjuntivo de P.

Fica entao bem definido o seguinte procedimento, denominado Procedimento Disjun-
tivo, que consiste na geracao da seguinte sucessao de poliedros:

PO = {z: AOz <O} = {x: Az <b} =P,

P = (g AR <o} = () P®(mm),  k=0,1,....
(m,mo)€Z"t1

(3.5)

Nem sempre é possivel obter P; ao fim de um nimero finito de operacgoes, vejam-se o
Exemplo 6.1 de Balas [11] e o exemplo da Seccao 4.1 de Owen e Mehrotra [104], em
que P%) D P; para todo k, sendo, no entanto, verdade que limj_... P* = P;. No
entanto, se P C [0, 1]", entao o Teorema 3.6/ permite afirmar que existe um inteiro k
tal que P*) = Py
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3.2.2 Programacao inteira mista

Seja P = {(v,y) € R™": Az + Gy < b} € R"*” um poliedro, em que A, G sio
matrizes m X n e m X p, respectivamente, e b um vector m X 1, todos definidos por
nameros racionais. Seja ainda Py = conv (P NZ" x R?), que também é um poliedro
e, por isso, se pode descrever, para adequadas matrizes A’, G’ e vector V', na forma

P o= {(z,y) eRY": Alw + Gy <V}, (3.6)

embora esta caracterizagao seja, normalmente, desconhecida a prior:.

O Procedimento Inteiro Misto de Chudtal-Gomory consiste na introducao sucessiva de
cortes inteiros mistos de Chvatal-Gomory [68]. Um corte inteiro misto de Chvatal-
-Gomory ou corte fraccionario de Gomory ou simplesmente corte inteiro misto de
Gomory é uma desigualdade definida, para algum vector v € R™, através da seguinte
sequéncia de operacoes. Primeiro, introduzem-se variaveis de folga s definindo-se o
poliedro

Q = {(z.y,8) e RIP™: Av + Gy + Is = b}
= {(z,2) e RI™"™: Az + Hz = b},

em que z = (y,s) e H =[G I]. Depois, define-se a seguinte desigualdade

f _ f _
Z fizi + 1 —Ofo Z (1= fi)z; + Z 9j% — 1——0fo Z 952 2 fo,  (3.7)

i fi<fo i fi>fo j: ;20 j: ;<0
em que
fi = EZ—LEZJ, izO,l,...,n,
a = uA,
ay = Ub,
g = uH.

Apos efectuar a substituicdo s = b — Az — Gy na desigualdade (3.7), obtém-se uma
desigualdade definida apenas em termos das variaveis (z,y). Gomory [68] demonstrou
que a desigualdade (3.7) escrita em termos das variaveis (z,y) é valida para P, e
que, quando p = 0, este procedimento pode originar desigualdades que dominem
estritamente qualquer desigualdade de Gomory.

O Teorema 3.4 estabelece que, para todo o poliedro, o sistema constituido por todas
as desigualdades inteiras mistas de Gomory define ainda um poliedro. A sua prova
pode ser consultada em, por exemplo, Cook et al. [42].

Teorema 3.4 (Cook et al. [42], Nemhauser e Wolsey [103]) Se P = {(z,y) €
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RT”: Az + Gy < b} € um poliedro definido por quantidades racionais A, G e b, entao
o conjunto dos pontos (x,y) que satisfazem todas as desigualdades (3.7) (projectadas
no espago das varidveis (x,y)) é um poliedro

definido por quantidades racionais AN, GM e b . O poliedro P é denominado fecho
elementar inteiro misto de P.

Fica entao bem definido o seguinte procedimento, denominado Procedimento Inteiro
Misto de Chvatal-Gomory, que consiste na geracao da seguinte sucessao de poliedros:

PO = {(z,y) € RY™P: AOz + GOy < b}
= {(z,y) € RT": Az + Gy < b},
(3.8)
Pk = {(% y) c Riﬂ): A(k+1)$ 4 G(kJrl)y < b(k+1)}
= {(z,y) € R?: verificam (3.7) para todo u}, k=1,2,....

O Teorema 3.5 mostra que, ap6és um ntmero finito de operacoes de fecho elementar
inteiro misto, se obtém o poliedro (3.6). Nem sempre é possivel obter P; ao fim de um
numero finito de operagoes, vejam-se os exemplos da prova do Teorema 3 de Cornuéjols
e Li [44] e o exemplo 2 de Cook et al. [42], em que P*) D P; para todo k, sendo, no
entanto, verdade que limy_. Pk = p;.

Teorema 3.5 ([44]) Se PO = P = {z € R: Az + Gy < b} ¢ um poliedro definido
por quantidades racionais, entdo, para todo o inteiro k, os poliedros P®) satisfazem
P, C Pk) C pk=1) ... C PO C P.

O menor inteiro k tal que P*) = P; designa-se por caracteristica inteira mista de
P. Em particular, para problemas 0-1 mistos e 0-1 puros com n variaveis binarias,
Cornuéjols e Li provaram que a caracteristica inteira mista de P é, no méaximo, n [44]

Teorema 3.6 ([44]) Para um problema 0-1 misto com n varidveis bindrias, P™ = Py.

O Procedimento MIR (abreviatura do inglés Mized Integer Rounding) consiste na
introducao sucessiva de cortes MIR, propostos por Nemhauser e Wolsey [103].

Um corte MIR ou corte arredondado inteiro misto ¢ uma desigualdade definida com
base em dois quaisquer vectores u',u* € R através da seguinte sequéncia de opera-
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¢oes. Primeiro, definem-se as seguintes desigualdades validas para P

n P

1 1 1

E ;T + g HiYj < T,
J=1 J=1
n P

} : 2 2 : 2 2
j=1 j=1

em que m = u'A, p' = u'G e 7}, = u'b para i = 1,2. Depois, define-se a seguinte
desigualdade

n 1 n D
> W - ”yl'J%' 1T (Z mia;+ > min{uj, 12 }y; — wé) < W -~ wéJ, (3.9)
j=1

=1 =1
em que fo = w2 — m — \jl’? - W;J Mostra-se que as desigualdades (3.9) sdo vélidas

para Pj.

Teorema 3.7 (Nemhauser e Wolsey [103]) Se P = {(z,y) € RT": Av + Gy < b} ¢
um poliedro definido por quantidades racionais A,G e b, entiao P, o conjunto dos
pontos (x,y) que satisfazem a desigualdade (3.9), também é um poliedro definido por
quantidades racionais AY,GW e bV denominado fecho elementar MIR de P.

Fica entao bem definido o seguinte procedimento, denominado Procedimento MIR,
que consiste na geracao da seguinte sucessao de poliedros:

PO = {(ry) € R A0z + GOy <40}
= {(z,y) e RT?: Az + Gy < b}
P(k;—H) = {(x,y) c Riﬂoi A(k+1)x 4 G(k+1)y < b(k+1)}

= {(=,y) € RT™P: verificam (3.9) para todo u;,us >0}, k=0,1,....
(3.10)

Teorema 3.8 (Nemhauser e Wolsey [103]) Seja PO = P = {(z,y) € R}™: Az +
Gy < b} um poliedro definido por quantidades racionais. O fecho elementar MIR de
P coincide com o fecho elementar inteiro-misto de Gomory.

O Procedimento Disjuntivo consiste na aplicacao do Procedimento MIR, usando uma
recursao baseada nos cortes disjuntivos propostos por Cook et al. [42]. Na verdade, os
cortes disjuntivos sao simultaneamente uma relaxacao dos cortes de Chvatal-Gomory
e uma classe simples de cortes disjuntivos, que podem ser definidos mesmo na auséncia
de condicoes de nao negatividades das variaveis, ao contrario dos cortes inteiros mistos
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e MIR. A desigualdade cz + hy < ¢y diz-se uma desigualdade disjuntiva para P se é
valida para o seguinte poliedro

P(m,my) = cl conv ((P N{(z,y): 7z < mo}) U (PN {(z,y): 7z > mo + 1})) (3.11)

para algum vector (m,m) € Z"*1.

O Teorema 3.9 mostra que, apés um nimero finito de operagoes de fecho elementar
disjuntivo, se obtém o poliedro (3.6). A sua prova pode ser consultada em Andersen,
Cornuéjols e Li [4] e Cook et al. [42].

Teorema 3.9 (Cook et al. [42]) Se P = {(z,y) € R""?: Az + Gy < b} é um poliedro
definido por quantidades racionais A, G e b, entao

PO = ﬂ P(m,m)

(w,mp)eZn+1

também é um poliedro definido por quantidades racionais A, GM e bV denominado
fecho elementar disjuntivo de P.

Fica entao bem definido o seguinte procedimento, denominado Procedimento Disjun-
tivo, que consiste na geracao da seguinte sucessao de poliedros:

PO = {(ry) R AV GO <HO) )
= {(z,y) eRP: Ar+ Gy <by =P
P = {(z,y) € R7P: AR 4 Gy < D) (3.12)
ﬂ PE (rr,m), k=0,1,....

(m,mo)eZn+1 y,

Teorema 3.10 (Nemhauser e Wolsey [103]) Seja P = P = {(z,y) € R}™": Az +
Gy < b} um poliedro definido por quantidades racionais. O fecho elementar disjuntivo
de P coincide com o fecho elementar inteiro-misto de Chuvdtal-Gomory.

3.3 Deducao de alguns cortes combinatdrios como
cortes disjuntivos

O desenvolvimento desta seccao teve por base o trabalho de A. Letchford |[91], onde
prova, para alguns problemas de optimizagao combinatdria importantes, que existem
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desigualdades indutoras de facetas que podem ser deduzidas a partir de disjungoes
simples, usando, nas suas demonstracoes, argumentos duais. Os cortes combinato-
rios analisados dizem respeito aos problemas de particao por cliques, corte maximo,
subdigrafo aciclico, ordenamento linear, cobertura de conjuntos e caixeiro viajante
assimétrico. Para estes problemas, apresentam-se provas alternativas da sua deducao
como cortes disjuntivos, usando argumentos primais.

3.3.1 O problema de particao por cliques

Seja G = (V, E) um grafo nao dirigido completo, em que a cada aresta e € E esta
associado um escalar real w, > 0 designado por peso da aresta. O problema de particao
por cliques consiste em determinar uma partigao S; U SaU---U S, (em que g nao esté

especificado) do conjunto V' de forma a maximizar a soma dos pesos das arestas em
E(S1)UE(Ss)U---UE(S,).

Uma possivel formulacao deste problema como um problema de programacao linear
inteira 0-1 utiliza uma variavel binaria z;; (= xj;) por cada aresta (i,7) (= (j, 1)) € E,
que indica se a aresta (7, j) pertence ou nao a parti¢cao por cliques, e é a seguinte:

max E Wi Tij

(i,5)EE

s.a T + i — T < 1, (1,7), (i1,k), (j, k) € E distintas, (3.13)
xij 2 07 (Zaj) S E7 (314)
vy €7, (i,5) € E. (3.15)

Os Teoremas [3.11 e 3.12 mostram que as desigualdades (3.16), propostas por Grotschel
e Wakabayashi [72], e (3.19), propostas por Chopra e Rao [36], sdo cortes disjuntivos.
Nos enunciados dos teoremas, P denota a regiao admissivel da relaxacao linear de
(3.13)-(3.15).

Teorema 3.11 (Letchford [91]) Seja C' = {v1,v2,..., 09541} € V um conjunto de
vértices de cardinalidade 2p +1 > 5. A desigualdade “2-chorded odd cycle” associada
aC

2p+1 2p+1

Z Lovipr — Z Lv;vita g b, (316)
=1 =1

onde Voo = V1 € Vypi3 = U (veja-se a Figural3.2), é vdlida para o poliedro conv (P°U
PY), em que

PP={r€P:w,,=0} e P ={xecP:x,,=1}
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Demonstracao: Seja v € P°U P! qualquer. Se x € P° entdo a expressao do lado
esquerdo da desigualdade (3.16) avaliada em x é igual a

p

p
Tyyvy T E :(xv2iv21’+1 T Tugiy1vaigs — xv2iv2i+2) - E (xv2i711)2i+1) T Ty + Tugyy s
i—1 i=1

(3.17)

Por hipotese, x,,,, = 0; atendendo as desigualdades (3.13), o primeiro somatoério da
expressao (3.17) é menor ou igual a p; e, atendendo as desigualdades (3.14), o segundo
somatorio é nao negativo. Conclui-se que a expressao (3.17) é menor ou igual a p. Se
r € P!, entdo a expressao do lado esquerdo da desigualdade (3.16) avaliada em x é

igual a
p p
§ (xUQi—IUQi + Logivaipr — xv2i—1v2i+1) - § Lvg;vai42 + (xUQerlvl - CU'Uszrl'Uz)' (318)
i=1 =1

Atendendo as desigualdades (3.13), o primeiro somatério da expressao (3.18) é menor
ou igual a p; atendendo as desigualdades (3.14), o segundo somatorio é ndo negativo; e,
neste Caso, Tu,,, v, = Loy, 10, POTqUe, atendendo as desigualdades (3.13) para (i, j, k) =

(Vapy1,v1,02) € (4,4, k) = (v1, V2, v9p11), tem-se

{ Toyvgpsr T Tojvs = Tugppave < 1 o { Lvyvoprr S Tugpyivs

Ty T Tugvapy1 — Lorvapia <1 Ly1vapt1 > Togvopi1

que implica Ty 4y, = Tuye,,,,- Conclui-se que a expressao (3.18) é menor ou igual a
D- O

Figura 3.2: Exemplo de “2-chorded odd cycle” com 7 ciclos.

Teorema 3.12 (Letchford [91]) Seja C' = {v1,vs,...,v9p11,u} TV um conjunto de
vértices de cardinalidade 2p + 2 tal que 2p + 1 > 5. A desigualdade “odd wheel”
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associada a C
2p+1 2p+1

Z muvi - Z xvivprl g D, (319)
i=1 i=1

onde Voo = vy (veja-se a Figura3.3), é vdlida para o poliedro conv (P°U P'), em
que
P’={z€P:w,, =0} e P ={x€P:x, =1}

Demonstracao: Seja x € P°U P! qualquer. Se z € P entdo a expressao do lado
esquerdo da desigualdade (3.19) avaliada em x é igual a

i=1 =1

p p
E (xUUQi + Luvgipr — wvzwzi-;-l) + Lywy — <§ :x'U2i—1'U2i + wv2p+1v1> . (320)

Atendendo as desigualdades (3.13)), o primeiro somatério da expressao (3.20)) é menor
ou igual a p; por hipotese, ., = 0; e, atendendo as desigualdades (3.14), o segundo
somatorio é nao negativo. Conclui-se entao que a expressao (3.20) é menor ou igual a
p. Se x € P, entdo a expressao do lado esquerdo da desigualdade (3.19) avaliada em

x € igual a
p p
§ :(xu'UQi—l + Luwg; — xUEi—l'UQi) - § :xUQi'UQH-l + :L‘uv2p+1 - xv2p+lvl' (321)

=1 i=1

Atendendo as desigualdades (3.13)), o primeiro somatério da expressao (3.21) é menor
ou igual a p; atendendo as desigualdades (3.14), o segundo somatorio é nao negativo; e,
neste €aso, Tuvy,,, = Tuy,, 0 POrque, atendendo a desigualdade (3.13) para (i, j, k) =

<,02p+17 U, Ul) e (iuju k) = <02p+17 V1, U’)a tem-se

{ xuv2p+1 + xuvl - Iv2p+1v1 < 1 o { xuvgp+1 < 'rl)gp+11)1

$U1U2p+1 + mvlu - xv2p+1u < ]- I’Uzp+1u > xv1v2p+1

que implica Tyy,, ., = Tyu,,.,- Conclui-se que a expressao (3.21) é menor ou igual a p.
O

3.3.2 O problema de corte maximo

Seja G = (V, E) um grafo nao dirigido completo, em que a cada aresta (i,j) € E se
associa um escalar real w;; > 0 designado por peso da aresta (7,7). O problema do
corte maximo consiste em determinar um conjunto S C V que maximiza a soma dos
pesos das arestas em §(5).

Uma possivel formulacao deste problema como um problema de programacao linear
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Figura 3.3: Exemplo de “odd wheel” com 7 ciclos.

inteira 0-1 utiliza uma variavel binaria x;;(= z;;) por cada aresta (i, 7)(= (j,)) € E,
que indica se a aresta (i, j) pertence ou nao ao corte §(.5), e é a seguinte:

max E Wi T4

(1,j)EE

s.a Xij + T + T < 2, (1,7),(i,k), (j, k) € E distintas, (3.22)
Tij — Tk — T <0, (1,7), (i, k), (j, k) € E distintas, (3.23)
0<zy <1, ((i,7) € E, (3.24)
xi; € Z, (1,7) € E. (3.25)

Os Teoremas [3.13/e3.14 mostram que as desigualdades (3.26), propostas por Barahona
e Mahjoub [20], e (3.29), propostas por Poljak e Turzik [108], sdo cortes disjuntivos.
Nos enunciados dos teoremas, P denota a regiao admissivel da relaxacao linear de
(3.22)-(3.25).

Teorema 3.13 (Letchford [91]) Seja C' = {v1,va, ..., V2pt1, 8,1} TV um conjunto de
vértices de cardinalidade 2p+ 3 tal que 2p+1 > 3. A desigualdade “odd bicycle wheel”
associada a C

2p+1 2p+1 2p+1
> o+ D Ter + Y T + T AP+, (3.26)
=1 =1 =1

onde Voo = vy (veja-se a Figura|3.4), € vdlida para o poliedro conv (P°U P'), em
que

PP={zx€P:w,, =0} e P ={zre€P: a, =1}

Demonstracao: Seja v € P’ U P! qualquer. Se z € P°, entdao a expressao do lado
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esquerdo da desigualdade (3.26) avaliada em x é igual a

P P
xsvl+Z<xtvzi—1+Itvzi+mvzi—1vzi)+Z(xsvzi+xsvzi+1+xv2w2¢+1)+(xv2p+1v1+xtv2p+1+$8t)'

. . (3.27)
Por hipotese, x4, = 0; atendendo as desigualdades (3.22), o primeiro e o segundo
somatorios da expressao (3.27) sdo ambos menores ou iguais a 2p; e, neste caso,
Ty 1o + Tiony oy + T < 2 porque, atendendo as desigualdadee (3.22) para (i, j, k) =
(vopt1,v1,t) € (3.23) para (i,7,k) = (s,t,v1), tem-se

{ xv2p+1l)1 + x’uszrlt + xvlt < 2 o { xv2p+1v1 + x’uszrlt < 2 - x’u1t
Tst — xsm - xtvl < O Lt < wtvl

o que implica Ty, , v, + Ty, +To < 2. Conclui-se que a expressao (3.27) é menor ou
igual a 4p + 2. Se x € P!, entao a expressao do lado esquerdo da desigualdade (3.26)
avaliada em z é igual a

p p
§ :(x5v2i—1 + T svq; + xUQi—l”?i) + E :(xt'UQi + xt'UQH-l + IUQi'U2i+1) + xv2p+lvl+
i=1 i=1
+ :Csvgp_,_l + xtvl + Lgt- (328)

Neste caso, Ty, 0, T Tsvy, i1 T Tioy + Tt < 2 porque, por hipotese, zy,, = 1, atendendo
a desigualdade (3.22) para (i, j, k) = (vap+1,v1,5) € (4,7, k) = (s,t,v1), tem-se

{ Iv2p+1v1 + xv2p+18 + xms < 2 <:> { xv2p+17.11 + xv2p+1s < ]-
Lt + xtvl + xsvl < 2 Tt + xtvl < 1

o que implica Ty, v, + Tuyyys + Tor + Ty < 2; €, atendendo as desigualdades (3.22),
o primeiro e o segundo somatorios da expressao (3.28) sdo ambos menores ou iguais a
2p. Conclui-se que a expressao (3.28) é menor ou igual a 4p + 2. O

Teorema 3.14 (Letchford [91]) Seja C = {v1,vq,..., 0911} T V um conjunto de
vértices de cardinalidade 2p+1 > 5. A desigualdade circulante-(2p+1,2) associada a
C

2p+1 2p+1

Z xvivi+1 + Z xvivprg < 3pa (329)
1=1 1=1

onde Voo = V1 € Vypi3 = U (veja-se a Figural3.5), é vdlida para o poliedro conv (P°U
PY), em que

PP={r€P:w,,=0} e P ={xecP:x,,=1}
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Figura 3.4: Exemplo de “odd bicycle wheel” com 5 ciclos.

Demonstracao: Seja 2 € P° U P! qualquer. Prove-se, por inducdo em p, que a
desigualdade (3.29) é valida para os dois conjuntos poliédricos P° e P!.

Comece-se por supdr que p = 2. Se z € P° entdao a expressao do lado esquerdo da
desigualdade (3.29) avaliada em x é igual a

(Togos T Toguy + Tuogoy) + (xwws + Tygo, + wil) + Tyyvg + Tojug + (x’U3U5 + vaz)-

(3.30)

Atendendo as desigualdades (3.22), a primeira e segunda parcelas sdo ambas menores
ou iguais a 2; por hipotese, z,,,, = 0; atendendo as desigualdades (3.23), 24,05 < Tyyus;
e, atendendo as desigualdades (3.22)), Tysus + Tosvy < 2 — Tyyug. Conclui-se entdo que
a expressao (3.30) é menor ou igual a 6(= 3p). Se z € P!, entdo a expressao do lado
esquerdo da desigualdade (3.29) avaliada em x é igual a

(Toy0y + Tygvg T wig) + (Iv3v4 + Tygos + xvsvs) + (Ivsm + xvsvz) + (Togos + Togo,)-
(3.31)

Por hipotese, z,,,, = 1; atendendo as desigualdades (3.22), a primeira e segunda
parcelas sao ambas menores ou iguais a 2; e atendendo as desigualdades (3.22), z,,,, +
Tosvy = Tugus + Tuyw, < 2. Conclui-se que a expressao (3.31) é menor ou igual a 6(= 3p)
e que a desigualdade (3.29) ¢ vélida para o poliedro P° U P, quando p = 2.

Suponha-se que a desigualdade (3.29) é valida para algum p e prove-se que também é
valida para p+1. Seja x € P°U P! qualquer. Neste caso, a expressao do lado esquerdo
da desigualdade (3.29) avaliada em x é igual a

2p+1

E :(xvivi+1 + xvivi+2) + (xv2p+2v2p+3 + xv2p+3v1 + xv2p+2vl) + $U2p+3v2' (332)
=1
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Sendo, por hipotese, a desigualdade (3.29) valida para p, a primeira parcela é menor
ou igual a 3p; e, atendendo as desigualdades (3.22), a segunda parcela é menor ou igual
a 2. Conclui-se que a expressao (3.32) é menor ou igual a 3p + 2 — 2y, 30, < 3(p+ 1),
o que conclui a demonstracao. U

4 3

Figura 3.5: Exemplo de circulante-(5,2).

3.3.3 O problema do subdigrafo aciclico

Seja G = (V,E) um grafo dirigido completo com n vértices e m arcos (que, em
particular, verifica a propriedade “(i,j) € E = (j,i) € E”), em que a cada arco
(i,7) € E se associa um escalar real w;; > 0 designado por peso do arco (i,j). O
problema do subdigrafo aciclico consiste em determinar em G um subdigrafo aciclico
de peso maximo. Um subdigrafo aciclico é um subgrafo do grafo dirigido G que nao
contém ciclos dirigidos.

Uma possivel formulacao deste problema como um problema de programagcao linear
inteira 0-1 utiliza uma variavel binaria z;; por cada arco (i,j) € E, que indica se o
arco (i, j) pertence ou nao ao subdigrafo aciclico, e é a seguinte:

max E Wi Tij

(1,9)€eE

5.a SL’( ) = |C‘ -1, ¢ = {(7'177‘2) (i27i3)7 s (ZlﬁZl)} - E7 (333)
0 é T4 < 1, (Z, ) eFE (334)
Ti; € 7, (l, ) S (335)

onde C' identifica um qualquer ciclo dirigido em G. A classe de desigualdades (3.33)
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deve ler-se

k
g Tiji, <k—1,
i=1

onde ik+1 = il.

O Teorema 3.15 mostra que as desigualdades (3.36), propostas por Grétschel, Jinger
e Reinelt |70], sao cortes disjuntivos. No seu enunciado, P denota a regiao admissivel
da relaxacao linear de (3.33)-(3.35).

Teorema 3.15 (Letchford [91]) Seja {Ci,...,Cy} um conjunto distinto de ciclos
dirigidos em G e m > 3 um inteiro impar. Denote-se por D; o caminho dirigido
comum a cada par de ciclos dirigidos adjacentes (C;,Ciyq1) parai = 1,...,m (veja-se a
Figural3.6). Note-se que nenhum par de caminhos dirigidos C;\ D;, parai =1,...,m,
possui arcos em comum. A desigualdade escada de Mdébius associada ao conjunto

{C1,...,Cn}

m

2(C1U---UCy) <Y _|Ci\ Dy — (m+1)/2 (3.36)
=1
¢ vdlida para o poliedro conv (P° U PY), em que

P'={r€P:2(Dy) = |Dul =1} ¢ P'={z€P:a(Dy)=|Dul}.

onde D,,, = C,, N C}.

Demonstracao: Seja v € P°U P'. Se z € P°, entdo a expressio do lado esquerdo
da desigualdade (3.36) avaliada em x é igual a

m—1 m
2(Ci) + Y x(Ci \ (Di U Diy)) + x(Dyy). (3.37)
i=2,4 i=1,3

Por hipotese, x(D,,) = |D,,| — 1; atendendo as desigualdades (3.33)),

(3.37) Z Cil = (m —=1)/2+ > [C:\ Di| = > |Di| = (m +1)/2+ | Dyo| — 1
i=2,4 i=1,3 i=2,4

<SG\ Di| + Dy =m0 — 1:
=1

atendendo a que m é um inteiro impar maior ou igual a 3; e como |C;| € {3,4}, entao
|Dpp| = m —1 < —(m +1)/2, conclui-se que a desigualdade (3.36) é valida para P°.
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Se z € P!, entao a expressao do lado esquerdo da desigualdade (3.36) avaliada em x
é igual a

> a(Ci) — 2(Dw) + i 2(C; \ (D; U D;1)). (3.38)

i=1,3 i=2,4

Por hipotese, x(D,,) = |D,,|; atendendo a (3.33)),

(338) < > |G - m+1)/2—|Dm|+Z\C\D|—Z\D|— m—1)/2
i=1,3 1=2,4 1=1,3
<Y IC\ Dyl —m
=1

atendendo a que m é um inteiro impar maior ou igual a 3 e —m < —(m + 1)/2,
conclui-se que a desigualdade (3.36) é valida para P'. O

C,\D, C\D;

CAD, C,\D,

Figura 3.6: Ezemplo de escada de Mobius com 5 diciclos.

3.3.4 O problema de ordenamento linear

Seja G = (V, E)) um grafo dirigido completo com n vértices e m arcos, em que a cada
arco (i,j) € E se associa um escalar real w;; > 0 designado por peso do arco (i,7). O
problema de ordenamento linear consiste em determinar em G um torneio aciclico de
peso méaximo. Um torneio aciclico é um torneio (subconjunto de E tal que, para todo
o par de vértices 7,7 € V distintos, contém o arco (7, ) ou (j,7), mas ndo ambos) sem
ciclos dirigidos.

Uma possivel formulacao deste problema como um problema de programacao inteira
0-1 utiliza uma variavel binaria z;; por cada arco (i,j) € E, que indica se o vértice 4
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estd posicionado ou nao antes de j no ordenamento linear, e é a seguinte:

max E Wi Tij

(i.9)eE
sa (3.33), (3.34), (3.35),

As desigualdades escada de Mdobius apresentadas para o problema do subdigrafo aci-
clico sao validas para o problema de ordenamento linear. No enunciado do Teo-
rema 3.16, P denota a regiao admissivel da relaxacao linear de (3.33)), (3.34), (3.35) e

Teorema 3.16 (Letchford [91]) A desigualdade (3.36) é wvdlida para o poliedro
conv (P° U PY), em que

P’={zeP:x(D,)=0}, P'={reP:z2(D,) =1}

€Dm:Cmﬂ01.

Demonstragao: Consequéncia imediata do Teorema [3.15 porque |D,,| = 1. O

3.3.5 O problema da cobertura de conjuntos

Seja A uma matriz m X n de zeros e uns, M ={1,...,m} e N = {1,...,n} conjuntos
de indices de linhas e colunas de A, respectivamente. Seja ¢ um vector 1 X n, em que
c; = 0, para j € N, representa o custo de seleccao da coluna j. Diz-se que a coluna
J € N cobre alinha i € M se a;; = 1. O problema da cobertura de conjuntos consiste
em determinar o conjunto S C N de custo minimo tal que cada linha ¢« € M é coberta
pelo menos por uma coluna j € S.

Uma possivel formulacao deste problema utiliza uma varidvel bindria x; por cada
coluna j € N, que indica se j € S ou nao, e é a seguinte:

min E Cjﬂfj

JEN

sa Y x> 1, i€ M, (3.40)
JEN
z; € {0,1}, j € N. (3.41)

O Teorema 3.17 mostra que as desigualdades (3.43)), propostas por Euler, Jiinger e
Reinelt [51] e Miiller e Schulz [100], sdo cortes disjuntivos. No seu enunciado, P
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¢ a regidao admissivel da relaxacao linear de (3.40)-(3.41), e, para a linha i € M,
S(i) = {j € N: a;; = 1} denota o conjunto das colunas que cobrem a linha i.

Teorema 3.17 (Letchford [91]) Sejam p e q inteiros tais que p nao é mailtiplo de
qge?2< qg<p Sejam No,Ni,...,Np_1 C N subconjuntos nao vazios e nao ne-
cessdriamente disjuntos. Supor que existem indices das linhas de A, sejam r, € N
(k=0,...,p—1), tais que

S(T’k) gNkUNk+1U--'UNk+q,1. (342)
A desigualdade de ciclo generalizada associada ao conjunto {No, Ny, ..., Np_1}
p—1
x(Ni) = [p/dal, (3.43)
k=0

em que [-| denota o arredondamento para o inteiro imediatamente superior, € vdlida
para o poliedro

conu U (PNn{x:z; =1}) |,
j€S(ro)

onde S(To) :NOUN1 U"'Uqul.

Demonstracao: Seja x € P tal que z; = 1 para j € S(rg). Se j € S(r9), entao
existe um indice j € N; tal que t € {0,1,...,¢ — 1} e 2(N;) > 1; a expressao do lado
esquerdo da desigualdade (3.43) avaliada em x é entdo igual a

p—1 lp/a)—-1
ZB(Nt) + Z x(Nk;) 2 ZE(Nt) + Z $(Nt+kq+1 U Nt+kq+2 J---u Nt+kq+q). (344)
k=0,k#t k=0

Atendendo a relagao (3.42)), conclui-se que

[p/q]—1

(B.44) > 2(Ni) + Y @(S(riugr)) = 1+ [p/a) = 1+ 1= [p/q].

3.3.6 O problema do caixeiro viajante assimétrico

Seja G = (V, E) um grafo dirigido tal que a cada arco (i,7) € E esta associado um
escalar real ¢;; > 0 designado por custo do arco (i, 7). O problema do caixeiro viajante
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assimétrico consiste em determinar em G um circuito dirigido simples com n arcos e
de custo minimo.

Uma possivel formulacio do ATSP como um problema de programacao inteira 0-1
utiliza uma variavel binaria x;; por cada arco (i,7) € E, que indica se o arco (i, )
pertence ou nao ao circuito procurado, e é a seguinte:

min E CijTij

(i,9)EE
sa Y xy =1 ieV, (3.45)
(i) €5+ (i)
d>ooay =1, jev, (3.46)
(i.4) €6 (5)
> w<|S|-1, SCV,8S#0,V, (3.47)
(i.J)€E(S)
Ti; € {0, 1}, (Z,j) € FE. (348)

O Teorema 3.18 mostra que as desigualdades (3.49) e (3.50), propostas por Grétschel
e Padberg [19] e Fischetti [54], sdo cortes disjuntivos. No seu enunciado, P denota a
regiao admissivel da relaxacao linear de (3.45)-(3.48).

Teorema 3.18 (Letchford [91]) Seja C' = {(vi,v2), (v2,v3),..., (g, v1)} C E um
circuito dirigido simples tal que 3 < k <n — 1.

1. A desigualdade D} associada a C
Z :C'Uzv%i»l + kavl + 2 Z %Ulvz + Z Z ‘%UZ’U] AN - (3.49)
=4 j=3
(veja-se a Figura|3.7(a)) € vilida para o poliedro conv (UleP”t) com

P*={x € P:x,, =1}, t€{2,3,... k}
Pvl:{xGPZxUIUQ:x'l)11)3:.“:x’u1’uk:0}-

2. A desigualdade D, associada a C

k—1 i—1

Z Loy + Lo, + 2 Z Ty T Z Z xvzv] <k-—1 (350)

=3 j=2
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(veja-se a Figura|3.7(b)) é vdlida para o poliedro conv (UleP”f) com

P*={x € P:xy, =1}, t€{2,3,...,k}
P ={x € P: Tyyyy = Tygpy =+ = Ty = 0}

Demonstragao: Prova-se apenas a veracidade deste teorema para as desigualdades
Dj. A demonstragio, para as desigualdades D, , ¢ anéloga. Seja x € U¥_, P" qualquer.
Se x € P¥ para algum t € {3,4,...,k}, entdo atendendo as desigualdades (3.46) para
o vértice vy e (3.45) para o vértice vy,

Ty, = 0, para i € {2,3, ...k} \ {t},
Ty, = 0, para i € {2,3,...,k}.

Por isso, a expressao do lado esquerdo da desigualdade (3.49) avaliada em z é igual a

t—1 k-1 t—1 k k-1 k
E xvj_lvj + E 'T’L)j’l)j+1 + kavl + (1 + xvlvt) + E E 'T’Ui’l}j + E E x’l)i'l)j'
Jj=3 j=t

j=3 i=j+1 j=t+1li=j+1

Reorganizando os termos desta expressao obtém-se

t—1 k
=S (‘” > ‘”) " (”“” it Zl‘ LYy ‘”)
j=3 1=j+1 Jj=t+1i=j+1
(3.51)
Atendendo as desigualdades (3.46) para os vértices vs, ..., v;_1, a segunda parcela da

expressao (3.51) é menor ou igual a t — 3. Atendendo as desigualdades (3.47) para o
conjunto S = {vy, vy, Vey1, . .., Uk} € & ndo negatividade das variaveis, a terceira parcela
é menor ou igual a z(E(5)) < |S| — 1=k —t+ 1. Conclui-se que a expressao (3.51)
¢ menor ou iguala 14+ (¢t —=3)+(k—t+1) =k — 1.

Se x € P para algum t € {1,2}, entao x,,,, = 0 para todo i = 3,4,...,k. Por isso,
a expressao do lado esquerdo da desigualdade (3.49) avaliada em x é igual a

Z Tusvign + Tugn, + Z Z Togo;- (3.52)

=4 j=3

Atendendo as desigualdades (3.47) para o conjunto S = {vy,..., v} e as restrigoes
de nao negatividade, conclui-se que a expressao (3.52) é menor ou igual a x(FE(S)) <

|S| =1 =k — 1. Conclui-se, entao, que a expressao (3.51) é menor ou igual a 1 + (¢ —
)+ (k—t+1)=k—1. O
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(a) Dy

Figura 3.7: Eremplos de D,:r e Dy .



Capitulo 4

Um melhor limite inferior para o
Problema do Caixeiro Viajante
Assimétrico baseado na Afectacao

4.1 Introducao

Neste capitulo, propoe-se uma nova estratégia para obter um limite inferior para
o valor 6ptimo do problema do caixeiro viajante assimétrico melhor do que o que
advém do problema de afectacao. O algoritmo proposto ¢ um método de primeira
ordem baseado na funcao de penalidade exponencial que requer apenas a resolucao
sucessiva de problemas de afectacao como subproblemas. A definicao das direccoes
de deslocamento usa uma relaxacao disjuntiva que se propoe ser de dois tipos, uma
baseada em ciclos e a outra baseada em cliques.

O problema de identificar restricoes de eliminacao de subpercursos para o problema
do caixeiro viajante assimétrico é, conforme sugerido por Padberg e Rinaldi em [105],
uma aplicacao do problema do corte minimo global num grafo dirigido, descrito na
Secgao 4.4l Recorda-se o algoritmo de empurrar-prefluzo de Goldberg e Tarjan [66]
para o problema de determinar o fluxo maximo entre dois vértices designados e o
algoritmo de Hao e Orlin [74] que determina o corte global de capacidade minima
num grafo dirigido. Este ultimo baseia-se no algoritmo DetCorteMin(s) de Padberg e
Rinaldi [105], que resolve a variante do problema de corte minimo onde um vértice esta
fixo, e é, essencialmente, uma versao adaptada do algoritmo de empurrar-prefluzo de
Goldberg e Tarjan. No Apéndice [C, sao apresentados alguns resultados sobre fluxos e
prefluxos que complementam o desenvolvimento desta seccao.

O problema de afectacao é descrito na Seccao 4.5, conjuntamente com o método

7
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classico utilizado para a sua resolugdo, o método Hungaro, proposto por Kuhn em [86].
O método usa o algoritmo para determinacao do emparelhamento de maxima cardi-
nalidade num grafo bipartido, que se recorda na Seccao 4.5.1, e cujo desenvolvimento
algoritmico é, essencialmente, baseado em Wolsey [129, Capitulo 4].

4.2 O Problema do Caixeiro Viajante Assimétrico

Seja G|c] = (V, E) um grafo dirigido simples (i.e., sem lagos e arcos miltiplos) com n
vértices e m arcos tal que a cada arco (i,7) € E estd associado um escalar real ¢;; > 0
designado por custo do arco (7, j). O problema do caixeiro viajante assimétrico consiste
em determinar em GJ[c] um ciclo (dirigido) Hamiltoniano de custo minimo. Um ciclo
Hamiltoniano é um ciclo que passa por todos os vértices - num ciclo nao ha vértices
repetidos. Para este e outros conceitos da teoria dos grafos, acompanhou-se a notacao
do livro de West [127].

O Problema do Caixeiro Viajante Assimétrico é um problema de optimizagao com-
binatéria que tem vindo a servir de plataforma de teste para diversos métodos de
resolucao em Optimizacao Combinatoria. Por isso, também foi a classe de problemas
escolhida para testar a metodologia proposta.

A referéncia [88] sumaria a investigagdo no ATSP até 1985, enquanto que a referén-
cia |73] é mais actual. De entre os métodos mais eficazes, aqueles que tém tido maior
sucesso pertencem a classe de métodos branch-and-bound (Carpaneto, Dell’Amico e
Toth [31] e Fischetti, Lodi e Toth [55] para a versao assimétrica) ou branch-and-
cut (Applegate et al. [5] e Padberg e Rinaldi [106] para a versao simétrica). Esta
classe de algoritmos é essencialmente uma pesquisa em arvore na qual, em cada no, é
resolvido um problema mais simples; se a solucao 6ptima define um ciclo Hamiltoniano,
entao fica encontrado um limite superior para o valor 6ptimo, caso contrario, ocorrem
ramificacoes em dois nos ou introducao de planos cortantes, e o algoritmo prossegue
recursivamente. E bem sabido que a eficicia desta abordagem é nido s6 dependente
da qualidade dos limites superiores que forem sendo obtidos, mas também dos limites
inferiores.

Os limites inferiores também podem servir para avaliar o desempenho de heuristicas
(em problemas que nao possuem o valor 6ptimo conhecido ou é moroso obté-lo). Nesse
sentido, o limite inferior mais utilizado tem sido o valor 6ptimo do problema de
afectacao. Mais recentemente, foi proposto por Cirasella et al. em [38] um limite
inferior melhorado, que é essencialmente uma generalizagao do limite Held-Karp para
o caso simétrico |76, [75]. Este limite inferior é o valor 6ptimo da relaxacdo linear da
formulacao classica, que é recordada na Subseccao [4.2.1.
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Motivada pela importancia de descobrir bons limites inferiores para o ATSP, é apresen-
tada uma estratégia de obter um limite inferior para o valor 6ptimo do ATSP melhor
do que o que advém do problema de afectacao. O algoritmo que se propoe é do tipo
Lagrangeano, mas, ao contrario da abordagem classica, nao requer a actualizacao de
variaveis duais e obriga apenas a resolucao sucessiva de problemas de afectacao como
subproblemas.

Na proxima seccao, recorda-se a formulacao classica para o Problema do Caixeiro
Viajante Assimétrico. Na Seccoes 4.2.2 e 4.2.3 explica-se como se pode fortalecer
uma relaxacao linear através relaxacoes lineares disjuntivas, que usam o facto de que
um dado ponto extremo nao satisfaz uma restricao de ciclo ou de clique. Explica-se,
posteriormente, como optimizar adequadamente uma funcao linear nessas relaxacoes
lineares disjuntivas. Na Seccao 4.2.4, propoe-se um algoritmo que permite obter um
limite inferior melhorado para o valor 6ptimo do ATSP, ilustrando-se algumas iteracoes
desse algoritmo com um exemplo.

4.2.1 A formulacao classica

A formulagao classica do ATSP utiliza uma variavel z;; € {0, 1} por cada arco (¢,7) €
E, que indica se o arco (7, j) pertence ou nao ao ciclo Hamiltoniano procurado, e é a
seguinte:

z = min E CijTij
(i.4)eE

sa Y ay =1, icV, (4.1)
(i.)€6+ (i)

doa=1, jev, (4.2)

(4.3)€0~(4)

zij 2 0, (i,j) € E, (4.3)
Yo w<Is|—1, SCV,S#0,V, (4.4)

(L,5)€E(S)

Tij € L, (i,7) € E, (4.5)

onde 07 (i) denota o conjunto dos arcos de G' que saem do vértice i, e 6~ (i) denota o
conjunto dos arcos de G que entram no vértice 1.

As restri¢oes (4.1)-(4.3) definem um poliedro que se denota por P*%% (ASS abreviatura
de Assignment). Os pontos extremos de P*% satisfazem as restrigoes (4.5) e sao
os vectores caracteristicos de ciclos Hamiltonianos e subpercursos de G. O valor de
min{cz: x € P***} é um limite inferior para z que pode ser obtido em O(n?) operacoes
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aritméticas e comparagoes através do método Hungaro (veja-se Lawler et al. [88], por
exemplo), mesmo que a fun¢ao objectivo seja definida por nimeros reais. Os vectores
caracteristicos de ciclos Hamiltonianos em G sao os pontos extremos de P*** que
satisfazem as restrigoes (4.4) e que, por isso, se designam restri¢oes de eliminagao de
subpercursos. Denota-se por P*T" o involucro convexo das solucdes admissiveis de
(4.1)-(4.5).

O problema min{cz: x € PA""} ¢ N'P-dificil (veja-se Lawler et al. [88], por exemplo).
No entanto, a sua relaxacao linear pode ser resolvida em tempo polinomial através
do método elipsoide (Khachiyan |84]), conforme explicado por Grétschel, Lovasz e
Shrijver em [71] - aqui j& se torna necessario que c¢ seja racional. Essencialmente,
isso deve-se ao facto de que dado 7 satisfazendo as restri¢oes (4.1)-(4.3), averiguar se
T satisfaz as restrigoes (4.4) consiste na resolugao de um problema de corte minimo
global em G[Z] porque, para todo o = que satisfaga as restri¢oes (4.1), tem-se

(4.4)EE(S) €S\ (4,5)€6T(2) (4.4)EE: j¢S (4,5)€01(S)
e, portanto, cada uma das restri¢oes (4.4) pode ser substituida por

Y ay=1l, SCV.S#£0 (4.7)

(4,5)€5%(5)

sem que a relaxacao linear de (4.1)-(4.5) fique diferente. Uma formulagao alternativa
a (4.1)-(4.5) consiste em substituir as restri¢oes (4.4) por

Z z; < |E(C)] -1, C' ciclo nao Hamiltoniano de G. (4.8)
(i.)€E(C)

Nao é dificil mostrar que a relaxacao linear deste novo problema é de qualidade inferior
a relaxacao linear de (4.1)-(4.5). A sua resolucdo é também polinomial porque cada
uma das restri¢oes (4.8) pode ser reescrita como

Z (1—x45) =1, C' ciclo nao Hamiltoniano de G.
(4,5)€E(C)

Por isso, averiguar se T que satisfaz (4.1)-(4.3) também satisfaz as restrigoes (4.8)
consiste em determinar em G[1 — Z| o ciclo ndo Hamiltoniano de custo minimo. Este
problema pode ser resolvido em O(n') operagdes aritméticas e comparacoes através
de uma adaptagao do algoritmo de Floyd-Warshall [56, 125].
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4.2.2 Uma relaxacao linear disjuntiva baseada em ciclos

Seja C' um ciclo nao Hamiltoniano de G tal que E(C) = {(i1,12), (i2,%3), ..., (ix, 1)} C
E e seja P um conjunto poliedral satisfazendo PA™" C P C P#%%, Defina-se a seguinte

PATSP

relaxacao linear disjuntiva de , inspirada em Smith, Srinivasan e Thompson [119]

e também usada por Carpaneto e Toth em [32],

K
P, = conv (U Pk> , (4.9)
k=1

onde
P = Pn{z: xy,, =0} )
PQ = PN {SL’: Lirio = 1,I2'2i3 = O},
Py = Pn{x: i, = iy, = 1,255, = 0}, (4.10)
PK = Pﬂ {Qf: ‘riliz = xi2i3 = ...= 'IiK—liK = 1,xim-1 = O} )

Nao é dificil verificar que P ;, ¢ um poliedro que satisfaz

PP C Pog, CPOQx: Yy <|E(C)| —15 CPCP*,
(i./)EE(C)

Mais, os poliedros Py, P, ..., Pg sdo faces de P (e de P*™"). Repare-se que, para
cada k € {1,2,...,K}, P, = PN{x: o*z = 3.}, com By = —(k—1) e o € R™ um
vector linha definido, componente a componente, por

1 se (i,7) = (igyirs1)s
afy =4 =1 se (i,)) € {(ir,12), (ia,43), .. ., (in—1,ix)}, ¢, (i,]) € E.
0 noutros casos,

e que afx > B para todo o x € P45 D P. Nao é verdade que, em geral, Pg;, seja

uma face de P.

Lema 4.1 Seja C um ciclo nao Hamiltoniano de G e P um conjunto poliedral satis-
fazendo PATS* C P C P455. Se os pontos extremos de P sao pontos extremos de P59,
entio Pc, = Po é independente de v € V(C), e os pontos extremos de Po sao os
pontos extremos de P que satisfazem

> 2 <|B(O)| -1 (4.11)

(1,)eE(C)
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Demonstragio: Suponha-se que E(C) = {(i1,i), (i2,43), ..., (ix,i1)}. E sufici-
ente provar que Pg; = conv (UK P), definido em (4.9), coincide com Pg,, =
conv (UK P!), definido por

/ — . L. = L. = — .. — . . —
Pl=PnN{x: i, = Tiyi, = ... = Tigiper = Ly Ty yigye = 0},

admitindo que ix41 = 41 € ix42 = t2. Seja T um ponto extremo de P ;,; entao T € P,
para algum k € {1,2,...,K}. Se k > 2, entao T € P, ;. Se k = 1, entao existe
le{1,2,...,K} tal que

Ligiz = Ligiy — -+ — xilil+1 = 1, xil“im = 0,

e, neste caso, * € P/. Em qualquer dos casos, T € Pr,;,. Reciprocamente, seja T um
ponto extremo de Pr, tal que T € P/. Se T;,;, = 1, entdo k < K —1 e T € Pyyq; caso
contrario, T € P;. Em qualquer dos casos, ¥ € Pc,.

Os pontos extremos de Py sao os pontos extremos de cada um dos conjuntos Py, k =
1,2,..., K que, como é facil verificar, satisfazem (4.11). Reciprocamente, para todo
o ponto extremo x de P que satisfaga (4.11), existe um conjunto Py tal que x € P.
Entao, x terd que ser ponto extremo de Po porque P, C P. O

Em geral, Po,, € PN {x: 30 hepe) Tij < |[E(C)] — 1} para todo v € V(C'). No caso
particular do lema acima,

Po=conv | PN{ x: Z z; < |EC)—-1p,NnZ"
(i,5)€E(C)

Uma consequéncia imediata do Lema 4.1/ é a seguinte generalizacao do procedimento
de convexificagao sequencial de Balas [9].

Proposigao 4.1 Seja C = {C1,Cs, ..., Ci} o conjunto de todos os ciclos nao Hamil-
tonianos do grafo G = (V, E). Entao,

parse— (. ((Péfs)@)...)cl . (4.12)

Demonstracao: Pelo Lema 4.1, os pontos extremos do conjunto do lado direito de
(4.12) sao os pontos extremos de P**S que satisfazem as desigualdades (4.8)). O

Aborda-se agora a questao da existéncia de um hiperplano separador entre Fc;,, para
algum ciclo nao Hamiltoniano C', e um ponto extremo de P.

Lema 4.2 Seja © um ponto extremo de um poliedro P tal que PA™" C P C P#%5,
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Entao,

1. se existe um ciclo nao Hamiltoniano C tal que Y7 e pcy(1 — Tij) < 1, entao

T & Pc,, para todo v € V(C);

2. se T;; € (0,1) para algum (i,7) € E, entao T ¢ Pc,; para todo o ciclo nao
Hamiltoniano C' que contenha o arco (i, 7).

Demonstracao: Para a primeira parte, por hipotese, Z(i,j)eE(C) z;; > |E(C)| — 1,
mas, para todo v € V(C') e para todo @ € Fru, )i jep(oy Tij < [E(C)|—1. Conclui-se
que T € Pc,. Para a segunda parte, se T pertencesse a Pr;, entao também seria um
ponto extremo de FPr;, o que é absurdo pois todos os pontos extremos de FPc; possuem
zero ou um na componente da posigao (i, j). O

Pelo Lema 4.2, qualquer ciclo nao Hamiltoniano que contenha o arco (i, j) associado a
uma componente fraccionaria de T serve o propésito de identificar um hiperplano
separador. Pode-se, por exemplo, escolher o caminho mais curto de 7 para ¢ no
conjunto dos grafos G[1 —z] — {k} (k € V' \ {7,7}) que, conjuntamente com o arco
(1,7), define um ciclo pretendido. Em alternativa, pode-se resolver o problema do ciclo
nao Hamiltoniano mais curto em G[1 — Z| da maneira que se explica a seguir.

Seja G[d] = (V, E') um grafo dirigido tal que a cada arco (i,j) € E esta associado um
escalar d;; > 0 que se designa por distdncia do arco (i,j). O mais curto ciclo nao
Hamiltoniano em G|d] possui disténcia total igual

%éi‘r/l{min {Wfi—l—dij: (i,5) € E,i,j € V\{k}}}, (4.13)

onde Wfi denota o comprimento do caminho mais curto em G|d] do vértice j para o
vértice ¢ sem passar pelo vértice k. Para cada k € K fixo, todos aqueles valores podem
ser calculados através do algoritmo de Floyd-Warshall [56, 125], que pode funcionar em
tempo proporcional a O(n?) |1, Secgao 5.6|, aplicado ao grafo G[d] — {k}. Portanto, o
mais curto ciclo ndo Hamiltoniano em G[d] pode ser identificado em O(n*) operacdes
(este ntimero pode ser reduzido para O(n?)). Se (4.13) for inferior a um, entdo a
respectiva solu¢ao optima C' é tal que T ¢ Pr, para todo v € V(C). Se (4.13) for
superior ou igual a um e 7;; € (0, 1), entdo o ciclo ndo Hamiltoniano C' de comprimento

min {7} +di;: k€ V\ {i,j}}, (4.14)

é tal que T € Pc;. Em ambos os casos, é possivel identificar um hiperplano separador,
6ptimo nalgum aspecto.

Para P = P*%% o problema de optimizagao linear sobre Pc pode ser resolvido em O(n?)
operagoes aritméticas e comparacoes, portanto, comparavel ao tempo de resolucao de
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apenas um problema de afectacao. De facto, a resolucao do problema

min cx ) min cx
= min (4.15)
s.a x € P k=12,..K \ s.a x € P,

pode fazer-se parametricamente através de uma optimizagio (envolvendo O(n?) ope-
ragoes) e K — 1 reoptimizagoes (cada uma envolvendo O(n) operagoes) da maneira
explicada a seguir.

Suponha-se que se pretende obter um par de solugoes primal-dual 6ptimas para 2,1 =
min{cz: € Py}, sendo conhecida essa informagao para z;, = min{cz: = € P}. Seja
Z € {0, 1}™ uma solucao primal 6ptima de

min cx

: P
s.a T €& (4.16)

1, (i,7) € E(Cy) = {(i1,12), (i2,13), ..., (ix_1,1k) },
Lij = 07 (27]> = (ikaik+1)7

que é vector caracteristico de um emparelhamento perfeito M, e seja (7,7) € R** uma
solugao 6ptima para o correspondente problema dual

max Z U; + Z Uj
VAR Z Cij + 1Z{i1,02,sig—1} Jé{i2,i3,... ik}
(4,3)€E(Cy) S.a U; + Vj < Cij, (Z,j) ek \ E(Ck+1)

Relativamente a (4.16), o novo problema z;y = min{cz: € Py} possui a restri¢ao
« _ 1» AN K _ PN . _
Tiin, = 17 no lugar da restrigao “wy ., = 07 e uma nova restricao “z;, i, =
0”. Consequentemente, no novo problema dual aparece mais uma parcela constante

”

“ i ~ o
Cipire, € desaparecem as varidveis u; e v, da fungao objectivo, e desaparece a

restricao “uw;, , +vs, ., < G, i, - PO iS50, 0 vector T ja nao ¢ primal admissivel, mas

o vector (@, D) permanece dual admissivel no novo problema, e “z,+¢;,i, ., — Ui, —0s,,”

surge como primeiro limite inferior ao valor de z;, ;. Pode-se iniciar o método Hingaro
com a solugao dual admissivel (7, v) e o vector caracteristico do emparelhamento

M= M\ A, ik41), (ks159), (rgrs Ghg2) U { (s dhgn) }

para algum i ¢ {iy,49,...,ix_1,1k} € J € {i1,92,...,9k—1, % }. O novo emparelhamento
M’ possui menos dois arcos se (i1, ix+2) pertencia ao emparelhamento anterior M ou
menos um arco se nao pertencia. A solucao 6ptima do novo problema pode ser entao
obtida em O(n) operagoes aritméticas e comparagoes. Como existem, no méaximo,
K — 1 reoptimizacoes a fazer e K < n, conclui-se que o esfor¢o computacional global
na resolugao do problema (4.15) é O(n?).
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4.2.3 Uma relaxacao linear disjuntiva baseada em cliques

Nesta sec¢ao, é construida uma relaxacao disjuntiva de PA™F que usa cliques do mesmo
modo que a relaxagao anterior usava ciclos. A nova relaxacao requer um nimero muito
mais elevado de disjuncoes. Também neste caso, a optimizacao nesse poliedro pode
ser feita de modo paramétrico.

Seja S C V um conjunto de cardinalidade K < n. O ntmero de caminhos simples em
G[S], o subgrafo de G induzido por S, a partir de um determinado vértice de S é, no
maximo, igual a

3
=
[
(]~
==
]
Zle
I

14 (K — 1)pg_1). (4.17)

Por exemplo, se S = {iy,iz,i3} € i1 é o vértice designado, cada um desses caminhos
corresponde a um arco da subarvore da esquerda da &rvore enumerativa ilustrada na
Figura 4.1, Por exemplo, o arco 1 est& associado ao caminho constituido pelo vértice
i1 e nenhum arco, o arco 2 esta associado ao caminho i, (i1, i2)is, etc.

Para um conjunto poliedral P satisfazendo P*™" C P C P*%S, defina-se a seguinte

relaxacao linear disjuntiva de P4Ts?

Y

Pg = conv U PGy orie) | (4.18)

(jlva""vjk): {j17j2»'~~7jk}gsvk>1
onde cada conjunto F;, j,. . j,) ¢ definido pelos pontos z € P tais que

:L'ij:L (ZaJ>EE<Ck)a
-Tij:()a (Zaj)EE(S)\E<C/€)7.7GV(CR)?

sendo Ck = {jla (j17j2)7j27 (j27j3)7j3a s 7jk—17 (jk—l?jk)ajk}' Portant07 0 Conjunto
P, jo,.i) N Z™ & o subconjunto de P*% N Z™ dos vectores que pertencem a P e sao
caracteristicos de conjuntos de arcos que usam o caminho

jO(jOajl)jl(jlaj2>j2(j27j3)j3 - 'jk(jk)jk+1)jk+l

para alguns jo, jr+1 € V'\ S - veja-se a Figura 4.2l No caso do exemplo da Figura 4.1,
existem 15 poliedros na defini¢ao (4.18), que se apresentam pela ordem de numeragao
dos arcos:
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P(“) = P N {JTZ IL‘Z‘”‘Q = xigil = IL‘Z‘”‘3 = ZL‘Z‘3Z'1 = 0},
Py = PN{x: Ziy, = Tijiy = Tigis = Tigiy = 0},
Py = PN{x: Ty, = Tijis = Tigiy, = Tigis = 0},
P(i17i2) = Pn {‘T: Liyig = 1,1‘2'21'1 = Tigiz = Tigiy — 0}7
P(i17i27i3) = PN {JZ: Liyiog = Ligiz = 1’xi3i1 = 0}7

P(il,iS) = P N {fL’Z IL‘Z‘”‘3 = 17$i37ﬁ1 = Ii3i2 = xizh = 0},
Plirisiny = PNA{x: 244, = Tigiy, = 1, 24,5, = 0},

Piyiy = PNA{x: v = 1,254, = Tijiy = Tigi, = 0},
P(i2,i1,i3) = PN {I: Ligiy = Tiyig = 1>$i3i2 = 0}7

P(i277;3) = P N {J]S xi2i3 = ]_,ZEZ‘SZ‘I = Iig,ig = xilig = 0}7
P(iz,i3,i1) = Pn {:E: Ligiz = Ligiy 17 Tiyig = 0}7

P(i3,i1) = Pn {.%'Z Tigiy = 17$i1i2 = Tiyig = Tigiz = 0}7
Pligiviy = PNA{x: v = 244, = 1, 24,5, = 0},

P(i37i2) = PN {.I‘: Ligip = 1’xi2i1 = Tigiz = Tiyig — 0}7
P(i3,i27i1) = PN {ZL’: Ligia = Tigiy = 17332'11’3 = 0}7

Nao é dificil verificar que Ps é um poliedro que satisfaz

Nivel 1

Nivel 2

—— Nivel 3

Figura 4.1: Arvore de enumeracdo dos caminhos simples em S = {iy,i2,43}.

PP C PsCPNSa: > ay <|S|—1p CPC P
(i.1)€E(S)
O poliedro Pg é o involucro convexo da uniao de, no maximo, p = Kpg poliedros.
Cada um desses poliedros P, = P, j,...j,), com | =1,2,... p, ¢ uma face de P. Mais,
se 0s pontos extremos de P sao pontos extremos de P*%% entao os pontos extremos
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Jo | 41 s Jyr dy e

Figura 4.2: P(jl,j27~~~7jk)'

de Ps sao os pontos extremos de P que satisfazem

> o <|S|- 1L (4.19)

(1.7)€E(S)

De facto, os pontos extremos de Pg sao os pontos extremos de cada um dos conjuntos
P, paral=1,2,...,p, que satisfazem (4.19). Além disso, se z € P, entdo, para algum
kes,

)DEETESD DN I SN IIE RN
(3,7)EE(S) 1€S\{k} \jE€S: (i,j)€EFE

Reciprocamente, para todo o ponto extremo x de P que seja vector caracteristico e
satisfaca (4.19), existe um conjunto P, tal que x € F,. Entdo, x terd que ser ponto
extremo de Pg porque P, C P. Uma consequéncia imediata ¢ a seguinte generalizacao
do procedimento de convexificagdo sequencial de Balas [9]. A sua demonstragao é
idéntica a da Proposicao 4.1l

Proposigao 4.2 Seja S = {S1, 52, ..., S} a familia de todos 0s subconjuntos proprios

de V. Entao,
pATSP _ < Ny <( éalss)&)m)& ‘ (4.20)

Aborda-se agora a questao da existéncia de um hiperplano separador entre PATSF e
um ponto extremo de uma relaxacgao linear de P*™* do tipo descrito.

Lema 4.3 Seja P tal que PA™" C P C P*%% e seja T um ponto extremo de P tal que
Tuvys Tuvy € (0,1) para alguns (u,vq), (u,ve) € E. Entao,

1. se existe um conjunto S C 'V tal que Z(m)eﬁ(s) T, < 1, entao T ¢ Pg;
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2. para todo o conjunto S tal que Z(M)Eﬁ(s) Ty =1, u,uvy € S evy &S, tem-se
T & Ps.

Demonstragao: Para a primeira parte, atendendo a (4.6), por hipotese, E(ij)eE(S) Tij
> |S] = 1. Mas, para todo @ € Ps, tem-se ), . p) Ty < |[S| — 1. Conclui-se que
T ¢ Ps. Para a segunda parte, se T pertencesse a Ps, entdo também seria um ponto

extremo de um dos conjuntos P,l = 1,2,...,p. Por isso, existe um vértice k € S tal
que
l= > Tw< Y, Ty=L1 (4.21)
wgS: (k,w)eE (4,5)€6%(S)
Se k = wu, chega-se a um absurdo porque T,,, > 0 e v; € S, o que implica

ngs: (ww)ek Tuw < L. Se k # u, também se chega a um absurdo porque, de (4.21)),

0= Z Ty = Tupy > 0.

O

Pelo Lema 4.3, conhecido um ponto extremo T de uma relaxacao linear P de PATSP
com uma componente T;; fraccionéria, pode-se identificar um conjunto S C V' tal que
T ¢ Pg através da resolugdo do problema do corte global de capacidade minima no
grafo G[Z| da maneira que se explica a seguir.

Seja G[u] = (V, E) um grafo dirigido simples com n vértices e m arcos tal que a cada
arco (i,j) € E esta associado um escalar real u;; > 0 designado por capacidade do
arco (i, 7). O problema de determinar o corte global de capacidade minima em G pode
escrever-se como

min > u:ScV.S#£0,. (4.22)

(1,)€6+(S)

Se se englobassem as restrigoes s € S e t € V'\ S para dois vértices designados, entao
o problema (4.22) seria dual do problema de determinar o fluxo maximo de s para ¢
(veja-se Ford e Fulkerson [57]). Nao estando especificados os vértices origem s e termi-
nal ¢, o problema (4.22) é dual do problema de determinar o maior valor de fluxo que
é possivel enviar entre qualquer par de vértices de G. Consequentemente, o problema
(4.22) pode ser resolvido apos a resolugao de n(n—1)/2 problemas de fluxo méximo com
vértices origem e terminal designados. Hao e Orlin em |74] propuseram um algoritmo
especifico que usa apenas uma sequéncia de 2n — 2 problemas de fluxo méaximo.
A abordagem, que é inspirada no algoritmo preflow-push de Golberg e Tarjan [66]
(para o problema do fluxo méximo entre dois vértices designados) e na abordagem de
Padberg e Rinaldi [105], resulta num algoritmo que requer O(nm log(n®/m)) operacoes
aritméticas e comparagoes se u for um vector de nimeros racionais. Portanto, o esforco
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computacional é comparavel a resolucao de n problemas de fluxo maximo entre dois
vértices designados.

Se o valor 6ptimo de (4.22), para u = T, for inferior a um, entdo a solugao 6ptima
S é tal que T ¢ Pg pelo Lema [4.3. Se o valor 6ptimo de (4.22) for igual a um,
entao um conjunto S, nas condicoes do Lema 4.3, pode ser encontrado do seguinte
modo. Se fo = Ty, € (0,1), entdo determine-se o fluxo maximo de u para vy no
grafo G[z] — {(u,v2)}, que se sabe saber ser igual a 1 — fy. Pelo Teorema do Fluxo
Maximo-Corte Minimo, existe um conjunto de vértices S, contendo u e todos os vértices
v # g tais que T, € (0,1), tal que, relativamente ao grafo G — {(u,vs)},

Z fijzl—fg.

(1,4) €0t (S)

Por isso, relativamente ao grafo GG original, Z(i,j)€6+(5) Tij = 1 — fa+ fo = 1. Pelo
Lema 4.3, T ¢ Ps. Conclui-se que a determinacao de S pode ser, em qualquer dos
casos, efectuada em tempo polinomial. Este conjunto S, assim determinado, é 6ptimo
em algum aspecto.

Para P = P*% o problema de optimizacao linear sobre Ps pode ser resolvido em
O(n® + (p — 1)n) operagoes aritméticas e comparacoes. De facto, a resolucdo do
problema

= min

min cx min cx
sa T €Pg (1,525 )  {G10G2 0000 JCS,R21

) (4.23)

5.8 S P(j17j27'-~7jk)

pode fazer-se parametricamente através de uma optimizagio (envolvendo O(n?) ope-
ragoes) e K — 1 reoptimizagdes (cada uma envolvendo O(n) operagoes) da maneira
que se explica a seguir.

Sejam P, e P, poliedros associados a um arco do nivel £ e a um arco do nivel
k + 1, sucessivos, na arvore de enumeracao dos caminhos, conforme ilustrado na
Figura 4.1. Seguidamente, explica-se como se pode obter um par de solugoes primal-
-dual 6ptimas para zpy1 = min{cz: © € Pyy1}, sendo conhecida essa informagao para
2z, = min{cz: x € Py}. Seja T € {0,1}™ uma solugao primal 6ptima de

min cx

sa xeP
2k = o o o . . 4.24
; Tij = 1, (ZL]) € E(Ck) = {(]17]2)7(]27]3)7"')(]k—la]k)}a ( )

1
zi; =0, (i,7) € E(S)\ E(Cy),j € V(Cy),

que é vector caracteristico de um emparelhamento perfeito M, e seja (7,7) € R** uma
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solucao 6ptima para o correspondente problema dual

max Z u; + Z (]

iZ{i1,i2,-5ip—1} G@{i2,iz, ik}
w o= D), it o
, < Co
(’L,])EE(C]C) Sa‘ ul + /Uj ~X Cz]; (Z7j) e E \ E(S),

u; +v; < iy, (4,7) € E(S)\ E(Cy),j & V(Cy).

Relativamente a (4.24)), o novo problema zi,; = min{cz: x € P, } possul a restricao
) + +

13 — 7 My 13 — M AN 14 _ -

Tj s, = 17 mno lugar da restrigao “z;,; , = 07 e novas restricoes “z;,_,; = 0,7 €

S\V(Cyi1) e“x;i ., = 0,72 € S\V(Cri1)”. No novo problema dual, aparece mais uma
+ Jk+1 ’ + )

parcela constante “c;, j, ,,” e desaparecem as varidveis u;, e v;, , da fungao objectivo,

1A 14 N 2 :

e desaparecem as restri¢oes “uj, ., +v; < ¢j,,,5,J € S\ V(Cy)”. Por isso, o vector

T ja nao é primal admissivel, mas o vector (@,v) permanece dual admissivel no novo

problema e “zp + ¢, ., — Uj, — Uj,,,” surge como limite inferior ao valor 6ptimo do

novo problema. Pode-se inicializar o método Hiingaro com a solucao dual admissivel

(u,v) e o vector caracteristico do emparelhamento

M =M \ {(Sajk:-i-l)a (jk,t), (jk-i-la ’lU)} U {(]k7jk+1)}

para algum t ¢ S e s,w € V - nao é necessario excluir (jx.1,w) se w &€ S. A solucao
optima do novo problema pode ser entdao obtida em O(n) operagbes aritméticas e
comparagoes. Como existem, no méaximo, p — 1 reoptimizacoes a fazer, conclui-se que
o esfor¢o computacional global na resolu¢ao de (4.23) é O(n® + (p — 1)n). Realce-se
que se a arvore for percorrida por breath-first-search, entao as solugoes iniciais estarao
prontamente disponiveis se forem armazenadas uma por cada nivel. Portanto, nao é
necessario armazenar mais do que um par primal-dual 6ptimo por nivel.

4.2.4 Determinacao de um limite inferior melhorado

Nesta seccao, propoe-se uma abordagem Lagrangeana para obter um limite inferior
melhorado para o valor de z = min{cz: x € P*™"} que usa apenas a resolugao de
problemas de afectacao como subproblemas. O algoritmo proposto, que é formalmente
descrito na Figura 4.3, é essencialmente um método descendente de primeira ordem
para a minimizacao da fungao de penalidade

K
f(z) =cx+ pz (e(“i“”_b")/p - 1), (4.25)
i=1
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onde “a;x < b, para i = 1,2,..., K, sao desigualdades validas para P*T". Este
conjunto de desigualdades vai sendo expandido a medida que o algoritmo decorre.

Em cada iteracao genérica-k do algoritmo proposto, comeca-se por identificar uma
direccao de descida, usando informagao de primeira ordem. Observe-se que

Vi) =c+yx)A, Vf(x)=ATY(x)A/p,

onde A é uma matriz K x n, contendo as colunas a! para i = 1,2,..., K, e Y(z) é
uma matriz diagonal K x K cujos elementos diagonais coincidem com o vector y(z)
definido, componente a componente, por

yi(x) = elaz=bi)/p 1=1,2,..., K.

Enquanto nao é identificada uma direccao de descida, o parametro de penalidade é
reduzido. Depois de identificada uma direccao de descida d = qx — x para f a partir
de zj e para algum ¢ € argmin{V f(x)q: ¢ € P*5} NZ™, decide-se o tamanho do
passo Ax ao longo dessa direccao para obter a nova aproximagao Tyy; = Ty + A\pdk.
O escalar \;, é solu¢ao optima para min{g(\) = f(x + Ad): A € (0,1]}. Se ¢’(1) < 0,
entao A\ = 1 é a solucao o6ptima porque g é convexa. Caso contrario, o escalar A\
deve ser aproximado através do método de Newton. Algumas simplificagoes ocorrem
na correspondente féormula recursiva. Para x e d fixos, tem-se

K K
g(\) = c(x + Ad) + pz (e(ai(x-i-/\d)_bi)/p _ 1) = 20+ \wp + pz (y:(\) — 1),

=1 =1

onde 2y = cx,wy = cd,z = Ax — b,w = Ad e y(\) = y(x + \d) = e+ /P Por isso,

g = (etyNA)d=wo+ Y wiyi(N),

=1

J'N) = dTATY(A)Ad/ﬂzzw?yi(A)/p,

pelo que o método de Newton consiste na aplicacao da seguinte formula recursiva a
partir de A =0,
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K
A+ _ 30 - IO ) i=1 —0,1
o g//(/\(j) P K ) J=4Y1
ZyiO‘(]))wzz
=1

O ultimo passo da iteracao genérica-k consiste na identificagao do corte global 67 (5)
de capacidade minima em G|[gx]. Note-se que ¢ é um vector de zeros e uns e, por isso,
a identificacao de 07 (S) pode ser efectuada por um método standard de averiguagio
de conexidade num grafo.

Segue-se a determinacao da desigualdade valida para P&*® mais profunda entre g e
P&, A determinagao desse corte obriga a resolugao do seguinte par de problemas
paraT=q.e S CV:

min ||z — 7| max o — 3

= 4.26
saa x € P& sa («,0) € polar (P§%9), |la|. < 1. (4.26)

Usando o algoritmo modificado de P. Wolfe, conforme descrito no Capitulo 2, obtém-se
a solu¢ao do problema (4.26), resolvendo uma sequéncia de problemas lineares:

min ax _ nin <min ax >7 (4.27)
)

A .. . P . ASS
sa x € P§s (J1:92-0dk): {d122,0k }CSE21 | S.a T € P(jl,h,,,,,jk

com a modificado ao longo do algoritmo. Tal como foi explicado na Seccao 4.2.3, esta
resolucao pode ser feita parametricamente.

’ assim obtido na funcao penalidade

Finalmente, a inclusao do corte “axi1x < bxy1’
so é efectivada se o angulo entre a sua normal e a normal de cada corte previamente
adicionado for suficientemente nao nulo. Balas, Ceria e Cornuéjols em [16, 17|, propu-
seram a seguinte regra de decisao. Escolha-se um valor para o parametro 6, inferior
a 1 e, por exemplo, 0.9999. Se os co-senos dos angulos formados entre a normal do
corte a adicionar e a de cada corte ja adicionado forem pelo menos 6, entao o corte é

inserido na funcao (4.25).

Resta agora explicar como calcular o limite inferior. A funcao f goza das seguintes
propriedades. Como f(x) < cz para todo x € P*% tal que aq;x < b; para ¢ =
1,2,..., K, entao

z=min{cx: x € P} > min{cz: z € P** aqx <b;, i1 =1,2,..., K}
> min{f(x): z € P** aux <b;, i=1,2,...,K}
>

min{ f(z): x € P*°}.
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Além disso, f é convexa e continuamente diferenciavel. Por isso, f(xy) + V f(xx)dy
constitui um limite inferior ao valor de z, uma vez que

min{f(x): x € P**} > min{f(zx) + Vf(z)(x —2¢): © € P} = f(xp) + Vf(2g)dy.

Inicializacgao:

Determinar g € argmin{cz: x € PA%} NZ™.
Seja 1 (S) o corte global de capacidade minima em G[xg)].
Obter o corte ajz < by mais profundo entre xg e P&,

Inicializar p =1, K =1, k = 0 e definir f através de (4.25).
Iteracao genérica-k:

Enquanto xj € argmin{V f(zx)q: ¢ € P*55}
Reduzir p.
Se p < €ror, entao STOP.

Seja di, = qx — z) para algum g € argmin{V f(x)q: ¢ € P} NZ™.
Determinar Ay € arg min{ f(z) + Adg): A € (0,1]}.

Afectar xp1 = o + A\idy.

Seja 1 (S) o corte global de capacidade minima em G/[gg].
Obter o corte agy12 < by mais profundo entre g, e P§%.

Se “agi1x < br41” é suficientemente distinto dos cortes anteriores,
entdo K := K + 1.

k:=k+1.

Figura 4.3: Algoritmo para determinar um limite inferior melhorado para o ATSP.

4.2.4.1 Ilustracao com um pequeno exemplo

Considere-se a instancia do problema caixeiro viajante assimétrico, observada em Balas
e Toth [19, Pag. 381], cujo custo do arco genérico (7, j) corresponde & entrada (i, j) da
matriz da Tabela 4.1. Este problema tem valor 6éptimo 26, que corresponde ao ciclo
Hamiltoniano identificado na Figura 4.4(a) através de G[z*].

Sao ilustradas seis iteragoes do algoritmo da Figura 4.3 utilizando a regra de reducao
do parametro de penalidade p := min{p/10, p!°}, inspirada em Cominetti e Dus-
sault [39], Dussault |48] e Mongeau e Sartenaer |98], e a norma I, em (4.26). Como
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-2 11 10 8 7 6 5
6 - 1 8 8 4 6 7
5 12 - 11 8 12 3 11
1 9 10 19 8 10
11 11 9 4 - 2 10 9
12 8 5 2 11 - 11 9
0 11 12 10 9 12 - 3
7T 10 10 10 6 3 1 -

Tabela 4.1: Matriz de custos de uma instancia do ATSP com 8 vértices.

se pode observar, o primeiro limite inferior ¢ 17 e, ap6s a introducao de trés cortes,
aumenta para 21.5184.

No Passo de Inicializagdo, o valor 6ptimo de min{cz: x € P*%} & 17 e a solucao
Optima é xy, ilustrada na Figura 4.4(b) através de G[zo]. O corte global de capacidade
minima em G|z é caracterizado por S = {7,8}, por exemplo. O corte mais profundo
entre xo e P§ é o corte

Ty + 17 < 1,

obtido pelo algoritmo modificado de P. Wolfe. Termina o Passo de Inicializagdo com
a correspondente inser¢ao do corte na funcao penalidade.

(b) Glzo]

Figura 4.4: Solugdes dptimas inteiras sobre PATF ¢ PA55 respectivamente.

Na iteracao 0, o primeiro ciclo é interrompido com p = 0.1. A solugao 6ptima do
problema min{V f(z¢)q: ¢ € P*} é qp, ilustrada na Figura 4.5(a). N&ao se obtém
melhoria no limite inferior pois f(x¢)+V f(x)(go—x0) = —102.6718. Com a aplicagao
do método de Newton, obtém-se \g = 0.2361 ao que corresponde z; = x¢ + Ao(qo —
xp), ilustrada na Figura 4.5(b). O corte global de capacidade minima em G[qo| é
caracterizado por S = {4,5, 6,8}, por exemplo. O corte mais profundo entre gy e P4
é o corte
T12 + T3 + w37 + w71 < 3,
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que é acrescentado a funcao penalidade.

0.2361 0.7639

(a) Glqo] (b) Glz1]

Figura 4.5: Iteragio 0.

Na iteragao 1, a solucao optima de min{V f(zi)q: ¢ € P**} é ¢, ilustrada na
Figura 4.6(a). Obtém-se uma melhoria no limite inferior pois f(z1)+V f(z1)(q1—z1) =
18.5673. Com a aplicacao do método de Newton, obtém-se A\; = 0.5933 ao que
corresponde xs = 1 + A (q1 — x1), ilustrada na Figura 4.6(b). O corte global de
capacidade minima em G[q;]| é caracterizado por S = {1,2,3,7,8}, por exemplo. O

corte mais profundo entre ¢; e P§% é o corte

Ta5 + Tse + Tea < 2,

que é acrescentado a funcao penalidade.

Figura 4.6: lteracao 1.

Na iteragao 2, a solucao optima de min{V f(z9)q: ¢ € P**} é ¢, ilustrada na
Figura 4.7(a). Nao se obtém uma melhoria no limite inferior pois f(x2)+ V f(22)(g2 —
x9) = 15.0568. Com a aplicagdo do método de Newton, obtém-se Ay = 0.1213 ao
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que corresponde z3 = xa + A2(g2 — 2), ilustrada na Figura 4.7(b). O corte global de
capacidade minima em G|gs] é caracterizado por S = {7,8}, por exemplo. O corte
mais profundo entre g, e P§% é o mesmo que foi obtido no Passo de Inicializacao e,
por isso, nao é acrescentado a fungao penalidade.

Figura 4.7: Iteragio 2.

Na iteracdo 3, a solucdo 6ptima de min{V f(z3)q: ¢ € P*®} é g3, ilustrada na
Figura 4.8(a). Obtém-se uma melhoria no limite inferior pois f(z3)+V f(x3)(gz—x3) =
20.7516. Com a aplicacao do método de Newton, obtém-se A3 = 0.1801 ao que
corresponde x4 = x3 + A3(¢s — x3), ilustrada na Figura 4.8(b). O corte global de
capacidade minima em Glgs] é caracterizado por S = {7,8}. O corte mais profundo
entre gs e P§* é o mesmo que foi obtido no Passo de Inicializacao.

(a) Glgs]

Figura 4.8: Iteragio 3.

Na iteracao 4, a solu¢do 6ptima de min{V f(z4)q: ¢ € P*5} é ¢, ilustrada na Fi-
gura 4.9(a). N&o se obtém-se uma melhoria no limite inferior pois f(x4)+V f(x4)(qs —
x4) = 20.1955. Com a aplicagdo do método de Newton, obtém-se A\; = 0.0554 ao
que corresponde x5 = x4 + A\y(qs — x4), ilustrada na Figura 4.9(b). O corte global
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de capacidade minima em GJ[q4] é caracterizado por S = {3,6,7,8}. O corte mais

profundo entre g4 e P§ é o corte

T12 + T + Ta5 + Tsa < 3,

que é acrescentado a funcao penalidade.

(a) Glga]

Figura 4.9: lteracdao 4.

Na iteragao 5, a solugao 6ptima de min{V f(z5)q: ¢ € P***} & g5, que coincide com
¢3. Obtém-se nova melhoria no limite inferior pois f(x5)+ V f(z5)(gs — x5) = 21.5184.
Com a aplicacao do método de Newton, obtém-se A5 = 0.0647 ao que corresponde
x6 = T5 + A5(gs — x5), ilustrada na Figura [4.10. O corte global de capacidade minima
em G|gs] é caracterizado por S = {7,8}. Uma vez mais, o corte mais profundo entre
¢2 e P&% & o mesmo que foi obtido no Passo de Inicializagao.

Figura 4.10: Iteracdo 5: G[xzg).
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4.3 Conclusoes

O algoritmo proposto requer um estudo computacional mais aprofundado. O exemplo
pequeno, que se acompanhou, serviu para testar uma primeira implementacao feita
em MATLAB com chamadas das rotinas INDUS3 e APPMIX disponiveis na Netlib na
biblioteca de algoritmos da ACM, em http://www.netlib.org/toms/750. Experiéncias
computacionais preliminares permitiram identificar diversas limitacoes. Em primeiro
lugar, observou-se que o algoritmo de primeira ordem pode tornar-se lento, progredindo
com \’s demasiado pequenos.

Em segundo lugar e algo inesperadamente, observou-se que, em geral, o corte mais
profundo entre g; e P§* é uma desigualdade de ciclo - portanto, até menos profunda
que a correspondente desigualdade de clique em S. Fica em aberto a questao de
identificar para que normas || - || essa desigualdade sera sempre o corte mais profundo

em (4.26), quando T é o vector caracteristico de um subcircuito.

Analisou-se também o comportamento do algoritmo se, no dltimo passo da iteragao
genérica k do algoritmo da Figura 4.3, o vector g for substituido por zj. Neste caso,
foram obtidas algumas desigualdades que nao sao de circuito mas também ainda nao
sao desigualdades de clique. Fica também em aberto a questao de saber que tipo de
desigualdades se conseguirdo gerar se z* satisfizer todas as restricdes de clique e for
ponto extremo de uma relaxagao linear de PATSF.

4.4 Corte global de capacidade minima num grafo
dirigido

Seja G = (V, E) um grafo dirigido tal que a cada arco (i,j) € F esta associado um
escalar real u;; > 0 designado por capacidade do arco (i, 7). O problema de determinar
o corte global de capacidade minima em G consiste em resolver o seguinte problema
de optimizacao:
min u(S) = Z Wij
(i.4) €0 (S) (4.28)
sa 0#£ScCV,

onde 67 (S)={(i,j) e E: i € S,j ¢ S} designa um corte de G.

Um corte de GG é um conjunto minimal de arcos de G que se removidos fazem com que,
para conjuntos de vértices complementares S e V' \ S, deixe de existir um caminho
orientado de qualquer vértice i € S para qualquer vértice j € V'\'S. O problema (4.28)
consiste em identificar o corte de G cuja soma das capacidades dos respectivos arcos é
minima. Atendendo a nao negatividade das capacidades, pode-se assumir, sem perda
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de generalidade, que o corte procurado é um conjunto da forma 6% (S) para algum
ScV.

Hao e Orlin em [74] descrevem vérias aplica¢oes do problema (4.28). A aplicacao que
se tem em mente é a identificacao de restrigoes de eliminagao de sub-percursos para o
problema do caixeiro viajante assimétrico, conforme sugerido por Padberg e Rinaldi
em [105].

Se fossem englobadas as restrigoes s € S et € V'\ S para dois vértices s e t previamente
escolhidos, entdao o problema (4.28) seria dual do (cléassico) problema de determinar o
fluxo méximo de s para t, conforme demonstrado por Ford e Fulkerson em [57]. Para
resolver este tltimo problema, existe o algoritmo das cadeias incrementais de Ford e
Fulkerson [57] e o algoritmo empurrar-prefluzo de Golberg e Tarjan [66], entre outros
(veja-se, por exemplo, o livro de Ahuja, Magnanti e Orlin [1]). O algoritmo mais rapido
(em termos de complexidade computacional) é o algoritmo empurrar-prefluzo, que
pode ser implementado para funcionar em O (nmlog (n?/m)) operagoes (aritméticas
e comparagoes), sendo n o niimero de vértices e m o namero de arcos do grafo G.

Assim, o problema (4.28)) pode ser resolvido em O (n®mlog(n?/m)) operagdes inerentes
a resolugao de n(n — 1)/2 problemas de fluxo méaximo entre dois vértices porque o
problema (4.28) é igual a

in min  u(.S)
steV \ sa se€8, t¢gS )’

Padberg e Rinaldi em [105] mostraram que também é possivel resolver o problema
(4.28) através da resolugao de n adequados problemas de fluxo méximo de subconjuntos
de V' para o vértice t.

Hao e Orlin em [74] propuseram um algoritmo que resolve todos aqueles n problemas
de fluxo maximo em O (nmlog (n?/m)) operacoes - isto é, um ntmero de operacoes
proporcional ao nimero de operagoes necessario para resolver apenas um problema
de fluxo maximo entre dois vértices. Esse algoritmo, descrito na Secgao 4.4.2, é, es-
sencialmente, uma adaptacgao do algoritmo de empurrar-prefluzo de Golberg e Tarjan,
que também é descrito na Seccao 4.4.1. Para descrever este ultimo, acompanhou-se
o desenvolvimento de Hao e Orlin em [74], pois as descri¢des no artigo original ou
no livro de Ahuja, Magnanti e Orlin [I, Capitulo 7] ndo permitem identificar, tao
claramente, as modificagoes introduzidas.
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4.4.1 Algoritmo de Golberg e Tarjan (corte s — t)

Seja G = (V, E) um grafo dirigido com n vértices, m arestas e verificando a seguinte
propriedade “(i,j) € E = (j,7) € E”, sem perda de generalidade. Sejam s,t € V dois
vértices designados por vértice origem e vértice terminal, respectivamente. A cada
arco (i,7) € E estd associado um escalar real u;; > 0, eventualmente +o0, designado
por capacidade do arco (i,7). O problema do fluzo mdzimo de s para t é o seguinte
problema de programacao linear:

max v
—v sei=3S
s.a Z Tj; — Z Ti; = 0 sei#s,t p, 1€V, (4.29)
JE8 (i) JEST (i) v osei1=t1
0<z <.

Um fluzo em G de s para t é uma solu¢ao admissivel x para o problema linear (4.29)
para algum valor de v > 0. Pode-se escrever o problema (4.29) sem a variavel v como

max e ()
s.a  e(x)=0, ieV\{st} (4.30)
0<z<u,

onde e;(z) denota o excesso de fluro do vértice i € V' definido por

61(36) = Z Tj; — Z Tij = Z (xji — LL’ij> s (431)

(J1)ed— (@) (i,5)€67 (4) (7,1)€d~(2)

devido & condicao imposta aos arcos de G. As restrigoes de conservacao de fluxo
ei(xr) =0, para i € V' \ {s,t}, impoem que, para qualquer fluxo x, “o fluzo que entra
em i € igual ao fluro que sai de i’ seja verdade para todo o vértice i # s,t - relacao
conhecida por lei de Kirchoff ou de conservagao de fluro. A restrigdo es(z) = —e(x)
nao é considerada no problema (4.30) por ser redundante uma vez que, para todo
reR",

Z ei(r) =0,

2%

o0 que, por sua vez, implica que, para todo z admissivel para o problema (4.30),
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es(x) = —ey(x) + Z ei(x) = —ey(x).

ieV\{s,t}

O dual do problema linear (4.30) é uma formulagao do seguinte problema de optimi-
zacao combinatoéria, conhecido por problema do corte s —t de capacidade minima,

min  u(S) = Z Wij
(i.4) €8+ (5) (4.32)
sa se€8, teV\S,

onde, neste caso, d7(S) define um corte especial de G designado por corte s —t de G.

O conhecimento de um fluxo z* 6ptimo para o problema (4.30) permite caracterizar
uma solugao 6ptima para o problema (4.32) por observagao do grafo residual G[z*|:
o conjunto S* constituido pelos vértices 7 tais que existe um caminho de s para i em
G[z*] é uma solu¢do Optima para o problema (4.32). No entanto, o conhecimento
de uma solugdo 6ptima S* para o problema (4.32) nado é suficiente para caracterizar
um fluxo z* 6ptimo para o problema (4.30), conforme se ilustra no exemplo seguinte,
referido por Hao e Orlin em [74]. Seja S* o corte s —t de um grafo dirigido G = (V, E)
de capacidade minima u(S*). Considere-se o grafo G' = (V' E’), onde V' = {s'} UV,
E' ={(¢,s)}UE, e 0o novo arco (s, s) possui capacidade uy, = u(S*). Entao, S = {s'}
define um corte s’ —t em G’ de capacidade minima. No entanto, esse conhecimento
nao ajuda a caracterizar a forma como o fluxo sera distribuido pelos arcos de G a
partir de s.

Até esta data, todo o algoritmo conhecido, para a resolu¢ao do problema (4.32)), que
nao use a sua formulagao em termos de um problema linear é, essencialmente, um
algoritmo que visa a resolucao directa do problema (4.30).

Um prefluro em G de s para t ¢ um vector x € R™ satisfazendo 0 < = < u e tal que
ei(x) = 0 para todo i € V '\ {s}. Portanto, um fluxo de s para t é, em particular, um
prefluxo de s para t. O algoritmo empurrar-prefluzo de Goldberg e Tarjan [66] resolve
directamente o problema de determinar o prefluxo maximo de s para t - substitua-se
“e;(x) = 0” por “e;(z) = 0” no problema (4.30). Isto ndo constitui obstaculo se o
objectivo for o da determinacao do fluxo méximo de s para t, pois todo o prefluxo
optimo de s para t pode ser facilmente transformado num fluxo 6ptimo de s para ¢, sem
alterar o valor do excesso de fluxo que alcanga o vértice t, e;(z) - veja-se o Apéndice C.

Dado um prefluxo z, a capacidade residual 7;;(x) ou, simplesmente, r;; de um arco
(i,j) € E define-se por r;; = u;; — x;; + xj; > 0 e representa o maior incremento do
fluxo que pode ser enviado do vértice i para o vértice j, usando os arcos (i,7) e (4,1), e
sem violar as restri¢oes de capacidade nesses arcos. A capacidade residual 7;; tem duas
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componentes: u;; — T;j;, que representa o incremento maximo de fluxo ao longo do arco
(4,7), e xj;, que representa o decremento maximo do fluxo ao longo do arco (j,7). Um
arco (i,7) diz-se residual (relativamente a um prefluxo z) se r;; > 0. O grafo residual
(relativamente a um prefluxo z) é constituido por arcos residuais e representa-se por
Glz] = (V, Elz]).

Considere-se uma particao V' = W U D. Diz-se que um conjunto de rotulos d € Z7}
é W-vdlido se d(i) < d(j) + 1 para cada (i,j) € F[z] tal que i,j € W. Diz-se que
D satisfaz a propriedade de adormecimento se t ¢ D e nao existe (i,j) € E[z] tal
que © € D e 5 € W. Note-se que se D satisfaz esta propriedade, entao nao existe
nenhum caminho no grafo residual de D para W. Um vértice i € W\ {t} diz-se activo
se e;(x) > 0 ou, simplesmente, e(i) > 0. Um arco (i,j) € E[z] diz-se admissivel se
i,7 € Wed(i) =d(j)+ 1. Designa-se W por conjunto de vértices acordados e D por
conjunto de vértices adormecidos, por razoes que se tornarao naturais mais adiante
neste texto.

As trés subrotinas fundamentais no algoritmo de empurrar-prefluzo de Golberg e
Tarjan sao apresentadas nas Figuras [4.11, 4.12/ e [4.13, nomeadamente Inicializar,
Empurrar (i,j) e Rotular (i)*.

Procedimento Inicializar

\* Seja z um prefluxo qualquer, por exemplo, tudo-zeros *\

Para cada arco (s, j) tal que j € V'\ {s}, fazer

Tgj = Ugy,
.Z‘js =0.

D= (s

W=V (s,

d(t) :=0.

Para cada vértice j € V' \ {t}, fazer
d(j) = 1.

Figura 4.11: Subrotina Inicializar.

O objectivo do procedimento Inicializar é: (i) definir uma partigao inicial V.= DUW;
(ii) definir um prefluxo = de s para ¢t que faz com que D satisfaga a propriedade
de adormecimento; e, (iii) atribuir valores iniciais aos rotulos d de modo a serem

W -validos.

O procedimento Empurrar (i,j) é invocado quando ¢ é um vértice activo, e (i,7) é um

'W e D sdo as abreviaturas do inglés de Waked e Dormant, respectivamente.
2 Empurrar e Rotular sdo as traducoes do inglés de Push e Relabel, respectivamente.
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Procedimento Empurrar (i, j)

0 := min{e(i), ri;},

(51 = min{é, Uj5 — .’L'Z'j},
by 1= 0 — b1,

.I‘Z'j = xij + (51,

xji = {L‘ji — (52.

Figura 4.12: Subrotina Empurrar (7, j).

Procedimento Rotular (7)

Se i é o unico vértice em W com rétulo d(7),

entao
Ri={j € W: d(j) > (i)},
D :=DUR,
W =W\ R;
senao
Se existir um arco (7, j) € Glz| para j € W,
entao
d(i) :== min{d(j) + 1: (i,j) € Glz] para j € W},
senao
D:=DuU{i},
W =W\ {i}.

Figura 4.13: Subrotina Rotular (i).

arco admissivel. Neste procedimento, as quantidades x;; e xj; sao redefinidas de modo
a empurrar, o mais possivel, a quantidade de fluxo em excesso no vértice ¢ ao longo
dos arcos (7,7) e (j,i). Depois deste procedimento, o grafo residual pode ficar com
menos um arco; diz-se entao que o arco (i, 7) fica saturado.

O procedimento Rotular (i) s6 é executado quando i € W é um vértice activo (por
definigao, i € W \ {t} e e(i) > 0), e nao existe nenhum arco (i,j) admissivel (por
defini¢ao, um arco (i,7) € E[z] para i,7 € W e d(i) = d(j) + 1). No final deste
procedimento, uma das duas situagoes seguintes ocorreu: (i) ¢ é transferido para D
(eventualmente em conjunto com outros vértices de W) - neste caso, nao ha modifica-
¢ao do valor dos rétulos d; ou (ii) ¢ permanece activo em W, e o valor do rétulo d(7)
foi modificado de modo a criar pelo menos um arco admissivel (i,7). Em ambos os
casos, mantém-se a propriedade de adormecimento de D e a W-validade dos rotulos
d, conforme se formaliza no lema seguinte.
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Lema 4.4 (Hao e Orlin [74]) Seja i um vértice activo tal que nao existe nenhum arco
admissivel (i,7). Se, a entrada do procedimento Rotular (i), d é W -vdlido, e D satisfaz
a propriedade de adormecimento, entao, a saida, d continua W-vdlido e D continua a
satisfazer a propriedade de adormecimento. Mais, quaisquer modificacoes nos valores
dos rotulos d correspondem a incrementos positivos.

Demonstragao: Se i é o tnico vértice em W com rotulo d(i), entdo: (i) nao existe
nenhum arco (i,j) € E[z] tal que j € W \ R, pois, da definigio de R, ter-se-ia
d(i) = d(j)+1e, como d(i) < d(j)+1 para qualquer arco (i,j) € E[z]talquei,j € W,
entdo ter-se-ia d(i) = d(j) + 1, o que implicaria que (7, j) fosse um arco admissivel - o
que é absurdo; (ii) nao existe nenhum arco (k,j) € E[z] com k € R\ {i} e j € W\ R,
pois atendendo a que d(k) > d(i), entao d(i) < d(k) — 1 < (d(j) +1) — 1 < d()),
o que é absurdo porque j ¢ R. Portanto, nao existindo, por hipétese, nenhum arco
(k,j) € Glz] tal que k € Re j € W\ R, entao D := D U R satisfaz a propriedade
de adormecimento relativamente a W \ R. Além disso, como d e G[z| permanecem
inalterados e W := W \ R (portanto, W ficou mais pequeno), também se conclui que
d permanece W-vélido.

Se i nao é o tnico vértice em W com rotulo d(i), entao consideram-se duas situagoes.

Primeira, se nao existe nenhum arco (i,75) € E[z] para j € W, entao D := D U {i}
satisfaz a propriedade de adormecimento relativamente a W\ R. Além disso, como d
e G[z] permanecem inalterados, e W := W \ {i} (portanto, W ficou mais pequeno),
também se conclui que d permanece W-vélido.

Segunda, se existe pelo menos um arco (i,j) € E|x] para j € W, entao, como d é W-
valido, e nao existe nenhum arco admissivel, d(i) < d(j)+ 1 para todo o arco (i, ) €
E[z] para j € W. Portanto, a redefini¢ao d(i) := min{d(j) + 1: (¢,j) € E[z],j € W}
aumenta estritamente o valor de d(i). Apos esta redefini¢do, permanece d(i) < d(j)+1
para todo (i,j) € E[z] para j € W, e, por isso, d continua W-valido. Além disso, D
continua a satisfazer a propriedade de adormecimento porque D nao foi alterado.

Note-se que s6 ha lugar a modificacao dos rotulos d quando ¢ nao é o tnico vértice
em W com rotulo d(i), e existe pelo menos um arco (i,j) € Elx] para j € W -
situagao trabalhada no paragrafo anterior. Como foi visto, nesse caso o valor de d(i),
a componente de d alterada, aumenta estritamente. ([l

O algoritmo empurrar-prefluro de Golberg e Tarjan, descrito na Figura 4.14, é cons-
tituido pelo procedimento de inicializagao, seguido da execucao repetida do proce-
dimento de incremento de valor do prefluxo ao longo de um arco admissivel ou do
procedimento de redefinicao dos rétulos.

Em cada passagem pelo ciclo do algoritmo, procura-se identificar um vértice activo
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Algoritmo empurrar-prefluxo de Golberg e Tarjan

Inicializar;

Enquanto existir um vértice i activo em G|z]
Se existir um arco admissivel (7, j) em G[z],
entdao Empurrar (i,j),
sendao Rotular (i).

Figura 4.14: Algoritmo empurrar-prefluxo de Golberg e Tarjan.

i (ie., 1 € W\ {t}, e e(i) > 0) e um arco admissivel (i,7) (i.e., (i,7) € E[z] para
Jj € W tal que d(i) = d(j) + 1) ao longo do qual se procura empurrar o excesso de
fluxo no vértice i através do procedimento Empurrar (i,7). Quando nao existe um tal
arco admissivel, entdo o procedimento Rotular (i) permite excluir i de ser activo ou
redefinir os rotulos d de modo a criar um arco admissivel.

Lema 4.5 (Goldberg e Tarjan [66]) Durante a execu¢ao do algoritmo empurrar-
-prefluro de Golberg e Tarjan, x é um prefluro de s para t.

Demonstracao: No final do procedimento Inicializar, x é um prefluxo de s para t.
De facto, se 2 ¢ um qualquer prefluxo inicial de s para t (um vector de tudo-zeros,
por exemplo), entdo, para todo i € V' \ {s} tal que (s,7) € E[z"], tem-se

Para todo i € V '\ {s} tal que (s,i) € E[2°], e;(x) = €;(2°) > 0 decorre trivialmente.
Também é trivial que 0 < x < u. Portanto, x é um prefluxo de s para t.

O procedimento Empurrar (i,j) s6 é executado quando i € W é um vértice activo,
e (i,7) € Elz] é um arco admissivel. A redefini¢ao de 2 mantém z um prefluxo de s
para t, pois, se, a entrada do procedimento, z° é um prefluxo de s para t, e x decorre
da execugdo de Empurrar (i,j), entao
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{ O, se 61‘(1'0) < ’l”ij(ﬂfo) } >0

e;(x%) — rij(20),  se e;(x?) > ry;(2?)

De forma analoga, se conclui que e;(z) = e;(2°) + & > €;(z°) = 0 porque § > 0.
Os excessos de fluxo dos restantes vértices mantém-se inalterados. Para concluir que
r é um prefluxo de s para t, resta mostrar que 0 < x < w ou, simplesmente, nas
componentes x;; e rj. Ora, trivialmente se verifica que 0 < x;; < u;;. Por outro lado,
Tj; = 19 — 0y com

e(i) —e(i) =0, se e(1) < w;; — x?j < rij(aY),
0g=0—01 =19 €[0,75 — (u; — ;)] = [0, 23], se uy —ap; <e(i) <ry(a?),
rij — (uij — x?j) = :pgi, se Uj; — x?j < i (20) < e(i),

e, portanto, como 0y € [O,x?i], tem-se 0 < xj; < ujs. O

Lema 4.6 (Hao e Orlin [74]) Ao longo de todo o algoritmo empurrar-prefluzo de
Golberg e Tarjan, verificam-se as sequintes propriedades:

1. os rotulos d mantém a W-validade;

2. D satisfaz a propriedade de adormecimento.

Demonstragao: Comeca-se por demonstrar que, no final do procedimento Inicializar,
as propriedades (1. e 2. sdo validas. A redefinicio do prefluxo x satura® os arcos
(s,j) € E para j € V \ {s}, pelo que deixam de existir arcos (s,7) € G[z] para
j € V\ {s}. Pode-se entao afirmar que a propriedade 2. se mantém valida dado que,
no final, D = {s}. A propriedade [1. é valida porque d(i) < 1 < d(j) + 1 verifica-se
trivialmente em qualquer arco (i,7) € E.

Assuma-se agora que as propriedades 1. e 2l sao validas no inicio de um ciclo genérico
do algoritmo empurrar-prefluxo. Seja i € W o vértice activo identificado a entrada
desse ciclo.

Se existir um arco (7, j) admissivel, entao é invocado o procedimento Empurrar (i, 7).
Neste procedimento, as quantidades z;; e x; sao redefinidas de modo a que o grafo

3Um arco (i, j) € G[z] fica saturado quando 7;; passa de positivo a nulo; isto ¢, quando (i, j) deixa
de ser um arco residual.
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residual fica com menos um arco (se o arco (4, j) fica saturado) ou permanece o mesmo
(se o arco (7, ) nao fica saturado). Para além disso, nem W nem d sao modificados
pelo que, apos essa operacao, a propriedade 1. permanece valida. A propriedade 2.
permanece valida porque nao ha introducao de arcos no grafo residual.

Se nao existir qualquer arco (4, j) admissivel, entao é invocado o procedimento Rotu-
lar (i). Pelo Lema 4.4, & saida do procedimento Rotular (i), as propriedades [1. e 2.
permanecem validas.

Conclui-se entao que, também no final do ciclo genérico (e por isso ao longo de todo
o algoritmo empurrar-prefluzo), se verificam as propriedades [1l. e 2. 0

O Lema 4.7/ mostra que, no final do algoritmo empurrar-prefluxo de Goldberg e Tarjan,
fica identificado um corte s — t de capacidade minima.

Lema 4.7 (Goldberg e Tarjan [66]) Durante o algoritmo empurrar-prefluzo de Gold-
berg e Tarjan, quando nao existirem vértices activos em G[z], 67 (D) é um corte s —t
de capacidade minima.

Demonstragao: Quando nao existirem vértices activos em G[z], entao

et(x):Zej(:v):Z Z Tij — Z«Tji :Z Z Tij — Z Zji

JEW JEW \ies—(j) i€s+ () jew \ies—(j)nD i€t (j)ND

o que decorre do cancelamento entre parcelas simétricas. Além disso, atendendo a que
nao ha arcos em G[z| direccionados de D para W, e, por isso, r;; = (u;; —xij) +xj; = 0
para (i,j) € 01(D), tem-se

e(r)= > (my-xp)= >
(i,)€6T(D) (4,j)€6T(D)

Como x é um prefluxo de s para ¢, entao verificam-se as condi¢oes do Coroléario (C.1
do Apéndice [C| pelo que, §*(D) é um corte s — ¢ de capacidade minima. O

Lema 4.8 (Goldberg e Tarjan [66]) Ao longo de todo o algoritmo empurrar-prefluzo
de Golberg e Tarjan, d(i) < n — 1 para todo 1 € V.

Demonstracao: Comega-se por mostrar que, ao longo de todo o algoritmo empurrar-
-prefluro de Golberg e Tarjan, o conjunto d(V) = {d(i): i € V} é um conjunto de
inteiros consecutivos (possivelmente com repetigoes).

No final da execugao da subrotina Inicializar, d(V') é um conjunto de inteiros conse-
cutivos porque d(t) =0, e d(j) = 1 para todo j € V' \ {t}.
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Suponha-se que, no inicio de um ciclo genérico do algoritmo empurrar-prefluro de
Golberg e Tarjan, d(V) & um conjunto de inteiros consecutivos. Seja ¢ € W o vértice
activo identificado. Se existe um arco residual (7,7) admissivel, entdo a subrotina
Empurrar (i,7) é invocada, o que nao afecta o conjunto d(V'). Se nao existe qualquer
arco residual (¢, j) admissivel, entdao a subrotina Rotular (i) é invocada. Neste caso,
distinguem-se trés situacoes.

Primeiro, 7 é o tnico vértice em W com rotulo d(i). A consecutividade de d(V') decorre
de d nao ser alterado.

Segundo, 7 ndo é o tnico vértice em W com rétulo d(7), e existe um arco residual (7, j)
para j € W. Entao, existe um vértice k € W com k # i tal que d(k) = d(i). Assim,
a redefini¢ao d(i) := d(j) + 1, para algum j € W, faz com que d(V') permaneca um
conjunto de inteiros consecutivos.

Terceiro, i nao é o unico vértice em W com rotulo d(7), e nao existe qualquer arco
residual (7, j) para j € W. Também aqui, a consecutividade de d(V') decorre de d nao
ser alterado.

Conclui-se que, no final desse ciclo genérico e, portanto, ao longo de todo o algoritmo,
d(V) &€ um conjunto de inteiros consecutivos. Assim, como d(t) = 0 € d(V'), pode-se
afirmar que d(i) < n — 1 para todo i € V. O

Uma interessante consequéncia do Lema 4.8/ é a de que, para cada ¢ € V, o valor
da componente d(i) é incrementado, no maximo, n — 1 vezes e, por isso, 0 nimero
maximo de modificagoes efectuadas em componentes de d, durante todo o algoritmo
empurrar-prefluzo de Golberg e Tarjan, é inferior a n?.

Seguidamente, mostra-se que o nimero maximo de execucoes do procedimento Em-
purrar (i,j) que saturam componentes do prefluxo é inferior a nm.

Suponha-se que, em determinado instante do algoritmo, o procedimento Empur-
rar (i,j) é invocado com i um vértice activo e (4,j) um arco admissivel, e a
modificacdo da componente z;; do prefluxo = provoca a saturacao do arco (i,j).
Denote-se por d, = d(i) = d(j) + 1 o rotulo do vértice i nesse instante. Se o
mesmo arco voltar a ser saturado, entao é porque, entretanto, o procedimento
Empurrar (i,7) foi executado usando o arco (j,i) como argumento. Mas, entao
ter-se-ia d; = d(j) = d(i) + 1 > d; + 1 e, no instante da nova satura¢io do arco (i, j),
ter-se-ia d(i) = d(j) + 1 > d; + 1 > d; + 2. Como d(i) < n — 1, entdo nao pode haver
mais do que n saturagoes do arco genérico (7, 7). O resultado desejado decorre entao
de haver m arcos.

Seguidamente, mostra-se que o nimero maximo de execucoes do procedimento Em-
purrar (i,j) que nao saturam componentes do prefluxo é O (n?m).
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Considere-se um escalar ¢ definido no inicio de uma passagem genérica do ciclo do
algoritmo empurrar-prefluxo através de

¢ =Y d(i),

el

onde [ := {i € W\{t}: e;(z) > 0} denota o conjunto dos vértices activos. Na primeira
passagem, o valor de ¢ decorre do procedimento Inicializar e é inferior a n. A seguinte
defini¢ao do escalar ¢ é util na analise que se segue. Defina-se ¢ := ¢ — ¢~ com ¢+
um acumulador de incrementos ao valor de ¢ (inicializado ao valor do ¢ inicial) e ¢~
um acumulador de decrementos ao valor de ¢ (inicializado a zero). Analise-se o que
pode acontecer a estes valores durante uma passagem genérica pelo ciclo do algoritmo.
Seja i € W\ {t} o vértice activo identificado. Considerem-se duas situagoes:

1. Se existe um arco admissivel (7,7), entdo é invocado o procedimento Empur-
rar (i,7). Neste procedimento ha que considerar duas situagoes distintas:

(a) Se e(i) = min{e(i),r;;}, entdo, apés a modificagdo da componente z;; do
prefluxo z, tem-se e(i) = 0. Se o vértice j também era activo, entao ¢ é
decrementado d(i) unidades, caso contrario, ¢ é decrementado d(i) —d(j) =
1 unidades. Em ambos os casos, o valor de ¢ é reduzido pelo menos uma
unidade.

(b) Se e(i) > min{e(i),r;;}, entao, apés a modificacdo da componente z;; do
prefluxo =, o arco (7,j) fica saturado e o valor de ¢ pode permanecer o
mesmo (se j também era vértice activo) ou aumentar d(j) unidades (se j
nao era vértice activo). Portanto, ¢ aumenta, no méaximo, n unidades.

2. Se nao existe qualquer arco admissivel (,7), entdao é invocado o procedimento
Rotular (i). Neste procedimento h& que considerar trés situagoes distintas:

(a) Se i é o tnico vértice em W com rotulo d(i), entao o valor de ¢ é decremen-
tado em pelo menos d(i) > 1 unidades. Portanto, o valor de ¢ é reduzido
pelo menos uma unidade.

(b) Se i ndo é o tinico vértice em W com rotulo d(i) e existe um arco residual
(1,7)j € para W, entdo a consequente redefini¢ao de d(i) implica um incre-
mento do valor de ¢. Portanto, o valor de ¢ é aumentado e ¢ aumenta,
no maximo, n unidades.

(c) Se i ndo & o tnico vértice em W com roétulo d(i) e nao existe qualquer
arco residual (7, 7) para j € W, entao o valor de ¢ é decrementado em pelo
menos d(i) > 1 unidades. Portanto, o valor de ¢ é reduzido pelo menos
uma unidade.
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Conforme observado num paragrafo anterior, os passos correspondentes as situagoes

1bl e 2bl ocorrem menos de nm e n?

vezes, respectivamente, durante todo o algoritmo.
O incremento no valor de ¢ devido a passagem pelo passo 1bl &, no maximo, n(nm),
enquanto que o incremento no valor de ¢t devido a passagem pelo passo 2b é, no

maximo, n?. Por isso, ¢ < n 4+ n?m + n? sempre.

Por outro lado, no final do algoritmo, observa-se que ¢ = 0 dada a inexisténcia de
vértices activos. Por isso, os passos nos quais ¢ é decrementado pelo menos uma
unidade, isto ¢, os passos [1a, 2al e 2¢ ocorrem, no maximo, n + n? + n?m = O (n?m)
vezes.

Como foi observado num paragrafo anterior, os passos correspondentes as situagoes
lal e 2b ocorrem, no maximo, nm + n? vezes. Assim, juntando todo o recente de-
senvolvimento, conclui-se que as rotinas Rotular (i) e Empurrar (i,j) sdo chamadas,
no maximo, O (n?m). Se cada um daqueles passos for executado em O(1) operacoes
(aritméticas e comparacoes), entao obtém-se o seguinte resultado sobre a complexidade
do algoritmo empurrar-prefluxo de Goldberg e Tarjan.

Teorema 4.1 (Goldberg e Tarjan [66]) Seja G = (V, E) um grafo dirigido com n
vértices, m arcos e capacidades u;;, para (i,j) € E, definidas por nimeros racionais
nao negativos. Sejam s e t dois vértices de G. O algoritmo empurrar-prefluzo de
Golberg e Tarjan determina o fluzo mdzimo de s para t em O (n*m) operagoes.

A regra de seleccao de vértices activos pode ser implementada de forma a reduzir essa
ordem de complexidade. Usando arvores dinamicas, Golberg e Tarjan obtiveram o
seguinte resultado.

Teorema 4.2 (Goldberg e Tarjan [66]) Nas mesmas condigoes do Teorema /.1, o
algoritmo empurrar-prefluxo de Golberg e Tarjan determina o fluzo mdximo de s para
t em O (nmlog (n?/m)) operacoes.

Na secgao seguinte, analisa-se o algoritmo proposto por Hao e Orlin em [74] para
determinar o corte global de capacidade minima, que é motivado pelo algoritmo que
se descreveu.

4.4.2 Algoritmo de Hao e Orlin (corte global)

Nesta sec¢ao, apresenta-se o algoritmo de Hao e Orlin [74] que determina o corte global
de capacidade minima num grafo dirigido. Este algoritmo baseia-se no algoritmo
DetCorteMin(s) de Padberg e Rinaldi [105], que se recorda abaixo, e numa versao
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adaptada do algoritmo de empurrar-prefluro de Goldberg e Tarjan, descrito na secgao
anterior.

Padberg e Rinaldi efectuaram a seguinte observacao. Se s € V' é um vértice qualquer
e S* & a solu¢ao 6ptima do problema (4.28), entao, como s € S* ou s € V'\ S*, tem-se
i T.V\T i T.V\T

4.33
sa seT "sa seVA\T (4.33)

Por este facto, tem interesse a resolucao da seguinte variante do problema de corte
minimo, onde o vértice s € V esté fixo

min w(T,V\T)

sa seT. (4.34)

Note-se que se se dispuser de um algoritmo para resolver o problema (4.34), entao,
apos atribuir a orientacao contraria a cada um dos arcos de GG, o mesmo algoritmo
serve para resolver o segundo problema de optimiza¢do em (4.33) - portanto, sem
aumento da ordem de complexidade. Com base na observacao (4.33), Padberg e
Rinaldi propuseram o algoritmo DetCorteMin(s), descrito na Figura 4.15, que resolve
o problema (4.34), resolvendo uma sequéncia de n problemas do tipo seguinte, onde
S e t estao fixos,

min  u(7T)
sa SCT, (4.35)
t¢ T,

cuja solugao 6ptima seré designada por corte S —t de GG. Vejam-se mais detalhes sobre
esta classe de problemas no Apéndice (C.

Algoritmo DetCorteMin(s) de Padberg e Rinaldi

S = {s},

MelhorValor := oo.

Enquanto S # V,
seleccionar t' € V'\ S.
Seja 67 (S*) o corte S — ¢’ minimo e z := u(S*).
Se z < MelhorValor,
entdo MelhorValor := z e MelhorCorte := §(S5*).
S:=SuU{t}

Figura 4.15: Algoritmo DetCorteMin(s) de Padberg e Rinaldi.

Lema 4.9 (Hao e Orlin [74]) O algoritmo DetCorteMin(s) de Padberg e Rinaldi re-
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solve o problema (4.34).

Demonstracao: Suponha-se, sem perda de generalidade, que os vértices entram em
S pela ordem da sua seleccao como terminais o que, em particular, implica s = 1. Seja
S" a solugao optima do problema (4.34) e 2’ := u(S’, V'\ S’) o respectivo valor 6ptimo.
Seja z := u(S*,V '\ S*) o valor encontrado no fim do algoritmo DetCorteMin(s). Por
defini¢do, z > z’. Por outro lado, se ¢’ é o menor dos indices de vértices em V' \ S’

entdo, na iteragao t’, S :={1,2,...,t' — 1} C 5, logo

min w(T,V\T)

— * *<
§ U(S’V\S)\s.a SCT, ' eV\T

< u(S,V\S) = 2.

O

Hao e Orlin em |74] propuseram uma versao do algoritmo DetCorteMin(s) de Padberg
e Rinaldi, que utiliza as subrotinas InicializarMod e RotularMod (i) descritas na
Figura 4.16, e a subrotina Empurrar (i, j) descrita na Figura 4.12. O objectivo destas
subrotinas é semelhante ao das subrotinas descritas nas Figuras 4.11/e 4.13.

Ao longo do algoritmo DetCorteMin(s) de Hao e Orlin, descrito abaixo, o conjunto
D sera sempre definido implicitamente através de

Dmax
D= U Adormec (k). (4.36)

k=0

Cada um destes conjuntos Adormec (k) corresponde a uma transferéncia de vértices
de W para D quando da execu¢ao da subrotina RotularMod (i).

Seja V =W U D uma particao. Para além das definicoes de W-validade dos rétulos
d e adormecimento de D, introduzidas na secgao anterior, diz-se que o par (D, Dyax)
satisfaz a propriedade de adormecimento global se possuir as duas propriedades se-
guintes:

1. O conjunto D é definido por (4.36) e satisfaz a propriedade de adormecimento
(isto ¢, ndo existe nenhum arco residual de um vértice de D para vértices de W).

2. Nao existem arcos residuais de Adormec (I) para Adormec (k) para 0 <1 < k <
Dmax-

No inicio da primeira passagem pela subrotina InicializarMod, ' = s e W = V. No
final desta primeira passagem: (i) definiu-se uma particaio V= DU W com D :=
Adormec (0) := {s} (portanto, Dyay := 0) e W := W\ {s}; (ii) escolheu-se um vértice
terminal ¢ € W; (iii) definiu-se um prefluxo = de S := Adormec (0) para t', que
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Procedimento InicializarMod

W =W\ {t},
Adormec (0) := Adormec (0) U {t'}.
Para cada arco (¢, j) para j € V' \ Adormec (0), fazer

Ly j o= Ut g,
Ty 1= 0.
Set' =s,
entao
escolha-se t' € W qualquer,
d(t") := 0.
Para cada vértice j € V' \ {t'}, fazer
d(j) ==1;
senao
Se W =10,
entao

W := Adormec (Dpax),
Dax := Dpax — 1.
Escolha-se ¢’ € W tal que d(t') := min{d(j): j € W}.

Procedimento RotularMod (i)

Se i for o tnico vértice em W com roétulo d(i),
entao

R:={jeW:d(j) > di)},

Drax := Dpax + 1,

Adormec (Dmax) := R,

W =W\ R;
senao
Se existir um arco (7, j) € Glz| para j € W,
entao
d(i) == min{d(j) + 1: (i,7) € G[z] para j € W},
senao

Dax = Dpyax + 1,
Adormec (Dmax) = {i},
Wim W\ {i}.

Figura 4.16: Subrotinas InicializarMod e RotularMod (¢).

faz com que o par (D, Dp,.x) satisfaga a propriedade de adormecimento global; e (iv)
definiram-se os rétulos d de modo a serem W-vélidos.

No inicio da segunda e seguintes passagens pela subrotina InicializarMod, conhece-se
uma particdo V- = D U W para a qual o par (D, Dy,.y) satisfaz a propriedade de
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adormecimento, t* € W, o conjunto de rotulos d é W-valido, e x é um prefluxo de
Adormec (0) para t'. No final deste procedimento: (i) transferiu-se ¢ de W para
Adormec (0); (ii) se essa transferéncia fez com que W ficasse vazio, entdo procedeu-se
a transferéncia do conjunto Adormec (Dyyax) de D para W (e consequente redefinigao
de Dpax); (iil) seleccionou-se um novo t' := argmin{d(j): j € W}; e (iv) redefiniu-se
o prefluxo x de modo a tornar-se um prefluxo de S := Adormec (0) para t’ e de modo
a que o par (D, Dp,.x) satisfaga a propriedade de adormecimento global.

O procedimento RotularMod (i) so é executado quando ¢ € W & um vértice activo e
nao existe nenhum arco admissivel (i, 7). No final deste procedimento, uma das duas
situagbes seguintes ocorre: (i) ¢ é transferido para D, eventualmente em conjunto
com outros vértices de W, formando um novo conjunto Adormec (Dyayx) (com o
consequente incremento de Dy.y) sem modificar os rotulos d; ou (ii) ¢ permanece
activo em W, e o valor do rotulo d(7) é incrementado de modo a criar pelo menos um
arco admissivel (7, j).

O algoritmo DetCorteMin(s) de Hao e Orlin, descrito na Figura 4.17, é constituido
pela execucgao repetida de um ciclo externo que inclui o procedimento de inicializacao
descrito antes, e um ciclo interno que é, essencialmente, o algoritmo empurrar-prefluzo
de Golberg e Tarjan.

Algoritmo DetCorteMin(s) de Hao e Orlin

Adormec (0) :={},
Dpax =0,
W:.=V,
t':=s,
MelhorValor := cc.
\* Seja  um qualquer prefluxo de s (para qualquer outro vértice),
x = 0, por exemplo. *\
Enquanto Adormec (0)U{t'} #V
InicializarMod.
\ * S := Adormec (0) * \
Enquanto existir um vértice activo i em G|x]
Se existir arco admissivel (i,7) em G[z],
entao Empurrar (i,7);
sendo RotularMod (i).
\ * 8T (D) & o corte S — t' minimo e z := u(D) o seu valor *\
Se z < MelhorValor,
entao MelhorValor := z.

Figura 4.17: Algoritmo DetCorteMin(s) de Hao e Orlin.
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Em cada passagem pelo ciclo interno, procura-se identificar um vértice activo ¢ (i.e.,
i€ W\ {t'} ee(i) >0) e um arco admissivel (i.e., (7,j) € E[z| para j € W tal que
d(i) = d(j) + 1) ao longo do qual se procura empurrar o excesso de fluxo no vértice
1. Quando nao existe um tal arco admissivel, entao o procedimento de rotulacao
modificado permite excluir i de ser activo ou redefinir o rotulo d(i) de modo a criar
um arco admissivel (7, 7).

Lema 4.10 (Hao e Orlin [74]) Durante toda a execuc¢ao do ciclo interno algoritmo
DetCorteMin(s) de Hao e Orlin, x é um prefluzo de S(= Adormec (0)) para t'.

Demonstracao: Recorde-se que um prefluxo de S para t’ é um vector x € R™ tal
que 0 <z < weefxr) >0 para todoi € V\ S - ver o Apéndice C.

A modificacao do prefluxo x é observada no procedimento InicializarMod, anterior ao
ciclo interno, e no procedimento Empurrar (i, j), durante o ciclo interno.

Suponha-se que, & entrada do procedimento Empurrar (i,7) com ¢ € W um vértice
activo e (i,7) € GJz] um arco admissivel,  é um prefluxo de S para . Uma
ligeira adaptacao da demonstracao do Lema 4.5 mostra que, no final do procedimento
Empurrar (i,j),  permanece um prefluxo de S para t'.

Suponha-se que, no inicio do procedimento InicializarMod, x é um prefluxo de
Adormec (0) para t'. Uma ligeira adaptagao da demonstracao do Lema 4.5 mostra
que a redefini¢ao de = (saturando todos os arcos (t',i) para i € V' \ Adormec (0)) faz
com que z seja prefluxo de S = Adormec (0) := Adormec (0) U {t'} para qualquer
outro vértice. Consequentemente, x é um prefluxo de S para t' ao longo de todo o
algoritmo. 0

Lema 4.11 (Hao e Orlin |74]) Ao longo de todo o algoritmo DetCorteMin(s) de Hao
e Orlin, verificam-se as sequintes propriedades:

1. os rotulos d mantém a W-validade;

2. 0 par (D, Dpax) satisfaz a propriedade de adormecimento global.

Demonstracao: No final da primeira passagem pela subrotina InicializarMod, D =
Adormec (0) = {s}, Dpax = 0 e W =V \ {s}. A modificagdo do valor do prefluxo
satura as componentes (s, j) € FE para j € W, pelo que ndo existe (s, j) € G|z] tal que
j € W. Pode-se entao afirmar que a propriedade 2. é valida. A propriedade 1. é valida
porque d(i) < 1 < d(j)+ 1 verifica-se trivialmente em qualquer arco (i,j) € E[z] para
jew.
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Suponha-se agora que as propriedades|1. e2. sao verdadeiras no inicio de uma passagem
genérica do ciclo interno. Seja i € W o vértice activo identificado.

Se existe um arco admissivel (i, j), entao é invocado o procedimento Empurrar (i, j).
A operacao de modificacao do prefluxo x nao envolve arcos que toquem D pelo que,
apos essa operacao, a propriedade 2. mantém-se trivialmente valida. A operacao de
modificagao do prefluxo = faz apenas com que as seguintes modificagbes ocorram no
grafo residual: o arco (7,7) deixa de ser residual (quando esse arco fica saturado)
ou mantém-se residual. Em qualquer dos casos, a propriedade [1. permanece valida.
(Note-se que também pode acontecer que (j,7) nao fosse residual e o passe a ser, mas,
neste caso, d(j) = d(i) — 1 < d(i) + 1 verifica-se trivialmente).

Se nao existe qualquer arco admissivel (7, j), entdao é invocado o procedimento Rotu-
larMod (i). Distinguem-se trés situagoes.

Primeiro, ¢ é o tnico vértice em W com rétulo d(i). Como nao existem arcos (i,j) €
Elz]) parai € D e j € R, a inser¢do de R em D (com as consequentes redefini¢oes
Dinax = Dpax + 1 € Adormec (Dpax) := R) mantém a validade da nao existéncia de
arcos residuais de Adormec (1) para Adormec (k) para 0 < | < k < Dyax — 1. Por
outro lado, como nao existem arcos (i,j) € E[x] parai € R,j € W \ R (provado no
Lema 4.4) e nio existem arcos residuais de Uy~ Adormec (k) para W, entao D =
U Adormec (k) satisfaz a propriedade de adormecimento. Os rétulos d mantém a
W-validade porque nao foram alterados e W ficou com menos arcos.

Segundo, i nao é o tnico vértice em W com rotulo d(i) e existe um arco residual
(1,7) para j € W. Entao, a consequente redefinigdo do valor de d(i) nao interfere
na validade da propriedade 2. Mais, a redefini¢ao de d(i) é feita de forma a que d
mantenha a W-validade.

Terceiro, ¢ nao é o unico vértice em W com rotulo d(i) e nao existe qualquer arco
residual (7, j) para j € W. Como nao existem arcos (k, i) € E[z] para k € D, a inser¢ao
de {i} em D (com as consequentes redefini¢oes Dpax ‘= Dpax+1 € Adormec (Dpax) ==
{i}) mantém a validade da nao existéncia de arcos residuais de Adormec (l) para
Adormec (k) para 0 < | < k < Dyax — 1. Por outro lado, como nao existem arcos
(i,j) € E[z] para j € W\ R e ndo existem arcos residuais de U7~ Adormec (k)
para W, entao D UkD:d‘“‘ Adormec (k) satisfaz a propriedade de adormecimento. Os
rotulos d mantém a WW-validade porque nao foram alterados e W ficou com menos
arcos.

Conclui-se que, no final desta passagem genérica do ciclo interno e, consequentemente,
ao longo de todo o ciclo interno, as propriedades 1. e 2. mantém-se verdadeiras.

Suponha-se que, no inicio da subrotina InicializarMod (segunda e seguintes passagens),
V =D UW é uma particao tal que as propriedades 1. e 2. se verificam.
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Veja-se que a propriedade 2. continua a verificar-se no final da subrotina Inicializar-
Mod. A modificagao do valor do prefluxo x nao envolve as componentes (i, j) € F para
i,7 € D pelo que, no final, também nao existem arcos residuais de Adormec (l) para
Adormec (k) para 1 < | < k < Dpax. A modificacao do valor do prefluxo = satura
as componentes (t',j) € E para j € V \ Adormec (0), pelo que, no final, também
nao existem arcos residuais de Adormec (0) para Adormec (k) para 0 < k < Diax
(recorde-se que a inclusdo de ¢’ em D decorre através da inclusao de t’ em Adormec (0)).
Para demonstrar que, no final da subrotina InicializarMod, D satisfaz a propriedade
de adormecimento, é preciso distinguir duas situagoes.

Primeiro, a transferéncia de t' para D nao faz com que W fique vazio. Como as
componentes (t',j) € E, para j € V' \ Adormec (0), do prefluxo x ficaram saturadas,
nao existe (t',7) € G[z] para j € W, de onde se conclui que, no final, D satisfaz a
propriedade de adormecimento.

Segundo, a transferéncia de ¢’ para D faz com que W fique vazio. Com as redefini¢oes
W = Adormec (Dpax), D = D \ Adormec (Dpax) € Dmax := Dmax — 1, 0 adormeci-
mento de D = Uf;“g"Adormec (k) é consequéncia de nao existirem arcos residuais de
Upmet Adormec (k) para Adormec (Dpay)-

Sumariando, no final dessa passagem por InicializarMod, as propriedades 1. e 2.
mantém-se validas. Conclui-se entao que, durante todo o algoritmo, as propriedades
1. e 2. mantém-se vélidas. 0

Analogamente ao Lema 4.7, o Lema [4.12 mostra que, no final do ciclo interno, fica
identificado um corte S — t' de capacidade minima.

Lema 4.12 (Hao e Orlin [74]) Durante o ciclo interno do algoritmo DetCorteMin(s)
de Hao e Orlin, quando nao existirem vértices activos em G[z], 6T(D) é um corte
S —t' de custo minimo.

Demonstragao: Quando nao existirem vértices activos em G[z], entao

et(x):Zej(x):Z Z Tij — Zaﬁji :Z Z Tij — Z Tji |

jew JEW \i€s—(j) i€st(4) JEW \ies— (j)nD i€st(j)ND

o que decorre do cancelamento de parcelas simétricas. Além disso, atendendo a que
nao héa arcos em G[z| direccionados de D para W, tem-se 1;; = (u;; — xi5) + i = 0
para (i,7) € 017(D) e, por isso,

alr)= Y (- = ) uy

(i,5)€6+(D) (i,5)€6+(D)
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Como z é um prefluxo de S para t/, entao verificam-se as condi¢oes do Corolario [C.2
do Apéndice [C] pelo que, §*(D) é um corte S — ¢’ de capacidade minima. 0

Lema 4.13 (Hao e Orlin [74]) Durante todas as execugdes do ciclo interno do algo-
ritmo DetCorteMin(s) de Hao e Orlin, os sequintes conjuntos sao conjuntos de inteiros
consecutivos, possivelmente com repeticoes:

d(W) {d(i): i e W},
d(Adormec (k)) = {d(i): i € Adormec (k)}, k=1,..., Dyax.

Demonstracao: No final da primeira passagem pela rotina InicializarMod, definiram-
-se 0s conjuntos Dy = 0e W = V'\ {s}, e escolheu-se algum ¢’ € W. Definiram-se os
rotulos d(t') := 0 e d(j) := 1, para todo j € W \ {t'}, e consequentemente d(W) é um
conjunto de inteiros consecutivos. Para além disso, d(t') = duyin(W) = min{d(i): i €

Suponha-se que, no inicio de uma passagem genérica pelo ciclo interno, d(W) e
d(Adormec(k)), para k = 1,..., Dpyax, 80 conjuntos de inteiros consecutivos e d(t') =
dmin(W). Seguidamente, prova-se que, no final dessa passagem, tudo isto se mantém.

Seja i € W o vértice activo identificado. Se existe um arco admissivel (i, j) € G[z],
entdo é invocada a subrotina Empurrar (i,j), que nao tem influéncia naquelas pro-
priedades. Se nao existe qualquer arco admissivel (4, ), entao é invocada a subrotina
RotularMod (i). Neste ultimo caso, distinguem-se trés situagoes.

Primeiro, ¢ é o tnico vértice em W com rotulo d(i). Como d(WW) é consecutivo,
entdo, para R = {j € W:d(j) > d(i)}, tem-se, apés o incremento de Dyax, 0
conjunto Adormec (Dyax) := R tal que d(Adormec (Dpax)) € um conjunto de inteiros
consecutivos, bem como, apés a redefinicio W := W \ R, o conjunto d(W).

Segundo, ¢ ndo é o tnico vértice em W com rotulo d(i) e existe pelo menos um arco
residual (7,7) para j € W. Como existe um vértice k € W com k # i tal que
d(k) = d(7), entao d(W \ {i}) é ainda um conjunto de inteiros consecutivos. Além
disso, a redefinigao d(i) := d(j) + 1, para algum j € W, faz com que d(W) permanega
um conjunto de inteiros consecutivos.

Terceiro, i nao é o tnico vértice em W com rétulo d(i) e nao existe qualquer arco
residual (7,7) para j € W. Como existe um vértice &k € W com k # i tal que
d(k) = d(i), entao apos a redefinicao W := W\ {i}, d(WW) é ainda um conjunto
de inteiros consecutivos. Por outro lado, ap6s o incremento de D,.x, 0 conjunto
Adormec (Dpax) := {i} é, trivialmente, um conjunto de inteiros consecutivos.

Conclui-se que, no final de uma passagem genérica pelo ciclo interno e, portanto,
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ao longo de todo o ciclo interno, os conjuntos d(W) e d(Adormec (k)), para k =
0,1,..., Dyax, a0 constituidos por inteiros consecutivos. Também se mantém d(t') =
dpin (W) porque t' mantém-se em W durante todo o ciclo interno, o conjunto W nunca
é ampliado com a adicao de novos vértices e as componentes dos rétulos d nunca
diminuem de valor.

Suponha-se agora que, no inicio de uma qualquer passagem (segunda e seguintes)
pela subrotina InicializarMod, d(W) e d(Adormec (k)), para k = 1,..., Dpax, S30
conjuntos de inteiros consecutivos e d(t') = din(W). Em primeiro lugar, ha lugar a
remoc¢ao de t' de W e inser¢ao em d(Adormec (0)). Distinguem-se duas situagoes.

Primeiro, W fica vazio. Neste caso, apos a redefinigio W := Adormec (Dpax) €
Diax = Dmax — 1, tem-se, trivialmente, que d(W) e d(Adormec (k)), para k =
1,..., Dyax, permanecem conjuntos de inteiros consecutivos.

Segundo, W nao fica vazio. Entao, W continha pelo menos mais um elemento para
alem de t'. Como d(t') = dpin(W), apos W := W\{t'}, d(W) permanece um conjunto
de inteiros consecutivos, bem como os conjuntos d(Adormec (k)) para k = 1,..., Dyax.

Finalmente e em ambas as situagoes, t' é escolhido de forma a d(t') = dpi(W).
Portanto, no final de cada passagem pela subrotina InicializarMod, d(W) e
d(Adormec(k)), para k = 1,..., Dpax, permanecem conjuntos de inteiros consecutivos
e d(t') = dmin(W), 0 que conclui a prova. O

Lema 4.14 (Hao e Orlin |74]) Ao longo de todo o algoritmo DetCorteMin(s) de Hao
e Orlin, d(i) < n—1 para cada i € V.

Demonstragao: Primeiro, prove-se que, ao longo de todo o algoritmo, se tem o

seguinte:
dmiH(W) < n- ’W|7
dmin(Adormec (k)) < n — |Adormec (k)|, k=1,..., Dyax, (4.37)
dpax(Adormec (0)) < n—1.

No final da primeira passagem pela subrotina InicializarMod, aquelas relagoes sao
faceis de verificar, pois, Adormec (0) := {s}, Dyax = 0, W = V \ {t'} e, por
defini¢ao, d(t') := 0 e d(j) = 1 para todo j € W. Pelo que, dyin(W) =0< 1 =n—|W|
e dmin(Adormec (0)) =1<n—1.

Suponha-se que as relagoes (4.37) se verificam no inicio de uma passagem genérica
pelo ciclo interno do algoritmo. Seguidamente, prova-se que, também no final dessa
passagem, essas relagoes se mantém.

Seja i € W o vértice activo identificado. Se existe um arco admissivel (i,7) € Glx],
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entdo é invocada a subrotina Empurrar (i, j ), que nao tem influéncia em (4.37). Se nao
existe qualquer arco admissivel (7, ), entdo é invocada a subrotina RotularMod (i).
Neste taltimo caso distinguem-se trés situagoes.

Primeiro, ¢ é o tnico vértice em W com rotulo d(i). Como d(W) é um conjunto de
inteiros consecutivos, entao, para R := {j € W: d(j) > d(i)}, tem-se dpin(R) = d(i) <
Qoin(W) + W\ R| < n— |[W|+ W\ R| =n—|R|. Assim, apos o incremento de Dy
e a consequente definicio Adormec (Dyax) 1= R, tem-se dpin(Adormec (Dpax)) <
n—|Adormec (Dpax)|. Para além disso, dpin(W\R) = dpmin(W) < n—|W| < n—|W\R)|
pelo que, apos a redefinigao W := W \ R, tem-se dp, (W) <n — |[W]|.

Segundo, ¢ € W nao é o tunico vértice em W com rotulo d(i) e existe pelo menos
um arco residual (i,7) para j € W. Como existe um vértice & € W \ {i} tal que
d(k) = d(7), a alteragao no valor da componente d(i) nao faz com que dy;, (W) fique
diferente. Como o conjunto W também nao é alterado, entao duy, (W) < n — ||
permanece valido.

Terceiro, ¢ € W nao é o unico vértice em W com rotulo d(i) e nao existe qualquer arco
residual (7, j) para j € W. Dada a consecutividade de d(W),

di) < dpin W)+ [W|=1<n—|W|[+|W|]-1=n-1.

Assim, ap6s o incremento de Dpax € a consequente definigao Adormec (Dyay) = {i},

tem-se
Amin (Adormec (Dpax)) =n — 1 =n — |Adormec (Dpax)|-

Para além disso, como existe um vértice k € W\ {i} tal que d(k) = d(i), entao
nin (W {1}) = dunin(W) <1 = [W] < — [WA {2},

pelo que, apos a redefinigao W := W\ {i}, tem-se dpin(W) < n — |W]|.

Como o conjunto Adormec (0) ndo é alterado nem os seus rétulos, entdo pode-se
também concluir que dpyax(Adormec (0)) < n — 1 no final dessa passagem.

Conclui-se que, no final de uma passagem genérica pelo ciclo interno e, portanto, ao
longo de todo o ciclo interno, as relagoes (4.37) continuam a verificar-se.

Agora, suponha-se que se verificam as relagoes (4.37) no inicio de uma qualquer
passagem (segunda e seguintes) pela subrotina InicializarMod. Como t' € W e
dit') = dpn(W) < n — |W] < n — 1, entdo as redefinicoes W = W \ {¢'} e
Adormec (0) := Adormec (0) U {t'} fazem com que dpax(Adormec (0)) < n — 1.
Distinguem-se duas situacoes.

Primeiro, W fica vazio. Neste caso, apos a redefinigao W := Adormec (Dpax) €
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Diax := Dax — 1, tem-se trivialmente a verificagao das relagoes (4.37).

Segundo, W nao fica vazio. Entao, W continha pelo menos mais um elemento para
além de t'. Como W é um conjunto de inteiros consecutivos, tem-se

Anin(W) < dpin WU +1<n— |WU{t'} +1=n—|W|.

Portanto, as relagoes (4.37) verificam-se ainda no final qualquer passagem pela subro-
tina InicializarMod (segunda e seguintes) o que permite concluir que durante todo o
algoritmo também se verificam.

Em qualquer passo do algoritmo, um vértice i ou estd em Adormec (0) ou esta em W
ou estd em Adormec (k) para algum k = 1,2,..., Dpax. Se i € Adormec (0), entdo,
conforme provado, d(i) < n—1;se 1 € W, entdo d(i) < dpin(W) <n— W] <n—1;
se i € Adormec (k) para algum k = 1,2, ..., Dyay, entao d(i) < dpin(Adormec (k)) <
n — |Adormec (k)| < n—1. Conclui-se que, para todo i € V', d(i) < n—1 ao longo de
todo o algoritmo DetCorteMin(s) de Hao e Orlin. U

Uma interessante consequéncia do Lema 4.14/ é a de que, para cada ¢ € V, o valor
da componente d(i) ¢ incrementado, no maximo, n — 1 vezes e, por isso, 0 nimero
maximo de modificacoes efectuadas em componentes de d, durante todo o algoritmo
de Hao e Orlin, é inferior a n?.

Seguidamente, mostra-se que o nimero méaximo de execucoes do procedimento Em-
purrar (i,j) que saturam componentes do prefluxo é inferior ou igual a nm.

Suponha-se que, em determinado instante do algoritmo, o procedimento Empur-
rar (i,j) é invocado com i um vértice activo e (,j) um arco admissivel, e a
modificagdo da componente z;; do prefluxo = provoca a saturacao do arco (i,j).
Denote-se, o rotulo do vértice i nesse instante, por d, = d(i) = d(j) + 1. Se 0 mesmo
arco voltar a ser saturado, entao é porque, entretanto, foi enviado fluxo ao longo do
arco (7,1) durante a execugao do algoritmo. Isso pode ter acontecido em duas ocasioes:
durante o procedimento InicializarMod quando t' = j - o que s6 pode acontecer uma
vez durante todo o algoritmo; ou o procedimento Empurrar (i, j) foi executado usando
o arco (j,4) como argumento. Neste wltimo caso, ter-se-ia d; = d(j) = d(i)+1 > d; +1
e no instante da nova saturagao do arco (4, j) ter-se-ia d(i) = d(j)+1 = d;+1 > d;+2.
Como d(i) < n — 1, entdo nao pode haver mais do que n saturagoes do arco genérico
(,7). O resultado desejado decorre entao de haver m arcos.

Seguidamente, mostra-se que o nimero maximo de execucoes do procedimento Em-
)
purrar (i,j) que ndo saturam componentes do prefluxo é O (n?m).

Considere-se o escalar ¢ definido através de ¢ := >, ,d(i), onde I := {i € W\
{t}: e;(x) > 0} denota o conjunto dos vértices activos, e ¢ := ¢* — ¢~ com ¢+ um
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acumulador de incrementos ao valor de ¢ (inicializado ao valor do ¢ inicial) e ¢~ um

acumulador de decrementos ao valor de ¢ (inicializado a zero).

No inicio da primeira passagem pelo ciclo interno, o valor inicial de ¢ decorre da

primeira passagem pelo procedimento InicializarMod e é inferior a n. No final de cada

ciclo interno, o valor de ¢ é igual a zero. No inicio das passagens seguintes pelo ciclo

interno, o valor de ¢ decorre do procedimento InicializarMod e é inferior a n?.

Analise-se 0 que pode acontecer a estes valores durante uma passagem genérica pelo
ciclo interno do algoritmo. Sejai € W\{t} o vértice activo identificado. Considerem-se

duas situagoes:

1. Se existe um arco admissivel (,7), entdo é invocado o procedimento Empur-

rar (i,7). Neste procedimento ha que considerar duas situagoes distintas:

(2)

Se e(i) = min{e(i),r;;}, entdo, apos a modificacdo da componente z;; do
prefluxo z, tem-se e(i) = 0. Se o vértice j também era activo, entdo ¢ é
decrementado d(7) unidades, caso contrario, ¢ é decrementado d(i) —d(j) =
1 unidades. Em ambos os casos, o valor de ¢ é reduzido pelo menos uma
unidade.

Se e(i) > min{e(i),r;;}, entdo, apés a modificagdo da componente z;; do
prefluxo x, o arco (i,7) fica saturado e o valor de ¢ pode permanecer o
mesmo (se j também era vértice activo) ou aumentar d(j) unidades (se j
nao era vértice activo). Portanto, ¢ aumenta, no méaximo, n unidades.

2. Se nao existe qualquer arco admissivel (i, ), entdo é invocado o procedimento

Rotular (i). Neste procedimento ha que considerar trés situagoes distintas:

(2)

(b)

Se i é 0 tnico vértice em W com rotulo d(i), entao o valor de ¢ é decremen-
tado em pelo menos d(i) > 1 unidades. Portanto, o valor de ¢ é reduzido
pelo menos uma unidade.

Se ¢ nao é o unico vértice em W com rotulo d(i) e existe um arco residual
(1,7) para j € W, entdo a consequente redefinicdo de d(i) implica um
incremento do valor de ¢. Portanto, o valor de ¢ é aumentado e ¢t aumenta,
no maximo, n unidades.

Se i nao é o dnico vértice em W com roétulo d(i) e nao existe qualquer
arco residual (7, 7) para j € W, entdo o valor de ¢ é decrementado em pelo
menos d(i) > 1 unidades. Portanto, o valor de ¢ é reduzido pelo menos
uma unidade.

Conforme observado num paréigrafo anterior, os passos [1b e 2b nao ocorrem mais

de nmen

2 vezes, respectivamente, durante todo o algoritmo. O incremento no



4.4. Corte global de capacidade minima num grafo dirigido 123

valor de ¢ devido a passagem pelo passo [1b é, no maximo, n(nm), enquanto que o
incremento no valor de ¢* devido & passagem pelo passo 2blé, no méximo, n?. Por isso,
ot < n+n*m + n? sempre.

Por outro lado, no final de todo o algoritmo, observa-se ¢ = 0 dada a inexisténcia
de vértices activos. Por isso, 0s passos nos quais ¢ é decrementado pelo menos uma
unidade, isto ¢, os passos [1a, 2al e 2cl ocorrem, no méaximo, n + n? + n?m = O (n*m)

vezes.

Como se viu num paragrafo anterior, os passos 1al e 2bl ocorrem, no méaximo, nm + n?
vezes. Assim, juntando todo o recente desenvolvimento, conclui-se que as rotinas
RotularMod (i) e Empurrar (i,j) sao chamadas, no maximo, O (n?m). Hao e Orlin
em [74] demonstraram que esse valor também é a ordem de complexidade em termos
do nimero de operagoes.

Teorema 4.3 (Hao e Orlin [74]) Seja G = (V, E) um grafo dirigido com n vértices,
m arcos e capacidades w;;, para (i,7) € E, definidas por nimeros nao negativos. O
algoritmo de Hao e Orlin determina o corte global de capacidade minima em O (n*m)
0PETaOES.

A semelhanca do que aconteceu anteriormente para o algoritmo de Goldberg e Tarjan
também é possivel efectuar uma implementacao com um melhoramento substancial na
ordem de complexidade.

Teorema 4.4 (Hao e Orlin [74]) Nas condi¢ées do Teorema 4.3, o algoritmo de Hao e
Orlin determina o corte global de capacidade minima em O (nmlog(n®/m)) operagoes.

4.4.3 Experiéncia computacional

Nesta secgao, apresentam-se alguns resultados computacionais obtidos pela aplicacao
do algoritmo de Hao e Orlin num conjunto de problemas teste disponiveis em http://
theory.lcs.mit.edu/"mslevine/mincut/. Cada um desses problemas teste corres-
ponde a um subproblema de identificacao de restrigoes de eliminacao de subpercursos
em problemas de caixeiro viajante simétrico. As caracteristicas dos problemas teste
podem observar-se na tabela de resultados 4.2.

Usou-se a implementacao de dominio piblico GMINDCUT do algoritmo de Hao e Or-
lin, escrita em linguagem C por Georg Skorobohatyj do ZIB (Konrad-Zuse-Zentrum
fiir Informationstechnik Berlin) e disponivel em ftp://ftp.zib.de/pub/Packages/
mathprog/mincut/global-dir.
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A implementacao realizada consiste num programa em MATLAB 6.0 que 1é o problema
teste, substitui cada aresta por dois arcos com direccoes opostas e a mesma capacidade
e executa o cédigo GMINDCUT.

O problema teste é lido no formato DIMACS [47], que corresponde a um ficheiro
ASCII que contém, na primeira linha, os valores de n = |V| e m = |E| de um grafo
dirigido G' = (V, E) e, em cada uma das linhas seguintes, os valores das capacidades u;;
para cada arco (i, 7), no formato i, j e u;;. Se o grafo dirigido subjacente G = (V, E)
com custos u;; > 0, para (i, j) € E, for fortemente conexo, entao o cédigo GMINDCUT
determina o conjunto S* C V tal que u(S*) = Z(i’j)eﬁ(s*)uzj seja minimo; caso
contréario, determina um conjunto S* C V' tal que 67 (S5*) seja vazio.

Os resultados computacionais foram obtidos num PC com processador Intel Pentium
IT a 350MHz com 128Mb de RAM e 256K de cache. A Tabela 4.2/ contém um resumo
dos resultados obtidos. As primeiras trés colunas caracterizam o problema, a quarta
coluna indica a cardinalidade de S*, a quinta coluna apresenta o tempo total de leitura,
execucao de GDMINCUT e impressao de resultados, e a sexta coluna, o tempo de execucao
do algoritmo de Hao e Orlin.

Problema V| |E| |S*| | Tempo[s'10ms] | Tempo HO[s'10ms]
tspdantzigd2x1 42 100 1 0'0 0'0
tspdantzigd2x2 42 84 1 00 0’0
tsppr76x1 76 184 58 0’0 0'0
tspprd39z1 439 | 1050 | 1 0’2 0’2
tspprd39z2 439 1026 437 0’3 02
tsp.atthH32.z.1 532 1574 514 0’50 050
tspgr666x1 666 1638 656 0'11 0'11
tspgr666x2 666 1624 1 0’18 0’18
tsppr1002zx1 1002 | 2004 1 0'55 0’55
tsp.vin1084.2.1 1084 | 2504 1 029 0'29
tsp.d1291.x.1 1219 | 3884 | 1219 0'42 0’42
tsp.f1400.2.1 1400 | 4462 | 1253 0’27 0'27
tsp.vin1748.x.1 1748 | 4672 | 1734 070 0'69
usal3dd09.20.15631 | 13509 | 31262 | 13422 24’76’ 2773
1usal3509.20.17048 | 13509 | 34098 | 13366 2516 25'14
usal3dd09.20.17111 | 13509 | 34222 | 13500 21’38 21’36
d15112.20.19057 15112 | 38114 | 15105 22'47 2245
pla33810.20.39367 | 33810 | 78734 | 31715 263’96 263'94
pla33810.20.39456 | 33810 | 78912 | 33631 144’83 144’79
pla85900.20.102934 | 85900 | 205868 | 82586 890'89 890’80

Tabela 4.2: Resultados computacionais da implementacdo do algoritmo de Hao e Orlin.
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4.5 O problema de afectacao

O problema de afectacao ¢ um dos topicos introdutorios em Optimizacao Combinatoria
por servir de ilustracao da Unimodularidade Total e por possuir algoritmos que o
resolvem de modo elegante e eficiente. O problema possui uma descricao simples:
como afectar n individuos a n tarefas de modo a minimizar o tempo total na execucao
dessas tarefas, sabendo, antecipadamente, o tempo exacto que cada individuo demora
a executar cada tarefa. A formulacao classica deste problema usa as variaveis binarias
x;j para i,7 = 1,...,n e é a seguinte:

sa Y ay=1, j=12..n,
i=1 (4.38)

ou, na forma matricial, max{cz: Az = 1,z > 0,z € Z""}, onde A é a matriz de
incidéncia vértice-aresta de um grafo bipartido completo.

Sendo A uma matriz totalmente unimodular, o problema (4.38) pode ser resolvido
ignorando as restricoes de integralidade nas varidveis através do método Simplex.
Mais, o problema de afectacao é, simultaneamente, um problema de fluxo méaximo e
um problema de fluxo de custo minimo para os quais sao conhecidas implementacoes
especificas do método Simplex que funcionam em tempo polinomial.

No entanto, o problema de afectacao pode ser resolvido por uma outra classe de
métodos, ditos combinatorios por serem métodos que, na sua génese, nao usam a
formulacao algébrica do problema - esse nao é o caso, por exemplo, do método Simplex
e do método elipsoide [84]. Um desses métodos é o método Hingaro, descrito na
Secgao 4.5.2), proposto por Kuhn em [86] na década de 50, que pode ser implementado
em O (n?) operagoes aritméticas e comparagoes (veja-se Lawler [89], por exemplo),
conforme se demonstrard. Como também se vera, o método retine as caracteristicas
de um algoritmo primal-dual: mantém a dual admissibilidade e complementaridade
durante todo o seu desenrolar e termina quando for alcangada a primal admissibilidade.
Portanto, apesar de nao ser um método de Simplex classico, nao lhe é muito diferente.

Uma consequéncia imediata do Lemal4.15, é que se pode assumir, sem perda de genera-
lidade, que ¢;; > 0 para todo 4, j. Outra consequéncia é o facto de a funcao objectivo
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de (4.38) poder ser substituida por >, (cij —u; — v;) 7;; sem que o conjunto de
solucoes 6ptimas fique diferente.

Lema 4.15 (Wolsey [129, péagina 57|) Seja T admissivel para o problema (4.58), e
sejam u,v € R" quaisquer. Entao,

n n n n
E Cijfij = E (Cij — U; — ’Uj) Eij + E U; + E ’Uj.
ij=1 ij=1 i=1 j=1
Demonstracao:
n n n o n n n n n
E E Cijfij = E E (Cij — U; — Uj)fij + g U; E fl'j + E Uj E Eij
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1 j=1 i=1
n n n n
= E E (Cij — U; — Uj)fij -+ g u; + E Uj.
i=1 j=1 i=1 =1

O

O Lema 4.15 permanece verdadeiro para qualquer problema de optimizac¢ao cuja regiao
admissivel esteja contida na regiao admissivel do problema de afectacao. Esse é o
caso, por exemplo, do problema do caixeiro viajante assimétrico ou de problemas de
afectacao com restri¢oes adicionais (quando, por exemplo, algumas variaveis z;; estao
fixas a zero).

Como a matriz A é totalmente unimodular, o valor 6ptimo de (4.38) nao muda se se
ignorarem as restrigoes “z;; € Z”. Por isso, o conjunto de solugoes 6ptimas do problema
linear de afectacao max{cx: Az = 1,z > 0}, que se designa por problema relaxado, é
o involucro convexo do conjunto de solugdes 6ptimas do problema de afectagao (4.38)).
O dual do problema relaxado é

min u; + V;
2 ; ’ (4.39)
1= j=

sa  u;+v;=c¢, L,7=1,...,n,

com a ajuda do qual se pode demonstrar o seguinte resultado.

Lema 4.16 (Wolsey [129, pagina 58|) Uma solu¢ao T, admissivel para o problema de
afectacao(4.38), é dptima se e sd se ezistirem u,v € R" tais que

CGj=cj—u—v; <0, Tj=1=7¢;=0, i,j=12,...,n

e . < n n
Nesse caso, o valor dptimo € 3 u; + Y i, vj.
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Demonstragao: Se T é solugao 6ptima para (4.38), entdo T também é solugao 6ptima
para o problema relaxado. A condicao necesséria é entao consequéncia da dualidade
forte da programacao linear. Reciprocamente, se u,v € R" satisfazem as condig¢oes do
lema, entao, relativamente ao problema relaxado, tem-se uma solucao dual admissivel
(u,v) e uma solugao primal admissivel T tais que

n

Z (Cij — U; — Uj)fij = 0

1,j=1

Atendendo ao Lema 14.15) verifica-se dualidade forte da programacao linear, pelo que
(u,v) é optima para o dual (4.39), e T é 6ptima para o problema relaxado. Como T é
inteira, T é Optima para (4.38)). O

O problema de afectacao pode também interpretar-se como um problema de empa-
relhamento perfeito de peso maximo num grafo bipartido completo da maneira que
se explica a seguir. E esta caracteristica que coloca o problema de afectacdo entre
o leque de problemas analisados em Optimizacao Combinatoria. Reciprocamente, os
problemas de emparelhamento perfeito em grafos bipartidos podem ser interpretados
como problemas de fluxo em redes de custo minimo, nos quais todas as capacidades e
requerimentos sao unitarios.

Seja G = (V4, Va, E)) um grafo bipartido com pesos ¢;; > 0 para (i,7) € £ C V; x V.
Considere-se o problema de determinar em G o emparelhamento perfeito de peso
maximo. Entenda-se o peso de um emparelhamento como sendo a soma dos pesos
das arestas que constituem esse emparelhamento. Este problema pode formular-se

max E CijTij

(i,7)EE

S.a Z Tij = 17 1€ ‘/1,
(1.7)€6%(4)

algebricamente por

, (4.40)
Z Ty =1, j€eVa,
(4,4)€6~(5)
Tij > 0, (Z,]) & E,
Ty € 7, (4,7) € E,

ou, na forma matricial, max{cx: Ar = 1,2 > 0,2 € Z™}, onde A é a matriz de
incidéncia vértice-aresta do grafo G e m = |E|. Novamente, como A é totalmente
unimodular, existe dualidade fraca e forte entre o problema (4.40) e o problema dual

i€Vi j€Va (4.41)
sa  u; +v;=>cy,  (i,)) € E.
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Como uma condi¢ao necessaria para que o problema (4.40)) seja admissivel é |V;| = V3],
se E =Vj x V3, entdo o problema (4.40) é apenas uma maneira diferente de descrever
o problema de afectagio (4.38). Em geral, interessa a resolugdo do problema (4.40)
quando E C Vi x V5. Isso é equivalente a resolver o problema de afectacao, impedindo
determinadas afectacoes individuo-tarefa.

Na Seccao 4.5.2, é apresentado o método Hiingaro que determina o emparelhamento
perfeito de peso maximo num grafo bipartido em O (n3) operacoes, com n = |V;| =
|Va]. O método usa, em cada iteragao, o algoritmo para determinacao do empa-
relhamento de maxima cardinalidade num grafo bipartido, recordado na préxima
seccao. Todo o desenvolvimento algoritmico que se segue é, essencialmente, baseado
no Capitulo 4 do livro de Wolsey [129].

4.5.1 Emparelhamentos Perfeitos

Considere-se o problema de determinar o emparelhamento de maxima cardinalidade
num grafo bipartido G = (V3, V5, E). A resolugao deste problema permite assegurar ou
nao a existéncia de uma solu¢ao admissivel para (4.40). O problema pode formular-se
algebricamente do seguinte modo

max E L5

(i,5)eE
S.a Z Lij < 1, (Z S Vi),
(4,9)€67 ()
St Gen (4.42)
(4,9)€6~(4)
x;; =0, (1,7) € E,
Tij € L, (i,J) € E,

ou, na forma matricial, max{lz: Az < 1,z > 0,z € Z™}, onde A é a matriz de
incidéncia vértice-aresta de G. A abordagem natural, para resolucao deste problema,
é a de obter, sistematicamente, caminhos aumentados no grafo G, como decorre da
proxima proposicao que é valida para qualquer grafo nao orientado.

Lema 4.17 (e.g., Wolsey [129, pagina 54]) Seja G = (V, E) um grafo nao orientado
e M um emparelhamento de G.

1. Se P é um caminho aumentado relativamente a M, entao M' = (MUP)\ (MN
P) ¢ um emparelhamento de G e |M'| = | M|+ 1.

2. Se nao existe nenhum caminho aumentado relativamente a M, entao M é um
emparelhamento de mdxima cardinalidade de G.
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No caso de G ser um grafo bipartido, a determinacao de um caminho aumentado
pode ser efectuada de forma eficiente, usando o algoritmo enumerativo, descrito na
Figura 4.18.

Algoritmo de determinacao do emparelhamento de maxima
cardinalidade num grafo bipartido G = (V1, V4, E)

Passo 0: Inicializar

Seja M um emparelhamento de G.
Atribuir o rétulo de ndo explorado a todo o vértice i € Vi U Vs,
Atribuir o rétulo de * a todo vértice exposto i € V7.

Passo 1: Rotular

Seja ¢ um vértice com rétulo ndo explorado. Se nao existir,
entdo segue para Passo 3.
Seie Vi,
entao atribuir o rétulo ¢ a todo o vértice j € V5 tal que
(1,7) € E\ M e j possui o rotulo de nao explorado.
Se i € Vo,
entao se ¢ é um vértice exposto,
entao segue para Passo 2,
sendo atribuir o rotulo i ao vértice j € Vi tal que (j,7) € M.
Repetir o Passo 1.

Passo 2: Caminho aumentado encontrado

Usar os rotulos para identificar o caminho aumentado P,
M— (MUP)\ (MNP).

Atribuir o rétulo de ndo explorado a todo o vértice i € V3 U V5.
Atribuir o rotulo de * a todo vértice exposto i € V.

Segue para Passo 1.

Passo 3: Solucao dptima encontrada

Niao existe caminho aumentado relativamente a M.

Figura 4.18: Algoritmo de determinacgio do emparelhamento de mdxima cardinalidade num
grafo bipartido.

O algoritmo comeca com um primeiro emparelhamento M conhecido - uma aresta
apenas, por exemplo. No inicio, todos os vértices de V = V; U V; sao rotulados com
nao explorado, & excepcao dos vértices expostos de Vi que recebem o rotulo * - a
existir caminho aumentado relativamente a M, uma das extremidades desse caminho
serd um vértice exposto de V; e a outra extremidade serd um vértice exposto de V5. As
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sucessivas passagens pelo Passo 1 permitem construir (por amplia¢ao) uma floresta de
caminhos alternados parciais, isto ¢, um conjunto de arvores de caminhos alternados
parciais (parciais no sentido em que s6 uma das extremidades é um vértice exposto)
emanando de cada um dos vértices expostos de V;. Esse processo de construcao é
interrompido quando um caminho alternado é identificado ou quando ja nao é possivel
ampliar essa floresta. No primeiro caso, sucede-se o Passo 2, onde o emparelhamento
M é redefinido de modo a conter mais uma aresta, de acordo com o Teorema 4.17,
apos o que, se da inicio ao Passo 1 novamente. No segundo caso, fica verificada a
inexisténcia de um caminho alternado por enumeragao exaustiva.

O Teorema 4.5 mostra que, no final do algoritmo, M é o emparelhamento de méxima
cardinalidade.

Teorema 4.5 (Wolsey [129, pagina 56]) No Passo 3 do algoritmo, sejam

Vo = {i € Vi:rdtulo de i é = nao explorado}, V" =Vi\ V|,
Vy {i € Va1 rétulo de i é = nao explorado}, Vot =Vo\V, .

O conjunto R =V, UV, é uma cobertura por vértices de G tal que |IM| = |R)|.

Demonstracao: Quando o Passo 3 é executado:

1. ndo ha arestas ligando vértices de V" a vértices de V, . Por isso, toda a aresta
(i,7) do grafo G é daformai € V;",j € Vit oui e Vi, j € Vytoui e Vi, j € Vy.
Consequentemente, R = V;” UV," é uma cobertura por vértices de G.

2. Todos os vértices de V,' sdo incidentes em alguma aresta (i,5) € M com i € V',
Por outro lado, todos os vértices i de V|~ sao extremidades de arestas (i,7) € M
tais que j € V,~ (caso contrario, se 7 fosse exposto, entao teria recebido o rotulo *

ou se nao fosse exposto, entdo teria recebido algum rotulo durante o algoritmo).
Logo, |R| < M.

3. Por dualidade fraca entre a cardinalidade de um emparelhamento e a cardinali-
dade de uma cobertura por vértices, sabe-se que |R| > |M]. Por isso, |M| = |R|.

O

Teorema 4.6 (e.g., Ahuja et al. [1, paginas 478-494]) O algoritmo de determinagao do
emparelhamento de mdrima cardinalidade num grafo bipartido G = (V1, Vs, E) requer
O (n®) operagoes aritméticas e comparagoes.
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Demonstracao: Entre duas passagens sucessivas pelo Passo 2, o processo de rotulacao
requer O (n?) operacdes aritméticas e comparagoes com n = max{|Vi|,|Va|}, pois,
durante duas passagens sucessivas pelo Passo 2, cada vértice é explorado uma tinica vez
no maximo e, a partir deste, n vértices sao rotulados no maximo. Em cada passagem
pelo Passo 2, | M| aumenta pelo menos uma unidade. O resultado pretendido decorre

de |IM| < n. O

Naturalmente, uma implementacao pratica deste algoritmo nao inicializaria os rétulos
de todos os vértices do modo que é descrito no Passo 2. De facto, apenas os rotulos dos
vértices pertencentes a arvore dos caminhos alternados parciais onde ocorreu o caminho
alternado identificado necessitam ser modificados. Nao se abordara este aspecto por
ser irrelevante no contexto do método que se descreve na préxima secgao.

4.5.2 O Método Hungaro

Nesta secgdo, apresenta-se o método Hingaro que resolve o problema (4.40) em O (n?)
operagoes aritméticas e comparacgoes. O algoritmo é descrito na Figura 4.19 e usa, em
cada iteracao, o algoritmo de determinacao do emparelhamento de méaxima cardinali-
dade num grafo bipartido, descrito na seccao anterior.

Método Hiingaro [86]

Passo 0: Inicializacao
Sejam u,v € R"™ tais que €;; = ¢;; — u; — v; < 0 para todo (i,j) € E.
Passo 1: Primal

Seja M um emparelhamento de cardinalidade maxima em G = (V, Va, E),
onde E = {(i,j) € E: ¢;; = 0}.

Sejam V;", V™ os conjuntos obtidos no Passo 3 do algoritmo descrito antes.
Se IM|=n, entdao M é solugao 6ptima de (4.40)), parar.

Passo 2: Dual

Se S={(i,j)eE:ieV,,jeV,}=0,

entdo nao existe solu¢do admissivel para (4.40), parar;
senao calcular 6 = min{—¢;;: (4,5) € S}.

Definir w; < u; — § para i € V;¥ e vj < vj + 0 para j ¢ V5 .
Segue para o Passo 1.

Figura 4.19: Método Hungaro.



132 4. Um melhor limite inferior para o Problema do Caixeiro Viajante
Assimétrico baseado na Afectagao

Em cada passagem pelo Passo 1, (u, v) é dual admissivel (isto é, ¢;; = ¢;; —u; —v; < 0
para todo (i,j) € E), e o vector caracteristico, denotado Z, do emparelhamento M
satisfaz a condicao de complementaridade “Z;; = 1 = ¢;; = 0”, mas pode nao ser primal
admissivel. A primal admissibilidade é alcancada quando M for um emparelhamento
perfeito. Se M nao é perfeito, o Passo 2 visa a modificacao das variaveis duais de
forma a proporcionar um emparelhamento com mais uma aresta.

Lema 4.18 (Wolsey [129, pagina 59]) No final do Passo 1 do método Hiingaro, |V;"| >
Vo'l

Demonstracao: Cada vértice j de V," é extremidade de uma aresta (i,;) € M com
i € Vi". Portanto, |V;"| > |[V,"|. No entanto, V;* contém pelo menos um vértice
exposto que recebeu o rétulo *. Portanto, |[V7| > [V,F]. O

Lema 4.19 (Wolsey [129, paginas 59-60]) No final do Passo 2 do método Hingaro,
se S # 0, entao:

1. 6 > 0;
2. € = ¢ij —u; —v; < 0 para todo (i,j) € E;

3. os rétulos |VT| e |V,"| permanecem vdlidos.

Demonstracgao:

1. Como foi demonstrado no Teorema 4.5, ndo existem arestas (i,7) € E tais que
i € Vi" e j € V. Portanto, ¢;; < 0 para todo (i,7) € S, o que implica que
d = min{—¢;;: (i,5) € S} > 0.

2. Sejam u e v°* os valores u e v antes do Passo 2. Entao, para cada (i,j) € E,
Cij — U —v; = cyy — uPt — ug, sei€VihejeVy,
Eij: Cij — U; — Uy :CU—UZZ—UZZ—F(S, SQZ:E‘/;:GJ:G‘/Q;,
Cij —U; —Vj = Cijj — Uy —Uj —(5, SGZEVvl ejEVQ,
Cij — U; — Uy :cij—ugld—v;m, seiEVf ejE‘/é_,

de onde facilmente se conclui o resultado desejado. Note-se que, se i € V" e
Jj € V5, entao ¢;; < 0, pela defini¢ao de 0.

3. Para as arestas (i,j) € E tais que i € V;" e j € V,', em particular as arestas
de M, a actualizagao das varidveis duais nao altera o valor de ¢;;. Pelo que,
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permanecendo aquele conjunto de arestas em E, os rotulos permanecem vélidos.
Consequentemente, o Passo Primal pode iniciar-se com os conjuntos de rotulos
anteriores.

O

Lema 4.20 Se, no Passo 2 do método Hingaro, S = 0, entdo nao existe solucao
admissivel para o problema (4.40).

Demonstracio: Se S = ), entdo nio existe nenhuma aresta de F orientada de V;"
para V, . Por isso, como se pode verificar na demonstracao do Lema [4.19, o vector
(u,v) definido por

- sei & V", - _ o sei €V, ,
" lu -0 seie VT, ol v+ sei gV,

¢ admissivel para o dual (4.41)), para todo 0 > 0. Mas, isso significa que o dual (4.41)
é ilimitado e, portanto, ndo existe solu¢cdo admissivel para (4.40). O

Teorema 4.7 (Lawler |[89] e Derigs [46, pagina 135|) O método Hiingaro requer O (n®)
operacoes aritméticas e comparacoes.

Demonstragao: Na primeira passagem pelo Passo 1 do método Hungaro, a de-
terminacdo do emparelhamento de cardinalidade méaxima requer O (n?) operacoes
aritméticas e comparacoes, conforme foi demonstrado no Teorema 4.6.

Prove-se agora que, entre duas execucoes sucessivas do Passo 1 sem que haja entre
elas um incremento no valor de | M|, o nimero operagoes aritméticas e comparagoes
é¢ O (n?). Seja k o niimero de vértices de Vs, e de V; em igual ntimero, que durante
essas iteracoes passaram de nao rotulados a rotulados sem que haja alteracao no valor
de [M|. O esfor¢o computacional envolvido na confirmacao de que nao existe um
emparelhamento de maior cardinalidade nos sucessivos G corresponde, simplesmente,
a averiguar se, entre os vizinhos daqueles vértices em V), existe algum em V, . Para
cada um daqueles vértices, o esforgo computacional € O(n). O resultado pretendido
decorre de k£ < n.

Suponha-se que numa dada iteragdo do método Hungaro, a redefinicao das varidveis
duais permite a insercdo de um arco (4, j) comi € V;" e j € V; tal que (k,j) € M com
k € Vi e (k,1) pertencente ao novo grafo G com [ € V; \ {j} - ver Figura 4.20. Esta &
a situacdo que permite o incremento de | M| no subsequente Passo 1. A semelhanca do
que foi demonstrado para o Teorema 4.6, sdo necessarias O (n?) operacdes aritméticas
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e comparagoes até concluir que o novo emparelhamento M é de méxima cardinalidade
no novo grafo G ou encontrar um emparelhamento de cardinalidade superior. Como
existem, no méximo, n incrementos de M, conclui-se que o esfor¢o total envolvido em
iteragoes em que haja incremento de M é O (n?).

Sumariando os trés paragrafos anteriores, o esforco computacional total com o método
Htngaro é O (n?). O

V1+’ Q )

Figura 4.20: Redefinicdio das varidveis duais no método Hingaro.

4.5.3 Histoérico
4.5.3.1 Emparelhamento de maxima cardinalidade

Bons trabalhos de sintese sobre o problema de determinar o emparelhamento de
méaxima cardinalidade num grafo nao orientado (bipartido ou nao) incluem Tarjan [123,
Capitulo 9], Gibbons [61, Capitulo 5|, Ahuja et et al. [I, Capitulo 12|, Papadimi-
triou e Steiglitz [107, Capitulo 10|, Lawler [89, Capitulo 5|, Lovasz [92], Lovasz e
Plummer [93], Cook et al. |41, Capitulo 5] e o artigo de Galil |[59]. Essencialmente,
todas estas referéncias descrevem o algoritmo proposto por Edmonds em [49, 50] para
determinar o emparelhamento de peso maximo (do qual o problema de determinar o
emparelhamento de méaxima cardinalidade é um caso particular).

No caso do grafo ser bipartido, o problema de determinar o emparelhamento de peso
méaximo pode ser resolvido em O (nm 10894/ n) operacoes aritméticas e compara-
¢oes, conforme descrito por Tarjan em [123, Secgao 8.4]. Se o problema for o de
determinar o emparelhamento de méaxima cardinalidade, Hopcroft e Karp em [79]
e Even e Tarjan em [53] mostraram que o algoritmo descrito na Secc¢ao 4.5.1/ pode
ser implementado com complexidade computacional O (nl/ 2m). Em Ahuja et al. [1}
paginas 478-494], pode-se ver uma explicagao alternativa da complexidade de O (n?),
demonstrada nessa secgao. Alt et al. em [3] propuseram um algoritmo que funciona

em O (n'®(m/logn)"/?).
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O problema de determinar o emparelhamento de peso maximo num grafo nao orientado
(bipartido ou nao) pode ser resolvido pelo algoritmo de Edmonds, cuja complexidade
é simples de provar ser O (n') (ver [107, Capitulo 10], e.g.). Lawler em |89, Capitulo 5|
e Gabow em [58] mostraram que o algoritmo de Edmonds pode ser implementado em
O (n?). Galil, Micali e Gabow em [60] mostraram ser possivel uma implementagao em
O (nmlogn), portanto, superior em grafos esparsos. Se o problema for o de determinar
o emparelhamento de maxima cardinalidade, Even e Kariv em [52] generalizaram o
algoritmo de Hopcroft e Karp para funcionar em O (min(n*°,n'/*mloglogn)) e Micali
e Vazirani em [97] introduziram-lhe modificagdes que permitiram chegar a O (n'/?*m).

Em 1991, o Center for Discrete Mathematics and Theoretical Computer Science (DI-
MACS, http://dimacs.rutgers.edu/) propds a sua primeira competicao de im-
plementacoes, precisamente em problemas fluxos em redes e emparelhamentos - o
resultado é documentado em [47]. Geradores de instancias de problemas de empare-
lhamentos de méaxima cardinalidade (bem como problemas de afectacdo, fluxo maximo
e fluxo de custo minimo) e algumas implementagoes de algoritmos podem ser obtidos
em ftp://dimacs.rutgers.edu/| no directério pub/netflow/matching. Destaca-se
a implementacao em Fortran 77 do algoritmo de Micali e Vazirani por Mattingly e
Ritchey [96] para o emparelhamento de méxima cardinalidade e a implementagao em
C do algoritmo de Gabow por Rothberg [111], em ambos os casos aplicaveis a grafos
nao necessariamente bipartidos.

A implementacao em C do algoritmo de Edmonds por Cook e Rohe [40)], denomi-
nada Blossom IV, para o problema de emparelhamento de peso méximo, encontra-se
disponivel em http://www.or.uni-bonn.de/home/rohe/matching.html.

A biblioteca de algoritmos combinatoérios para matematica discreta e teoria de grafos
Combinatorica, documentada em [118], contém implementagbes em Mathematica
para o problema do emparelhamento de cardinalidade maxima num grafo bi-
partido. A biblioteca é acessivel em ftp://ftp.cs.sunysb.edu no directério
pub/Combinatorica e contém implementagoes para muitos outros problemas de
matematica discreta.

A biblioteca de implementagoes algoritmicas LEDA (abreviatura de Library of Efficient
Data types and Algorithms) contém implementagoes em C++ de algoritmos para o
emparelhamento de méaxima cardinalidade em grafos bipartidos. Nomeadamente,
as implementacoes do algoritmo de Hopcroft e Karp e do algoritmo de Alt, Blum,
Mehlhorn e Paul podem ser obtidas em [ftp://ftp.mpi-sb.mpg.de no directorio
/pub/LEDA ou em http://www.mpi-sb.mpg.de/LEDA/leda.html.

A aplicagao Stanford GraphBase, desenvolvida por Knuth e documentada em [85],
contém implementacoes de varios algoritmos para problemas de optimizacao combina-
toria, incluindo o algoritmo de Alt, Blum, Mehlhorn e Paul (para o emparelhamentos
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de maxima cardinalidade em grafos bipartidos) e o algoritmo de Goldberg e Tarjan [66]
(para o fluxo maximo), escritas por Setubal [115]. Podem ser obtidas em http:
//www.cs.sunysb.edu/"algorith/implement/bipm/implement . shtml.

Implementacoes em Pascal de varios algoritmos para o emparelhamento de maxima
cardinalidade por Syslo, Deo e Kowalik, descritas em [122], estdo disponiveis em http:
//www.cs.sunysb.edu/"algorith/implement/syslo/; e, para o emparelhamento de
méaxima cardinalidade em grafos bipartidos ou nao por Moret e Shapiro, descritas
em [99], estao disponiveis em http://www.cs.sunysb.edu/~algorith/implement/
moret/.

4.5.3.2 Afectacao

Bons trabalhos de sintese sobre o problema de afectagao incluem Derigs |46, Capitulo
10], Ahuja et al. [1, Capitulo 12|, Bazaraa, Jarvis e Sherali |21, Capitulo 10.7],
Papadimitriou e Steiglitz [107, Capitulo 11|, Bertsekas [22, Capitulo 7.1] e os artigos
de Dell’Amico e Toth [45], Martello e Toth [95], Akgul [2] e Burkard e Cela [28|.

As abordagens propostas para a solu¢ao do problema de afectacao podem ser agrupa-
das em trés classes: algoritmos primal-duais (baseados na identificagao de caminhos
aumentados), algoritmos primais puros (basicamente, sao implementagoes especializa-
das do Algoritmo Simplex para redes) e algoritmos duais puros (abordagens em que
a solucao primal admissivel é encontrada apenas no ultimo passo do algoritmo sem
requerer complementaridade).

O método Hungaro, assim designado em homenagem ao trabalho de Konig e Egervary
no qual se baseia e desenvolvido por Kuhn [86, 87|, enquadra-se na primeira classe.
O método foi motivado pela dualidade forte entre o problema do emparelhamento
de cardinalidade maxima e o problema da cobertura (por vértices) de cardinalidade
minima em grafos bipartidos. A complexidade polinomial do método Hungaro foi
primeiro considerada O (n%), tendo sido reduzida para O (n3) por Lawler [89] (ver
também Derigs [46, pagina 135]).

Das implementagoes de dominio publico disponiveis para o problema de afectacao,
refira-se a implementacao de Dell’Amico, Carpaneto e Toth escrita em linguagem
Fortran e disponivel na Netlib na biblioteca de algoritmos da ACM, em http://www.
netlib.org/toms/750. O codigo completo destina-se a determinar a resolugao do
problema do caixeiro viajante assimétrico, mas inclui rotinas que resolvem o problema
de afectagao, usando o método Hungaro, as quais se encontram descritas por Carpaneto
and Toth em [33].

Refira-se, também para o problema de afectacao, a implementacao CSA de Goldberg
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e Kennedy [65] escrita em linguagem C que se baseia no algoritmo preflow-push com
cost-scaling para o problema de fluxo de custo maximo e se encontra disponivel em
http://www.avglab.com/andrew/soft.html.
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Capitulo 5

Conclusoes e perspectivas de trabalho
futuro

Neste trabalho, aborddmos a resolucao de uma classe de modelos de optimizagao,
conhecidos por modelos de programacao linear disjuntiva, que se caracterizam por ser
problemas de programacao linear cuja regiao de admissibilidade é uniao de poliedros.
Os problemas de programagcao linear disjuntiva (incluindo muitos dos problemas de
optimizagao combinatoria) sao melhor resolvidos por métodos do tipo enumerativo,
eventualmente combinados com métodos de planos cortantes. No caso de problemas
de optimizacao combinatoria, os cortes mais eficazes sao os que constituem facetas do
poliedro associado. No caso de problemas sem estrutura identificavel, os cortes mais
profundos propostos em [17] sdo vistos, em geral, como uma boa op¢ao. Contudo, a
sua caracterizagao obriga a resolucao de um adequado problema de optimizacao cuja
resolugao algébrica obriga a duplicacao de estruturas de dados. Em geral, nao sao
conhecidas simplificacoes se o problema possuir estrutura.

Mostramos como é possivel gerar cortes mais profundos para problemas com estrutura
como é o caso, por exemplo, dos problemas de optimizacao combinatéria. Para
a resolucao do problema de optimizacao subjacente a caracterizacao do corte mais
profundo, usamos algoritmos de feixe. O desenvolvimento que efectudmos encontra-se
fundamentalmente relacionado com o algoritmo proposto por P. Wolfe na década de
70 [128], que determina o ponto pertencente ao invéolucro convexo de um conjunto
finito de pontos que estd mais proximo da origem, no sentido da norma Euclidiana.

Assim, no Capitulo 2, propos-se uma generaliza¢ao do algoritmo de P. Wolfe [128§]
para qualquer métrica, diferencidvel ou nao. Tal como aquele, o algoritmo proposto é
composto por um ciclo externo e um ciclo interno, termina ao fim de um ntmero finito
de iteracoes e gera a mesma sucessao de pontos quando a métrica é a Euclidiana. A
implementacao é constituida essencialmente por um conjunto de rotinas escritas em

138
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MATLAB e um conjunto de rotinas escritas em C que inclui chamadas a rotinas do
software de optimizacao CPLEX. Utilizaram-se dois conjuntos distintos de aplicacoes,
o primeiro visando a resolucao do problema, nao necessariamente proveniente de um
problema de geracao de cortes disjuntivos, com as normas l1,ly e I e o segundo,
visando a resolucao de problemas lineares 0-1 e de particao, que possuem grande rele-
vancia pratica, como gerador de cortes e com diversos tipos de disjuncoes. Foi testada
a qualidade de diversos cortes disjuntivos, a partir de disjuncoes mais complexas que
a usual disjuncio de dois termos (z; = 0) V (z; = 1). Para a resolugao de problemas
lineares 0-1, testaram-se cortes que separam a solucao 6ptima da relaxacao linear do
involucro convexo da regiao admissivel do problema original e cortes baseados nas
restricoes de integralidade das varidveis e em cada uma das restri¢coes do problema.
Para a resolucao de problemas de particao, foram testados cortes baseados na disjuncao
de Ryan-Foster.

No Capitulo 3 foi elaborado um trabalho de sintese inspirado nos trabalhos de Cor-
nuéjols e Li [43], sobre fechos elementares para programacao inteira, e de Letch-
ford |91], sobre cortes disjuntivos para optimizagao combinatoria. No trabalho efectu-
ado demonstrou-se que alguns cortes combinatérios bem conhecidos sao vélidos para
determinadas relaxacoes disjuntivas do problema de optimizacao combinatoria subja-
cente. A identificacao dessas relaxagoes permite obter cortes mais profundos de acordo
com a metodologia que se apresentou no Capitulo 2. Os cortes combinatérios anali-
sados dizem respeito aos problemas de particao por cliques, corte maximo, subdigrafo
aciclico, ordenamento linear, cobertura de conjuntos e caixeiro viajante assimétrico.
As provas apresentadas na Sec¢ao 3.3/ usam argumentos primais e constituem uma
alternativa as provas apresentadas em [91], cujo autor usou argumentos duais.

No Capitulo |4, procurou-se por em pratica algumas das metodologias sugeridas num
problema de optimizagao combinatoéria, especificamente, na versao assimétrica do
problema do caixeiro viajante (ATSP). O facto deste problema ser frequentemente
utilizado como plataforma de teste de inimeros métodos de resolucao e a importancia
da determinacao de bons limites inferiores do seu valor 6ptimo motivaram a sua escolha
para testar a implementacao do algoritmo de planos cortantes proposto. Assim, foi
proposta uma estratégia para obter um limite inferior para o valor 6ptimo do problema
do caixeiro viajante assimétrico, melhor do que o que advém do problema de afectacao.
O algoritmo proposto ¢ um método de primeira ordem baseado na fungao de penalidade
exponencial que requer apenas a resolugao sucessiva de problemas de afectacao como
subproblemas e baseia-se numa abordagem Lagrangeana e em relaxacoes lineares
disjuntivas definidas pelo involucro convexo das solucoes admissiveis do ATSP. As
relaxacoes baseiam-se no conhecimento de um circuito nao Hamiltoniano ou de um
clique, que permitem a identificacao de um hiperplano separador. Explicou-se como
determinar esse circuito ou o clique e como reoptimizar a resolucao dos problemas de
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afectacao inerentes a identificacao desse hiperplano, apresentando o desenvolvimento
algoritmico necessario & resolucao dos problemas de corte minimo global num grafo
dirigido e de afectacao. Para a identificacao desse hiperplano separador ou corte foi
usado o algoritmo modificado de P. Wolfe e a norma l.,. A implementacao do algoritmo
é essencialmente constituida por um conjunto de rotinas escritas em MATLAB e um
conjunto de rotinas escritas em C, que inclui chamadas a rotinas do software de
optimizagdo CPLEX, & implementac¢do GMINDCUT do algoritmo de Hao e Orlin [74]
(escrita em linguagem C por Georg Skorobohatyj), que determina o corte global de
capacidade minima num grafo dirigido, e as rotinas que resolvem o problema de
afectacao, usando o método Hungaro. Estas tultimas fazem parte da implementacao
de Dell’Amico, Carpaneto e Toth (escrita em linguagem Fortran) que se destina a
resolucao do problema do caixeiro viajante assimétrico.

Descreveu-se o problema do corte minimo global num grafo dirigido, recordando-se
o algoritmo de empurrar-prefluzo de Goldberg e Tarjan [66] para o problema de
determinar o fluxo maximo entre dois vértices designados e o algoritmo de Hao e
Orlin [74], que determina o corte global de capacidade minima num grafo dirigido. Este
ultimo baseia-se no algoritmo DetCorteMin(s) de Padberg e Rinaldi [105], também
recordado, que resolve a variante do problema de corte minimo onde um vértice esta
fixo, e que é, essencialmente, uma versao adaptada do algoritmo de empurrar-prefluzo
de Goldberg e Tarjan.

Descreveu-se também o problema de afectacao conjuntamente com o método clas-
sico utilizado para a sua resolugdo, o método Hungaro (Kuhn [86]). O método usa
o algoritmo para determinacao do emparelhamento de méxima cardinalidade num
grafo bipartido, também recordado, e cujo desenvolvimento algoritmico se baseou em
Wolsey [129) Capitulo 4].

Os resultados desta dissertagao conduzem-nos as seguintes questoes que estabelecem
continuidade ao presente trabalho.

A experiéncia computacional apresentada no Capitulo 2 visou a comparacao do com-
portamento do algoritmo para diferentes normas. No algoritmo generalizado de P.
Wolfe, existe grande liberdade na determinagao do ponto p (no inicio do Ciclo Maior).
Pensamos que a utilizacao de diferentes regras heuristicas podem reduzir o niimero de
ciclos maiores do algoritmo, contribuindo para a aceleracao da convergéncia do mé-
todo. Por exemplo, pensamos que podem ser aplicadas as seguintes regras heuristicas:
p = argmin{ap: p € K°}, p = argmin{%: pE KO} e p = argmin{p(p): p €
K° ap < aX}, em que ¢(p) é uma estimativa da redugiao do valor de || X|| com a
insercao de p.

As implementacoes efectuadas com o objectivo de testar a qualidade de diversos
cortes disjuntivos deixam em aberto possibilidades de investigacao futura tais como a
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modificacao dos procedimentos com vista a geracao de cortes mais profundos a partir
de disjuncoes mais complexas.

Pensamos que a consideracao de melhores regras de fortalecimento para alguns proble-
mas disjuntivos com variaveis inteiras constitui um topico de investigacao importante.
As regras de fortalecimento dos coeficientes dos cortes disjuntivos, que foram imple-
mentadas nas aplicacoes descritas no Capitulo 2, somente requerem a informagcao dual,
na forma de custos reduzidos 6ptimos e variaveis duais 6ptimas relativas ao grupo de
restricoes que definem a disjuncao. Pensamos que estes procedimentos devem ser
melhorados, nomeadamente, os referentes aos cortes split [126] e aos cortes disjuntivos
derivados a partir de regras de ramificacao, em especial os que envolvem as regras
propostas por Ryan e Foster [112] para problemas de parti¢ao e por Smith, Srinivasan
e Thompson [119] e Carpaneto e Toth [32] para o problema do caixeiro viajante
assimétrico.

No Capitulo 4} foi proposta uma abordagem Lagrangeana para obter um limite inferior
melhorado para o valor 6ptimo do ATSP relativamente ao obtido unicamente com a
resolucao do problema de afectacao e que usa apenas a resolucao de problemas de
afectacao como subprogramas. O algoritmo proposto requer um estudo computacional
mais aprofundado. Na experiéncia computacional realizada, utilizou-se a regra de re-
dugdo do parametro de penalidade p := min{p/10, p'°} e a norma [, na determinagao
do corte mais profundo, que permitiram identificar diversas limitacgoes.

Em primeiro lugar, observou-se que o algoritmo pode tornar-se lento, progredindo
com \’s demasiado pequenos. Pensamos que a escolha do parametro de penalidade,
tem impacto directo no niimero de iteragoes. Optou-se pela aplicagao da variante da
regra de reducdo desse parametro p := min{p/10, p*-5}, inspirada em Cominetti e Dus-
sault [39], Dussault [48] e Mongeau e Sartenaer [98], em alternativa a abordagem usual,
que consiste na aplicacao de um factor constante, por exemplo, 2 ou 10. Pensamos que
a aplicagao de outras regras de reducao baseadas em medidas relativas podera melhorar
os resultados obtidos, acelerando a convergéncia para melhores limites inferiores do
valor 6ptimo do problema.

Em segundo lugar, observou-se que, em geral, o corte mais profundo entre ¢ e
P& é uma desigualdade de ciclo - portanto, menos profunda que a correspondente
desigualdade de clique em S. Fica em aberto a questao de identificar para que normas
|| -|| essa desigualdade seré sempre o corte mais profundo em (4.26) quando T é o vector
caracteristico de um subcircuito. Analisou-se também o comportamento do algoritmo
se, no tultimo passo da iteracao genérica k, o vector ¢, for substituido por x;. Neste
caso, obtiveram-se algumas desigualdades que nao sao de circuito, mas também ainda
nao sao desigualdades de clique. Fica também em aberto a questao de saber que tipo
de desigualdades se conseguirdo gerar se 2" satisfizer todas as restricoes de clique e for
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ponto extremo de uma relaxacao linear de PAT5F,

Como perspectivas de trabalho futuro sugere-se ainda a aplicagao directa desta aborda-
gem de geracao de planos cortantes baseados em argumentos disjuntivos, em modelos
como o problema linear complementar, o modelo de sequenciamento/escalonamento
de tarefas e problemas com restrigoes de acaso (ou distribui¢do de suporte finito), em
alternativa a abordagem que obriga a necessidade de efectuar a sua reformulacao como
programas lineares inteiros mistos e que implica a introdugao de um grande ntimero
de variaveis adicionais.



Apéndice A
Fortalecimento do corte ax > 3

Toda a desigualdade “ax > 3 valida para o poliedro K = ¢l conv ( Uier KZ-), em que
I & algum conjunto finito e todo K; C R" denota um poliedro, pode ser fortalecida
pela desigualdade valida do poliedro

P = cl conv (Fﬂ {z: x; é inteiro, i = 1,2,... ,p}) (A.1)

usando os procedimentos descritos por E. Balas e R. Jeroslow em [18].

Seja “ax > 37 uma desigualdade valida conhecida para K, uma relaxacio disjuntiva
de P. Geralmente, esta desigualdade ¢ um corte disjuntivo que separa P de um
dado ponto T da relaxacdo linear de P, denotada por P. As regras de fortalecimento
somente requerem a informacao dual, na forma de custos reduzidos 6ptimos e variaveis
duais optimas relativas a um pequeno grupo de restrigoes - as restricoes que definem
a disjuncao, e aplicam-se mesmo na presenca de um nimero exponencial de restrigoes
originais.

O proximo lema ¢ uma forma particular de apresentar um resultado conhecido por
principio disjuntivo, introduzido num relatério técnico de E. Balas de 1979, publicado
em [14], para a geragao de desigualdades validas para poliedros disjuntivos quando
existem limites nas variaveis que nao s6 os de nao negatividade.

Lema A.1 (Soares [121]) Seja K* C R", para i € I finito, um poliedro, e sejam
LUL=UUU duas particées do conjunto de indices {1,2,...,n} tais que, para cada
i € I, existem vectores %, u}; que satisfazem

' <xpoexy <uly, para todo v € K.
Se (o, 3;) € polar (K*) para i € I, entio, para K = cl conv <U,-61 Ki>,
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1. seat = af parai € I e ap = maxer(at), entao (o, minger(6; + (ap —ab)li)) €

L __
polar (K);

2. seat = ag parai € I e ay = minger(al;), entdo (o, miner (53— (ad; —ay)ul;)) €

v __
polar (K).

Demonstracgao:

1. Para todo k € I e z € K* qualquer,

ax

VoWV

apTy +apry

oFar+ofar + (ap — of)zy

oz + (o — ap )l + (ar — af)(zr, — 1)
Bk + (ap — Ozlz)li

1{161}1{52' + (ag, — af)l} }

2. Para todo k € I e x € K* qualquer,

ax

Se L={1,2,....,n}el

VoV

agTy + Quly

akﬁxﬁ + o/f]xU + (a@ —ay)(—xy)

oFr — (af, — ap)up;, + (af, — ap)(uf;, — 21)
B — (o — av)ug

min{; — (ay — av)uy}-
el

O

= 0 para todo ¢ € I, entao o Item 1l do Lema A.1 assume a

forma do principio disjuntivo: (max;e;(at), min;e;(3;)) € polar (K).

O teorema seguinte generaliza |13, Teorema 2.2| para problemas lineares 0-1 mistos e
evidencia a possibilidade de fortalecer a desigualdade valida para K em duas direccoes

distintas. Neste resultado, o conjunto P denota a relaxacdo linear de P que se assume

ser definida por

P={zecR": Az —be M* I <z < u},

em que M* é um cone poliedral. O conjunto K é definido por

K = cl conv <(?ﬂ{x: r < 2}) U (PN{x: 96220‘1‘1}))7

em que zy ¢ um escalar inteiro satisfazendo I; < 2y < 2zp + 1 < u; para algum j €

{1,2,...,p}.
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Teorema A.1 (Soares [121]) Sejam 2°,c' € R" os custos reduzidos do wiltimo quadro
Simplex na resolugao dos sequintes problemas lineares, supostos admissiveis e com
valor dptimo finito,

0o = min ax (/1= min ax
s.a T € P, (A.2) s.a T € P, (A.3)
x < 2o, r =zt 1,

A desigualdade ax > B caracterizada por

af = Of,
ay, o, — max {max{EOLJ_, 0} + min(c}, 0)[my, ], maX{E}Jj, 0} + max(cj, 0) LijJ} )
@, = a; —max{max{c),0} + min(c),0)[m;], max(c;,0)|m;] } ,

(8%
B = min{By, A} — (af — L)y,

e a desigualdade ax > 5 caracterizada por

ag = ag,

Gy, = ay, —min {mm{égjj .0} + min(e), 0) iy, |, min{}; , 0} + max(e}, 0) [, | } ,
a; = «; —min {min(@?7 0)|m;], min{E;, 0} + maX(E}, 0)[m;] } ,

B = min{fy, 1} + (aw — ay)uv,
onde

L = {L,2,...;ptn{k: lp > -0}, U {1,2,....p} N {k: u < o0},
L = L\{j}. U= U\

L {1,2,...,n}\ L, U {1,2,...,n}\ U,

e - max(E%j ,0)—max(E]14j ,0) . B min(E?J]_ ,O)—min(Ebj ,0)

mr; = max(E},O)—min(E?,O) ) my; = max(E},O)—min(E?,O) )

L. . max(E},O) . . 7min(6;,0)

J - max(E]l,O)—min(ﬁ]?,O) ’ J - max(E%,O)—min(E?,O) ’

sao vdlidas para P.

Demonstragao: Comeca-se por obter uma caracterizacao de «, 3y e 5; em termos
das varidveis duais 6ptimas dos problemas lineares (A.2) e (A.3). Sejam u,v € M, o
cone dual de M*, os vectores das variaveis duais Optimas relativamente as restricoes
“Ax —b € M*” nos problemas (A.2) e (A.3), respectivamente. As restantes variaveis
duais 6ptimas sdo as seguintes. Para o problema (A.2): ug = min(E?, 0) relativamente
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a“z; < 2" 7' = max(2”,0) relativamente a “l < z”; v* = min(e’, 0) relativamente a
“r < u”, excepto 7? = 0 (porque é variavel dual relativamente a restricdo redundante
“z; < u;”). E, para o problema (A.3): vy = max(c;,0) relativamente a “z; > z + 17;
pl =
relativamente & restri¢io redundante “x; > [;”); p* = min(c', 0) relativamente a “z <
u”. Portanto, a desigualdade ax > min{fy, 4}, que é valida para Fj, é caracterizada

7

max(ct, 0) relativamente a “l < z”, excepto pjl- = 0 (porque é variavel dual

por

a = UA+U0€j —|—’}/1 +”}/2 (: UA"‘UOej +p1 +p2)7
By = ub+upzo + Y+ vu,
B = vb+uvg(zo+ 1)+ p'l+ p*u.

Considere-se o conjunto de indices L = {1,2,...,p} N{k: [ > —oo} e L =
{1,2,...,n}\ L. Sejad € Z" tal que dx =0 e

A desigualdade @’z > 3, definida por a% =afe

?OL = ud.p +uo(e], —d) +72 = ap — (7] + uody)
By =ub+uo(z0 —dplp) + vy +7*u = Bo— (71 + uodp)lL

¢ valida para o poliedro
Pn{x: xr;—dr < zp—dl}, (A.5)

e a desigualdade @'z > 3, definida por @k = ag e

ap =wvAp+ e} —di) +p} = ar, — (pr, + vodr)
ﬁl = b + ’U()(Zo + 1-— dLlL) + plzlf+ p2u = ﬁl — (pi —+ ?JodL)lL

¢ valida para o poliedro

Pn{r:az;—de >z +1—dgl}. (A.6)

Atendendo a (A.4), ar — max(a%,a@}) = min (71 + uedz, pt +vedz) = 0. Por isso,
usando o Ttem [l do Lema [A.1, a desigualdade @z > 3 definida por a; = af e
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ap = max(@%,@i)

= az — min(y; + uedz, pr + vody)
B = min{3, + (@, —a9)l, b, + (ap —ap)l.}
min{fBy — (v, +uodp)ls + (@ —ap)l, B — (p, +vodp)le + (@ —a})ln}
min{ﬁg — (a% —aar +ap — a%)lL, G — (ai — o +ay — ai)lL}
min{fy, 51} — (@ — ar)lr

(A7)

é valida para ambos os poliedros (A.5) e (A.6). Para cada k € L, pode-se escolher o
valor para dj que torna maximo o valor de min(v; + uody, pj, + vody). Pode mostrar-se
que esse valor maximizante satisfaz (A.4) e é [ ] ou |y | com
11
T, = Tk — Pk

UO_UO’

onde se destaca que vy — ug > 0 se as restricoes “zr; < 2z e “xr; = 29 + 17 nao
forem ambas redundantes nos problemas (A.2) e (A.3), respectivamente. O valor
maximo é max {y; + uo[mx], pi + vo|mx]}, terminando assim a primeira parte da

demonstracao.
Considere-se o conjunto de indices U = {1,2,...,p} N {k: u, < +o0} e U =
{1,2,...,n}\U. Sejad € Z" tal que dy =0e

2
Wy < 2 (A.8)

A desigualdade o’z > B, definida por 62% =ape

ap = uAy +uo(ey, —dv) + i = ay — (7% + uody)
ﬁo =ub + Uo(ZO — dUUU) + ")/ll + ’)/%Uﬁ = /60 — ('7[2j -+ uOdU)uU

¢ valida para o poliedro

Pn{r:z; —dr < z— dyup}, (A.9)
e a desigualdade o'z > 3, definida por alﬁ =age
ay =vAy+ vo(eg, — du) + p} = ay — (pf; + vodv)

ﬁl =vb+ U()(Zo +1-— dUUU) + pll + p%uﬁ = ﬁl - (p2U + UodU)uU
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é valida para o poliedro
Pn{r:z;—dr < z+ 1 —dyuy}. (A.10)
Atendendo a (A.8)),
oy — min (6, &) = max (77 + uodu, pf; + vody) < 0.

Por isso, usando o Item 2 do Lema A.1, a desigualdade az > x definida por o = o

e
ay = min(ay,ay)
N = (Qu — max (’}/U + 'LL[)dU, pU + UOdU)
6 = mm{ﬁo + (aU — OéOU)UU, 51 (OéU - &U)UU}

mln{ﬁo — (v + wody )uy + (a — a%)uU, By — (ptr + vodv)uy + (ay — o )uy'}
mln{ﬁo — (@Y — ay + ay — a¥)uy, ﬁl (@}, — ay + ay — a)up}
= min{fy, 51} + (av — av)uy

é valida para ambos os poliedros (A.9) e (A.10). Para cada k € U, pode-se escolher o
valor para dj, que torna minimo o valor de max (72 + ugdg, pz + vody). Pode mostrar-se
que esse valor minimizante satisfaz (A.8) e é [m] ou |my], com

2 2
~ Y — P
mr = k k.
Vo — Ug

O valor minimo é min {~? + ug| M |, p7 + vo[Mx |}, que termina assim a demonstragao.
OJ

Apos o fortalecimento descrito, o valor de § no corte “ax > (" pode ainda ser mais
fortalecido, usando um procedimento semelhante ao procedimento “strong branching”
(ver |80, pg. 252|) através de

min ax
B = ngég k:r{%%:ip t.q. rve€P,x; =1, . (A.11)
xp € {0,1}

Realca-se este facto porque a resolucao de todos estes problemas lineares pode ser feita
de forma muito eficiente, uma vez que ha conhecimento de bases avancadas em cada
reoptimizacao através do método Dual-Simplex.
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Regra de Ryan-Foster

Na resolucao de problemas de particao através do método Branch-and-bound, Ryan
e Foster [112| sugeriram uma regra especifica de ramificagdo, e Ceria e Pataki [35]
usaram o mesmo principio para gerar cortes disjuntivos. Os problemas de particao
tém o seguinte aspecto:

min cx = min ch:cj
j=1
s.a  Azr =e, s.a Z:Ejzl, 1=1,2,...,m, (B.1)
JES;
.’BG{O,l}n, ':Eje{oyl}a j:17277n7

onde A € {0,1}""*", e denota um vector-coluna de tudo-uns e S; = {j: a;; = 1}
denota o conjunto de suporte da linha i da matriz A.

A regra de Ryan-Foster [112] baseia-se na observagao de que, dada uma solucao
fraccionéria 7, ponto extremo de uma qualquer relaxacio linear P C [0, 1]" da regido
admissivel P do problema (B.1)), é sempre possivel determinar um conjunto nao singu-
lar de restricoes que sao cobertas fraccionariamente pelas variaveis de dois conjuntos
complementares entre si. Isto é, se T é um ponto extremo fraccionario de P, entio
existe 1 C {1,2,...,m} tal que

0< ) T <1, (B.2)

onde T7 = N;e1S;. Entao, T nao pertence ao seguinte poliedro, que contém P, definido
por
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conv <<?ﬂ{x: Zxk:()}) U <?ﬂ{x: Zxk:1}>> (B.3)

keTr keTy

= conv ((PN{z: 2, =0,k eT})U(Pn{z: 2, =0,k eT,})),

onde T; = (UierS;) \ Tr. Pode-se ver a demonstracao da existéncia de pelo menos um
conjunto I de cardinalidade dois em Vance [124, Proposigao 2.2|, por exemplo.

Para ilustracao da regra de Ryan-Foster, considere-se o seguinte exemplo com 9 varia-
veis e 9 restricoes:

min  ry +xy +r3 +ry +x5 +xe +T7 +T3 +I

s.a T+ +x4 x5 +xg = 1
To 4T3 +T4 +x3s +x9 = 1

T +x3 ‘x5 +x7 = 1

T +x3 +x5 +xg +a7 +x9 = 1

T +ZE2 +ZE3 +ZL‘5 —f-l’g +I’7 = ]_

Z1, T2, €3, Xy, Ty, Te, Z7, T, Tg € {071}

A solucao 6ptima T da relaxacao linear do problema é caracterizada por zeros, excepto
para T; = Ty = T4 = 1/2. Existem sete pares de linhas que verificam a relagao (B.2):
(1,3), (2,3), (1,4), (2,4), (2,5), (1,2) e (1,5). Se se escolher, por exemplo, o par de
linhas (1,5), entao as restrigoes de ramificacao sao 1 +xe+ x5 =0 e x1 + 22+ x5 = 1.
A implementacao dessas restricoes por eliminacao de varidveis equivale a eliminar
T1,To, X5 € T3, T4, Tg, L7, Ty, Fespectivamente.

Em geral, dada uma solugao fraccionaria T da relaxacdo linear do problema (B.1),
existem varios conjuntos de restricoes que podem ser utilizados para definir a disjun-
cao em (B.3). A regra de prioridade estabelecida consiste em ordenar os conjuntos
identificados pelo maior valor da funcao definida por

em que 17 = NierS; para I C {1,2,...,m}.



Apéndice C
Fluxos e prefluxos

Teorema C.1 (Teorema do Fluxo Maximo-Corte Minimo, Ford e Fulkerson,
1956 [57]) Seja G = (V, E) um grafo dirigido com capacidades w;; > 0 associadas a
cada arco (i,j) € E, e sejam s,t € V dois vértices distintos. O valor do fluro mdzimo
de s para t € igual a capacidade do corte s —t de capacidade minima.

O Teorema do Fluxo Maximo-Corte Minimo pode demonstrar-se usando a dualidade
forte da Programacao Linear e a teoria da unimodularidade total. De facto, o problema
do fluxo maximo de s para t é o seguinte problema linear

f(s,t) = max v
v seil =S5 .
o Z %7;—'2'%]-—%{_” sei:t}_o’ te v, (C.1)
j€6 (i) JEST(4)
0 <2< u,

e o seu dual é o seguinte problema linear

f(s,t) = min Z Ui Wi

(i,)EE

sa =Y+ tw; =20, (i,5) € E, (C.2)
Vs — Nt = 17
w = 0.

Usando a teoria da unimodularidade total, mostra-se que este tltimo problema ¢ uma
formulacao exacta (isto é, sem fosso dual) do problema do corte minimo entre s e ¢
(veja-se |[129, pagina 43|, por exemplo) definido por

151



152 Apéndice C

f(s,t) = min u(D) = Z Uij
(i.)€6+ (D) (C.3)
sa se€D, teV\D,

onde 07 (D) designa um corte s — ¢t de G. Daqui se pode concluir o Teorema (C.1.

Teorema C.2 Seja G = (V, E) um grafo dirigido com capacidades u;; > 0 associadas
a cada arco (i,7) € E, e sejam s,t € V dois vértices distintos. O wvalor do prefluro
mazimo de s para t € igual ao valor do fluro mdximo de s para t.

Demonstracao: Usando o conceito de excesso de fluxo do vértice ¢ € V' definido na
Secgao 4.4.1, pode-se escrever o valor f(s,t) do fluxo méximo de s para t em G como

f(s,t) = max ex)
sa  e(x)=0, 1€V \{st} (C.4)
0<z<u,

enquanto que o valor p(s,t) do prefluxo méaximo de s para t em G se pode escrever

como
p(s,t) = max ex)
saa  e(x) =0, i1eV\{st} (C.5)
0<z <.

Trivialmente, tem-se f(s,t) < p(s,t) porque a regido admissivel do problema (C.4)
esta contida na de (C.5).

Seja T o prefluxo maximo de s para t. Construir um novo grafo G' = (V, E’),
expandindo G com a inser¢ao dos arcos (i, s) para todo ¢ # ¢t com capacidade wu;s =
+00. O novo grafo pode ter arcos duplicados. Agora, considerar o problema de fluxo
méaximo de s para t em G’

g(s,t) = max ey)
(y) —yis =0, i€V \{s,t} (C.6)

Defina-se ¥ tal que ¥;; = 7;; para todo (i,j) € E e ¥;; = €;(T) para todo (i,j) €
E\ E. Como 7y é admissivel no problema (C.6), conclui-se que p(s,t) < g(s,t).
Reciprocamente, qualquer solu¢do admissivel y do problema (C.6) se converte numa
solucdo admissivel z do problema (C.5) definida por x;; = v;; para todo (i,75) € E.
Portanto, g(s,t) < p(s,t), pelo que g(s,t) = p(s,1).

Pelo Teorema do Fluxo Maximo-Corte Minimo, o corte s—¢ minimo 0% (D), correspon-
dente ao problema (C.4), possui valor f(s,t) = > jcsr(p) Uij- Mas, o corte §%(D)
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de G também é um corte s —t de G’ porque s € D,t € V' \ D. Por isso, tem-se
p(s,t) = g(s,t) < f(s,1). O

De seguida, apresenta-se uma demonstracao construtiva do Teorema (C.2. Na demons-
tragao que se fez, nao se explica como obter um fluxo 6ptimo para o problema (C.4)
a partir do conhecimento de um prefluxo 6ptimo para o problema (C.5). A proxima
demonstracao inclui um algoritmo que é uma adaptacao do algoritmo descrito em |1,
pag. 79] e usado na demonstra¢ao do Teorema da Decomposi¢ao de Fluxo.

Demonstracao: (alternativa do Teorema [C.2) Seja x um prefluxo 6ptimo de s
para t que nao é fluxo; isto é, existe pelo menos um i € V' \ {s,t} tal que e;(x) > 0.
Note-se que z;; = 0 para todo (¢,i) € E, pois, caso contrario, x nao seria Optimo.
Considere-se o seguinte algoritmo de modificacao de z:

Passo 0: Se x for um fluxo de s para ¢, entao parar; senao faca-se ioc = s e k = 1.

Passo 1: Seja iy € V' \ {t} tal que (ix_1,9x) € F e x;,_,;, > 0. Se i), = ¢; para algum
[ < k, entao seguir para o Passo 3 com

W= {(ila il-l—l)a (il+17 il+2)a ceey (ik—h Zk)} ;

um ciclo orientado simples. Se e;, (x) > 0, entdo seguir para o Passo 2 com
P = {(iOa il)? (7:177;2)7 ey (ik—la Zk)} y

um caminho orientado de s para iy; senao, para as situacoes anteriores, faca-se
k =k + 1 e repita-se o Passo 1.

Passo 2: Defina-se f(P) := min{e; (z), min{x;; : (i,j) € P}}, e redefina-se o fluxo =
através de x;; := z;; — f(P) para todo (¢,7) € P. Voltar ao Passo 0.

Passo 3: Defina-se f(W) := min{x;; : (¢,7) € W}, e redefina-se o fluxo x através de
x;j := x;; — f(W) para todo (i, j) € W. Voltar ao Passo 0.

Neste algoritmo, de cada vez que se encontra um caminho dirigido P, e; (x) fica
igual a zero (quando f(P) = e;,()) ou z;; fica igual a zero para algum (i,j) € P
(quando f(P) < e (x)). Por outro lado, de cada vez que se identifica um ciclo
dirigido W, z;; fica igual a zero para algum (i,7) € W. A validade deste algoritmo
e sua terminacao finita demonstram-se recorrendo ao Teorema da Decomposicao de
Fluxo (ver |1, Teorema 3.5, pagina 80|, por exemplo). Apds um namero finito de
passagens pelo Passo 0, alcanga-se um fluxo x sem que se tenha modificado o valor de
ei(z), pelo que o fluxo alcangado x é 6ptimo quer para o problema (C.5) quer para o
problema (C.4). O
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Uma consequéncia imediata dos Teoremas C.1 e (C.2 é o reconhecimento de optimali-
dade formalizado no corolério seguinte.

Corolério C.1 Seja G = (V, E) um grafo dirigido com capacidades u;; > 0 associadas
a cada arco (i,7) € E, e sejam s,t € V vértices distintos. Se existir um prefluzo x em

e(@)= Y

(i,4)€dt (D)

G de s para t tal que

para algum D CV tal que s € D et € V \ D, entao 67(D) é o corte s —t minimo.

Considere-se agora uma generalizacao do problema do corte s —¢ minimo. Seja S CV
um conjunto de vértices (origem) de G e t € V'\ S um vértice (terminal). O problema
de determinar o corte S—t minimo é o seguinte problema de optimiza¢ao combinatoria

F(S,t) = min u(D)= Z Ui
(1,5)€0+(D)
sa SCD, (C.7)
teV\D.

Mais uma vez, usando unimodularidade total, mostra-se que uma formulacao exacta
(isto &, sem fosso dual) deste problema de corte minimo é

f(S,t) = min Z Wi Wij

(1,5)eE

sa  —v+7 +wy; =0, (i,7) €E, (C.8)
Yi — Ve = ]_, 1 € S,
w = 0.

cujo dual é o seguinte problema de programacao linear

f(S,t) max ka

kes
v;, sei €S
s.a g Tji — g xl] _E:U’“’ sei=t =0, 1€V,
JjEI (1) JEST (4 kes
0<z<u.

(C.9)
Um fluzo em G de S para t é uma solu¢ao admissivel x para o problema linear (C.9)
para algum valor de v > 0. Pode-se escrever o problema (C.9) sem o vector de variaveis

U cOmo mas (@)
() =0, ieV\(SUt), (C.10)

sa e
O0<z<u



Fluxos e prefluxos 155

Este desenvolvimento prova o seguinte resultado.

Teorema C.3 Seja G = (V, E) um grafo dirigido com capacidades u;; > 0 associadas
a cada arco (i,7) € E. Sejam S CV um conjunto de vértices e t € V '\ S um vértice.
O maior valor do fluro de S para t em G € igual ao valor do corte S —t minimo em

G.

O problema do fluxo maximo de S para t em G é redutivel a um (classico) problema
do fluxo maximo entre dois vértices. Construa-se G' = (V', E’) um grafo dirigido tal
que V' =V U{s'}, ' = EU{(5,i),i € S}, com as mesmas capacidades u;; > 0 para
(i,7) € E e capacidades u;; = +oo para (i,j) € £’ \ E. Como ¢é simples de verificar,
o maior valor do fluxo de S para t em G coincide com o maior valor do fluxo de s
para t em G'. Mais, todo o corte s’ — ¢t minimo de G’ é corte S — ¢ minimo de G e
reciprocamente.

Um prefluro em G de S para t é um vector x € R™, satisfazendo 0 < = < u e tal
que e;(z) > 0 para todo i € V'\ S. Analogamente ao Teorema C.2, tem-se o seguinte
resultado cuja demonstracao é trivial, tendo em consideracao a reducao anterior.

Teorema C.4 Seja G = (V, E) um grafo dirigido com capacidades u;; > 0 associadas
a cada arco (i,7) € E. Sejam S CV um conjunto de vértices e t € V' \ S um vértice.
O wvalor do prefluro mdzimo de S para t € igual ao valor do fluxo mdzimo de S para t.

Demonstragao: O valor p(S,t) do prefluxo méximo de S para t em G é definido por
0, ieV\(SU{t}, (C.11)
Se se introduzirem novas variaveis v;, para ¢ € S, e novas restrigoes “e;(z) + v; > 0,

para ¢ € S”, entao

p(S,t) = max et(x)

ez(x) +v;, 20, i€, (C.12)
0<z<uw,
0<v< oo,

porque as restricoes introduzidas sao redundantes. Mas, esta é uma formulacao do
problema de prefluxo méaximo de s’ para t no grafo G' = (V', E'), introduzido num
paragrafo anterior (interpretem-se as variaveis v; como sendo z;). Pelo Teorema [C.2,
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pode-se substituir “>" por “=", em algumas das restrigdes do problema (C.12), o que
permite concluir que p(S,t) = f(S,1). O

Analogamente ao Corolario (C.1, tem-se o seguinte resultado que permite reconhecer a
optimalidade.

Corolario C.2 Seja G = (V, E) um grafo dirigido com capacidades u;; > 0 associadas
a cada arco (i,7) € E. Sejam S CV um conjunto de vértices e t € V' \ S um vértice.
Se existir um preflurzo x em G de S para t tal que

a(@)= Y

(i,4)€dt (D)

para algum D CV tal que S C D et € V\ D, entao §7(D) é um corte S —t minimo.

Demonstragao: Seja v; = max(0, —e;(z)) para i € S. Sabe-se entdao que (x,v) é um
prefluxo de s’ para t no grafo G’ = (V', £'), introduzido num paragrafo anterior. Pelo
Corolario (C.1, (x,v) é um prefluxo méximo de s’ para t em G’. Pelos Teoremas C.1 e
C.2, 61(D) é um corte ' — t minimo em G’. Entao, 67(D) é um corte S — ¢ minimo
em G, pois, se nao fosse, isso contrariaria o facto de §* (D) ser um corte s’ — ¢ minimo
em G’ O
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ERRATA

Algoritmos de Feixe para Programacao Linear Inteira Mista

Pagina | Linha Onde se 1& Leia-se

18 26 subpercursos subcircuitos

29 14 é elevado. é elevada.

35 28 QTQv + el QTQv — AT

35 30 p7(QT Qv + NeT) p7(QT Qv — NeT)

43 6 o Figura 2.1 o algoritmo da Figura 2.1

61 18 para todo uq,us > 0 para todo u', u? >0

67 5 desigualdadee (3.22) desigualdades (3.22)

68 13-14 | Tygu, + Tugvy = Tugoy + Togey S 2 | Tugey + Tuguy + Tuguy + Tuyey < 2

69 3 3P+ 2 — Tuyyu, <3P+ 1) 3P+ 24 Tugy 50, < 3(p+ 1)

77 9 subpercursos subcircuitos

79 9 atraveés relaxagoes através de relaxagoes

79 peniltima subpercursos de G. subcircuitos de G.

80 5 subpercursos. subcircuitos.

82 15 P, C P. P, CP.

84 14 emparelhamento perfeito M, emparelhamento perfeito M
do grafo bipartido G(V x V, E),

85 2 relaxagao disjuntiva relaxagao linear disjuntiva

86 18 poliedros. poliedros em (4.18).

89 dltima emparelhamento perfeito M, emparelhamento perfeito M
do grafo bipartido G(V x V| E),

109 28 (i,7)j € para W (i,j) para j € W

123 26 subpercursos subcircuitos




