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Resumo

Historicamente, resolver uma equacdo, sempre foi um problema com importancia
para 0s matematicos e, essas equacdes, apareciam quase sempre como consequéncia
da procura de resolucao de problemas, normalmente, de areas fora da Matematica.

Neste trabalho pretende-se historiar a evolugcdo dos métodos de resolucdo de um
tipo de equacdes, que actualmente designamos por equacdes polinomiais ou equacdes
algébricas.

O trabalho desenvolve-se em trés capitulos, 0s quais pretendem apresentar uma
panoramica da evolucéo dos referidos métodos de resolucéo.

No primeiro capitulo historiamos o periodo da civilizacdo do antigo Egipto e
Mesopotamia, da civilizacdo Grega e Hindu até inicios da Idade Média, onde quase
todos os raciocinios estdao de algum modo relacionados com conceitos geométricos, e
gue designaremos por “Era da Geometria”.

No segundo capitulo entramos no estudo histérico dos matematicos europeus onde
0 conceito de variavel ja desempenha um papel importante, e por isso é designado
por “Era das variaveis”.

No terceiro capitulo estudamos a Algebra Abstracta da actualidade com especial
realce para Galois e Abel, no que designamos por “Era do Abstracto”.

O trabalho encerra com as conclusdes e referéncias bibliogréficas.
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| ntroducao

Historicamente, resolver uma equacdo, sempre foi um problema com importancia
para 0s matematicos e, essas equacdes, apareciam quase sempre como consequéncia
da procura de resolucao de problemas, normalmente, de areas fora da Matematica.

Neste trabalho pretende-se historiar a evolugédo de um tipo de equacdes, que
actualmente designamos por equacdes polinomiais.

A motivacdo para este tema surgiu, sem davida, na frequéncia de Algebra na
licenciatura mas, principalmente, na frequéncia da disciplina da fase curricular do
mestrado onde estuddmos aspectos histéricos relacionados com o tema. A
importéancia, apesar das limitacdes conhecidas, de resolver equacfes polinomiais nas
mais variadas areas incute-nos um interesse especial para pesquisa historica e a nossa
percepcao dos problemas aqui envolvidos sofre um grande evolucédo depois desse
estudo historico. Além disso, ao longo do século XX, ndo s6 em Portugal mas
também no resto do mundo, tem-se discutido acerca do que os alunos devem saber ou
ndo sobre Algebra. Consequéncia das novas abordagens, nos fins do século XIX e
primeira metade do século XX, por parte de varios Matematicos onde a Légica
passou a desempenhar um papel fundamental na Matematica («ocupando» o lugar que
era da Fisica desde os séculos XV, XVI), a Mateméatica tornou-se mais abstracta, ou
seja, hasceu a Matemética Pura. Claro que ndo é por causa da Matematica Pura que,
nas escolas, se ensina Matematica a todos os alunos desde cedo. Se ndo houvesse
uma grande aplicacdo da Matematica na resolucdo de problemas de outras areas
rapidamente a sociedade retirava a Mateméatica dos curriculos escolares. No entanto,
a nova abordagem abstracta da Matematica chegou as escolas na segunda metade do
século XX e surgiu uma reforma educativa conhecida por «Matematica Moderna».

Durante varios anos tentou-se reflectir essa nova abordagem nos curriculos de
Matemética e ao longo de varios anos os resultados ndo foram muito animadores.
Essa situacdo ndo € exclusiva do nosso pais e, em todo o mundo, gerou-se
controvérsia sobre as vantagens da Mateméatica Moderna no ensino. A Algebra é a
area da matematica onde essa nova abordagem mais se questiona pois a Algebra antes
do trabalho de Galois e a Algebra depois de Galois tem diferencas consideraveis, e a
necessidade de inclusido da alguma Algebra nos curriculos é inquestionavel, pelo
menos no que diz respeito a resolucao de equacoes.

Mas o insucesso generalizado provocou o abandono das principais ideias da
Matematica Moderna, mais nuns paises que noutros. Como indica sabiamente na sua
6



tese de doutoramento, a Doutora Maria Augusta Neves!, «O que se passou em
Portugal ndo foi exactamente o que se verificou noutros paises, nomeadamente nos
EUA. No nosso pais, a Mateméatica Moderna foi personalizada pelo Professor
Sebastido e Silva, que produziu textos para professores e alunos e toda a reforma foi
conduzida de uma forma apoiada e gradual.», e ainda, «...se privilegia a
compreensao, a importancia da aquisicdo de conceitos, as metodologias activas, a
aprendizagem por descoberta e desvaloriza-se a “Matemética das receitas”. Sem
divida que o caminho seguido no nosso pais ao longo dos ultimos vinte anos foi de
desvalorizar a mecanizacado na resolucédo dos exercicios e, de algum modo, procurou-
se contrariar os problemas causados pela abstraccdo, pois torna-se mais facil
privilegiar a compreensdo quando estamos perante problemas com aplicacéo pratica.
Assim, nos ultimos anos diminui-se claramente a importancia do calculo nos
curriculos de Matematica, Mateméatica essa que € apresentada aos alunos
principalmente como Matemética Aplicada.

Esta tendéncia, referida no paragrafo anterior, é notéria por exemplos nas
dificuldades que a maior parte dos alunos tém nos exames de 12° ano, na
interpretacdo dos problemas com aplicacdo pratica a realidade fisica. No entanto,
essa tendéncia néo significa um abandono total da abstraccdo, que seria impossivel e
improprio, apenas minimizando-a procurando aproveitar os seus aspectos benéficos.
A utilizacdo de letras no lugar de nUmeros € o primeiro contacto com a abstraccao e
esse contacto comeca no 2° ciclo. A resolucdo de equagbes, procurando descobrir
guantidades desconhecidas, é a principal nocédo de abstrac¢cdo que os alunos tém ao
completar o ensino secundario. A abstraccdo em Algebra € muito mais. O trabalho
desenvolvido no século XX foi no sentido de utilizar o conceito de isomorfismo para
a resolucdo de problemas o mais gerais possiveis. A abstraccdo a este nivel é sem
duvida a principal causadora das grandes dificuldades nos alunos. Trabalhar com
letras que representam numeros pode ser um choque inicialmente mas qualquer aluno
do 2° ciclo com um estudo médio se adapta ao problema. No entanto introduzir
conceitos de operacdes algébricas satisfazendo determinadas propriedades cujos
operandos podem ser nlUmeros ou quaisquer outros seres, isso sim ja é uma tarefa que

se pode tornar bem complicada.

! Obra constante da bibliografia, [013]



N&o resistimos aqui a incluir uma linhas escritas na Revista Millennium do
Instituto Superior Politécnico de Viseu?:

«As primeiras no¢des do que é uma equagao surgem nos primeiros anos, onde se
estudam as equacdes algébricas dos primeiro e segundo graus. Para la do caracter
formativo de tais conceitos, a verdade € que a grande maioria dos alunos que
prosseguem estudos superiores onde a Matematica continua a ser estudada, ndo mais
voltam a abordar o aperfeicoamento do que vem j& de tras, muito em especial as
equacOes do tipo algébrico, completas e de grau superior ao segundo.»

«E certo que, mesmo ao nivel do ensino secundario, sdo ainda estudados alguns
tipos simples de equacdes trigonométricas, embora os ultimos anos venham
mostrando uma lamentavel tendéncia para uma reducdo perigosa da extensdo do
estudo da Trigonometria.»

«Ora, de um modo extremamente geral, quando se prosseguem estudos superiores,
se se exceptuar o caso do Curso de Licenciatura em matematica, jamais se volta a
tocar nesta problemética, mau grado chegarem mesmo a tratar-se outros tipos de
equacdes, como sao os casos das equacOes diferenciais, das equagdes integrais, ou
das equacOes as diferencas, mas sem que se consiga deixar no aluno uma visao geral
e abrangente da nocéo de equacéo.»

«Em certos casos, infelizmente também hoje em vias de grande minimizacédo, nem
mesmo se vém a frequentar disciplinas de Métodos Numéricos, onde era tradicional
abordar o problema da resolucédo de uma equacdo algébrica de grau inteiro e positivo
gualquer. E a consequéncia desta situacdo € a criacdo de um lastro de
desconhecimento e de ignorancia e, concomitantemente, uma insensibilidade
profunda e perigosa perante a compreensdo do comportamento fenomenoldégico e,
logo, da capacidade para modelar e parametrizar fendmenos correntes.»

«A presenca, no mercado e na vida profissional, de instrumentos de trabalho com
elevada capacidade para a resolucéao veloz e com um grau de exactiddo extremamente
elevado deste tipo de equacdes, faz com que a tendéncia que se refere acima se
acentue, deixando um espodlio, contudo, uma ignorancia grande e uma insensibilidade
profunda dos profissionais desses instrumentos perante o que estdo a tratar e, muitas
vezes, perante os proprios resultados que esses meios potentes vao fornecendo.»

Sem procurar aqui opinides muito conclusivas, pois um estudo deste tipo n&o o

permite, penso que posso, com este trabalho, ganhar sensibilidade para este problema

2 Obra constante da bibliografia, [012]
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e de modo mais sustentado enfrentar as dificuldades, referidas no paragrafo anterior,
ao tentar ensinar Algebra ou outro tema mais abstracto.

Como professora, procuro adquirir, e principalmente fortalecer, conhecimentos
importantes e outra visdo que me permita ensinar este tema, e também a Matematica
em geral, de outro modo com uma perspectiva diferente, alicercada no estudo
historico desenvolvido. No entanto, sendo este tema de grande importancia mesmo
em éareas fora da Matematica posso estar a dar inicio a um caminho atraente de
desenvolvimento posterior deste tema.



Capitulo 1: A Era da Geometria

O conceito de numero esteve sempre associado a Matematica e pode-se considerar
gque a Matematica nasceu com a criacdo dos primeiros simbolos para representar
numeros mas, a resolucdo de equacdes ocupou 0s matematicos de todas as épocas
desde que ha registos historicos. A regidao da Mesopotamia corresponde em grande
parte ao actual lrague e 0s povos mais importantes da Mesopotamia foram os
Sumérios e os Babilonios, tendo o Império Babildnico sido fundado por volta de
1700 a.C. A civilizacdo Egipcia comecou cerca de 3200 a.C. e o seu declinio é por
volta de 1085 a.C. A nossa retrospectiva historica das equacfes comeca nhas
civilizacdes Babilonica e Egipcia.

No entanto, nesses tempos, o trabalho feito para resolver as equacbes e
principalmente o aspecto das mesmas, era muito diferente do actual. Posteriormente,
com o desenvolvimento da civilizacdo Grega, que comecou cerca de 900 a.C., e com
o desenvolvimento dos seus trabalhos em Geometria, as equagdes tinham uma
interpretacdo geomeétrica e até mesmo uma resolucdo geomeétrica.

A partir de 300 d.C. o Império Grego entra em declinio e surgem no Oriente

novos desenvolvimentos matematicos, nomeadamente na resolucao de equacoes.

1.1. Antes dos gregoss3

As mais antigas descobertas matematicas conhecidas sdo do Oriente. Os
M esopotamios registavam-nas em placas de barro que coziam, obtendo dessa forma

uma conservacao excelente. Ja os Egipcios usavam papiro para efectuar os seus

3 Nesta seccdo foram preferencialmente usadas as obra constante da bibliografia, [002], [015] e
[017].
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registos e, apesar de ndo conseguirem tdo boa conservacdo, atingiam uma razoavel
conservacao em climas secos.

A maior parte do conhecimento que se possui actualmente sobre a matemética do
Egipto, antes da civilizacdo Grega, esta em dois papiros: o Papiro de Ahmose, que
contém 85 problemas, e o Papiro de Moscovo, que contém 25 problemas. Ahmose € o
nome do escriba que o copiou por volta de 1650 a.C. Este papiro foi descoberto em
1858 no Templo mortuario de Ramesses || em Tebas, mas devido a este papiro ter
sido comprado por Henry Rhind, que o levou para Inglaterra, actualmente é mais
conhecido por Papiro de Rhind. Rhind morreu em 1863 e 0 papiro juntamente com
outras pecas da sua coleccdo foi comprado pelo Museu Britanico em 1865. Alguns
fragmentos deste papiro foram identificados na coleccdo Egipcia da Sociedade
Historica de New York pelo Britanico Percy Edward Newberry, um Egipciologista,
em 1922. Estes fragmentos foram adquiridos em Luxor pelo americano Edwin Smith
em 1862/63, e foram oferecidos a Sociedade Historica de New York pela sua filha
pela ocasidao da sua morte. Encontram-se agora no Museu de Brooklin. Supde-se que
o Papiro de Moscovo seja cerca de dois séculos mais antigo que o Papiro de Rhind,
de 1890 a.C. Quanto ao conhecimento da matematica da Babilénia ele aumentou
bastante no fim do século XX por terem sido decifradas varias placas de argila.

Os papiros do Egipto d&o-nos informacao sobre o tipo de numeracédo utilizada, o
caracter essencialmente aditivo do calculo e também que ja utilizavam fraccbes. Os
egipcios usavam uma notacdo decimal. A escrita hieroglifica tinha simbolos distintos
para as unidades, dezenas, centenas, etc. Os numeros eram escritos por repeticéo de
simbolos e ndo tinham um simbolo para o zero nem notacdo posicional. As frac¢des

unitarias eram, em geral, indicadas pela colocacéo junto do numero do simbolo ©,
que representava uma boca, mas havia um simbolo especial parao 31, m=.

A maior parte dos problemas tinham motivacdo pratica e estavam relacionados
com o que era o seu dia a dia, isto é, com a sua alimentacdo e a dos seus animais,
com a fabricagcdo e o armazenamento da mesma. Varios problemas utilizavam
unidades de medida similares as categorias de comprimento, area e volume. Muitos
estavam relacionados com a medic¢des de terras e medi¢cOes em arquitectura.

Alguns dos problemas colocados mostram-nos que nesse tempo ja se dedicavam a
resolucdo de equacdes lineares com uma incoégnita. Esses problemas consistiam em
exercicios numéricos envolvendo uma quantidade desconhecida, e por isso
representam uma aproximacao a algebra mais recente. Os simbolos algébricos néo
eram usados e a quantidade desconhecida era designada verbalmente.

11



No Papiro de Rhind, nos problemas numerados por 24, 25, 26 e 27 estavam as
equacOes mais simples. Em todos eles impunha-se que se somasse a incognita uma
fraccdo dela mesma e que desse um determinado numero. De seguida apresentamos,
em notacdo actual, as equacdes correspondentes a estes problemas:

N° 24: x+1ix=19

N°25: x+1x=16

N°26: x+1ix=15

N° 27: x+£x=21

Usando o método actual para resolver o problema N° 27 chegamos a solucéo
x+ix=210 x:3—25. Naguele tempo, e durante muito mais tempo até que fossem

usadas letras para representar os coeficientes, eram indicados os procedimentos para
resolver cada equacdo em particular, embora fosse perceptivel com maior ou menor
dificuldade as suas generalizagcbes. Vamos aqui indicar, usando a notacédo actual,
como procediam para resolver o problema 27, mas o método serve para 0s outros trés
problemas.

Comeca-se por substituir, no primeiro membro, a incégnita por 5, devido ao facto

: C ~ ~ 1.
de termos a quinta parte da incégnita na equacdo. Vem entéo 5+§ 5, obtemos 6 e

isto corresponde a eliminagcdo de denominadores actual. Posteriormente procuramos
como obter 21, o segundo membro da equacdo, como multiplo ndo inteiro de 6. Ora,

6’€%+19:21. Resta-nos multiplicar novamente 5 por esse valor encontrado,
e

29
5 8§+%9:15+g:17+%, portanto 0 Nosso % A solucgéo era apresentada pela soma
e a

de um inteiro por uma fraccdo da unidade, isto &, 17+%. As equacbes mais dificeis

estavam nos problemas numerados por 31, 32, 33 e 34. Por exemplo, «A soma de %,

1 e 1 de uma quantidade, com ela propria da 33. Qual é a quantidade?».
Na nossa notacgéo teriamos:

No 31 x+&Z+1 410233
e3 2 Tg

N° 32: x+8d— +19: 2
e3 4g

12



Ne 33 x+&2+1418=37
e3 2

g
No 34: x+& 419210
e2 4g

A nossa fonte sobre o Papiro de Rhind usa, por exemplo, 3 para representar %

onde o numero 3 representa o denominador e o numero de tracos representa o

numerador. Assim a equacéo do problema N° 31 toma o aspecto x+(§+ 2+ 7)><: 33.

Aceita-se que a matematica na Mesopotamia tenha sido mais evoluida que a do
Egipto. A existéncia de um sistema de numeracao posicional, de base sexagesimal, no
periodo dos Sumérios, permitia-lhes efectuar mais facilmente multiplicacfes e dava-
Ilhes mais habilidade para calcular. Alguns problemas conhecidos dessa época
mostram que resolviam, ndo sO as equacOes lineares, mas também equacbes
quadraticas. Por exemplo, um problema desse tempo pede o lado de um quadrado se a
area menos o lado da 14,30 (em notagdo sexagesimal). Este problema é equivalente a
resolver a equacdo x°- x=870, pois 14" 60'+30" 60°=870. A solucdo apresentada
pelos babilénios é expressa assim: tome a metade de 1, que € 0;30, e multiplique por
0,30 o que déa 0;15; some isto a 14,30, o que da 14,30;15 e que é o quadrado de
29;30, por fim some 0;30 a 29;30 e o resultado é 30 que é o lado do quadrado.

Ja no tempo dos Babilénios as equacbGes quadréticas foram divididas em trés
tipos: x*+ px=q, x*=px+q e x*+q= px havendo exemplos de problemas de qualquer
um dos tipos.

Podemos classificar de surpreendente o modo proposto pelos Babilénios para

resolver equagbes do tipo x*+q= px. Vamos aqui apresentar o método para um caso
geral, portanto sem particularizar os parametros g e p mas, claro, que nessa época

isso nédo se fazia ainda. Eles transformavam a equacdo quadratica num sistema de

IX+y= . 5 . - -
equacoes: i yq P e a orientacdo dada para resolver este sistema tinha os seguintes
TXY=
passos:
+
1°) tomar metade de p: P_xry
2 2
2 4yl
2°) quadrar o resultado: ga_og :89( yo
e2g e 2 g

13



EO ety xy= X +2xy+y° - 4xy _

3°) subtrair g ao resultado obtido: g— -g=¢——~ -

e 2 g 4
_aX- yo2
2

4°) tomar a raiz quadrada do resultado obtido: 1/ —r-g=—

5°) somar o resultado obtido a metade de p: Py aa_og -Qg= Xty X Y =x
2 \&25 2 2

6°) o outro numero procurado é a diferenca deste para p: p- x= (x+ y)- X=Y.

Este método merece ainda um outro comentério a luz dos conhecimentos actuais.

Estamos habituados a resolver a equagdo ax®’+bx+c=0 wusando a formula

- b++/b?- dac . . . - b- Vb?- dac
2a

X= 3 e, se existirem duas solucdes reais, temos X, =
- b++/b%- -
, = b++/b” - 4ac . Determinando a soma destas duas raizes temos X, +X, ——2b =- 9,
2a 2a a
(— b- /b?- 4ac) ( b++/b?- ) dac cC

e determinando o produto temos X~ X, = o o8 2 5'
a’

Assim, para a=1, para resolver a equacédo pode bastar determinar dois nimeros cuja
soma seja o0 simétrico do coeficiente de x e o produto seja o termo independente.

Quantas vezes ja procurdmos que 0S nossos alunos no ensino secundario resolvam,

por exemplo, a equacdo x*- 5x+6=0 procurando dois nimeros cuja soma seja 5 e 0

produto seja 6. De facto, esta equacdo € do tipo x*+q=px e a transformagcdo num

sistema de equac0es feita pelos babildnios corresponde a resolvé-la deste modo.

1.2. Império Grego4

Geralmente aceita-se que a matematica grega comecou o0 seu desenvolvimento

com Tales de Mileto (640-546 a.C.). A evolucdo da matematica grega, e da cultura

* Nesta seccdo foram preferencialmente usadas as obra constante da bibliografia, [002], [017],
[URL5] e [URLS].
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grega em geral, toma caminhos bem distintos de civilizagdes anteriores,
principalmente por haver uma despreocupacdo com questdes bélicas numa parte da
sua sociedade. Isto possibilita uma abordagem diferente e, em particular na
matematica, comecou a haver a preocupacdo em saber o porqué, nascendo assim a
demonstracdo. No entanto, ainda muito longe de se poder falar numa Matemética
Pura, foi natural que houvesse um desenvolvimento da matematica através de
questdes geométricas devido a grande aplicacdo prética. Assim durante muitos
séculos mesmo questdes aritméticas tinham abordagens geométricas.

Durante o século VI a.C. além de Tales outro nome sobressai na matematica
grega, Pitagoras de Samos (569-500 a.C.). Embora se aceite Tales como o “pai” da
matematica grega, a literatura é normalmente cuidadosa e evita apresentar grandes
certezas relativamente ao inicio da civilizacdo grega. Assim, dos famosos Teorema
de Tales e Teorema de Pitagoras conhecemos pouco mais do que lendas e supdem-se
mesmo que o resultado enunciado no Teorema de Pitagoras ja era conhecido do povo
babilonico e a Tales é atribuida a demonstracdo do teorema conhecido com o0 seu
nome embora ndo haja grande certeza disso. A referéncia mais antiga sobre o facto
de Tales efectuar demonstracdes € do século |1, portanto cerca de 1000 anos depois
de Tales, embora se baseiem em escritos do século Ill a.C. Supbe-se também que
Pitagoras estudou equacfes quadraticas e que sabia resolver algumas equacdes deste
tipo baseados em métodos geométricos.

Talvez o maior nome da matemética na civilizacdo grega seja Euclides. Euclides,
nos seus Elementos, apresenta uma resolucdo geométrica para dividir um segmento

de recta em média e extrema razdo. O raciocinio algébrico em Euclides € expresso

totalmente numa forma algébrica. Por exemplo, a expresséo hoje representada por Jx
€ usada como sendo o lado do quadrado de area Xx. Euclides ndo faz raciocinio
algébrico nem numérico. Mesmo para enunciar, por exemplo, que a area de um
tridngulo é igual a metade da base vezes a altura tinha de dizer que é metade da area
de um paralelogramo com a mesma base e situado entre as mesmas paralelas.
Também o teorema de Pitadgoras era uma relacdo entre as areas de trés quadrados e
nao entre os comprimentos dos trés lados de um triangulo.

Nos Elementos, Euclides, tem uma teoria de equacdes quadraticas mas toda ela
expressa no que se costuma designar actualmente por aplicacdes das areas. A
proposicdo XI, do livro II, tem aproximadamente este enunciado: «dividir uma linha
recta de sorte que o rectangulo de toda e de uma parte seja igual ao quadrado da

outra parte», isto €, dado um segmento de recta [AB] determinar um ponto X nesse
15



segmento de modo que AB’ AX =XB . Note-se que a determinacdo deste ponto

corresponde a resolver uma equacdo quadrética. De facto, fazendo a=AB e sendo X

uma das partes, por exemplo x=XB, resulta AB° AX =XB" U afa- x)=x0 x®+ax=a’

embora, na época, ndo se trabalhasse com nimeros negativos e sdo eram consideradas

essas mesmas solucdes.

Apresentemos o método de Euclides. Seja [AB] 0 segmento de recta dado:

A B

Comecamos por desenhar o quadrado [ABDC]:

A B

c D

De seguida marcamos o ponto médio do segmento [AC], E, que uniremos com B.

A B A
E? E
C D C

B

D

Seguidamente, marcamos o ponto F narecta AC de modo que EF =EB:
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De seguida desenha-se o quadrado [AFGX]:
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O ponto X divide o segmento [AB] do modo pretendido, portanto, de modo que

Z[3l
I
5z

Suponhamos agora que queriamos resolver a equagdo x*+ px=¢. Sabemos que

isso equivale a resolver a equagéo 8%(
e a

ainda, x=

2

b
4

.2 2
+PO =P g, ouseja x+
2 4

+q - B. V ejamos entdo 0s passos geomeétricos para construir a solucéo

Consideremos que séo dados os comprimentos p, g e a unidade u.

° p
A B
o g )
C D
o———
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Comecemos por considerar duas rectas, r € s, com um ponto comum, O, e sobre

r marcar um ponto M tal que O_Mzg.

-

Consideremos agora dois pontos, P e Q, sobre s de modo que OP=u e P_Q:B.

Unimos P com M e traca-se uma paralela a PM passando por Q, que define o ponto

N na sua interseccdo com arecta r.

- - __ b.P
- 2
Sabemos que — ==Q logo MN = M_P =2 2-P  vamos marcar agora na
oM N oP u 4
— p2 _
recta r um ponto R tal que MR:%+q, portanto de modo que NR=q.
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Temos agora de determinar a raiz quadrada de IOT+q. Para isso marcamos um

ponto S em r de modo que RS=u.

De seguida desenhamos a circunferéncia de diametro [MS].
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Pelo ponto R tracamos uma perpendicular a r, que intersecta a circunferéncia

num ponto, que designaremos por T .
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Como B MTS é um angulo inscrito numa semi-circunferéncia entéo MTS =90°
sendo [MS] a hipotenusa do triangulo rectangulo [MTS| logo, MS’ =MT +TS" 0 *,
como [MT] € a hipotenusa do triangulo rectangulo [MRT] e [TS] € a hipotenusa do
triangulo  rectangulo  [RT], *UO (WHR_S)2 =MR +RT +RT +RS' U (WHl)Z =

2

—2 —2 N —2  — —2 — " — \/: " — p
=MR +2RT +1U MR +2MR+1=MR +2RT +1U RT =vMR U RT = T+q.

Vamos agora tracar uma circunferéncia centrada no ponto R com raio igual ao

segmento [PQ], circunferéncia essa que intersecta RT no ponto X.

Relembrando que P :g e RT= I%+q resulta XT = —+q-g e tomamos
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1.3. Orientes

Depois da época aurea do império grego vem a ocupacado romana e a absorcao da
cultura grega. O Império Romano estava naturalmente dividido em duas partes,
Ocidental e Oriental, usando-se na parte Ocidental muito trabalho feito por escravos.
Aceita-se que este facto tenha influenciado o desenvolvimento cultural pois os donos
dos escravos ndo se interessavam por grandes descobertas técnicas. Assim foi no
Oriente que mais se desenvolveu a ciéncia em geral e também a matematica, em
particular. Assim, a partir do século V e durante varios séculos, sdo arabes e hindus
0s principais matematicos. Os mais conhecidos sdo Aryabhata e Brahmagupta na
primeira metade da Idade Média. Aryabhata (476-?) foi um poeta, matematico e
astronomo hindu, autor da obra «Aryabhatiya» escrita em verso em 499. Por volta de
1150, Bhaskara retoma o trabalho de Brahmagupta na resolugdo de equacdes do
primeiro grau e, nas equagbes do segundo grau alguma literatura indica que se
comeca a apresentar solucdes negativas. Relativamente a equagdo x°- 45x =250
apresenta as solucdes x=50 e x=-5 embora ainda tenha dividas quanto a validade
da solucéo negativa. Na obra de Bhaskara (1150) enuncia-se uma regra hindu para a

resolucdo de equagbes quadraticas, regra talvez enunciada em primeiro lugar por
outro matematico hindu, Sridhara (1025). Dada a equagdo ax®+bx=c, multiplicando

ambos 0s membros por 4a vem, 4a’+4abx=4ac, depois somando a ambos o0s

membros o quadrado do coeficiente da quantidade desconhecida vem,

4a°x? + 4abx +b® =4ac +b?, ou seja, (2ax+b)* =4ac+b?, extraindo a raiz quadrada vem,

2ax+b=+/4ac+b® e transformamos a equacdo quadratica numa equacdo do primeiro
grau. Talvez seja esta regra que faz com que alguma literatura brasileira apresente a
nossa formula actual para resolver equacdes do segundo grau como a férmula de
Bhaskara. Parece que isso ndo € habito em mais lado nenhum e parece também
desajustado fazé-lo. De facto, «regra» de Bhaskara néo ficaria muito mal mas,
«férmula» de Bhaskara ndo € adequado pois nesse tempo sO se usavam letras para
representar as incognitas, ainda ndo se usavam letras para representar os coeficientes
para poder fazer uma abordagem geral ao ponto de procurar uma féormula resolvente

para equacdes quadraticas.

° Nesta seccdo foram preferencialmente usadas as obra constante da bibliografia, [002], [017],
[URL1], [URL2] e [URLA4].
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No inicio do século 9, o Califa Al Mamum, recebeu através de um sonho, no qual
teria sido visitado por Aristételes, a instrucdo de fundar um centro de pesquisa e
divulgacgao cientifica. Assim foi fundada a casa de Sabedoria, em Bagdad, hoje
capital do Iraque, nas margens do rio Tigre. A convite do Califa, nela estabeleceu-se
Al-Khwarizmi, juntamente com outros matematicas do mundo arabe. Al-Khwarizmi
escreveu um tratado popular sobre equacdes, chamado Hisabal-jabr wa al mugabal ah,
ou seja, o livro da Restauracdo e Balanceamento. Al-Khwarismi introduziu conceitos
que simplificaram a algebra das equacdes do 2° grau. O seu método de resolucédo de
equacdes do 2° grau € inspirado na interpretacdo de numeros como segmentos,
introduzida por Euclides. Al-khwarismi também popularizou o sistema de
representacdo decimal posicional dos niumeros inteiros, criado pelos hindus, hoje de
uso corrente. De Al-khwarismi derivam as palavras algarismo e algoritmo, ambas
latinizacdes de Al-Khwarismi. Do termo al-jabr, que significa restauracéo, deriva-se
a palavra éalgebra! O tremo al-muqabalah, que significa oposi¢cdo ou balanceamento, é
0 que hoje entendemos como cancelamento. Por exemplo, dada a equacédo
x> +3x- 2=3x+4 a al-jabr da-nos x*+3x=3x+4+2 enquanto que a mugabalah cancela
o termo 3x, dando x*=6.

Al-khwarismi apresenta dois métodos geométricos de resolucédo de equacdes do 2°
grau. No seu tratado, ndo faz uso de nota¢cbes simbdlicas e as suas equacOes s&o
escritas no estilo retorico, isto é, sem o emprego de simbolos. Como exemplo de
aplicacédo do 1° método de Al-khwarismi consideremos a equacao:

x*+10x = 39

Primeiramente, a equacdo € escrita na forma
. 5,
X2+4 E x=39

gue geometricamente pode ser representada para figura abaixo.
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O completamento do quadrado € realizado, resultando na equacdo equivalente

2+ 4" 2x+d’ 8659 =39+4 S@
2 e2g 2g
X
5
2
5
2

=39+25
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Algebricamente

.. .2 2
X2 +4 _9x+4>€§9 =39+4822
e2g €29 e2g

porém geometricamente,
(x+5)° =39+ 25= 64

dai, Al-khwarismi deduz que x+5=+/64 =8. Chega-se entdo a solugcdo x=8- 5=3.
Para Al-Khwarismi, gquantidades negativas ndo tinham sentido. No seu método, a

solucdo x=-8- 5=-13 ndo aparece. Podemos no entanto, usar o método geométrico
de Al-Khwarismi como um guia para completar quadrados e, no final, esquecé-lo,
deduzindo também eventuais solucfes negativas da equagéo.

No 2° método de Al-Khwarismi, mais simples, a equacdo € escrita na forma

x? +5x+5x =39
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X X = 39+25

Completando entdo essa soma de areas com a area de um quadrado de lado 5,
portanto de area 25, obtém-se x?+5x+5x+52=39+5?, logo (x+5)° =39+ 25=64, entéo

Xx+5=8, ou seja x=3.

1.4. A Europano fim da Ildade Média®

Durante a expansdao e dominio do Império Romano na Europa o interesse pela
Matematica foi muito reduzido e ndo existem grandes marcos historicos a registar
nessa area. A partir do século XII com a expanséo iniciada pelas civilizacfes cristas
aumentou o contacto com as culturas arabes e isso possibilitou a aquisicdo de
conhecimentos matematicos até aqui desconhecidos dos povos europeus. A traducao
do livro, «Hisab al-jabr wal-mugabala», de al-Khowarazmi (780-850) do &rabe para o
latim pode ser tomada como o inicio da algebra na Europa. As mais importantes
cidades em termos de comércio com o oriente foram, naturalmente, o local onde
surgiram 0s principais matematicos e as principais descobertas da época. Génova,
Pisa, Mildo, Florenca e Veneza foram, em lItalia, os grandes centros comerciais e
onde apareceram, em relativamente pouco tempo, muitos matematicos a produzir

trabalho importante no dominio da resolucédo de equacdes.

® Nesta seccdo foram preferencialmente usadas as obra constante da bibliografia, [002], [005],
[007], [014] e [017].
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Leonardo de Pisa (1170-1250) mais conhecido por Fibonacci viajou pelo Oriente
na sua actividade como mercador e consequéncia dos conhecimentos adquiridos
escreveu o seu livro mais famoso, «Liber Abaci» em 1202. A principal virtude deste
livro € o seu contributo para a introducdo do sistema de numeracdo arabe que
acabaria por substituir o sistema de numeracdo romano. No entanto, foca também
guestdes relacionadas com equacdes do 2° e 3° grau apresentando o que aprendeu
com autores arabes mas em alguns casos também tecendo comentarios originais. Por
exemplo, Fibonacci estudou a equagdo x°+2x*+10x =20 e calculou uma aproximacgao
da solucdo real embora ndo se saiba qual o método usado para a encontrar. Nessa
aproximacdo calculou seis casas sexagesimais e exprimindo-a em fraccéo

. 2 7 42 33, 4 40
sexagesimal vem 1+ —+—+—+—+—+—.
60 60 60° 60" 60° 60

1.4.1. A descoberta da solucédo de equacfes do 3° grau

A queda de Constantinopla, em 1453, terminou com o Império Bizantino e trouxe
muitos sabios gregos as cidades ocidentais. Com eles criou-se um enorme interesse
pela cultura grega e durante muitos anos 0s matematicos ocidentais estudaram,
embora sem a desenvolver, a matematica dos gregos, traduziram-se muitas obras e a
invencdo da imprensa por volta de 1450 teve também um papel estimulador pois
facilitava a publicagéo dos trabalhos.

A grande novidade vem com a criacdo de uma teoria sobre a resolucédo de
equacles do terceiro grau, as equacdes cubicas. Scipio del Ferro (1465-1526) nao
tinha por habito deixar os seus trabalhos escritos e apenas comunicava as suas
descobertas a um pequeno numero de amigos e alunos. Possuia, no entanto, um
pequeno livro de apontamentos que deixou ao seu filho quando morreu. (escrever
aqui o que se supde que del Ferro conseguiu resolver) Niccolo Fontana (1500-1557),
conhecido por Tartaglia, aparentemente sem conhecer o método de del Ferro
descobriu também como resolver as equacfes cubicas e apenas tornou publico quais
as solucbes e ndo o método que levava a essas solugcbes. Mas Tartaglia acabou por
comunicar esse método a um seu amigo Gerolamo Cardano (1501-1576) pedindo-lhe
gue guardasse segredo. Cardano concordou mas ao tomar conhecimento do livro de
apontamentos de del Ferro e descobrindo que Tartaglia ndo tinha sido o primeiro a
descobrir como resolver equacdes cubicas resolve tornar pablico o método. Sai entéo
em 1545 o seu livro Ars Magha, um marco na histéria da matematica. Para os
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contemporaneos de Cardano este livro significava uma ruptura no campo da
matematica, exibindo e publicitando pela primeira vez os principios para a resolucéo
das equacdes cubicas e também as equagfes do 4° grau, as biquadraticas, dando as
raizes como expressdes formadas por radicais, de forma similar ao método que era
usado, na altura, para as equacdes do segundo grau. Cardano né&o reivindica para si
estas duas novidades e apresenta os nhomes dos seus descobridores: Scipio del Ferro
para as cubicas e Ludovico Ferrari (1522-1565) para as biquadraticas. Estas
descobertas possibilitaram-lhe criar uma teoria geral que engloba todos o0s casos,
casos esses produzidos pela necessidade de separar os argumentos para numeros
positivos e negativos e por ndo possuir uma adequada notacdo algébrica. Era costume
trabalhar apenas algumas das solucdes mas neste trabalho aparece ainda algo de
novo: a clara aceitacdo da existéncia de solu¢cbes mais tarde chamadas imaginérias.
Elas aparecem como consequéncia necessaria das formulas e ele ndo as ignora, como
era costume dos autores anteriores, pelo contréario constroi exemplos que mostram a
necessidade de trabalhar com essas raizes imaginarias. Cardano complica as suas
demonstracdes por se basear em argumentos geométricos, utilizando o raciocinio de
Euclides, o que actualmente ndo é necessario. No entanto, como dissemos, vivia-se
uma época de veneracdo da matemética grega e dos Elementos de Euclides em
particular. A solucdo geométrica das equacbes do 2° grau, segundo Euclides,
baseava-se na construcdo de um quadrado e, a proposta de resolucédo de equacdes do
3° grau deveria ser baseada na constru¢cdo de um cubo mas, para grau superior deixa
de haver representacdo geométrica. E curioso notar que Cardano sentia que ndo havia

ligagdo entre isso e o facto de o espago ser a trés dimensoes.

1.4.2. O contributo portugués

Pedro Nunes (1502-1578) nasceu em Alcacer do Sal, ele proprio o declara na sua
obra Opera quae complectuntur, quando afirma ”... anno Domini 1502 quo ego natus
sum ...” (Pedro Nunes citado por Fontoura da Costa, 1969) viveu em pleno apogeu
dos Descobrimentos Portugueses e foi uma referéncia na Europa como matematico e
homem de ciéncia. Na sua obra, reflexo da época histérica em que viveu,
desenvolveu solucdes para diversos problemas inerentes a Arte de Navegar, tendo
dado um valioso contributo para a Nautica Astrondmica, facto reconhecido mesmo

pel os seus criticos.
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Em 1522, estuda na Universidade de Salamanca, de onde sai licenciado em Artes.
No ano seguinte (1523), casa com D. Guiomar Areas, donde nasceram seis filhos:
Apolonio, Briolanja, Francisca, Isabel, Guimoar e Pedro. Neste mesmo ano concluiu
0 grau de bacharel médico.

Em 1529 foi nomeado, por D. Jodo Ill, cosmografo do reino e em 1547
cosmografo-mor do reino. De 1530 a 1533 ensinou, na Universidade de Lisboa,
disciplinas como Filosofia, Légica e Medicina, mas cedo abandonou estas disciplinas
para se dedicar a Matematica, Fisica e Néautica. Foi nomeado professor de
Matematica e Astronomia na Universidade de Coimbra, em 1544, instituicdo que
desfrutava de uma boa reputacdo na Europa e ai ministrou ensinamentos de
Elementos de Geometria de Euclides, Aritmética, Cosmografia, Mecéanica de
Aristoteles e parte da obra Almajesto de Ptolomeu.

Em 21 de Outubro de 1557, o rei escreveu uma carta dirigida ao reitor da
Universidade de Coimbra, onde avisava que Pedro Nunes se devia ausentar, durante
trés ou quatro anos, da sua cadeira na universidade a partir de 10 de Janeiro de 1558,
para se dedicar exclusivamente aos seus deveres de cosmoégrafo-mor. Esta missiva
ndo foi recebida pacificamente, uma vez que a carta impunha a universidade o
pagamento, durante o tempo de auséncia, de oitenta mil reais (dos cem mil do
salario). Pedro Nunes também estava consciente que esta interrupcdo lectiva podia
levantar a sua jubilacdo, uma vez que, para atingir esse objectivo, era necessario
reger vinte anos seguidos, ndo podendo parar por um periodo superior a um ano. Esta
polémica esta amplamente explicada e documentada em Homens de outros Tempos
(T. Carvalho, 1924).

Em 1537, obtém autorizacdo do rei para mandar imprimir todas as obras que
tivesse feito. A obra de Pedro Nunes € composta por traducBes anotadas e textos
originais. Publica em lingua portuguesa a importante obra Tratado da Sphera, a qual
foi dedicada ao Infante D. Luis e foi impressa em Lisboa na oficina de Germéo
Galharde. Este tratado integrava trés obras traduzidas do latim:

Tratado da Esfera do monge inglés Sacrobosco

Teoria do Sol e da Lua de Purbachio

Livro | da Geografia de Ptolomeu
gue enriqueceu com observacdes da sua autoria e duas obras originais:

Tratado em defensam da carta de marear, onde Pedro Nunes definiu condicdes
para a construcdo de mapas, apresentou o0 processo para determinar a declinacéo

magnética, apoiado em observacfes solares, bastante utilizado na navegacao do séc.
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XV, e o processo para determinagao de latitudes baseado nas alturas extrameridianas
do Sol.

Tratado sobre certas duvidas de navegacdo que contém respostas dadas a duvidas
colocadas por Martim Afonso de Sousa, em 1533, aquando do seu regresso de uma
viagem ao Brasil. Pedro Nunes ocupa-se das célebres linhas de rumo, luxodromias,
gue vieram a ter grande reflexo na Cartografia.

Os originais sao:

De Crepusculis, considerada a sua obra-prima, foi publicada em latim, em 1542 e
dedicada ao Rei D. Jodo Ill. E um tratado de astronomia esférica. Estuda o problema
da variacdo da duracdo do crepusculo em funcdo da latitude do lugar e da declinacgéo
do sol. Numa época em que a analise mateméatica era desconhecida, Pedro Nunes
resolve o problema do menor crepisculo por processos engenhosos. E neste livro que
Pedro Nunes propde construir um instrumento que seja muito apropriado as
observagdes dos astros, e com o0 qual se possam determinar rigorosamente as
respectivas alturas. Este instrumento foi designado por nénio ou nonius.

De Erratis Orontii Finaei, esta obra foi publicada em Coimbra no ano de 1546.
Pedro Nunes refuta os erros que Ordncio Fineu cometeu quando considerou ter
resolvido cinco importantes problemas mateméticos, na sua obra O Quadratura
Circuli em 1543, Oréncio Fineu era lente de Mateméaticas no Colégio real de Paris e
Pedro Nunes ocupava cargo idéntico na Universidade de Coimbra.

Pedro Nunes, para além da refutacdo das posicOes defendidas por Ordncio Fineu,
aborda, nesta obra, a descoberta de Platdo para achar os dois meios proporcionais e
duplicar o cubo, a demonstragcdo que Arquimedes fez acerca da razdo entre a
circunferéncia e o seu diametro, a explicacdo das defini¢cbes do livro V dos
Elementos de Euclides e a razdo porque a partir do movimento da Lua se conclui a
diferenca de longitude dos lugares. Trata a constru¢cdo e uso do reldgio nocturno,
vertical e horizontal que foram mal concebidos por Oréncio Fineu.

Libro de Algebra en Arithmeticay Geometria, publicado em 1567, em castelhano,
em Anvers e € dedicada ao Cardeal Infante D. Henrique. Trata com rigor assuntos
exclusivamente dedicados a Algebra — resolucdo de equacdes do primeiro e segundo
grau, reducdo ao segundo grau de equacOes de grau superior, operacbes com
polinémios, etc.

Pedro Nunes refere outros trabalhos que se julgam perdidos. Passamos a cita-10o:

“Em breve como esperamos, sairdo a publico outros opuUsculos nossos

designadamente: Do astrolébio, tratado demonstrativo; Dos triangulos esferais; Do
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planisfério geométrico; Da proporcdo ao V de Euclides; Do tracado das pomas para a
arte de navegar, e alguns outros que actualmente preparamos.” (Pedro Nunes, 1943,
723).

Pedro Nunes trabalhou de uma forma muito estreita com os navegadores e pilotos,
preocupado que estava em resolver problemas que estes sentiam na nhavegacao
sugeriu-lhes técnicas de observacdo, criou instrumentos de medicdo da altura dos
astros ou de medicdo da declinagdo magnética. No entanto, foi alvo de severas
criticas por parte de alguns deles. Segundo Pedro Nunes os marinheiros néo lhe
perdoavam o facto de, sem nunca ter navegado, intervir nos problemas da nautica,
reformulando as solucgdes por eles protagonizadas, interrogando-se sobre a validade
das praticas seguidas.

A sua vasta formacdo tedrica e preocupacdo com o rigor das medicdes
incentivaram-no a inventar varios instrumentos astronémicos e métodos graficos para
a resolucédo de alguns problemas. Real¢camos o anel nautico, o instrumento jacente no
plano (mais tarde designado por instrumento de sombras por D. Jodo de Castro), o
nonio e a determinagao grafica da declinagdo do Sol. Os dois primeiros, conforme o
sentido da graduacdo, permitiam determinar a altura ou a distancia zenital do Sol ou
de outras estrelas, o terceiro, quando adaptado ao astrolabio ou quadrante, permitia
medir fraccdes do grau e dava com maior rigor a altura de uma estrela, e o quarto
permitia conhecer a declinacdo do Sol ao longo do ano sem recorrer as tabuas
solares.

Alguns destes instrumentos foram experimentados com éxito por D. Jodo de
Castro nas suas viagens a Goa e ao Mar Vermelho que, perante resultados tao
satisfatorios, ndo se cansou de elogiar o mestre segundo descreve na sua obra Roteiro
de Lisboa a Goa. D. Jodo de Castro deu ai noticia da utilizagcdo de dois instrumentos
de sombra com diferentes finalidades: um deles permitia calcular a declinacdo da
agulha magnética e o outro permitia medir a altura do Sol a toda a hora.

As dificuldades sentidas na época pelo atraso da técnica levavam a que a menor
divisdo na graduacdo dos instrumentos nauticos ndo fosse para além de um grau, ou
excepcionalmente, de meio grau. Assim, os calculos eram feitos por estimativa o que
tornava a navegacao incerta (muitos foram os naufragios), pois cometiam-se erros na
determinacdo da latitude que produziam erros de dezenas de quilémetros nas
distancias a percorrer. Nao consideramos aqui os erros de navegacao resultantes do
cédlculo da longitude uma vez que o problema de determinacdo desta coordenada

geografica persistiu até ao séc. XVIII, quando Jorna Charritos, ja na segunda metade

32



deste século, construiu um relégio nautico cujas oscilacdes, por dia, eram da ordem
de alguns segundos.

Com a criacdo do noénio, Pedro Nunes permitiu que se abandonasse a leitura por
estimativa cujo resultado dependia do critério do medidor e fosse possivel fazer
leituras precisas de fraccdo do grau. Pedro Nunes refere o nénio na Proposicao Il do
seu livro De Crepusculis, em 1542, de enunciado: um instrumento que seja muito
apropriado as observacbes dos astros, e com o0 qual se possam determinar
rigorosamente as respectivas alturas.

O nonio por ele concebido foi adaptado e utilizado na construcdo de dois grandes
quadrantes pelo astronomo Tacho Brade (1546 - 1601) que tinha uma grande
preocupacdo em fazer observacdes astrondmicas sistematicas e com muito rigor.
Tacho Brade convidou Kaiser (1571 - 1630) para trabalhar com ele e legou-lhe o seu
patrimoénio. Deste modo, Kaiser pdde analisar as divergéncias entre as posi¢coes
observadas e as previsfes tedricas, o que lhe permitiu, em 1604, publicar as duas
primeiras leis referentes ao movimento dos planetas. Ultrapassado que estava o
problema de medi¢do rigorosa de grandezas e do seu registo sistematico, foi possivel
0 aparecimento de novas leis e dar um novo rumo a Ciéncia.

Pedro Nunes foi um homem que interligou a observacdo e a teoria, a ciéncia e a
técnica e, neste ano de 2002 em que se comemora o0 V centenario do seu nascimento,
a melhor homenagem que |he podemos prestar € divulgar a sua obra cientifica, &
estudar e discutir problemas tedricos que ocuparam a sua mente, é aprender a

construir e a manusear 0s instrumentos por ele inventados.

Pedro Nunes considera cinco conjugacOes diferentes de equacdes de 2° grau.
Naquele tempo chamava-se «coisa» a incognita, «censo» a incognita quando elevada
ao quadrado e «numero» ao que hoje chamamos termo independente. Assim as

conjugacdes de Pedro Nunes eram designadas por:

1. censos iguais a coisas: ax® = bx
2. Censos iguais a nimero: ax?=c
3. Censo mais coisas iguais a nimero: x*+bx=c
4. coisas mais nimero iguais a censo: bx+c = x?
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5. censo mais nlimero iguais a coisas: x°+c = bx
Para cada conjugacao apresenta uma regra pratica de resolucéo:

Primeira conjugacao:
Dividimos o coeficiente de x* pelo coeficiente de x. O resultado sera o termo

independente.

Exemplo:
ax® =bx

b
X=—
a

Segunda conjugacéo:
Dividimos o termo independente pelo coeficiente de x*. A raiz do resultado sera

o coeficiente de Xx.

Exemplo:

ax? =

\F
X=_|=
a

Terceira conjugacao:

“Quando um censo e as coisas sao iguais a numero, multiplicaremos a metade do
numero das coisas em si mesma, criando quadrado, e a este quadrado juntaremos o
numero proposto, e de toda a soma tomaremos a raiz. Da qual raiz tiraremos a metade
do numero das coisas, e ficara manifesto o valor da coisa.”, isto &, determinamos o
guadrado da metade do coeficiente de x. A este resultado somamos o termo
independente e determinamos a raiz da soma. A raiz da soma subtraimos a metade do

coeficiente de x. A solucdo da equacédo sera o resultado da diferenca anterior.

Exemplo:
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Quarta conjugacéo:
Determinamos o quadrado da metade do coeficiente de Xx. Ao resultado somamos
o termo independente e calculamos a sua raiz. A solucdo da equacdo serd a soma do

ultimo resultado com a metade do coeficiente de X.

Exemplo:

bx+c = x?

Quinta conjugacéao:
Determinamos o quadrado da metade do coeficiente de x. Ao resultado
subtraimos o termo independente e determinamos a sua raiz. A solucdo da equacao

sera a soma do ultimo resultado com a metade do coeficiente de X.

Exemplo:

x? + ¢ = bx
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x= [20 .0
825 2

Pedro Nunes apresenta, no seu trabalho, demonstracdes geométricas das regras
préaticas aplicadas.

Primeiro caso: ax® =bx

Consideremos a equagéo 3x= x°

Se trés raizes sao iguais ao seu quadrado é necessario que cada uma delas valha 3
porque 3 raizes 3 vezes fazem o seu quadrado que € 9.

A B

D C
O quadrado [ABCD] € composto por 3 raizes que sdo 0S recténgulos[ADEF],

[FEGH]e [HGCH].
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D E G C

Partindo depois cada um dos rectangulos em 3 partes iguais, fica o quadrado

[ABCD] partido em 9 quadrados pequenos, que sao as unidades.

A F H B

D £ G C
Como 3 raizes sao iguais ao quadrado, cada um tem 3 unidades.

Segundo caso: x*+bx=c

Sobre o segmento [AC] temos o quadrado [ACDE] e sobre o segmento [BC]o

quadrado [BCGF] de lado Xx.
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A B C

Prolonguemos o0s segmentos [BF] e [FG]que se intersectam com os lados do

guadrado [ACDE] no ponto Y e no ponto H, respectivamente.

A B C

Os rectangulos [ABFH] e [FGDY] séo iguais.
Consideremos HB:% , isto é, metade do coeficiente de Xx.

A soma das &reas dos dois rectangulos com a area do quadrado [BCGF] € igual ao

termo independente ¢ gexz + ng =c2.
e

2
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Se juntarmos a area do quadrado [EYFH] resulta o quadrado completo

> .2 -2 4
2422y + 89 -, 300
&, Ty

O lado [BC]seré araiz do quadrado [BCGF], agora conhecido

Q.l. F Y R PR PR DI PR P He

Terceiro Caso bx+c =x?

Seja [ABCD] 0 quadrado de lado x.

Sobre [AB] marquemos 0 segmento [AE] de comprimento b
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40

Note-se que o rectangulo [AEFD] tem area bx, logo o rectangulo [EBCF] tem area

B

Seja P o ponto médio de [AE], entéo o quadrado [PEOS] tem area ¢
eco



Somemos a este a area do rectangulo [EBCF], c. Repare-se que a soma destas duas

.2
areas é igual a area do quadrado [PBTR], logo @:1@%9 +C.
2

Resulta entdo que

AP+PB=x0
2
084 20,y , como pretendiamos.
2 \&25
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Quarto Caso x*+c=bx

Consideremos o quadrado [ABPS] de lado b.

Entdo AB=b. Marquemos C em [AB] de tal modo que este seja 0 seu ponto médio.

P s
b
b
2
A C B
Entao A_C:C_B:%. Marquemos, agora o ponto D em [AB] de tal modo que

DB <CB e admitamos que DB = x

42



A C D X B

Tracemos o segmento [DT] paralelo ao lado [BS] e 0 segmento [FG] paralelo ao

lado [AB] :

Desta forma obtemos o rectangulo [ABFG] de area bx e o quadrado[DBFE] de

area x°.
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-
P S
b
E F
b X
2
A C D X B

Se somarmos as areas do rectangulo [ADEG] e do quadrado [DBEF] obtemos a area do

guadrado [ABFG], isto €, bx. Logo podemos concluir que a area do recténgulo[ADEG]

éc.
T
P s
G E F
X
A b C D X B

.2

Construamos o quadrado [CBKY]. Este quadrado tem éarea %9 :
ecg
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Y
K
G E F
X
A b ¢ D X B

Consideremos R o ponto de intersec¢do dos segmentos [GF] com [CY], eO o

ponto de intersecgdo dos segmentos [TD] com [KY].

.
P s
Y |O
K
G E F
R
X
A b ¢ D x B
2

Note-se que a area do rectangulo [ADEG] € igual a area do poligono [CBKOER],

e que a area do quadrado [REOY] e %
e

2
-xg. Temos entao:

gue € c,
ACBKY]- AICBKYR]= AREQY], isto &,

.2 2
3@9 - 028@- x2 0
e2g e2 g
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Yo .

, como pretendiamos.

b
+—

—=-C
29

U x=

“o
Boo

2
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Capitulo 2: A Era das Variaveis

Na introducdo historica falamos de varios matematicos italianos que estudaram
métodos para resolver equagdes polinomiais e do grande interesse despertado por
esse estudo ao longo de determinada época. Quando esse estudo foi feito ndo se
trabalhava com os numeros negativos do mesmo modo que actualmente e ainda menos
com numeros complexos. Alias, como foi visto, os numeros complexos aparecem
como consequéncia deste mesmo estudo. Assim nos paragrafos que se seguem vou
expor as ideias e os métodos base dessas técnicas embora usando as notacfes actuais
e orientando a exposicao para objectivos actuais, no sentido de dar uma percepcéo da

evolucéo de tratamento ao longo dos tempos.

2.1. Equacbes do 2° Grau

Considerando um polindmio genérico do 2° grau, ax’+bx+c, pretende-se
determinar todos o0s seu zeros, ou seja, resolver a equagdo ax’+bx+c=0.

Considerando os coeficientes pertencendo ao conjunto dos nameros reais, R, e at 0

.2 2 9 2 2
vem ax?+bx+c=00 adx’ 24058 c=00 aa%%(+£9 -—b2?+CZOU a€§<+£9 =D
e a g 2ag P & 2ag 4a
’ 2
U §(+—9 ——b 4aCU X+£:+ —b LZI-aCA X:-_+ 4aC :-bi b® - 4ac
g 2ag 4a? 2a | 4a 2a 2|a| 2a

As equivaléncias anteriores merecem 0S seguintes comentérios. Foram usadas

determinadas propriedades que sabemos serem validas em R sem preocupacdo, por
agora, da sua fundamentacao. Ao aparecer Ja? escrevemos |4, no entanto, atendendo
a que temos o sinal + antes da fraccdo , portanto duas solucdes, o facto de ter |a|
apenas trocaria + por ¥ no caso de a<0. Assim podemos considerar a no lugar de

|d. O ultimo comentério tem a ver com o significado do simbolo/ no caso de
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b® - 4ac<0. Se quisermos considerar todas as raizes da equacdo, reais e imaginarias,
poderemos considerar que o simbolo Jz representa todos os numeros complexos w
tais que w* =z. Deste modo o sinal + antes da raiz deixa de ser necessario e temos

uma férmula que nos apresenta todas as raizes complexas da equacdo ax’+bx+c=0,
com coeficientes reais:
w= b++/b? - 4ac
2a

Considere-se agora o0 caso em que os coeficientes podem ser numeros

imaginarios, portanto ax’+bx+c=0 com a,b,cl C e a! 0. Repetindo 0s passos

anteriores, justificados por propriedades também validas em C temos,

.2 2 2 >
ax’+bx+c=0U0 g§(+£9 _b '4300 x+£: /b '4aCU x:-£+ b -4ac.
& 2ag 4a* 2a 4a° 2a \| 2a

Novamente aqui Jz representa todas as raizes quadradas de z. No entanto, néo
podemos agora substituir va® por |a| Vejamos entdo como proceder. Determinar

todas as raizes quadradas de a® é determinar todos 0s nimeros complexos w tais que
W’ =a’. Por propriedades também vélidas em C vem,

w?=a?(0 w?-a?=00 (w- afw+a)=00 w=aUw=-a. Podemos entdo escrever

b +/b%- 4ac

X=-—+———"_Vem entdo a férmula

2a +2a
- b++/b?- 4ac

2a

ax’+bx+c=0U x=

onde, se quisermos, b’ - 4ac pode representar apenas uma das raizes quadradas, n&o

importa qual, no caso de b”-4ac<0. Temos entdo estabelecida uma formula valida
tanto para coeficientes reais como no caso mais geral para coeficientes complexos,

fornecendo-nos todas as raizes complexas da equacéo.

2.2. EquacOes do 3° Grau

Na introducdo histérica focAmos um método para resolver equacdes do 3° grau

gue ficou conhecido por método de Cardano-Tartaglia. Este método aplica-se a
equacBes do 3° grau que possam ser escritas na forma x*+ px+q=0. Acontece que
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todas as equacdes do 3° grau podem ser reduzidas a uma equagcdo da forma

x® + px+q=0. E este processo que vamos ver em primeiro lugar.

2.2.1. Reduc¢do a forma candnica

Consideremos a equacgdo ax®+bx*+cx+d =0, com coeficientes reais e at 0. Ora,

~ b c_,do .
ax® +bx*+cx+d =00 afées‘<3+—x2 +E2x+2%2=0. 0 gue se pretende € fazer uma mudanca
e a a ag
de variavel de modo que nessa nova variavel se obtenha uma equacédo na forma vista

atras, isto é, sem termo do segundo grau. Fazendo entdo x=y+h vamos descobrir h

tal que se verifigue 0 pretendido. Temos,
C+lyz i Cyd (y+hf+ E(y+ h)? +E(y+ h)+g = y® +3y?h+3yh? + h® +E(y2 +
a a a a a a a

d bo 2b co b C do
tovhth2)+ Sy e Che g o e BB+ 22 4 82 P S e & + 212+ 1+ 28 0 nosso
y ) 2t Ta Y 8 agy 8 a agy 8 a a ag

o , : ~ : b
objectivo € obrigar que ndo exista termo do segundo grau portanto 3h+—=0, donde,
a

b ., . b ~
=- — e amudanca de variavel que se deve fazer € x=y- % Temos entdo, na nova
a

equacéo, o coeficiente de y* como sendo zero. Para determinar o novo coeficiente de

y temos de substituir h pelo valor encontrado e vem
2 2 2 2
3h? +@h+3:3€? bg +2_bﬁ+2=18@2 (200 ,C . }8@9 +£. Quanto ao termo
a a @ 3ag a 3a a 3éag 3eéag a 3éag a
.3 2
independente temos he+Pp24Cpad :g@ bo +98e b9 +£g&_} bo,d_
a a a ¢ 3ag ae 3ag a¢é 3ag a

5, 1abo 1lbc, d _ 2ab¢ _ 1hc  d

" 27é&ag anﬁg 3a? a 278a;5 3a2 a

Vimos entdo que qualquer equacdo ax®+bx*+cx+d =0 pode ser escrita na forma

1abo . C 2ab3 1bc  d
*+py+gq=0sendo p=-Z¢== += e q=—=C=F - = +—.
y T P 38ag a a 278&@ 3a’ a
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2.2.2. Apresentacdo de uma solucédo da equacdo na forma candnica

Passamos entdo agora a ver como resolver a equagdo y°+ py+g=0. Consideremos
a solucéo y como soma de dois valores u e V. Entéo
Y +py+q=00 (u+v)’+py+q=u’ +3uv+3u’+
+v3+plu+v)+q=00 u*+v¥+3u(u+v)+ plu+v)+q=00 ud+v:+(3uv+ p)u+v)+q=0.

E verdade que o objectivo é determinar todas as solucdes da equacdo, reais ou
imaginarias, no entanto comecar por descobrir apenas uma solucdo € um primeiro
passo para descobrir as outras. Assim, se descobrirmos u e v tais que u®+v¥+q=0 e

3uv+ p=0, entdo necessariamente, para esses valores de u e Vv, teremos

u +v* +(3uv+ p)u+v)+q=0. Ora, 3uw+p=00 v:-Ep e substituindo em uw*+v®+q=0
.3 3 ,

vem w+& P22 4q=00 w- 2 _+q=00 27(*f+ +279[u®)- p*=00, usando a

e 3ug 27u
formula vista para resolucao de equacdes do 2° grau,
- 2.2 . 3 _ 242 . 3 2 3

O ¢ = 27qi\/27,q +4° 27p 0 e = ,27qi\/27 q ,+4227p 0 u3:-ﬂi q_+p_.

2" 27 2" 27 4" 27 2 4 27

Como vimos basta, por enquanto, obter uma solucdo portanto considera-se

2 3

L a9, la.p
u=3- 2+, [+,
\/ 2 4 27

Para determinar v podemos substituir u em qualquer uma das equacdes atras

onde u e vV estavam relacionados. Usando uw+v+q=0 vem
2 3 2 3 2 3

94 4P h\eg=00 v =290 |9 4P g vzs\/-ﬂ-,/Q_+p_. Estd entdo
2 4 27 2 4 27 2 4 27

encontrada uma solucéo da equacao yi+py+g=0 que é

3

2
y:J-L Q_+£+3J-ﬂ- a0
2 4 27 2 4 27
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2.2.3. Asrestantes solucgdes

Nas linhas anteriores precisamos de descobrir u tal que u3:-g+ %+% e
2 3
aproveitamos apenas a solugdo u=3|- %+ %+% Novamente estamos perante a

situacdo de definir inequivocamente qual o significado dos simbolos %/_ e \/_
Recorde-se que a nossa equacao inicial ax®+bx® +cx+d =0 tinha coeficientes reais e o

2 3
modo como obtemos p e q originava também reais, no entanto, %+% pode ser

a, |d,.p°

negativo e termos entao - 4

a ser um imaginario.

Num caso geral, em que os coeficientes podem ser complexos, estamos a

2 3
considerar que 3i/%+ %+% estd a representar uma qualquer raiz cubica de
q, 9", p’
_§+ T+E e vamos agora determinar as outras. Para isso precisamos das

seguintes consideracodes.

Seja z=rcisq um numero complexo. Para representar todas as suas raizes de

A +
indice n, com ni1 N, temos a férmula g/rcisg =1 rcisq 2kp , k=01,...,n-1. Notemos
n

que, para qual quer k,

YrasdTEe J—é:osQ— kpo+|senael 2kp Qu /_g q—cos&-senq—sen&+

n g n%:Q n n n

q 2kp q 2kpuo_ —e g 2kp

. Qg.. 2kp . @ 2kp
+isen cos=—— +i cos—sen—— I C0S—COS—— +isen—" isen=—" +jsen— cos—— +
n n n n VY & n n n n

n n

+|cosqsen— J_ér;cos—+|senq Oc0s 2. +(;cosq +isendQ jgn 2P U
ng

n n ng H

—fgcos +|s;enqO gcos2k|o +|szen2k|o 0—8?/_0|qu isﬁ. Note-se que atribuindo a
n n nge Ng n

2kp

k os valores de {01..,n- 1 obtemos, a partir de cis=——, todas as raizes de indice n
n

da unidade. O que foi feito anteriormente permite entdo ver que, as raizes de indice
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n dadas pela férmula Q/r_cisw, k=01..n-1 podem também ser obtidas
n

multiplicando uma dessas raizes que seja conhecida, pelas varias raizes de indice n

da unidade.
. . _ afi s _ . 2kp
No caso importante para nés neste momento temos n=3 e /1= CISO—CIST,
k=012. Se k=0 temos cisO=1, se k=1 temos C|s£:cos£+|sen£—-1+ﬁl e por
3 3 3 2 2
fim se k=2 temos C|s4p —cos4p +|sen4§ —-%- gi. Podemos agora listar todas as
q CI2 p3 2 3
solugbes da equagao ul=- 2+ —+—. Sao elas u1:3-ﬂ+ q_+p_’
2 \ 4 V2 Vs 27
ae 0 , & 0
\/ 1+£|— e u, :3\/ p L \/— it
4 27 ' 4 27 g 2 2 &

Ao fazer u=u, obtemos v, =v ja obtido anteriormente. Considerando u=u, temos

e 3 fo) 2 3
u,’ =6- ﬂh/ 1+£|— e como u,’+v,°+q=0 vem v, ST DRy L I LA
& 2 27— 2 2 4 27

novamente teriamos trés solugdes possiveis para v,. Acontece que originando u, trés
valores para v,, u, trés valores para Vv, e, U, trés valores para Vv, iriamos repetir

solugBes quando somassemos para obter a solugdo y. Assim ficam definidas trés

solucdes:

, /g <C,.p 8?1+éi9+J-g- L p @21 B,
2 = =
Va2aVa 2752 245V 2V4 27§82 23
2 3 2 3 A
y3:3-ﬂ+ q_+p_’ae_i-£|g+3\/-ﬂ- q_+£6?1+£|g
2 Va 27 52 2 53\ 2 Va4 27 é 2 2 4
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2.3. EquacoOes do 4° Grau

Para resolver as equacfes do 4° grau vamos usar 0 método de Ferrari ja referido

na introducdo histérica. Suponhamos entdo que temos uma equacao
x*+bx®+cx® +dx+e=0 sendo os coeficientes reais, por enquanto. Para simplificagdo
do que vai ser feito € importante supor que o coeficiente de x* € 1, o que podemos

fazer sem perder generalidade pois, sendo a,'o, temos

. &, a a a a, o N
ax"+a,x’+a,x’ +a,x+a, =0U a4§x4+—3x3+—2x2+—1x+—°i:0. O nosso objectivo
a, a, a, g

primeiro é escrever uma equagdo equivalente a x*+bx®+cx*+dx+e=0 mas com o
aspecto seguinte: (Ax2 + Bx+C)2 =(Dx+E)’. Ora,

(Ax? +Bx+C) = (Dx+E)? U A?x* +2A%*(Bx+C)+(Bx +C)? =

D?x*+2DXE+E* U A’x*+2ABx® +2ACx* + B*x* + 2BCx +C? - D*x* - 2DEx- E* =00

A?x* +2ABX® +(2AC + B?- D2 x? +2(BC - DE)x+C2- EZ=0. Impomos entéo as seguintes

igualdades:
iA=1
\ i
_l_A2:1 |B:E
12AB=b b2
l 2 2 _ N t bz 2 _
i2AC+B°- D“=cU '2C+Z_ D°=c.
i ) : i
i Z(ZBC ZDE) 4 ibc- 2DE=d
TC -E"=e .:.CZ_EZ:e
f
Basta-nos entdo pensar no sistema, nas incégnitas C, D e E,
N 2
toc-p?=c- 2
i 4
i bC- 2DE =d
]'-CZ- E’=e
1

Na segunda equacdo temos bC- 2DE=d. Se D=0 vem bC=d. Se ainda b=0
viria d =0 e estariamos na presenca de uma equacio inicial da forma x*+cx*+e=0

gue pode ser transformada numa equacdo do segundo grau mediante a mudanca de

variavel y=x?. Podemos entdo supor que b? 0 resultando C:%. Substituindo na

53



2 2
primeira equacdo teriamos 2C- D*=c- %U %:c- % 0 que ndo é verdade para

quaisquer valores de b, ¢ e d. Notemos que as consideracfes anteriores s&o
dispensaveis. De facto, se ndo as fizermos, 0 maximo que poderiamos estar a fazer
era perder solugcdes. Mas néo precisamos de conhecer todas as solucdes do sistema,

basta-nos uma. Consideramos entdo D! 0 e temos bC-2DE=dU E:%.

.2 22 2
Substituindo na terceira equacdo vem C?- gebﬁ_-dg —e0 c2-0C - Z)(22d+d =eU
e 2D g4 4D

22 _ 2
D?= b’C"- 2bCd +d , desde que C?-e?! 0. Substituindo agora na primeira equagio

4(c?- e
vem,
22 2 2 -
oc. D€ ZdeJ’d =c- — 0 8C3- 8Ce- b’C? +20Cd - d? = 4cC? - 4ce- b*C? +eb? U
4c?- e 4

8C°- 4cC? +(2bd - 8e)C +4ce- eb?- d?=0. Chegamos a uma equagdo do terceiro grau.
Se os coeficientes de da equacéao inicial do quarto grau forem reais, como temos a
certeza que o polinémio do terceiro grau tem alguma raiz real, procuramos um valor

b’C?- 2bCd +d?

de C real. Seguidamente substituimos em D?*= >
4(c?- e

para tirar o valor de

D e depois substituimos em E :% para descobrir o valor de E.

Como escrevemos atrds, 0 nosso objectivo primeiro € escrever uma equacao

equivalente a x*+bx®+cx? +dx+e=0 mas com o aspecto (Ax? +Bx+C) = (Dx+E)?. Esta
resolvido este problema e, atendendo a que nessa resolucdo temos A=1, podemos

entao escrever de seguida

(Ax? +Bx+C)’ = (Dx+E)? U x2+Bx+C=Dx+EUx?+Bx+C=-Dx- EU

-B+D#./(B- D)*- 4(C- E)
2

x?+(B- D)x+C- E=0Ux? +(B+D)x+C+E =00 x=

Oy B D+./(B+D)*- 4(C+E)
. .

Tal como em situagches anteriores interessam-nos todas as solugdes, reais ou

imaginarias.
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Capitulo 3: A Era do Abstracto

No final do século XVI, uma vez que tinham sido encontrados os métodos para
resolver equacgles gerais cubicas e quadréticas, apareceu naturalmente o problema de
se resolver a equacao geral de 5° grau.

Este método, seguindo os exemplos conhecidos até entdo, faria uso de um numero
finito de operacdes racionais e extraccédo de raizes nos coeficientes das equacdes, as
chamadas soluc¢des por radicais ou algébricas.

Era costume dos algebristas desse periodo reexaminar os métodos conhecidos e
buscar solucdes diferentes das de Cardano e Ferrari para resolver equacdes cubicas e
quadréticas.

Entre eles podemos destacar o algebrista francés Francois Viete(1540-1603)
nascido em Fontenay-le-Comte. Viéte formou-se em advocacia e trabalhou para o
parlamento da Bretania em Rennes. Quando foi banido destas actividades devido a
sua postura politica de oposicédo, dedicou-se ao estudo da matemética. Na obra “In
artem analyticem isagoge”(1591), construiu o seu tratado sobre as equacles
algébricas. Porém a sua grande contribuicdo foi dada no simbolismo algébrico.

Segundo Milies, foi através das leituras dos trabalhos de Diofanto, Cardano,
Tartaglia, Bombelli e Simon Stevin (1548-1620), que Viete teve a ideia de utilizar
letras para representar quantidades. Ele wusava consoantes para representar
guantidades conhecidas e vogais para as incégnitas. Também descobriu um novo

método de resolver equacdes cubicas e um método particularmente elegante para

resolver equacdes quarticas do tipo x*+2ax’ =c- bx. Estabeleceu ainda uma maneira
de generalizar o conhecido procedimento para a resolucdo da equacdo quadratica
através da formula de Cardano.

A procura do método para resolver a equacdo geral quintica usando radicais
tornou-se infrutifera entre tais mateméaticos mas conduziu a alguns resultados
interessantes. Entre eles o de Ehrenfried von Tschirnhaus (1651-1708). Este
matematico teve licdes particulares de matematica enquanto ainda frequentava a

escola. Entrou na Universidade em 1668 e |la estudou Matematica, Filosofia e
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Medicina. Durante algum tempo o seu objectivo foi o de conseguir uma boa posic¢éo
na Academia Royale de Ciéncias em Paris. Seu nome est4d perpetuado nas
“transformacdes de Tschirnhaus”, pelas quais ele esperava achar um método geral

para resolver equacOes de grau superior. Uma transformacédo de Tschirnhaus de uma

equacao f(x):O € uma transformacéo da forma y:&g(x)% onde g e h sdo polinébmios
hiXig

e h ndo se anula para uma raiz de . Em Acta Eruditorum de 1683, Tschirnhaus

mostrava que um polinémio de grau n>2 pode ser reduzido pelas suas transformacdes

, a uma forma em que os coeficientes dos termos de grau n-1 e n-2 sdo ambos zero;

para a cubica ele achou uma transformacéo da forma y=x*>+ax+bque reduz a cubica

geral a forma y’>=K. Uma outra transformagéo reduzia a quartica ay* + py>+q=0.
Tschirnhaus esperava desenvolver algoritmos semelhantes que reduzissem a
equacao geral de grau n a uma equacdo de grau n contendo apenas os termos de grau
n e de grau zero. As suas transformacfes constituiram a contribuicdo mais
prometedora para a resolucdo de equacdes durante o século XVII mas estavam longe
de bastar para resolver a quintica.
E.S.Bring (1736-1798) em 1786 mostrou que pode ser encontrada uma transformacao
de Tschirnhaus que reduz a quintica geral a forma y°+ py+q=0 mas ndo conseguiu
chegar a solucdo. Em 1834 G:B:Jerrard, Matematico inglés, mostrou que se pode
achar uma transformacao de Tschirnhaus que elimine os termos de graus n-1, n-2 e n-
3 de qualquer equacédo polinomial de grau n>3 mas o alcance do método é limitado
pelo facto de que equacbes de grau superior ou igual a cinco ndo serem, em geral
resolGveis algebricamente. A forma x>+ x+a=0 é a chamada forma de Bring-Jerrard.
Um método Unico para resolver equacdes dos primeiros quatro graus foi proposto
por Leonard Euler em 1732. Euler sempre sup6s que uma equacéo algébrica de grau n
podia ser reduzida a uma equacdo de grau n-1 como acontece, de facto, com as

equacdes de grau menor ou igual a quatro. Entdo propds, para as raizes da equacao de

grau n, a forma x:ﬂﬂw/,&? +...+P/A1, onde os A sdo as raizes do chamado

resolvente da equacdo (expressao construida em funcédo das raizes da equacdo dada)
embora nunca tenha feito os célculos para n igual a cinco.

Foi Joseph Louis Lagrange (1736-1813) quem fez um exame cuidadoso, dos
meétodos até entdo conhecidos, para a resolucdo das equacdes algébricas, tratando em
detalhe as equacdes de graus 1, 2, 3 e 4, no seu trabalho Reflexions sur la resolution

algebrique des equations, publicado em 1770.
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A Histéria normalmente considera Lagrange como um matemético francés mas

existem fontes que se referem a ele como italiano. O pai de Lagrange era Tesoureiro
do Escritério de Trabalhos Publicos e Fortificagfes, em Turim e sua mae filha de um
médico Cambiano. Lagrange foi o primogénito de onze criancas. O seu interesse por
matematica comecou quando, em 1693, leu uma copia do trabalho de Halley, sobre o
uso da algebra em Optica. Também foi atraido para a fisica pelo excelente ensino na
Faculdade de Turim, mas decidiu fazer carreira em matematica.
ApGs examinar os métodos de resolucdo de equacbes algébricas, Lagrange conclui
gue todos esses métodos recaem no mesmo principio geral: determinar funcdes
racionais das raizes da equacdo dada, que sejam tais que, a equagcdo ou equacdes
dessas funcdes tenham grau menor que o grau da equacdo dada, ou pelo menos
possam ser factorizadas em equacdes de grau menor que o da equacédo dada, e que se
possa facilmente calcular as raizes desejadas a partir dos valores dessas funcdes.

As reflexbes de Lagrange forneceram, pelo menos, duas contribui¢cdes para uma
teoria geral das equacdes. Primeiramente ele introduziu simbolos para as raizes e fez
calculos com essas quantidades como se elas fossem conhecidas. Examinou como
essas e outras quantidades realmente desconhecidas se relacionam com as
guantidades realmente conhecidas que sao os coeficientes da equacao a ser resolvida.
A segunda grande contribuicdo avanca ainda mais no sentido de uma teoria das
equacdes algébricas, pois foi ele o primeiro a observar que propriedades de uma
equacdo geral podem ser deduzidas a partir do efeito produzido na equacdo e em

equacdes auxiliares, pele permutacdo das raizes da equacdo dada. Ele observou, por

exemplo, que se para a equagdo X, +ax ,+..+a, ,x+a , denotarmos as suas raizes por
X Xy X, entdo teremos que

8 =- (% +X,+..+ )

A, = XX F XX o F XX F XX F o XX XX

a, = (- 1) %%..x,
Assim esses coeficientes ndo se alteram por qualquer permutacédo das raizes. No

entanto, algumas equacdes auxiliares, que ele chamou de reduzidas, n&o permanecem

inalteradas por todas as permutacdes das raizes. E importante notar que as raizes X,

X,..., X, S80 consideradas variaveis distintas e independentes, por isso o0 que
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permanece inalterado ou ndo, é a aparéncia formal da expressdo e ndo o seu valor
numérico. Foram esses conceitos introduzidos no trabalho de Lagrange que serviram
de base para Paolo Runi (1765-1822) e Niels Henrik Abel (1802-1829) mostrarem a
insolubilidade das equacdes de grau maior ou igual a cinco e para Evariste Galois
(1811-1832) desenvolver o trabalho que estabelece as condi¢des de solubilidade de
uma equacéao.

De facto, foi Runi quem primeiro destruiu a convic¢do dos estudiosos de algebra
guando demonstrou em 1799 a nao existéncia de uma formula resolvente que
reduzisse o grau de equacfes de grau 5. Logo, também demonstrou indirectamente
gue as equacdes de quinto e maiores graus, ndo eram solUveis por radicais. Estes
resultados estdo contidos numa longa memoria intitulada Teoria generale delle
equazioni, in cui si dimostra impossibile la soluzione algebraica delle equazioni
generale di grado superiore al quarto. O trabalho de Runi mostra de forma implicita,
alguns conceitos que Evarist Galois usaria depois.

O que mais tarde viria ser chamado de grupo de permutacdo, Runi chamou apenas

de permutacéo, e a palavra no singular, significava o grupo de todas as permutagdes
para os quais uma funcéo permaneceu inalterada.
No seu trabalho Riflessione intorno all’a soluzione delle equazioni algebraiche
generali de 1813, Runi deu uma demonstracao diferente de seu teorema, que aparece
nos mais recentes trabalhos da algebra classica, chamado erradamente a modificacéo
de "Wantzel’ do teorema de Abel, pois esta modificacdo deve-se a Runi. Devido a um
de seus professores, Bernt Holmboe, Abel comecou a estudar textos de matematica de
nivel universitério, lendo os trabalhos de Euler, Isaac Newton (1643-1727), Joseph
Jerébme Lalande (1732-1807) e Jean D’Alembert (1717-1783). Com a morte de seu
pai, ele teve a responsabilidade de apoiar a mée e familia, sem recursos extras que o
permitissem completar sua educacdo escolar e iniciar uma universidade. Com uma
bolsa de estudos permaneceu na escola e pode entrar na Universidade de Christiania
em 1821, formando-se em 1822. Trabalhou na solucdo das equacfes quinticas e
enviou seu artigo a varios matematicos inclusive Gauss, o qual pretendia visitar em
uma viagem usando uma bolsa do governo noruegués. Porém, com a reac¢ao negativa
de Gauss a seu trabalho, decidiu fixar-se em Paris. L4 continuou produzindo uma
matematica de alta qualidade, porém com sua saude comprometida. Abel morre sem
conseguir um cargo numa universidade, que daria sustento a ele e a sua familia.

A importancia particular do trabalho de Abel, «Memoire sur une classe

particuliere d’ equations résolubles algebriquement» (1829), esta na demonstracdo de
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que, nas equacles resollveis por radicais, todas as raizes podiam ser expressas por
funcdes radicais de qualquer outra raiz, e que estas funcfes eram permutaveis com

respeito as quatro operacdes aritméticas.

3.1. A figura de Galois

Evariste Galois, nasceu em Bourg-la-Reine, no sul de Paris, a 25 de Outubro de
1811. O seu pai Nicholas Gabriel Galois era partidario de Napoledo e cabeca do
partido liberal da localidade, chegando a ser eleito prefeito da Vila.

Durante os primeiros doze anos da sua vida, Galois foi educado pela sua mae,
Adelaide Marie Demante, que lhe proporcionou uma sélida formacdo em Latim e
Grego.

A educacédo regular de Galois comecou em 1823, quando ingressou no Colégio
interno de Lois-le-Grand.

No internato, Galois comegou imediatamente a sensibilizar-se politicamente. As
simpatias liberais e democraticas adquiridas de seus pais, estavam em consonancia
com a simpatia da maioria dos colegas da escola.

Durante o primeiro ano de internato varios acontecimentos marcaram e
influenciaram a sua vida. Nesse periodo , devido as lutas entre monarquicos e
republicanos, alguns dos seus colegas mais velhos, simpatizantes dos republicanos,
planearam uma rebelido mas foram descobertos. Os seus lideres foram imediatamente
expulsos e no dia seguinte, quando o director da escola exigiu uma demonstracao de
fidelidade a Luis XVIII muitos alunos se recusaram e mais de cem foram expulsos.
Galois ao ver o0s seus colegas serem humilhados, aumentou as suas tendéncias
republicanas.

Durante os primeiros anos de liceu, Galois ganhou varios prémios de Grego e
Latim. No entanto, durante o terceiro ano o seu trabalho de retérica foi considerado
insuficiente e teve de repetir o curso. S0 depois deste tropecdo Galois comeca 0 seu
primeiro curso de Matemética. Tinha entdo quinze anos. O Curso dirigido por
Hippolyte Jean Vernier, despertou o génio matematico de Galois. Depois de devorar
0s manuais em uso, foi direito as grandes obras da época, devorando os elementos de
Geometria de Adrien Marie Legendre e os apontamentos originais de Joseph Louis

Lagrange: A resolucdo de equacdes algébricas, a Teoria das funcbes analiticas e
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licbes sobre o calculo de funcbes. Foi sem duvida de Lagrange que aprendeu a
primeira teoria das equacOes, teoria essa que ele mesmo haveria de desenvolver,

durante os quatro anos seguintes, deixando contribui¢des fundamentais.

Em 1828, tenta ingressar na Escola Politécnica mas a sua admissao € recusada
pois Galois ndo consegue cumprir as exigéncias formais dos examinadores. A sua
reprovacdo ndo o impediu de continuar a estudar. Volta ao colégio e comega a
assistir as aulas do professor Louis Paul Emile Richard, como aluno ouvinte. Neste

periodo conhece os trabalhos de Abel, Cauchy e Jacobi.

Cauchy era um matematico consagrado do seu tempo e professor na Academia das
Ciéncias em Franca. Ja Abel e Jacobi, com idades préximas da de Galois,
contribuiram com os seus trabalhos, sobre as resolubilidade de equacfes de 5° grau,

para os estudos que Galois fez mais tarde.

Em 1829, Galois publica o seu primeiro trabalho. Intitulava-se “Demonstragao de
um teorema sobre fracgdes continuas periddicas’, e apareceu nos “Annales de
Mathématiques” de Joseph Diaz Gergonne. Este artigo, sem davida foi um pequeno
aparte. Galois tinha ja dirigido a sua atencdo para a teoria das equacfes. Aos 17 anos
estava ja a trabalhar num dos mais dificeis problemas da matematica da sua época.
Galois conseguiu dar critérios definitivos para determinar se as solu¢cbes de uma
equacao polinomial podiam ou ndo calcular-se por radicais. As suas investigacdes
abriram as portas a uma teoria cujas aplicagcbes superam em muito os limites da
Teoria de EquacOes: A Teoria de Grupos. Os seus trabalhos de pesquisa foram tao
bons que foi incentivado a envia-los para avaliacdo a Academia das Ciéncias, onde

Cauchy era um dos membros.

Faltavam-lhe menos de 2 meses para se propor pela 22 vez as provas de acesso a
escola Politécnica, mas os acontecimentos da sua vida tiveram um mau desfecho.
Apenas umas semanas antes do exame 0 seu pai suicida-se apds uma campanha de
difamacéo realizada por um sacerdote Jesuita. As circunstancias em que ia realizar o
exame eram as piores. Conta-se que perdeu a calma durante a prova oral e atirou um
apagador a cabeca do examinador, acertando em cheio. Depois deste sérdido episodio

a sua entrada no politécnico fica irremediavelmente vedada.
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Sem se deixar abalar pelos acontecimentos, Galois continuou a sua escalada na
investigacdo matematica, procurando formas de resolver equacdes de 5° grau e em 29

de Dezembro de 1829 é admitido na Escola Normal Superior.

Em Fevereiro de 1830, Galois envia a Cauchy trabalhos adicionais sobre as
teorias das equacOes. Cauchy ficando bastante impressionado com os seus trabalhos
incentiva-o a participar na competicdo do Grande Prémio de Matemética da Academia
Entusiasmado com a proposta, Galois trabalha incessantemente na compilacdo dos
seus trabalhos e remete-os ao secretario da Academia, Joseph Fourier, também um
grande matematico da sua época. Infelizmente Fourier morre antes de entregar 0s
trabalhos de Galois ao comité de avaliacdo. Galois atribuiu a sua pouca sorte a
Academia, acusando o Jurado de recusar o seu trabalho antes de ser submetido a
avaliacdo por ser dele. Hoje existem poucas duvidas que 0 seu comportamento

perante as autoridades comegava a mostrar tendéncias parandicas.

Apesar destes contratempos, Galois continuou produtivo e comecou a publicar no

Boletim das Ciéncias (matematicas, astronomicas, fisicas e quimicas) do Bardo de
Férussac. Os seus artigos provam claramente que em 1830 tinha ido mais longe que
qualquer outro matematico na busca das condicdes que determinam a solubilidade das
equacdes, embora nao dispusesse de uma analise compl eta.
Em Janeiro de 1831, chegou a uma conclusdo que submeteu a Academia numa nova
memoria a pedido do matematico Simedn Denis Poisson. Esta memoédria € a mais
importante das obras de Galois. Poisson fez tudo o que estava ao seu alcance para
compreender 0 manuscrito, mas ndo conseguindo recomendou a Academia que 0
recusa-se e incentivou Galois a melhorar a sua exposicao.

Na época em que Galois tinha quase terminado o seu trabalho em Teoria de
Grupos, a sua vida seguia uma forte influéncia politica. Em Julho de 1830 a oposic¢éo
republicana invadiu as ruas e obrigou o rei Carlos X a exilar-se. Enquanto os
estudantes esquerdistas da Escola Politécnica tiveram um papel activo na luta, Galois
e 0s seus companheiros da Escola Normal foram fechados dentro da escola pelo
director indignado.

Para frustracdo de Galois e de outros liberais o trono foi novamente ocupado,

desta vez por Luis Filipe de Orléans.
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Nos meses imediatos a revolucdo, Galois entrou em contacto com lideres
republicanos, ingressou em sociedades republicanas e participou nas grandes
manifestacdes que atormentavam Paris.

Em Dezembro de 1830, a ruptura de Galois com a Escola Normal era ja oficial.
Galois tinha escrito uma carta ao seu director, onde o chamando-o traidor pela sua
atitude durante a revolucédo de Julho, sendo por isso expulso. Depois de abandonar a
Escola Normal viveu uns tempos com a sua mde em Paris, mas a convivéncia com ele

era tdo complicada que a sua propria mae o abandonoul.

Em 9 de Maio de 1831, dezanove oficiais da Artilharia da Guarda Nacional, que
foram presos por conspiracdo para derrubar o governo comemoravam a absolvicéo,
num jantar, juntamente com mais duzentos republicanos. Durante o jantar, Galois, um
dos mais ardentes republicanos, ergueu o seu calice e com um punhal na méo fazia
ameagcas contra o Rei Luis FilipeI.

Apds alguns dias do incidente foi detido e levado para a prisdo de Saint-Pélagie
onde passou um més. Durante esse periodo, foi acusado de ameacar a vida do Rei e,
em consequéncia, foi levado a julgamento. O juri formado por jovens da sua idade
absolveu-o porque devido ao barulho quando do jantar em que participara Galois, nédo
se ouviu qualquer ameaca directa contra o Rei.

Em catorze de Julho, dia da Bastilha, menos de um més depois da sua absolvicéao,
Galois foi novamente detido, desta vez por usar ilegalmente um uniforme da
Artilharia da Guarda Nacional que tinha sido abolida por ser considerada uma
ameaca ao trono. Este gesto de Galois foi considerado um desafio as autoridades
levando-o a condenacéao foi de seis meses de prisao.

A permanéncia de Galois na prisdo exerceu sobre ele, efeitos devastadores, que
passavam do mais profundo desalento aira cega.

Em meados de Marco de 1832 foi transferido de Saint-Pélagie para a casa de
Saude Sieur Faultrier devido a uma epidemia de cllera que se alastrou por Paris. Ai
conheceu Stéphanie-Félice Poterine du Motel, filha de um médico residente e
apaixonou-se.

Depois da sua libertacdo, em vinte e nove de Abril de 1832, comecou a troca de
correspondéncia com Stephanie, isto porque ela estava comprometida com Pescheux
d’ Herinville que, posteriormente, descobriu a infidelidade da sua noiva.

D’Herinville ndo teve outra alternativa, a ndo ser desafiar Galois para um duelo

gue acabou com a sua vida.
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Apesar da tragica e curta vida, Galois deixou um grande contributo para a
evolucdo desta ciéncia. Segundo Bento Jesus Caraca’, tal com Galois, também Abel,
mencionado anteriormente, teve uma vida semelhante. Abel morreu com 27 anos,
vitima de tuberculose, em 1929 e era detentor de uma fantastica precocidade. Aos
vinte e quatro anos apresentou a Academia das Ciéncias de Paris uma memoria sobre
as Transcendentes Elipticas de que mais tarde Hermite havia de dizer que contém
matéria para ocupar matematicos durante quinhentos anos.

Une-o0s ainda a incompreensédo e o desinteresse de que foram alvo por parte dos
consagrados do seu tempo: os maiores, Cauchy em Franca e Gauss na Alemanha,
deixaram passar, sem 0s verem, 0s dois maiores génios matematicos do século XIX.
Gauss nédo se dignou a ler a memoéria que Abel IThe mandara sobre a impossibilidade
da resolucdo da equacdo de 5° grau por meio de radicais, afastando-a
desdenhosamente com este comentario ao titulo- “mais uma monstruosidade!”;
Cauchy, absorvido na sua obra, perdeu as que Abel em 1826, e Galois dois anos mais
tarde, enviaram a Academia das Ciéncias. Para que a infelicidade da Academia fosse
completa, ndo faltaram episodios pitorescos- Poisson escreveu na capa duma
memoria de Galois, que ndo compreendera, um visto em boa caligrafia, Legendre
desculpando-se, a respeito da memoéria de Abel, disse que esta era ilegivel e escrita
numa tinta quase branca.

Outro traco de uniao consiste no facto de ambos se terem ocupado,
independentemente um do outro, e sem se terem conhecido, do mesmo assunto- a
resolubilidade das equac@es algébricas.

Acima de tudo, os dois estdo irmanados numa coisa- a criminosa indiferengca com
gue a Sociedade os tratou, condenando, como diz Tannery, um a morrer de fome,
outro a viver ou a morrer no carcere.

Mas ao lado de tantas semelhancgas existiam diferencas abismais nas condicdes
psicol6gicas, nos modos de trabalhar e na atitude perante a vida que ambos
apresentaram. O que num, Abel, é docura, timidez, resignacdo, € no outro altivez,
accao e revolta.

Ambos sofrem, mas na maneira de sofrer sdo dispares- Abel, fraco, de
sensibilidade infantil, retrai-se e procura um ponto de apoio afectivo; Galois,

personalidade incomparavelmente mais forte, revolta-se e ataca, ataca sempre. Abel

" Obra constante da bibliografia, [003]
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incapaz de ultrapassar os limites do individual, nunca aborda de alto a posi¢cdo do
homem, nédo relaciona os seus males com males gerais da sociedade do seu tempo,
restringe a sua ambicdo a tranquilidade de um lugar na Universidade; Galois, mais
esclarecido, discerne as conexdes intimas do corpo social, vé nos defeitos organicos
de base a razdo profunda de que os casos individuais sao o reflexo, e, logicamente,
combate as causas, atira-se para a luta, bate-se na rua, com tal ardor, tal exaltacdo no
dom de si mesmo que chega a dizer “se for preciso um cadaver para que 0 povo se
revolte, dar-lhe-ei o meu”.

Ao seu espirito superiormente claro nada passa despercebido e, pensando nas
condicbes desastrosas da investigacdo cientifica, diz: “Aqui, como em todas as
ciéncias, cada época tem de alguma maneira as suas questées do momento: ha
questdes vivas que fixam ao mesmo tempo o0s espiritos mais esclarecidos... Parece
muitas vezes que as mesmas ideias aparecem a varios como uma revelacdo. Se se
procura a causa, € facil encontra-la nas obras daqueles que nos precederam, nas quais
essas ideias estdo presentes sem 0s seus autores darem por isso. A ciéncia néo tirou,
até hoje, grande partido desta coincidéncia tantas vezes observada nas investigacdes
dos sabios. Uma concorréncia desgracada, uma rivalidade degradante tém sido os
seus principais frutos. Nao é, contudo, dificil reconhecer neste facto a prova de que
0s sabios ndo sdo, mais que outros homens, feitos para o isolamento, que eles
pertencem também a sua época e que, cedo ou tarde, multiplicardo as suas forcas pela
associacdo. Entdo, quanto tempo sera poupado para a Ciéncia!” E noutro passo,
escrito na prisdo de Santa Pelagia em Outubro de 1831: “... infelizmente, ndo se
pensa que o livro mais precioso do mais sabio seria aquele em que ele dissesse tudo o
gue ndo sabe, ndo se pensa que um autor nunca prejudica tanto os seus leitores como
quando dissimula uma dificuldade. Quando a concorréncia, isto é o0 egoismo,
deixarem de reinar nas ciéncias, quando uns se associarem com O0S outros para
estudar, em vez de mandar cartas fechadas as Academias, entdo tratar-se-a de
publicar as menores observacdes, por pouco novas que sejam, acrescentando: “nao

sei o resto”.
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3.2. AlgebraPuras

Vamos evidenciar um polinédmio do 5° grau com coeficientes racionais que nao
sera soluvel por radicais. Dizer que um polinémio € sollUvel por radicais equivale a
dizer que as suas raizes podem ser obtidas a partir dos elementos de K usando um

numero finito as operacdes do corpo K e a operacdo «raiz indice n». Assim sendo,
evidenciar um polinbmio que nao seja soluvel por radicais representa que ha
equacOes de 5° grau que ndo podem ser resolvidas mediante uma férmula resolvente
geral e, portanto, ndo existe uma férmula resolvente para equaces de grau superior a
quatro.

Nesta seccdo apresentamos alguns conceitos e proposicdes de Algebra necessarios
para o trabalho posterior. Na Gltima proposicdo apresentamos uma ideia da
demonstracdo mas nas proposicdes anteriores essa demonstracdo nao é apresentada.
No entanto, esta lista foi elaborada de modo que qualquer proposicédo possa ser

demonstrada usando defini¢cdes e proposi¢cdes ja anteriormente apresentadas.

Seja A um conjunto ndo vazio e sejam + e ~ duas opera¢fes binadrias em A.
Dizemos que (A+, ) é um anel quando:

i) (A,+) € grupo abeliano

i) (A) € semigrupo

iii) " .aa-alb+c)=ab+acU(a+b)c=ac+bc

Sejam A e B anéis. Seja j:A® B. Dizemos que j é um isomorfismo de anéis
guando:

1) j ébijectiva

i) (e y)=i (04 (V)" i

i) () =i (b (V)" i

Dizemos ainda que A e B sdo isomorfos quando existe pelo menos um

isomorfismo de A em B.

Seja (A+,) um anel. Dizemos que (A+ ) é corpo quando, todos os elementos de

A\{0} tém oposto para* e além disso ~ é comutativa.

8 Nesta seccdo foram preferencialmente usadas as obra constante da bibliografia, [004], [008],
[011].
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Seja A um anel. Um subconjunto N de A diz-se um ideal de A quando:
i) (N,+) é um subgrupo de (A+)
i) NAEANI N

Comecamos aqui a sequéncia de proposicdes necessarias para cumprir o nosso
objectivo de demonstrar que ndo existem métodos gerais para resolver equacdes

polinomiais de grau superior a 4.

Proposicéao 1:
Seja A um anel com elemento um. Seja N um ideal de A onde existe n invertivel.
Entdo N =A.

Consideremos agora dois anéis, A e B. Seja j :A® B.j diz-se um homomorfismo

de A sobre B quando, para todo x,y| A temos j (x+y)=j (X)+j (y) e j (xy)=j (x) (y).

Agora algumas propriedades importantes dos homomorfismo.
Proposicéo 2:

Sejam A e A" anéis. Seja | :A® ACum homomorfismo de anéis. Entao:

) J(0,)=04

i) " aatiCa)=-i(a)

iii) Ssubanel de A P | (S) subanel j (A)

iv) N ideal de A b j(N) ideal dej (A)

V) 1 é elemento um de A b j (1) é elemento um de j (A)

vi) S subanel de A' b j (S subanel A

vii) N'ideal de j (A) b j *(N§ ideal de A

viii) Kerj éideal de A

De seguida um teorema que, pela sua importancia, merece até o nome de Teorema
Fundamental do Homomorfismo.
Proposicéo 3:

A/ Kerj ® J (A)

€ um
atKej — j(a)

Seja j:A® B um homomorfismo de anéis. Entdo

isomorfismo.
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Seja A um anel e M um ideal de A. Dizemos que M é um ideal maximal de A
quando M1 A e para todo o subconjunto proprio N de A, se N é ideal de A entdo M

nao esta estritamente contido em N.

Proposicéo 4:
Seja A um anel comutativo com elemento um e seja M um ideal de A. M é

maximal se e s6 se A,, é corpo.

Seja A um anel e N um ideal de A. Dizemos que N € um ideal primo quando

" ai@bT NP al NUbT N.

Proposicéaob:
Seja A um anel comutativo com elemento um. Entéo, todo o ideal maximal M é

primo.

3.3. Polindbmios Algébricos

Seja A um anel com elemento um. Definimos polindmio com coeficientes em A
como sendo uma sequéncia infinita do tipo (a,,...,a ,0,...) com g 1A para il {On}

Sendo X =(01,,0....), representamos o conjunto dos polinémios por A[X].

Proposicéo 6:

Seja A um anel e sejam a =(a,,...,a,,0,...) e b =(hk,...,b,,0,...) elementos de A[X]. A
correspondéncia de A[X]  A[X] em A[X] que a (a,b) associa (a,+h,,...,a, +b,0,..) é
uma operagdo binaria em A[X] que se designa por +, e a correspondéncia de
A[X]" A[X] em A[X] que a (a,b) associa (c,,...,C,,0...) onde, para il{0,...,2n},

C = é_ a,b, , € uma operacédo binaria em A[X] que se designa por °
KR (NG Pk}
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Consideremos o polinémio (a,,...,a 0,...) representado por f(X). Se g, 0 entéo

a, diz-se o coeficiente guia do polindmio e n diz-se o grau do polinomio. O grau do

polinémio nulo é zero. Denotamos o grau de f(X) por gr[f(X)].

Proposicéo 7:
Seja A um anel com elemento um. Entao (A[X]+) € anel com elemento um

(1,,0,...). Além disso se A é anel comutativo entdo A[X] é anel comutativo.

Proposicéo 8:
Sejam K e M corpos, com K subcorpo de M. Sejaal M e
K[X] e M
b,X"+...+b, — ba"+...+h

a -

, entdo F_ € um homomorfismo.

Ao homomorfismo da proposicao anterior chamamos homomorfismo de
avaliacdo. Sejam K e M corpos, com K subcorpo de M e seja al M. Dizemos que a €
zero (ou raiz) de um polinémio ndo nulo f(X)I K[X] quando F_(f(X))=0.

Representamos F, (f(X)) por f(a).

3.3.1. Factorizacao

Comecamos esta sec¢ao por um algoritmo que permite dividir polinémios.
Proposicéo 9:

Seja K um corpo e sejam f(X),g(X)1 K[X] de forma que gr[g(X)]? 1. Entdo
existem q(X),r(X)1 K[X] tais que f(X)=g(X)a(X)+r(X) e or[r(X)]<ar[g(X)]. Além

disso q(X) e r(X) séo unicos.

Seja f(X)I K[X]. Dizemos que f(X) é redutivel em K quando existem

g(X).h(X)1 K[X] tais que f(x)=g(Xx)n(x) com gr[g(x)]<ar[f(X)] e gr[h(x)]<ar[f(x)].
Caso contrario dizemos que f(X) é irredutivel em K.

Proposicéo 10:
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Sejam f(X),g(X),h(X)T Z[X] tais que f(X)=g(X)h(X). Seja p um nimero primo.
Se p divide todos os coeficientes de f(X) entédo p divide todos os coeficientes de g(X)

ou p divide todos os coeficientes de h(X).

Seja N um ideal de A. N diz-se um ideal principal de A quando existe al A tal

que N =<a>.

Proposicéo 11:
Seja K um corpo e N um ideal de K[X]. Entdo N é principal.

Proposicéo 12:
Seja p(X)T K[X] com g[p(X)]>0. Entdo (p(X)) é¢ maximal se e sO se p(X) é

irredutivel.

3.3.2. Extensédo de Corpos

Sejam K e M corpos. Dizemos que M é uma extensdo de K quando K €& um
subcorpo de M.
Seja K um corpo e seja M uma extensdo de K. Um elemento al M diz-se

algébrico sobre K quando existe um polinémio néo nulo f(X)I K[X] tal que f(a)=0.

Caso contréario a diz-se transcendente sobre K. Diz-se que a é algébrico quando a é

algébrico sobre Q, e diz-se que a é transcendente quando a é transcendente sobre Q.

Proposicao 13:
Seja K um corpo, seja M uma extensdo de K e seja al M algébrico sobre K.

Ent&o existe um e um s6 polinémio moénico irredutivel p(X)T K[X] tal que:

i) p(a)=0
i) se f(X)I K[X] étal que f(a)=0entdo p(X) divide f(X).

Ao polindmio da proposicédo anterior chamamos polinémio minimo de a sobre K

e denotamo-lo por minfa,K). O grau de mina,K) diz-se o grau de a sobre K e denota-

se por gr(a,K).
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Proposicao 14:

Seja M uma extensdo de K e seja al M algébrico sobre K. Sendo F_, o
homomorfismo de avaliagcdo em a, temos

i) F,(K[X]) é um subcorpo de M

i) K é um subcorpo de F, (K[X])

i) F_(K [X]) € 0 menor subcorpo de M que contém K e ao qual pertence a.

Seja K um corpo, L uma extensédo de K, al L e F, o homomorfismo de avaliagéo.
O contradominio de F_ é representado por K(a). Seja K um corpo, L uma extenséo

de K. Dizemos que L é uma extensdo simples de K quando L=K(a) para algum

al L.

3.3.3. Espacos vectoriais

Seja K um corpo. Um espaco vectorial sobre K consiste num grupo abeliano
... K'V® V

(V,+) e numa multiplicacao
(l.a) »la

) " ik gyl +ma=la+nm

i) " k" sy ] (@+b)=Ta+lb

i) " | " ay o1 (me)=(1 ma

iv) " ;yila=a

Os elementos de V designam-se por vectores e os elementos de K designam-se

por escalares.

Seja V um espaco vectorial sobre K e sejam (ai)m vectores de V. Estes vectores
dizem-se linearmente independentes quando para qualquer n?3 1, quaisquer
T com i'i, e jtk, e quaisquer I,..I T K  temos
la +...+1 a =0P |, =...=1 =0. Caso contrario os vectores dizem-se linearmente

dependentes.

Uma familia de geradores de V linearmente independentes diz-se uma base de V.
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Dizemos que V tem dimensédo infinita quando tem uma base infinita. Caso
contrario a dimensédo é o numero de vectores numa base de V e denota-se por [V:K].

Seja M uma extensdo de K. Dizemos que M é uma extensdo algébrica de K
guando todo o elemento de M € algébrico sobre K.

Seja M uma extensdo de K. Dizemos que M é uma extensdo finita de grau n
quando [M:K]=n.

Proposicéo 15:
Seja L uma extensao finita do corpo K e seja M uma extensao finita de L, entéo
M é uma extensdo finita de K e [M:K]=[M:L][L:K].

3.4. Teoriade Galois

3.4.1. Grupo de Galois

Seja K um corpo e seja M uma extensao de K. O conjunto dos automorfismos de

M que fixam os elementos de K chama-se grupo de Galois e representa-se por
G(M,K).
Dizemos que o operador g¢¢ A ® A tem as propriedades de fecho quando,

paratodo AT A e paratodo Bl A temos
i) glg(A)=9(A)
i) Al Bb g(A)i g(B)
iii) Al g(A)
Seja K um corpo e seja M uma extensdo de K. Seja C ={Lcorpo:K £L £M}. Para

cada LT C define-se L' ={ 1 G(M,K):j (u)=u," ;.}.
Proposicéo 16:

Seja K um corpo e seja M uma extensdo de K. Sejam L,,L,1 C com L, subcorpo

de L,. Temos L, é um subgrupo de L,".
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Seja K um corpo e seja M uma extenséo de K. Paratodo HT S, H' é o corpo fixo
de H.
Seja K um corpo e seja M uma extensdo de K e seja L1 C. Dizemos que L é

fechado quando g(L): L. Dizemos que a extensdao M de K é fechada quando K é

fechado.

3.4.2. Corpo das Raizes

Seja A um conjunto nao vazio e seja £ uma relacdo de ordem parcial definida em

A.SejaBl A. B diz-se uma cadeia de A quando para quaisquer b,bt(i B temos b £ b
ou b(£h.

Necessitamos de assumir o0 seguinte axioma, conhecido por Lema de Zorn.

Seja A um conjunto ndo vazio e seja £ uma relacdo de ordem parcial definida em
A. Se, para qualquer cadeia Bl A existe al A tal que b£a paratodo bl B, entdo

existe cl A tal que c € maximal em A.

Proposicao 17:
Sejam K,K(I C. Seja j: K ® K¢ um isomorfismo. Seja M uma extensio

algébrica de K tal que ME£C. Entdo existe um homomorfismo injectivo

F: M ® K¢tal que F =j .

Proposicéo 18:
Sejaj: K ® K um homomorfismo injectivo que fixa os elementos de K. Entdo

j €éum automorfismo.

Seja KEC e f(X)I K[X]\{0}. O corpo das raizes de f(X) é o menor subcorpo de

C que contém K e ao qual pertencem todas as raizes de f(X) em C.

Seja M uma extensdo finita de K. Dizemos que M é uma extensdo normal de K

quando para qualquer j 1 G(K,K) temos j w1 G(M,K).
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Proposicao 19:
Sejam KELE£M £C taisque M é uma extensdo normal de K. Entéo:

i) se j T G(L,K) entéo existe F1 G(M,K) tal que F, =j

ii) se L é uma extensdo normal de K ey I G(M,K) entdoy , T G(L,K).

Proposicéao 20:
Sejam KELEMEC tais que M é uma extensdo normal de K. Temos L é uma

extensdo normal de K se e s6 se G(M,L)<G(M,K). Temos também, se L é uma

extensdo normal de K ent&o G(L,K)»G(M,K)/G(M L)

3.4.3. Resolucdo de Equacdes por Meio de Radicais

Seja (G,+) um grupo e H um seu subgrupo. Dizemos que H €é um subgrupo

normal de G quando, paratodo al G temos, a+H +(- a): H, e escrevemos H<G.

Seja G um grupo. Dizemos que G é soluvel quando existem H,,...,H, subgrupos
de G tais que
) {e}: Ho<H,<...<H =G

i) (H,:H,,) éprimo paratodo il {L...,n}

Proposicao 21:

Seja G um grupo e seja H<G. Seja KEG/Hy e seja K={gl G:gHT K}. Entdo

lZEG, HS}Z e K))}Z/H .

Proposicéo 22:

Seja G um grupo e seja H< G tal que H e G4 sdo sollveis. Entdo G é sollvel.
Proposicao 23:

Sejam {e} = HyaH,<...aH, =G tais que H, | ésollvel paratodo il {1...,n}. Entéo

G é soluvel.
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Para nl N define-se o grupo simétrico em n letras, denotado por S, como

sendo o conjunto das funcdes bijectivas em {J,2,...,n} algebrizado pela operacao

composicado de fungdes.

Proposicao 24:

S; néo é soluvel.
As duas proximas proposicdes sdo conhecidas por teoremas de Sylow.

Proposicao 25:

Seja G um grupo de ordem p'm com p primo, p|m e r>0. Entdo para il {1...,r} G
tem um subgrupo H, de ordem p'. Além disso, para il {1,...,r- 1} todo o subgrupo K,
i+1

de G de ordem p' é normal em algum subgrupo K., de ordem p'** que contém K,.

Proposicao 26:
Seja G um grupo de ordem p'm com p primo, p|jm e r>0. Todos os subgrupos de

ordem p' sédo conjugados. Além disso o seu numero € congruente médulo p e divide
ord G.

Seja M uma extensdo de K. M diz-se uma extensdo por radicais quando existem

a,...a,1 M taisque M=K(a,,...,a,), existe r,1 Z* tal que a,"1 K e para i1 {2,...,n}

temos a," 1 K(al,...,ai_l) paraalgum r, 1 Z*.

Seja M uma extensdo de K. Seja f(X)T K[X]* e sejam a,,...,.a, 1 M as raizes de

f(X). Dizemos que f(X) é soltvel por radicais quando Kf(a,,...,a,) é uma extens&o

por radicais de K.

Proposicao 27:

Seja KEC e al K. Seja M o corpo das raizes de x" - a. Entéo G(M,K) é sollvel.

Proposicao 28:
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Seja KE£C e seja f(X)T K[X]* soluvel por radicais. Seja M 0 corpo das raizes de

f(X). Entdo G(M,K) é soltvel.

Proposicao 29:
Seja HES,. Se H tiver permutagbes impares, entdo o numero de permutacdes

impares € igual ao nUmero de permutacdes pares.

Proposicao 30:

Seja HE£S; tal que H contém um 5-ciclo e uma transposi¢édo. Entdo H =S..

3.4.4. Equacdes do 5° Grau

Proposicao 31:
Seja f(X)0 Q[X] irredutivel do 5° grau com trés raizes reais e duas imaginarias

em C. Seja M o corpo das raizes de f(X). Entdo G(M,Q)» S,

Proposicao 32:

Existe um polindmio em Q[X] do 5° grau que n&o é soluvel por radicais em Q.
Demonstracao:

Seja f(X)=2X°-56X*+5. Como Im f(x)=-¥, f(0)=5, f(2)=-11e Im f(x)=+¥
entdo sabemos que existem pelo menos trés zeros de f(X). Como
f'(X)=10X*- 20X®=10X3(X - 2) que se anula para X=0e X =2 entdo em cada um
dos intervalos ] ¥,O[, ]0,2[ e ]2,+¥[ existe um e um so zero real.

Designemos por M o0 corpo das raizes de f(X). Pela proposicdo 31, para
qualquer polinédmio do 5° grau em Q[X] gue tenha trés reais e duas complexas é tal
gue o seu grupo de Galois, G(M ,Q), é isomorfo a S,. Ora, pela proposicéo 24, S néo
é solavel, logo G(M,Q) n&o é soltvel. Se f(X) fosse soltvel por radicais em Q
entdo, pela proposicdo 28, G(M,Q) seria soluvel, logo f(X) nao € soluvel por

radicaisem Q.
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Conclusao

Com esta tese, cumpro o objectivo, de véarios anos, de relacionar varios métodos
de resolucéo de equacdes polinomiais e sua evolucao ao longo dos tempos.

Depois da pesquisa histérica feita tiramos conclusdes surpreendentes ao perceber
0 quao evoluidos j& eram os métodos empregados ha alguns milénios na
Mesopotamia, e até mesmo no antigo Egipto, e que varios métodos usados na algebra
mais recente sdo exactamente os mesmos dessa altura diferindo na notacdo com que
sdo apresentados.

Com os matematicos europeus no fim da Ildade Média, principalmente os italianos
entramos na descoberta histérica da resolucdo de equacbes com uma abordagem do
tipo que estamos habituados a ensinar no ensino béasico e secundéario. A resolucéo de
equacdes cubicas é dos temas mais interessantes em termos historicos, talvez mesmo
apaixonante, por toda a disputa entre Tartaglia e Cardano que mostra bem a
importancia que estas descobertas tém para que dedica muitos anos da sua vida para
as conseguir.

Parece até que o tema das equacbes polinomiais tem uma certa tendéncia para
historias impressionantes dos seus mais importantes estudiosos. A vida tragica de
Galois gerou, apesar disso, a teoria necessaria para conhecer os limites na resolucgéo
deste tipo de equacdes.

Como referido na Introducdo o tema Algebra e a necesséria abstrac¢do para o seu
estudo foi uma das dificuldades principais no ensino da Matematica na segunda
metade do século XX. Com este trabalho pude lidar com essas dificuldades nos seus
varios niveis, quer no seu aspecto actual quer em termos de desenvolvimento

histérico.
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