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Resumo

Neste trabalho comecgou-se por introduzir os conceitos considerados basicos, para o
estudo e classificagao de sistemas lineares hipérbélicos no plano, tendo como ferra-
menta auxiliar o software MAPLE. Em seguida, mostramos como encontrar solucoes
periddicas em certos sistemas de equacoes diferenciais, usando equacoes de amplitude-
fase escritas em coordenadas polares. Outro método para encontrar solugoes periddicas
¢é utilizar o teorema de bifurcacdo de Hopf. Trata-se de uma bifurcacao onde se
cria solugoes peridédicas a partir de um ponto de equilibrio cuja linearizacao seja
um centro. Esta bifurcacao ¢ muito estudada em diversas areas como a quimica,
biologia, hidrodinamica, meteorologia entre outros. Sao estudados, neste trabalho,
alguns exemplos aplicados nas areas da quimica e biologia. Estudamos um sistema de
equacoes diferenciais ordindrias de primeira ordem, auténomas, modelo da reaccao de
Belousov-Zhabotinski, que é uma reaccao quimica oscilatoria, criada com o objectivo
de simular o Ciclo de Krebs - processo metabdlico relacionado com a respiracao celular
com o auxilio de mitocondrias. Mostramos, utilizando o teorema de Hopf, que as
equagoes que modelam esta reaccao apresentam solugoes periddicas. De seguida,

apresentamos um sistema aplicado na Biologia, o sistema de FitzHugh - Nagumo.



Abstract

We begin this work by introducing the basic concepts necessary for the classification
and study of the hyperbolic linear systems in the plane. We use the software MAPLE
as an auxiliary tool for this study. We show how periodic solutions to certain systems
of differential equations can be found using phase-amplitude equations in polar coor-
dinates. Another technique to find periodic solutions is the Hopf bifurcation theorem.
This is a bifurcation where periodic solutions are created from an equilibrium, whose
linearization is a center. This bifurcation is studied in several areas: chemistry, biology,
hydrodynamics an meteorology. Some examples applied to chemistry and biology
are studied in this work. We study one first order autonomous system of ordinary
differential equations, which is a model of the Belousov-Zhabotinsky reaction. This is a
chemical reaction with oscillating behavior, created with the goal to represent de Krebs
cycle - metabolic process related with the supply of cellular energy by mitochondria.
We use the Hopf bifurcation theorem to find periodic solutions in the equations that
model this reaction. Next, we study one system applied to biology - the FitzHugh-

Nagumo equations.
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Capitulo 1

Introducao

O objectivo deste trabalho é estudar solucoes peridédicas em equagoes diferenciais

ordinarias.

Dado um sistema de equagoes diferenciais ordindrias @ = F(z,p),z € R",p € R,
o teorema de bifurcacao de Hopf da condigoes suficientes para encontrar solucoes
periddicas. Esta bifurcacao consiste no desenvolvimento de érbitas periddicas a partir
de um ponto fixo estavel a medida que o parametro p passa por um valor critico. No
documento original de Hopf, a determinagao de érbitas periddicas estéveis foi motivada

por problemas concretos e envolvia calculos complicados.

Este tema foi estudado por Hopf em 1942 ([1]). Nao se sabe exactamente o que
motivou Hopf a estudar tais questoes. Quando questionado, muitos anos depois, acerca
do tema, afirmou que nao se lembrava como tinha chegado a esses resultados. No
entanto, no seu trabalho, mencionou que o fenémeno que descreveu era bem conhecido
em hidrodinamica. Sobre este assunto, Hopf escreveu: “I scarcely think that there is
anything new in the above theorem. The methods have been developed by Poincaré
(1892) perhaps 50 years ago and belong today to the classical conceptual structure of
the theory of periodic solutions in the small” (ver [1]).

De facto, usando tais métodos, Andronov ja tinha obtido resultados de estabil-

12
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idade em bifurcagoes de sistemas a duas dimensoes, que foram publicados no seu
livro Andronov-Vitt-Khaikin (1937). Em 1977, Rabinowitz descreveu o Teorema de
Bifurcacao Central como um fenémeno global. Em 1978, Alexander e Yorke escreveram

uma versao global do Teorema.

A partir daqui, o Teorema de bifurcacao de Hopf tornou-se um resultado impor-

tante e elementar que tem sido extremamente prestigiado.

Existem varias versoes de dimensao infinita do teorema de bifurcacao de Hopf. A
primeira que se conhece apareceu em 1970, motivada pela tentativa de estabelecer a
bifurcacao de solugoes periddicas das equacoes de Navier-Stokes. Mais tarde, apare-
ceram mais aplicagoes em diferentes areas tais como: problemas de reacgao-difusao
(Henry, 1981), transporte em liquidos bindrios (Knobloch, 1986), sistemas de dupla

difusdo (Knobloch e Proctor, 1981), problemas de predador-presa, entre outros.

Novas demonstracoes e extensoes foram feitas em varias direcgoes. Existem hoje
versoes degeneradas, equivariantes, hamiltonianas, globais e infinitas do Teorema.
Foram também encontradas inesperadas ligacoes ao Teorema Central de Liapunov
(Liapunov, 1907), e vérios cédigos numéricos foram escritos para implementar o Teo-

rema, tendo este varias aplicagoes fisicas.

A teoria da bifurcacdo é uma das areas da Matematica Aplicada que sofreu um
notavel desenvolvimento durante os tultimos trinta anos. Existem pelo menos duas
razoes para tal: provou-se, nos finais dos anos setenta, que quando um sistema
¢ invariante pela accao de um grupo de simetrias, podem obter-se consequéncias
tremendas nas bifurcagoes. Em particular, na producao de variedades ricas de solugoes
com fenémenos inesperados, que estao fortemente associados a simetria dos problemas
e que podem usar a formalizagao da teoria de grupos de modo a classifica-los e a calcula-
los. Assim, foi completamente natural o desenvolvimento de um novo ramo na teoria da
bifurcacao, ou mais correctamente, extender esta teoria para sistemas de equacoes com
simetria. Uma grande contribui¢ao nesta direc¢ao foi o livro de Golubitsky, Stewart

e Schaeffer [2] publicado em 1988, que é uma referéncia nas ultimas décadas, nesta
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area. A segunda razao, é que esta drea é uma ferramenta muito eficiente na analise e

computacao de solugoes de sistemas complicados.

As aplicacoes da bifurcacao de Hopf foram surgindo de uma forma rapida em
diversas areas como a engenharia, biologia, quimica e oscilagoes na atmosfera e no

campo magnético da Terra.

Na drea da quimica, a reaccao de Belousov-Zhabotinski (BZ) é uma reaccao
oscilatéria classica, que mostra uma variedade dinamica interessante, com implicagoes
nao somente para a quimica, mas também para a dinamica observada em sistemas

bioldgicos.

Os modelos matematicos das reaccoes de BZ utilizam os sistemas nao - lineares
para descrever o comportamento destas reaccoes. Estes sistemas apresentam uma

dinamica bastante rica e tém despertado um grande interesse teorico.

Tudo comecou quando Belousov no inicio dos anos 50, tentava criar, num tubo de
ensaio, o processo metaboélico relacionado com a respira¢ao em mitocondrias (Ciclo de
Krebs - ver [8] para mais pormenores). Ao realizar a mistura (dcido citrico, bromato
de potdssio e sulfato de cério), observou que se esta fosse agitada tinha o seguinte
comportamento durante um minuto: fica amarela — perde a cor — fica amarela
— perde a cor. Mas, verificou que se a mistura nao fosse agitada, surgiam padroes

na forma de ondas espirais.

No ramo da biologia surgiram as equagoes do tipo Hodgkin e Huxley (HH), que
constituem o modelo mais importante da conducao do nervo. Um estudo quantitativo
sobre a actividade eléctrica das células teve o seu principal impulso com o trabalho
notéavel de Hodgkin e Huxley (HH) em 1951, na transmissdo do nervo, no axénio

gigante da lula, galardoado com o prémio Nobel.

O trabalho de HH foi e tem sido reconhecido como uma proeza cientifica, pois
veio explicar nao sé o processo, mas também os diversos fenémenos observados em

experiéncias conduzidas por fisiologistas. Foi o culminar de varios anos de trabalho
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tedrico e experimental feito por fisiologistas pioneiros na area que, em conjunto,

definiram a direccao e os objectivos de muitos investigadores em biofisica.

Hodgkin e Huxley construiram um modelo matemaético com quatro equagoes
diferenciais ordinarias dependentes de um parametro, que traduzem a diferenca de
potencial eléctrico criada pela passagem de ioes de sédio e potdssio para um e outro
lado da membrana celular do axénio gigante da lula Loligo. Neste estudo, utilizaram
uma técnica designada por “voltage clamp”, que consiste em manter o potencial da
membrana do axénio a um certo nivel pré-fixado e espacialmente constante, e estudar

as correntes idnicas através da mesma, sujeitas a esta restrigao.

Os neuronios sao as células responsaveis pela recepcao e transmissao dos estimulos
do meio. A comunicacao neural é um campo muito importante no estudo das células
nervosas do corpo humano. Sinais ou impulsos eléctricos num neurénio sao fenémenos

comuns e regulares, que ocorrem milhoes de vezes por segundo no organismo.

Actualmente, a questdao de como um impulso percorre um axénio é um problema
muito amplo. As técnicas experimentais e matematicas introduzidas por HH tém sido
adaptadas e extendidas para poderem ser utilizadas no estudo de diferentes células

eléctricas activas.

Pouco tempo apds a publicacao das equagoes de HH para o axénio da lula gigante,
Richard FitzHugh trabalhava no Laboratério do Instituto Nacional de Satide (NIH) em
Bethesda, Maryland. Comprometendo-se a analisar as propriedades matematicas das
equacoes de HH, utilizou as novas técnicas nao lineares que tinham sido desenvolvidas

pelo matematico russo Andronov.

Uma das motivagoes do aparecimento do modelo de FitzHugh-Nagumo (FN),
um sistema com duas equacgoes diferenciais, foi a de isolar as propriedades essenciais
da matematica das propriedades electroquimicas dos ioes do sédio e do potassio da

propagacao e da excitacao da célula.

A primeira analise numérica das equacgoes de HH com um computador moderno,
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foi conduzida por Cole et al. (1955), e também por FitzHugh e Antosiewiez (1959).

John Moore e FitzHugh comegaram por planear como programar as equacgoes de
HH e resolve-las através do computador, tendo encontrado solugoes numéricas para

estas equacoes.

Enquanto que o modelo de HH é mais realista e biofisicamente mais seguro, apenas
é visualizado em projeccoes a duas dimensoes. A simplicidade do modelo de FN
permite a visualizacao total da solucao. Isto permite dar uma explicacao geométrica

deste importante fendmeno biolégico e explicar a excitagao neuronal e o seu mecanismo.

Esta dissertacao contém seis capitulos. No capitulo 2 comecamos por introduzir
conceitos matematicos basicos para o estudo dos capitulos 3 e 4, onde se introduzem os
fenomenos de solucoes periddicas e bifurcacao de Hopf, respectivamente, em sistemas
de equagoes diferenciais ordinarias. Ilustramos este tipo de bifurcacao com dois exem-
plos. No capitulo 5, formulamos o mesmo problema - a procura de solugoes periddicas
nas equagoes de Brusselator e de FN. Mostramos, assim, algumas das muitas aplicagoes
da bifurcacao de Hopf. Por fim, no capitulo 6, sao apresentadas as conclusoes deste

trabalho.



Capitulo 2

Conceiltos Basicos

Neste capitulo revemos nocoes basicas sobre equacoes diferenciais ordinéarias. Clas-
sificamos os sistemas lineares no plano utilizando os valores proprios da matriz associ-
ada ao sistema. Se o determinante dessa matriz for diferente de zero, o sistema diz-se
hiperbdlico. Sistemas hiperbdlicos sao classificados em: selas, pocos e fontes. Sistemas
nao hiperbdlicos (determinante da matriz é igual a zero) serao estudados nos capitulos

3ed).

2.1 Introducao

Consideremos a equacao diferencial

&= f(z) (2.1)

onde z = z(t) € R™ é um vector da varidvel independente (usualmente o tempo) da
fungao, e f : U — R™ é uma fungao diferenciavel definida num subconjunto U C R™(

Ver [3] p.2).

Teorema 2.1 [3] Sejam U C R™ um subconjunto aberto no espago euclidiano e f :

U — R™ uma funcao diferencidvel e continua (C') e xy € U. FEntao, eriste uma

17



CAPITULO 2. CONCEITOS BASICOS 18

constante ¢ > 0 e uma unica solu¢ao ¢(xg,-) : (—c,¢) — U que satisfaz a equagao

diferencial & = f(x) com condi¢do inicial (0) = xy.
Demonstragao:Ver [3], p.150

Definigao 2.1 [5] Diz-se que o campo de vectores f gera o fluro ¢ : U — R™, quando
oi(x) = ¢(x,t) € uma funcgao diferencidvel definida por todo o x € U et num intervalo
I =(a,b) CR, e ¢ satisfaz (2.1):

d

0l 1)) = F(0(, 7))
para todox € U et € 1.

Note-se que ¢y, satisfaz as sequintes propriedades no seu dominio de defini¢ao:

i) ¢o = Id, isto €, p(x,0) = x,Vr € U

”) ¢t+s = th © gbs’ isto é: gb(l’,t + S) = ¢(¢(I’t)78>

Toda a solugao ¢;(x) de (2.1) é designada por érbita ou trajectdria.

Sistemas da forma (2.1), em que o campo de vectores nao contém o tempo

explicitamente, sao designados por autonomos.

Para cada condicao inicial

2(0) =z €U (2.2)

procura-se a solugao ¢(xg,t), em que:

(20, 0) = o (2.3)

Lema 2.1 [5] z(t) = xy é um ponto de equilibrio de (2.1) se e sd se f(xy) = 0.
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Diz-se que um ponto de equilibrio, zq, é estdvel se qualquer solucao com condicao
inicial perto de xy permanece perto para todo o tempo, isto é, se para toda a vizinhanga
V de zp em U existe uma vizinhanca V; C V tal que toda a solugao z(t) com z(0) = x
e xg € V; esta definida e permanece em V para todo o t > 0. Se, além disso, V; pode
ser escolhida tal que z(t) — zp quando t — 400, entdo zo é assimptoticamente

estdvel ([3], p.3).
Um ponto de equilibrio é designado por instdvel se nao for estavel.

Seja xy um ponto de equilibrio do sistema (2.1). No caso de n = 1, isto é, z € R,

diz-se que x é hiperbolico se e so se

f'(wo) # 0

Teorema 2.2 [5]
Seja xo um ponto de equilibrio hiperbolico da equacdo

T = f(z),z€R (2.4)

Se f'(x9) < 0, entdo o ponto de equilibrio xo é assimptoticamente estdvel.

Se f'(xg) > 0, entao o ponto de equilibrio xy € instdvel.

Demonstragao:Ver Golubitsky e Dellnitz [5]
Exemplo:

Seja f(x) = x — z®. Os pontos de equilibrio do sistema associado sao: —1,0, 1.
Sendo f'(z) =1 —32% e f'(—1) # 0, f/(0) # 0 e f/(1) # 0 podemos concluir que os

trés pontos de equilibrio sao hiperbdlicos.

Como f'(—=1) = f’(1) = —2 < 0, os pontos de equilibrio x = —1 e x = 1 sdo

ambos assimptoticamente estaveis.

Como f/(0) =1 > 0, o ponto de equilibrio z = 1 é instével.
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Esta informagao estd representada na figura (2.1), designada por diagrama de fase

da equacao.

Figura 2.1: Diagrama de fase da equacao # = x — 3

Existem dois métodos de visualizacao do comportamento de solugoes de equagoes
diferenciais ordindarias: as séries temporais e o esbogco do diagrama de fase - grafico
na recta real x. Os métodos baseiam-se em interpretar a derivada Cfi—f como o declive
da recta tangente, caso da série temporal, ou como a velocidade - taxa de variacao
- de uma particula, caso do diagrama de fase. Considerando z(t) a posi¢ao de uma
particula na recta real no tempo t, a funcao f(t, z) denota a velocidade dessa particula
quando ela esta na posi¢cao x no tempo t. Para esbocar o diagrama de fase é necessario

visualizar como z(¢) muda no tempo.

Se xy é um ponto de equilibrio hiperbélico de (2.4), utilizando a aproximacao da
recta tangente a f(z) em o, (Af = f'(x0)Ax) e o facto de f(x¢) = 0 conclui-se que:

f(z) = f'(xo)(x — zo) (Ver [5], p.129).

Segue-se que, se f'(xg) < 0, entdo f(x) é negativo quando x > xy e positivo
quando = < zy. Sendo assim, as solucoes com condigao inicial perto de xy tendem a
aproximar-se de zo. De modo semelhante, se f'(x¢) > 0, entao f(x) é positivo quando
x > xp e negativo quando x < xy. Conclui-se que as solugoes com condigao inicial

perto de xq afastam-se de x.

2.2 Valores Proéprios de Matrizes Quadradas

Sejam A uma matriz quadrada n x n e A € R. Diz-se que A é um valor préprio

de A se existe um vector nao nulo v € R" tal que:

Av = v (2.5)
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O vector v é designado de vector préprio e podemos escrever (2.5) como:

(A= XL,)v=0

Isto implica que a matriz A — \I,, seja singular, isto é, se A € R é um valor préprio
da matriz A tem-se:

Definigao 2.2 /5] O polinémio caracteristico da matriz A é
pa(A) = det(A — \,,).

a b
No caso de matrizes 2 x 2, sendo A = , tem-se:

c d

A— N, =

Logo,
pa(N) = (A= AL) =(a—AN)(d— ) —be

=\ — (a+ d)\ + (ad — be).
Um valor préprio de A é uma raiz do polinémio caracteristico p4. Suponhamos que
A1 € Ay sao raizes de py. Segue-se que:
PAA) = (A= A1) (A = X2) = A2 — (AL + )N+ A

Sendo assim,

t’l“(A) = )\1 + )\2

det(A) = /\1 /\2

O polinémio caracteristico pode entao ser escrito na forma:

pa(p) = A — tr(A)X + det(A) (2.6)
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Teorema 2.3 [5] Seja A uma matriz quadrada 2 x 2 e denote-se o Discriminante

da matriz A por:

D = [tr(A)]? — 4det(A)

Ezxistem trés possibilidades para os valores proprios da matriz A, que podem ser de-

scritas em termos do discriminante:

a) Os valores prdprios sao reais e distintos (D > 0).
b) Os valores proprios sao um par de complexos conjugados(D < 0).

c¢) Os valores prdprios sdao reais e iguais (D =0).

Demonstracao([5],p. 164):

Sendo A a matriz

as raizes do polinémio caracteristico sao:

Ctr(A) £ /Tr(A)2 — 4det(A)  tr(A)+ VD
N 2a N 2 ‘

A

Se,

e D > 0, entao os valores préprios sao reais e distintos;

e D < 0, entao os valores proprios sao complexos conjugados;

e D =0, entao os valores proprios sao reais e iguais.
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2.3 Classificacao de Sistemas Lineares Hiperbdlicos

no Plano

Consideremos o sistema linear de equacoes diferenciais:

T = Ax (2.7)

em que A é uma matriz 2 X 2 e z € R?2. A origem é sempre um ponto de equilibrio

de (2.7).

Definicao 2.3 [5] O sistema de equagoes diferenciais (2.7) é um Pogo se os valores
proprios da matriz A tém ambos parte real negativa. O sistema (2.7) de equagoes
diferenciais € uma Fonte se os valores proprios da matriz A tém ambos parte real
positiva e uma Sela se os valores proprios da matriz A forem reais sendo um positivo

e 0 outro negativo.

Teorema 2.4 Estabilidade Assimptética [5] Se os valores préprios de A tiverem
parte real negativa, entao a origem € um ponto de equilibrio assimptoticamente

estdvel para (2.7).

Demonstracao:Ver [5].

O sistema linear (2.7) diz-se hiperbdlico se todos os valores préprios de A tém

parte real nao nula. Os pocos, fontes e selas sao portanto, sistemas lineares hiperbdlicos.

Podemos usar o determinante, o trago e o discriminante de A para obter o tipo

de diagrama de fase do sistema (2.7), numa vizinhanga da origem.

Como o determinante de A é o produto dos valores préprios, det(A) = A\q,

tem-se:
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Caso 1: det(A) =0, a matriz A tem pelo menos um valor préprio real igual a zero, sendo

o sistema nao hiperbdlico. Este caso, nao serda aprofundado nesta seccgao.

Caso 2: det(A) < 0, a matriz A tem um valor préprio positivo e outro negativo, sendo a

origem uma Sela. Por exemplo:

em que o det(A) = —8 < 0 e os valores préprios sao:

A—M|=0&A=—-4VA=2

Figura 2.2: Diagrama de fase do sistema (2.8) - Sela

O diagrama de fase do sistema (2.8) numa vizinhanca da origem foi obtido no
programa MAPLE® ! e estd representado na figura (2.1). Esta figura, e as que

se seguem, foram obtidas usando o comando DEplot do programa MAPLE.

Caso 3: det(A) > 0, a matriz A tem dois valores préprios reais com o mesmo sinal ou

um par de valores proprios complexos conjugados.

Wersdo 9.01, MAPLE é uma marca registada de Waterloo Maple Inc.
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Caso 3.1:

Caso 3.1.1:

Caso 3.1.2:

Caso 3.1.3:

det(A) >0etr(A) <0

Como o traco de A é a soma dos valores préprios, se tr(A) é negativo obtemos

um Pogo. E o caso de (2.9), em que tr(A) = —3 e de (2.10) em que tr(A4) = —2.

No sistema:

-2 0
T = x (2.9)
0 -1
temos det(A) =2 > 0.
No sistema
1 -5
i = x (2.10)
5 -1
odet(A)=26>0
Estes dois sistemas distinguem-se analisando o discriminante D = [tr(A)]> —

4det(A). Tendo em conta o Teorema 2.3, tem-se:

D(A) > 0, os valores préprios da matriz A sao reais distintos e ambos negativos,
como ¢é o caso do exemplo (2.9) em que D(A) = 1 obtendo-se um NG (estavel).

Ver figura (2.3).

D(A) <0, é o caso de (2.10), em que D(A) = —100, sendo os valores préprios
complexos conjugados com parte real negativa. A origem designa-se por Pog¢o

espiral. Ver figura (2.4).

D(A) =0

Finalmente, se D = 0, os valores préprios de A sao reais e iguais, sendo necessario

analisar se a matriz é maultipla da identidade.

— Se o for, a origem é um Foco (estdvel), pois existem dois vectores préprios

linearmente independentes. Este é o caso do exemplo (2.11), abaixo:

= x (2.11)
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’

Figura 2.3: Diagrama de fase do sistema (2.9) - N6
em que det(A) =4, tr(A) = —4 e D = 0 sendo os valores préprios:

A= X|=0& A= -2

— Se a matriz A nao for miltipla da identidade a origem é um N6 tmpradprio,
existindo s6 um vector proprio linearmente independente. E o caso do

sistema (2.12):

1 -1
&= z (2.12)
9 -5
em que det(A) = 4, tr(A) = —4 e D = 0. Note-se que em ambos 0s

exemplos (2.11) e (2.12) se tem det(A) =4, tr(A) = —4 e D = 0. O que o8
distingue é o facto de A ser ou nao ser miltipla da identidade.

Caso 3.2: det(A) >0etr(A) >0

A classificacao é semelhante ao caso 3.1. apenas com a diferenca de os sistemas
serem instaveis. Os diagramas de fase sao idénticos aos do caso 3.1., mas as setas

estao invertidas.

Sendo assim, se:

— D(A) > 0, obtém-se um NG instével.
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Figura 2.4: Diagrama de fase do sistema (2.10) - Pogo Espiral

— D(A) < 0, obtém-se uma Fonte espiral.

— D(A) = 0, é necessério analisar se a matriz é ou nao multipla da identidade.
Se o for temos um Foco instdvel, caso contrario temos um INO tmproprio

instavel.

Caso 3.3: det(A) > 0etr(A) = 0, entdo os valores préprios sdo complexos conjugados ima-
ginarios puros, sendo o sistema nao hiperbdlico. Este caso nao sera aprofundado

nesta seccao.

Esta classificacao dos sistemas lineares hiperbdlicos no plano pode ser resumida

no esquema da figura 2.7:

A classificacao dos sistemas lineares hipérbdélicos no plano costuma também ser apre-
sentada como na figura (2.8). Note-se que, nesta figura, D = 0 significa [tr(A)]* —

4det(A) = 0, que representa uma pardbola no plano (tr(A), det(A)).

Depois desta revisao sobre sistemas lineares, é pertinente perguntar: o que se pode

dizer das solucoes de
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Figura 2.5: Diagrama de fase do sistema (2.11)- Foco
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Figura 2.6: Diagrama de fase do sistema (2.12) - N6 impréprio

= f(x),z € R" (2.13)

baseando-nos no sistema linear

i = dfyx (2.14)

associado a (2.13)7

A resposta é fornecida pelo seguinte Teorema:
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— det(A)=0 Sistema nio hiperbodlico

—_ det(A)<0—> Sela Valores proprios reais de sinais contrarios

— det(A)>0 [— Tr(A)=0 Sistema nao hiperbélico

Dois valores Valores préprios complexos

proprios reais imaginarios puros A é multipla I; - > Foco estéivel
€om 0 mesmo
sinal ou um par| Tr(A)<0 > Poco [ D(A)=0

de Vvaleres Ambos valores préprios com A niio é miltipla ,—> Né Impréprio estavel
proprios parte real negativa

complexos — D(A)<0 —> Espiral estavel

L D(A)>0—> N6 estavel

A ¢ maltipla I —> Foco instéivel

L Tr(A)>0—> Fonte [~D(A)=0
Ambos valores proprios com

S A nio é miltipla I;—> N6 Improéprio instavel
parte real positiva

— D(A)<0 —> Espiral instavel

L D(A>0—>  Né instivel
Figura 2.7: Classificacao de sistemas lineares hiperbdélicos no plano

Teorema 2.5 Linearizacao de Hartman - Grobman /3/

Consideremos o sistema (2.13) e um ponto de equilibrio xo de (2.13). Se df,, ndo
tiver valores proprios nulos ou imagindrios puros entao existe um homeomorfismo h
definido numa vizinhan¢a U de xq em R", enviando localmente solugoes do fluxo nao
linear de 2.13, nas solugoes do fluxo linearizado 2.14. O homeomorfismo preserva o
sentido das solucoes e pode ser escolhido de modo a preservar a parametriza¢cao no

tempo.

Demonstragao: Hartman, p.438



CAPITULO 2. CONCEITOS BASICOS 30

D=0 CENTRO

Det(4) 4

Foco
Foco

; Instavel
Estavel NG
No )

: Instavel
Estavel

"""" S N 17

Figura 2.8: Classificacao de sistemas lineares hiperbdlicos no plano em coordenadas

(tr(A), det(A))

Por outras palavras, existe uma vizinhanca do ponto de equilibrio em que o
diagrama de fase do sistema nao linear se assemelha com o sistema linearizado, isto
é, existe uma mudanca de coordenadas continua, que envia um diagrama de fase no
outro. Numa pequena regiao em torno do ponto de equilibrio, os diagramas de fase

sao qualitivamente equivalentes.



Capitulo 3

Solucoes perioddicas

Neste capitulo, mostra-se a existéncia de solugoes periddicas, usando as equagoes
de amplitude-fase. Fazemos um breve estudo de um sistema escrito em coordenadas
polares, apresentando de seguida uma proposicao que da condicoes suficientes para

encontrar solucoes peridédicas em equagoes de amplitude-fase.

O comportamento periddico é observado em todos os ramos da ciéncia. Solugoes
periédicas isoladas (ou ciclos limite) s@o o comportamento mais comum observado em

sistemas fisicos modelados no plano.

Uma solugao periddica de um sistema de equagoes diferenciais © = f(z),x € R",
¢ uma solu¢do nao constante x(t) tal que x(t) = z(t + T') para algum nimero real
positivo T e para qualquer t. O menor nimero real positivo T" que satisfaz a equacao

anterior é designado por periodo da solucao periédica. A frequéncia é a quantidade %

3.1 Valores préprios complexos

Consideremos o sistema:

31
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T =oar+
By (3.1)
y=—0r+ay

onde o, f € R\ {0}.

As coordenadas cartesianas (z,y) podem ser escritas em termos de coordenadas

polares (r,0) do seguinte modo:

T =1rcosf

y =rsinf

Resolvendo em ordem a r e € obtém-se o novo sistema:

2 = a2 4 g2

(3.2)
¢ = arctan(¥)
Derivando o sistema (3.2) em ordem a ¢, obtém-se:
2rr = 2xx + 2yy
= () [1+ (2]
que é equivalente a:
7= x4+ yy
- (@i + yy) (3.3)

0 = (g —yi) /r’

Substituindo em (3.3) os valores de & e y de (3.1) obtém-se:

i = taz(ax + By) + y(—Bz + ay)

T

0 = [(—Bz + ay)x — y(az + By)] /r?

simplificando:



CAPITULO 3. SOLUCOES PERIODICAS 33

que é equivalente ao sistema:

r=aqQr

. (3.4)
§=-p

O tipo de diagrama de fase depende dos valores de o e 3 ([4]):

Se a > 0, o ponto de equilibrio é uma fonte espiral.
e Se a =0, o ponto de equilibrio é um centro. (Estudo realizado no Capitulo 4)

Se o < 0, o ponto de equilibrio é um poco espiral.

Se 6 > 0, as trajectérias da espiral circulam em torno da origem no sentido

contrario dos ponteiros do relégio.

Se 6 < 0, as trajectorias da espiral circulam em torno da origem no sentido dos

ponteiros do relégio.

3.2 Solucoes periddicas em equacoes de amplitude-

fase

Suponhamos que (x(t),y(t)) seja solugao de um sistema planar de equagoes difer-

enciais ordinarias da forma:

(3.5)

onde a e b sao funcoes diferencidveis de x? + 3.

Para escrever este sistema em coordenadas polares, substitui-se em (3.3) os valores

de & e y de (3.5) e obtém-se:
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7= ja(a® +y) (2% +y)

0 = [b(a® +y*)(2* + y)] /r?
que é equivalente ao sistema:
= La(r?)r?

b= b)) /r°

Estas sao as equagoes de fase (6 = b(r?)) e amplitude (5 = a(r?)r).

(3.6)

Proposigao 3.1 [5] Consideremos o sistema (3.6) e suponhamos que ry seja um
zero positivo da equagdo de amplitude, isto €, a(rd) = 0. Se b(r2) # 0, entio a

circunferéncia de raio r =g € a trajectoria de uma solugdo periddica de (3.5).

Mais, se a/(r}) < 0, entdo a solugio periddica € assimptoticamente estdvel; se

a'(r2) > 0, entao a solugdo periddica é instdvel.

Demonstracgao:

A funcao r(t) = \/z(t)? + y(t)? mede a distancia a origem da solugao (z(t),y(t))
de (3.5). Sendo assim, se ry é um zero positivo da equacao de amplitude, entao a

distancia a origem da solugao permanece constante:

r(t) =0
logo,

r(t) =ro

Isto significa que a trajectoria de (x(t), y(t)) no plano permanece na circunferéncia
r =1y (ou 22 + y? = r2 em coordenadas cartesianas). A solugiao da equagao de fase

6 = b(r?) correspondente a este ponto de equilibrio de amplitude é (t) = b(r2)t + 6.
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Sendo assim, se b(r2) # 0 (& medida que o tempo varia 6 varia) a trajectéria

move-se ao longo da circunferéncia r = 1y com velocidade (b(r2)) constante niao nula.

Note-se que se b(r3) = 0, temos como solugao um ponto.

Para verificar a estabilidade assimptotica, escrevemos a equacao de amplitude na
forma 7 = a(r?*)r = f(r). O ponto 19 > 0 é um ponto de equilibrio da equagao de

amplitude se f(rg) = 0, isto &, se a(r2) = 0.

Esse ponto de equilibrio é assimptoticamente estével se f'(rg) < 0 (ver Teorema

2.2). Usando a regra do produto e a regra da cadeia, verifica-se que:

fi(r) = la(r®)] 7 +a(r?) = 20%) - d'(r*) + a(r?)

Substituindo r por 7o, fica f'(rg) = 212 - a'(r2) + a(rd).
Por hipétese a(rg) = 0 logo, f'(ro) = 2r¢ - a'(r?).
)

Segue que: f'(rg) < 0seesésead(rd) <0e f'(rg) >0seesésed(rd) >0.

Se a’(r2) < 0, o ponto de equilibrio da equagdo de amplitude é assimptoticamente
estavel e trajectérias numa vizinhanga da solugao periddica no plano tém como limite

essa solucao periddica r = ry quando t — 400. O

3.3 Exemplo 1

Consideremos o sistema:

(3.7)

Aplicando a Proposicao 3.1:

a(r?) =0 & rg = £1
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Sendo assim, as circunferéncas de raios rg = —1 e r7g = 1, sdo as trajectérias das

solugoes periddicas de (3.7).
Como 6 = —1, o sentido das dessas trajectérias é a dos ponteiros do relogio.

Estudando a estabilidade:

a(r’) =1—1?

d(r?) = —2r

e d/(—1) =2 > 0, concluindo-se que a solugao periédica é instavel.

e d/(1) = —2 < 0, concluindo-se que a solugao periédica é estével.

Se as trajectérias comecarem na origem, permanecem la indefinidamente. Por
outro lado, se comegarem por exemplo no ponto (1,0), conseguem alcancar o ponto

(—1,0), quando t; = 7, com as trajectérias no sentido dos ponteiros do reldgio,

conseguindo atingir de novo o ponto (1,0) com ty = 7.

3.4 Exemplo 2

Segue-se um outro exemplo [6], em coordenadas cartesianas

&= pr —wy + az(z® + y?)
j=wz+ py+ ay(z® +y?)

Verifica-se que (x,y) = (0,0) é ponto de equilibrio do sistema (3.8).

Analisemos o sistema 3.8 utilizando a Proposic¢ao (3.1):

e Substituindo na primeira equagao do sistema (3.3) os valores de (3.8) tem-se:

1
i = —{alpr — wy + ) + ylow + py + ayr?]}
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colocando em evidéncia p e ar?, vem:

1
= ;[ﬂ(fﬂQ +97) + ar?(a® + y?)]

como r% = 2? + 32, tem-se:

1
7= ~[pr* + ar’r?
r

2

Colocando agora r~ em evidéncia:

F= (o + or?)

e simplificando, obtém-se:

i =r(p+ ar?)

e Do mesmo modo, substituindo na segunda equagao do sistema (3.3) os valores

de (3.8) tem-se:
6 = [(wx + py + ozyr2) T —y (px —wy+ owch)} /r?

simplificando:

0 = [w(@®+ )] /r?

substituindo 72 = 2% 4 y? e simplicando de novo, obtém-se:
f=w
Obtém-se assim, o sistema (3.8) em coordenadas polares:

r=r(p+ar?)

0=w
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E de notar que se fizermos a = 0 obtemos um centro no caso de p = 0, uma fonte

espiral se p > 0 e um pogo espiral se p < 0.

Por outro lado, considerando 6 > 0 (ou 0 < 0) temos o mesmo comportamento

que se considerarmos w = 1 (ou w = —1). A origem é o tinico ponto de equilibrio uma
vez que 0 # 0.
Caso 1: Seja a = —1, o sentido das trajectérias é o dos ponteiros do relégio.

Como as duas coordenadas polares podem ser analisadas separadamente, e a compo-
nente de rotacao é a mesma independentemente do parametro 6. Sé precisamos de

olhar para a equacao de amplitude 7 = r(p — r?).

Usando a Proposicao 3.1 para calcular os zeros nao triviais da equagao de ampli-

tude fica:

ar) =0 p—r’=0r==4+/p=r=/p(r>0)

Entao ro = /p.

Estudando a estabilidade:

d(yp)=-2p<0

conclui-se que 22 + y? = p é uma solucio estavel.

Quando p < 0, nao existem solugoes periédicas e a origem é o tnico ponto de
equilibrio. Qualquer solugao converge para (0, 0), sendo este um pogo espiral. Quando

p > 0, a origem torna-se um fonte espiral (ver figura (3.1)).

Caso 2: Seja a = 1, logo 7 = r(p + r?).
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Figura 3.1: Diagrama de bifurcacao do sistema (3.8) para a = —1

ar) =0 p+rP=0r=+y/—p=1r=/—p,(r>0)

Entao rg = v/—p.

Estudando a estabilidade:

a(r?) =2r

d(V=p)=2v=p>0

A medida que p varia de negativo para positivo, o ponto de equilibrio (0,0) passa
de estavel para instavel, mas agora quando p < 0 existe uma trajectoria periddica
instavel. Para p > 0, ja4 nao ha trajectéria periddica que evite que as solugdes com

condi¢ao inicial perto de zero divirjam para infinito.
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/ |
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Figura 3.2: Diagrama de bifurcac¢do do sistema (3.8) para a = 1

40



Capitulo 4

Bifurcacao de Hopf

4.1 Introducao

Um tipo de bifurcacao que pode ocorrer em sistemas de equacoes diferenciais
ordinarias é a criacao de solugoes periddicas a partir de um ponto de equilibrio,

designada de bifurcagao de Hopf.

Em 1942, Hopf estabeleceu as condigdes para a ocorréncia desta bifurcacao num
sistema n-dimensional. No entanto, este resultado ja tinha sido sugerido por Poincaré,
em 1892, e estudado por Andronov, em 1929, para um sistema bidimensional. Por isso,

a bifurcacao de Hopf é designada também de bifurcacao Poincaré-Andronov-Hopf.

Uma condicao necessaria para a criacao de solugoes periddicas a partir de um
ponto de equilibrio variando um parametro, é a existéncia de um ponto de equilibrio
cuja linearizagao seja um centro, isto é, o Jacobiano no ponto de equilibrio devera ter

um par de valores proprios imaginarios puros.

A bifurcacao de Hopf é muito estudada, apresentando aplicacoes em diversas areas,

tais como: hidrodinamica, meteorologia, economia, biologia, quimica entre outros.

Consideremos o sistema de equacoes diferenciais ordinarias

41
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&= F(x,p) (4.1)

em que x € R" p € R é o parametro de bifurcacao e F: R” xR— R" é C.
Suponhamos que F'(0, p) = 0, entdo = = 0 é um ponto de equilibrio de (4.1) para todo
o p. Hopf provou a existéncia de uma familia a um parametro de solugoes periédicas
de (4.1) surgindo de (z,p) = (0,0) quando F' satisfaz duas hipdteses. Seja Jig,) a

matriz Jacobiana de F' (quadrada de ordem n) avaliada em (0, p).
As duas hipdteses de Hopf sao:
a) J(o,0) tem um par de valores proprios simples £i e nao tem outros valores préprios
pertencentes ao eixo imagindrio.
b) Os valores préprios de Jio,) sao da forma o(p) £ iA(p) com o'(0) # 0, isto &,

cruzam o eixo imagindario com velocidade nao nula quando p cruza zero.

No caso de n = 2, estas condigoes a) e b) podem ser reescritas na seguinte forma:
a) det(J) >0etr(J)=0

b) o'(0) = g [5tr(Jx(p)] #0

Uma vez que Jg, € invertivel, o Teorema da Funcao Implicita (Apéndice A)
garante que existe uma curva de pontos de equilibrio X (p) com um ponto de equilibrio

para cada valor de p perto do valor da bifurcacao.

Para verificar a segunda hipétese, seja X (p) a curva dos pontos de equilibrio e Jx(,) a
matriz Jacobiana correspondente. Entao, a parte real dos valores proprios complexos

conjugados da matriz jacobiana é:

7(0) = 5tr(x()

A condicao de as partes reais dos valores proprios atravessarem a origem com

velocidade diferente de zero pode portanto ser escrita na forma:
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0'(0) = dip Btr(JX(p))} £

Observacoes 4.1:

(i) Se reescalarmos o tempo t fazendo t = ks para k fixo e positivo, entao (4.1)
passa a ser &£ = kF(z, p). A linearizagao deste campo de vectores em (0, p) é a matriz
J(o,p) multiplicada por k. A hipétese a) é equivalente a hipétese de que Jig ) tem um

par de valores préoprios imaginarios puros nao nulos que foram reescalados para =+i.

(ii) Prova-se que érbitas periddicas de (4.1) existem se J(g ) tiver outros valores
proprios no eixo imaginério desde que nao sejam multiplos inteiros de +i. Contudo, a

hipdtese a) é fundamental para a andlise da estabilidade.

Teorema 4.1 Teorema de Hopf

Seja F : R™ x R — R™ uma aplicacio C™ e consideremos a equacao

dz
pri F(z,a) (4.2)

onde a = (v, ..., ), em que ag = p € o parametro de bifurca¢do. Suponhamos que
F0,a) =0

e que o sistema de equagoes diferenciais ordindrias (4.2) satisfaga:
(Hy) a hipdtese a) dos valores prdprios simples, e
(H3) a condi¢ao de cruzamento dos valores proprios b).

Entao, existe uma familia com k + 1 parametros de orbitas periddicas de (4.2)

bifurcando da solucao de equilibrio v =0 em o = 0.

Demonstracao: Ver Golubitsky e Schaeffer [2] Teorema VIII 3.1.
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4.2 Exemplos

4.2.1 Exemplo 1

Um primeiro exemplo simples de aplicagao do Teorema de Hopf (estudado em

[5]), ocorre no seguinte sistema linear planar.

T = pr —

pr—y (4.3)
y=x+py

Calculando os pontos de equilibrio do sistema (4.3), obtém-se como solugao a

origem (z,y) = (0,0).

A matriz Jacobiana de (4.3) é:

p —1
L p

J:

Note-se que os seus valores préprios sao a(p) £iA(p) =p+Li

e Consideremos um valor de p positivo, por exemplo p = 1:

J =
1 1

Os valores préprios da matriz sao complexos conjugados, com parte real positiva,

iguais a 1 4 7, obtendo-se uma fonte espiral (Figura 4.1).

Na verdade, para qualquer p > 0, obtém-se uma fonte espiral.

e Consideremos agora um valor de p negativo, por exemplo p = —1:
-1 -1
J =
1 -1

Os valores proprios sao da forma —1 %4, sendo complexos conjugados com parte

real negativa, obtendo-se um pogo espiral (Figura 4.2).
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Figura 4.1: Diagrama de fase do sistema (4.3) para p = 1 - Fonte espiral

Para qualquer p < 0, os valores préprios da matriz Jacobiana J sao também
complexos conjugados sendo det(J) > 0 e tr(J) = —2p <0, com D = —4 < 0.

Tem-se, portanto, um pogo espiral para qualquer p < 0.

e Para p = 0, a matriz Jacobiana é

J:
1 0

Os valores proprios sao complexos imaginarios puros, verificando-se assim, a
primeira hipétese (H;) do Teorema 4.1. Obtém-se um Centro onde existe uma

familia continua de solugoes periddicas a rodear o ponto de equilibrio (Figura

43).

Analisando o Jacobiano verifica-se que 3tr(Jx(,)) = p e tem-se que

d [1
tr(J =1+#0
5] =1
entao a condicao Hs de cruzamento dos valores préprios, é satisfeita para o sistema

(4.3). Conclui-se pelo teorema de Hopf que existe uma familia de solugoes periddicas

no sistema (4.3).
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Figura 4.2: Diagrama de fase do sistema (4.3) para p = —1 - Pogo espiral
4.2.2 Exemplo 2

Consideremos um segundo sistema (estudado em [5]) nao linear e dependendo de

dois parametros reais p e p:

i =az(p+pr—y) (4.4)
y=y(-1+ux)

Fixamos p > 0 e variamos o parametro p. Determinando os pontos de equilibrio
do sistema obtém-se a origem (z,y) = (0,0) e um ponto de equilibrio néo trivial, para

cada p e u:

(z,y) = (1, u+p)

Neste ponto de equilibrio vai ocorrer bifurcacao de Hopf. No entanto, para que
possamos usar o teorema de Hopf conforme estd enunciado neste capitulo, o ponto de

equilibrio deve ser (z,y) = (0,0). Vamos fazer a seguinte mudanca de varidvel:
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Figura 4.3: Diagrama de fase do sistema (4.3) para p = 0 - Centro

X —-zxz—1
Y —y—p—p

resolvendo em ordem a x e y fica:

r— X+1

y—=Y+u+p

que representa uma translagdo que desloca o ponto de equilibrio (x,y) = (1,1 + p)

para (z,y) = (0,0).

O sistema (4.4) fica:

X =(X+1D(pX-Y)

Y=Y +p+pX

(4.5)

Os pontos de equilibrio sao:



CAPITULO 4. BIFURCACAO DE HOPF 48

X =-1 Y =0

A matriz Jacobiana de (4.5) é:

WX —-Y +p —-1-X
Jxy) =
Y+u+p X

Avaliando J em (X,Y’) = (0,0) obtemos:

p —1
p+p 0

Jo,0) =

e avaliando J em (X,Y) = (—1; —u — p) obtemos:

w0
—1

J(17u+p) =

que representa uma sela.
Verificando-se assim, que X (p) = (0, 0).

Determinando os valores préprios de J(x(,)) tem-se:

N -1
C— AL =0e |7 0.

w+p =X

Calculando este determinante obtemos:

M—pA\+pu+p=0

Como p > 0 e se considerarmos p = 0, obtemos valores proprios imaginarios puros
A = £, /ui. Atendendo a observagao 4.1 i) poderiamos reescalar a variavel ¢ de modo

a que os valores proprios fossem \ = =£i. Estamos perante um centro.
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A condicao de que as partes reais dos valores proprios atravessam a origem com

velocidade diferente de zero é:

d |1
5t 20

Analisando o Jacobiano verifica-se também que $tr(Jx(,) = p/2 e tem-se que
dip [1tr(Jx())] = 1/2 # 0, entdao a condigdo de cruzamento dos valores proprios é
também satisfeita para o sistema (4.4). Conclui-se, usando o Teorema de Hopf, que

existe uma familia de solugoes periddicas.

4.3 Bifurcacao de Hopf subcritica e supercritica

Existem dois tipos de bifurcacao de Hopf, uma em que a solucao periédica é
criada em torno de um ponto de equilibrio instavel, designada de bifurcacao de Hopf
supercritica, e a outra em que a solucao periddica é criada em torno de um ponto de

equilibrio estavel, bifurcagao de Hopf subcritica.[5]

Comportamento estavel

= = = Comportamento instavel

Figura 4.4: Bifurcacao de Hopf supercritica

Um exemplo que ilustra estes dois tipos de bifurcacao de Hopf foi estudado no

capitulo 3.

Olhando para o estudo realizado no sistema (4.2), podemos concluir que no caso

em que a = —1, a bifurcacao de Hopf é supercritica.
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Figura 4.5: Bifurcagao de Hopf subcritica

No caso em que a = 1 estamos perante uma bifurcacao de Hopf subcritica.



Capitulo 5

Aplicacoes

Neste capitulo sao abordadas duas aplicagoes da teoria exposta atrds: a reacgao
quimica de Belousov Zhabotinsky (BZ) e uma versao mais simples, em duas dimensdes,
das equagbes de Hodking e Huxley (HH)(modelo em quatro dimensoes para explicar
a propagacao do impulso nervoso do axénio gigante da lula) que sdo as equagoes de

FitzHugh - Nagumo (FN).

5.1 Introducao

A reaccao de BZ é uma reaccao oscilatéria classica, com bastante interesse tedrico.
E uma reaccao complexa, formada por sistemas simplificados que apresentam solugoes
periodicas. E estudado neste capitulo o esquema de Brusselator, cuja versao mais
simples foi proposto por I. Prigogini (Prémio Nobel da Fisica em 1977) e R. Lefever,
em 1968.

A reacgao de BZ, é uma reaccao quimica que oscila entre dois estados. Pertence
a uma classe de reaccoes, conhecidas por osciladores quimicos nao lineares, que nao
sao dominadas pelo equilibrio termodinamico - temperatura tnica num sistema. Para

além do interesse tedrico deste tipo de sistemas, que juntamente com a conveccao

o1
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de Bénard desempenharam um papel central no estudo da formacao de padroes em
sistemas dissipativos, as oscilagoes quimicas sao importantes como modelos de reacgoes

biolégicas que ocorrem longe do equilibrio.

Em 1951, o bioquimico Belousov interessou-se pelo estudo do ciclo metabdlico,
o ciclo de Krebs ou ciclo do acido citrico. Descobriu que, numa soluc¢ao de brometo
de potéassio, sulfato de cério e acido citrico em acido sulftrico diluido, a razao das
concentracoes de ides de cério Ced+ e Ced+, em vez de variar de maneira monotona,
oscilava no tempo. A consequéncia destas oscilagoes de concentracao é que, na reacgao
de BZ, quando os reagentes sao bem misturados, observa-se uma mudanca regular da
cor da solucao, de amarelo a transparente, uma e outra vez. A reaccao oscila no
tempo com um periodo bem definido. Belousov reparou também que, se os reagentes
nao fossem misturados, a reaccao dava origem a padroes espaciais com a forma de

ondas de cor amarela.

Tentou publicar o artigo mas, apds varias tentativas falhadas desistiu. Em 1962,
A.M. Zhabotinsky, manifestou interesse por este trabalho tendo Belousov cedido os
seus manuscritos. Em 1968, Zhabotinsky divulgou os seus resultados e, a partir dai, a

reaccao de BZ comegou a chamar a atencao da comunidade cientifica.

Esta reaccao ¢ bastante complexa, envolvendo mais de 20 reacgoes elementares,
sendo propostos sistemas simplificados, formados por um conjunto de reacgoes quimicas
que apresentam solucoes periddicas. Dois desses sistemas sao o de Brusselator e o de

Oregonator, sendo aqui estudado s6 o de Brusselator.

Alan Lloyd Hodgkin e Andrew Huxley descreveram em 1952 um modelo para
explicar o mecanismo subjacente a iniciacao e a propagacao do impulso nervoso por
potenciais de ac¢ao no axénio gigante da lula. Ambos receberam o Prémio Nobel em

1963 para a Fisiologia/Medicina com este trabalho.

Um potencial de ac¢ao é uma reaccao do neurénio a um estimulo que traduz a
transmissao do sinal. E uma descarga de ioes positivos e negativos que percorrem

a membrana da célula, e ocorre quando ha um estimulo externo que excede um
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determinado valor (o limiar). Trata-se de uma variacao brusca no potencial-eléctrico
que se propaga ao longo da célula, com forma e velocidade bem definidas. Depois
de ocorrer um potencial de accao, a célula volta ao seu estado de equilibrio, sendo
no entanto, aumentado o valor do limiar durante um determinado periodo de tempo,
designado por periodo refractério (duragdo 1.5 msec). Estas acgbes sdo essenciais
nas caracteristicas da vida animal, transportando rapidamente a informacgao dentro
e entre os tecidos. Podem ser criadas por varios tipos de células, mas sao usadas
mais extensivamente pelo sistema nervoso para a comunicacao entre os neurénios e
para transmitir informacao entre os neurénios e outros tecidos como os musculos e

glandulas.

A maioria dos resultados no que se refere as equacoes de HH s@o numéricos e, por
isso, ao estudar modelos de outros tecidos excitaveis é necessario refazer os célculos.
Alguns resultados analiticos podem ser obtidos sem usar a forma explicita dos canais
dinamicos. Estes resultados sao qualitativos e podem facilmente ser adaptados a uma
vasta classe de modelos, que descrevem o comportamento dos diferentes tipos de células

excitaveis.

O modelo de HH s6 permite observar as trajectérias em diagramas de fase a
quatro dimensoes. Existe um modelo mais simples, o de FitzHugh-Nagumo (FN),
que permite visualizar de uma s6 vez a solugao total num diagrama de fase a duas

dimensoes.

Depois das equacoes de HH serem introduzidas e estudadas numericamente, foram
realizados esforgos para encontrar sistemas de equacoes diferenciais mais simples e
que preservassem as propriedades qualitativas essencias das equagoes de HH. Para
conseguir isto com sucesso, foi necessario combinar conhecimentos de matematica e
fisiologia. Note-se que nao poderia ter sido feito baseado simplesmente nos conheci-
mentos matematicos, devido as propriedades qualitativas essenciais das equacoes de
HH nao serem conhecidas e do ponto de vista puramente légico, encontrar um sistema

mais simples é impossivel.
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No entanto, tendo em conta a base fisioldgica, FitzHugh (1961), Nagumo Arimoto
e Yoshizawa (1962), propuseram um sistema a duas dimensoes baseado nas equagoes

de HH, sendo mais facil a analise destas equagoes no espaco de fase.

5.2 Equacoes de Brusselator

A chave para compreender a reaccao de BZ é um processo chamado catalise, que
consiste na aceleracao da taxa da reacgao pela acgdo de um catalizador (um composto
quimico que nao é consumido durante a reacgao). Quase todas as reacgoes bioquimicas
nos seres vivos usam enzimas, proteinas naturais que actuam como catalizadores,
e Belousov tentava precisamente modelar uma destas reacgoes quando descobriu as

oscilacoes quimicas.

A reacgao de BZ produz o seu préprio catalizador. Um dos produtos actua como
catalizador para acelerar a formacao de mais produto. Este processo autocatalitico, a
que vamos chamar A, é caracterizado por feedback positivo: a medida que se forma
mais produto a taxa de reaccdo aumenta, como numa reaccao nuclear. A reacgao
de BZ envolve dezenas de reacgoes quimicas, mas o mecanismo responsavel pelas
oscilacoes pode ser compreendido se considerarmos apenas um segundo processo B,
que compete com o processo A e impede o processo autocatalitico de continuar. O
feedback positivo do processo A consome os reagentes rapidamente e a concentragao
dos produtos aumenta a mesma taxa. Um destes produtos é colorido e a solucao
toma essa cor. Quando os reagentes sao consumidos, o processo A para e 0 processo
B comeca a produzir um produto com uma cor diferente. Com o decorrer do tempo
este processo também consome os reagentes e o processo autocatalitico recomega. A
existéncia do ciclo resulta do facto de cada um dos processos produzir alguns reagentes
necessarios ao outro. Os ciclos repetem-se, numa espécie de ciclo vicioso, enquanto o

fluxo de reagentes e produtos se mantiver. (site)

Zhabotinsky demonstrou que Ce(I11) e Ce(IV') eram as espécies ciclicas e propos
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um mecanismo para estes ciclos ocorrerem. As equagoes seguintes mostram o mecan-

ismo simplificado.

Ce(II1T) — Ce(IV) (5.1)

Ce(IV)+ CHBr(COOH)y — Ce(I1I) + Br~ + outros produtos (5.2)

A equacgao (5.1) é autocatalizada por BrOjy, e por ides Br~. Por outro lado,
enquanto Ce(IV') é produzido na equacao (5.1), a taxa da equagao (5.2) aumenta.

Isto origina elevadas concentracoes de Br~, o que inibe e abranda a equagao (5.1).

5.2.1 Nocoes basicas das equacoes motrizes

As equagbes quimicas sao escritas na seguinte forma:

A+B—C+D (5.3)

em que A e B reagem juntos para formar as espécies C' e D. A partir da equagao
quimica podemos facilmente escrever a equacao taxa. Note-se que na maioria dos

sistemas quimicos a taxa da reaccao é proporcional a concentracao dos reagentes.

Suponhamos que a concentragdo da espécie A é [A], e a concentracao de B é [B].
Uma vez que A é consumida na reaccao, a taxa de reaccao, r,, é negativa. Entao, a

equacao da taxa da reaccao é dada por:

—[A] = —r, = k[A][B] (5.4)

onde k é a constante da taxa da reaccio, sendo [A] = %.

S6 com uma reaccao é facil verificar que a equacgao diferencial da concentracgao

de cada espécie é dada por:
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~[A] = ~[B] = [C] = [D] = k[A][B] (5.5)

Adicionando uma segunda equacao quimica:

2A — 3F (5.6)

obtemos um sistema um pouco mais complexo.

Na equagao (5.6) as espécies A e E tém coeficientes maiores do que a unidade, as

equagoes diferenciais para cada espécie sao:

—[B] = —[C] = [D] = k[A][B] (5.7)
[A] = —ks[A][B] — 2kq[AJ? (5.8)
[E] = 3kl AP (5.9)

O mecanismo do Brusselator é dado por (5.10-5.13).

A— X (5.10)
20X +Y — 3X (5.11)
B+X -—Y4C (5.12)

X —D (5.13)
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As espécies autocatilicas que interessam sao X e Y.

5.2.2 Equacoes diferenciais do mecanismo de Brusselator

Suponhamos que = = [X], y = [Y] s@o as concentragdes das espécies autocaliticas,

e a = [A] e b = [B] s@o constantes.

Determinemos a equacao diferencial da espécie x, obtemos:

T =kia+ 2k2x2y — k3bx — kyx

em que:

e kia e 2kox?y representam a producdo de x na primeira e segunda equacao

respectivamente,

e —ksbxr e —kyx representam o consumo de x na terceira e quarta equagao.

Determinando a equacao diferencial da espécie y, obtemos:

§ = —2kox’y + ksbx

em que:

e —2kyx%y representa o consumo de y na segunda equacao,

e k3bx representa a producao de y na terceira equacao.

Obtém-se o sistema de equacoes diferenciais:

& = kia + 2kox®y — ksbr — kyx
1 2XL7Y 3 4 (5‘14)

1y = —2koa?y + ksbx
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Nesta andlise vamos supor que todas as constantes de taxa sao iguais a um, e que
os reagentes A e B estao de tal modo em excesso que as suas concentragdes nao se

alteram no tempo. Os parametros a e b sao portanto constantes. O sistema fica:

t=a+22% —br —x

(5.15)
Y = —22%y + bx
Fazendo as mudangas de varidvel X* = Z e Y* = ¥ obtém-se:
X*=1—-(b+1)X*+2a2X*2Y*
(5.16)

Y =bX* — 222 X*2Y*
5.2.3 Analise das equacoes diferenciais

Por simplicidade de notacao vamos considerar X* = x e Y* = y e 242 = a. A
reaccao dinamica de Brusselator pode ser reescrita através de duas equacoes diferen-

ciais ordinérias:

t=1—(b+ 1z + ax’y
( ) (5.17)
U = bx — ax’y
onde z, y € R, representam as concentracoes das duas reacgoes e a e b sao constantes

positivas.

Determinando os pontos de equilibrio de (5.17), obtemos o sistema:

1—(b+Dx+ax’>y=0
b+1) Y (5.18)

bx —ax’y =0
Adicionando e simplificando as duas equacoes: 1 —z =0< x = 1.
Substituindo numa das equacgoes o valor de = obtido, obtém-se: b —ay = 0 &

y="1
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Obtém-se assim, o ponto de equilibrio (z,y) = (1, 2).

A matriz Jacobiana de (5.17) é:

—b—1+2azy ax?

J pu—
b — 2axy —az?
Avaliando J em (z,y) = (1, 2):
; b—1 a
g =
) -b —a

Analisando o Jacobiano verifica-se também que tr(J) =b—a —1 e que det(J) =

—ba +a+ ba = a.

Calculando os valores proprios da matriz tem-se:

b—1-— X\ a
—b —a— A

obtendo-se:

NM+ANa—b+1)+a=0«

—(a—b+1)+t/(a—b+1)2—4a

A:
< 2

Como a > 0 logo det(J) > 0, entdo o ponto de equilibrio ndo é um ponto sela.

Se b < a+ 1, entao tr(J) < 0, e o ponto de equilibrio é assimptoticamente estavel

(pogo espiral).

Se b > a + 1, entao tr(J) > 0, ocorre um ciclo-limite no ponto de equilibrio. A
ocorrencia deste ciclo-limite é responsavel pela existéncia de movimentos oscilatérios

no sistema.
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by b=a+l

instavel

estavel

Figura 5.1: Estabilidade em (5.17) - Equagdes de Belousov-Zhabotinski

Fixando a e variando b, o ponto de equilibrio (z,y) = (1, 2) muda de estabilidade.

Ta
Como o sistema (5.17) nao apresenta mais pontos de equilibrio, é de esperar que ocorra

uma bifurcacao de Hopf no ponto b. = a + 1.
Os valores préprios de (5.18) sdao imagindrios puros se e s6 se tr(J)* —4det(J) < 0.

Seb.=a+1,b—a—1 tende a aproximar-se de zero. Sendo o ponto de equilibrio
assimptoticamente estdvel. Como det(.J) = a, entao tr(J)? —4det(J) = —a < 0, o que

é pretendido.
Analisando o Jacobiano verifica-se também que %t'r’(J(Lg)) =0b—-a-1)/2.
Tem-se que 4 [%tr(t](ljg))} =1/2#0.

Entao, a condicao de cruzamento dos valores préprios é também satisfeita para

o sistema, mostrando assim, que a bifurcacao de Hopf ocorre para b. = a + 1.

Concretizando no sistema (5.17) a = 1 e b = 2, obtemos o sistema:

& =1-—3z+ 22
Y (5.19)

y = 2x — 2%y

Sendo de esperar o ponto de equilibrio: (z,y) = (1,2). Calculando os valores

, . . o +/—4 o 2% . , . . .,
proprios obtemos: A = =5— = +5 = 4, valores proprios imaginérios puros.
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5.3 Equacoes do tipo FitzHugh-Nagumo

As equagoes de FitzHugh-Nagumo (FN), representam um modelo simplificado
das equagoes de Hodgkin e Huxley (HH), para a propagacao do impulso nervoso. O
sistema de equagoes proposto por FN em 1961, descreve as propriedades eléctricas de

uma célula nervosa, e modelam sistemas excitaveis oscilatorios, entre eles, o coragao.

Todos os seres vivos, produzem sinais de origem biologica, que podem ser eléctricos,
mecanicos ou quimicos. Estes sinais sao de interesse para o diagnostico e monitorizacao

de doentes ou mesmo para investigagdo biomédica. [10]

Para se conseguir estudar alguns sistemas biolégicos como o coracgao, foi necessario
construir modelos tedricos que em condigoes controladas criavam sinais coerentes com
os reais. Dessa forma, a modelagem do coragao tornou-se importante no estudo e

descricao da dinamica desse sistema.

O modelo de FN é um modelo simplificado do funcionamento do miocardio. Este
modelo tem sido extremamente 1til para o entendimento do comportamento em meios

excitaveis e de como estes dependem de um conjunto pequeno de parametros.

Resultados preliminares confirmaram a presenca de bifurcagoes nas equagoes de
FN, onde estao presentes as bifurcagoes do tipo sela-n6 e Hopf. Sendo esta tltima até
ao momento a uUnica analisada, dando origem ao comportamento oscilatério periédico

dos impulsos nervosos.

As bifurcagoes podem estar relacionadas com o aparecimento ou eliminacao de
oscilagbes ou com a mudanca no periodo dessa oscilagao. Os diagramas de bifurcacao
mostram as transicoes entre flutuagoes ciclicas e cadticas, com comportamento orde-
nado (associado a doengas e falhas na resposta frente a perturbagdo) e complexo
(frequentemente associado a reacgdo de novas condigoes e originar uma regulacao

adequada).

A ocorréncia de bifurcagoes complexas sao bem conhecidas em medicina, nomeada-

mente no ramo da cardiologia, onde mudancas complexas de ritmos associados a varias
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arritmias podem estar associadas a bifurcacoes em equacgoes dinamicas nao lineares.

As equagoes de FitzHugh-Nagumo sao representadas a seguir:

. CE3
T=x—%—y+1
3

(5.20)

y=olz+a—py)
onde z designa o potencial da membrana, y é a variavel de recuperacao, ¢, o e p
sao constantes positivas e I é a corrente total da membrana. Esta corrente pode ser
uma funcao arbitraria do tempo, mas vamos considerar o caso que descreve a condi¢ao

normal do funcionamento do nervo, isto é, I = 0. Fixando o parametro a > 0, por

exemplo o = 1, e variando o parametro p (p > 0 ou p < 0), obtém-se o sistema:

. .2?3
r=r—%—y

y=¢(r+1-py)

(5.21)

Fazendo uma mudanca de variavel adequada e calculando os pontos de equilibrio

do sistema (5.22), obtém-se:

3
r—% —y=0

3 7Y (5.22)
r+1—py=20

sendo a origem (x,y) = (0,0) como uma das possiveis solugdes.

A matriz Jacobiana de (5.22) é:

1 -1

I —p
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Calculando os valores préprios da matriz tem-se:

1—A

obtendo-se:

como p > 0, se considerarmos:

63

e 0 < p < 1, obtemos dois valores préprios complexos com parte real positiva.

Assim, o det(J) =tr(J) =1—p>0e D(J) = p*> + 2p — 3 < 0. Logo, a origem

é uma Fonte espiral.

e p > 1, obtemos dois valores proprios reais distintos de sinais contrarios, sendo

det(J) =tr(J)=1—p<0e D(J)=p?>+2p—3 > 0. Entdo a origem é uma

Sela.
e p = 1, obtemos dois valores préprios complexos imaginédrios puros, A = :I:@,
sendo det(J) =tr(J)=0e D(J) =b*+20—3 = 0.
Analisando o Jacobiano verifica-se também que 3tr(Jog)) = (1 —p)/2 e
tem-se que <L [1tr(Jo0)] = —1/2 # 0, entdo a condicdo de cruzamento dos

valores préprios é também satisfeita para o sistema (5.22).

A adicao da constante I pode originar o aparecimento de solugoes periddicas. Em

duas dimensoes, se I excede um valor fixo surge uma solugao periédica descontinua e

a sua amplitude excede o valor fixado, isto é, a amplitude nao aumenta continuamente

a partir de zero como é o caso da bifurcacao de Hopf.

O gréfico de Cole et al. (1955, p.166), mostra que se a corrente I toma valores

elevados, o primeiro potencial de ac¢ao ocorre para um valor elevado de I. Se [
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for elevado o suficiente, o potencial de accao continua indefinidamente, ocorrendo
o fenémeno oscilatorio. Em termos de descricao matematica, existe uma solucao

periddica.

Todos os potenciais de acgao tém a mesma amplitude, o que contradiz o teorema
de Hopf, que afirma que a medida que o parametro muda, a amplitude da solucao
periédica aumenta monotonamente a partir de zero para valores mais elevados. A

solucao periddica aparece através de um amplitude fixa.

5.3.1 Abordagem feita por Keener e Sneyd das equacoes FIN
[11]

O estudo das equacoes de HH para a formagcao e propagacao do impuldo nervoso
no axénio gigante da lula, deu inicio ao aparecimento de outros modelos na electrofi-
siologia, como o ritmo cardiaco. Esta abordagem estabelece um sistema dinamico de

equacoes diferenciais parciais nao lineares.

Consideremos o sistema de equagoes:

& =—y+4x —2?

(5.23)
y=x—py—c
Considerando p =0 e ¢ = ¢y = —\%. A fungdo ciibica y = f(r) = 4z — 2® tem
um minimo local para x = ¢y e um maximo local para r = —c¢.

Verificando a afirmagao anterior, vamos determinar os pontos de equilibrio:

—y+4r—2* =0
Y (5.24)

r ==cC

=4x — 23
Y (5.25)

Tr =c
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-2 2
v V3 V3
y | —10 | +|0 | —
y N | m| M

Tabela 5.1: Tabela - Estudo da variacao de y

Derivando a primeira equagao:

y =4 — 327 (5.26)

Determinando os zeros da derivada:

4 2
4—3x2:0<:>x:i\/j<:>m:j:—
3 V3

O sistema (5.23) tem um tnico ponto de equilibrio: (z,y) = (co, f(co)).
Fazendo os cdlculos obtemos o ponto de equilibrio: (z,y) = (—2¥3, —16V3)

37 9

A matriz Jacobiana de (5.23) é:

Avaliando J em (z,y) = (—2£3, —16v3).

0 —1
J =
L —p
Sendo p = 0:
0 —1
J =

1 0
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Verifica-se assim, que tr(J) = 0 e det(J) = 1 > 0, obtendo-se a confirmagao da

primeira hipétese do Teorema de Hopf (4.1).
Como 3tr(J) = (—p)/2 e tem-se que dip [1tr(J)] = 5t # 0, verificando a condi¢ao
de as partes reais dos valores proprios atravessarem a origem com velocidade diferente

de zero.

5.3.2 Abordagem ao modelo polinomial das equagoes FIN [12]

- . . ~ , . 3
Uma versao mais generalizada das equagoes de FN, ¢é substituir —z + % por uma

fungao F(z) = z(z — «a)(1 — x), obtendo o sistema de equagoes:

t=zx(z—a)(l—z)—y+1 (5.27)

y=cel@—py)

Assumindo os parametros de modo que exista um ponto de equilibrio (z,y) = (0,0) e

calculando a matriz Jacobiana de (5.27):

—3x?+2ax+2xr —a —1
€ —ep
obtendo:
—a -1

J0,0) =
e —&p

Sendo, tr(J) = —(a+ep) e det(J) = e(pa + 1).
Os valores proprios sao dados por:

N+ (a+ep)h+e(pa+1) =0

—(a+ep) £ +/(a+e)?—4de(pa+1)

A\ =
2
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A condigao para que os valores préprios sejam imaginarios puros é fazendo a = —ep.

Os valores préprios sdo: A = i—v_%;_apbrl) S A =14/e(l —¢ep?)
Designando pu = /e(1 — gp?) vem: A\ = +pui

Como tr(J) =0, det(J) = e(p’c +1) > 0 e dip [1tr(J)] = 5t # 0, verificando-se

também assim, as condigdes do Teorema de Hopf (4.1)
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Conclusoes

Muitas aplicacoes sao modeladas por sistemas auténomos de equacoes diferenciais
que contém parametros. Quando estes parametros variam, os diagramas de fase
das equagoes diferenciais podem também mudar. Valores dos parametros onde estas

mudancas ocorrem sao designados por valores de bifurcagao.

A perda de estabilidade de um ponto de equilibrio, ao variar os parametros das
equacoes acontece quando a linearizagao em torno desse ponto tem um valor proprio
cuja parte real muda de sinal. Obtém-se assim uma bifurcagao de ponto de equilibrio.
Para valores préprios complexos, isto acontece quando a linearizagao em torno de um
ponto de equilibrio, tem um par de valores préprios imaginarios puros. Estes pontos
sao os possiveis locais para a ocorréncia de Bifurcacao de Hopf, onde sao criados ramos

de solugoes periddicas.

A procura de solugoes periddicas - presentes em todos os ramos da ciéncia - nas
equagoes de amplitude-fase, através da proposi¢ao apresentada no capitulo 3, mostra
um outro método para encontrar estas solucoes em sistemas escritos em coordenadas

polares.

O estudo das equacgoes diferenciais ordinarias desenvolveu diversas éreas do con-

hecimento. Estas equacoes sao uma ferramenta importante na explicacao de diversos

68
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fendmenos observados na natureza.

Neste trabalho apresentamos dois exemplos: a reaccao de Belousov Zhabotinsky e
as equacoes de FitzHugh-Nagumo aplicados na quimica e biologia, respectivamente. A
reaccao de Belousov Zhabotinsky é uma reacgao complexa oscilatéria, com bastante in-
teresse tedrico, formada por sistemas simplificados que apresentam solucoes periddicas.
O modelo de FitzHugh-Nagumo tem o interesse de modelar o impulso nervoso nos
neurénios e também o batimento cardiaco. A partir desse modelo, pode ser feita
uma analise em termos dinamicos para detectar e caracterizar possiveis bifurcagoes

presentes nesse sistema biolégico.



Apeéendice A

Teorema da Funcao Implicita

Teorema A.1 (Teorema da Funcgao Implicita para funcoes de uma variavel.)

Seja F(z,y) uma fungio definida em C C R?, (xq,v0) € i(C) e tal que:

a) F(xo,y0) = 0.

b) F, e F, sio continuas numa vizinhanga de (o, o).

c) Fy(ifoayo) # 0.

Nestas condigies existe pelo menos uma vizinhanga do ponto (xo,yo) na qual a
cada x corresponde um sé valor de y que verifica a equagio F(x,y) = 0. Fica assim,

definida implicitamente uma func¢ao y = f(x) que toma o valor y = yy para x = xq.

L

Essa fungdo ¢ continuamente derivdvel no ponto xy sendo a sua derivada y' = —7=.
Yy

Teorema A.2 Teorema da Funcao Implicita para fungoes de duas variaveis.

Seja F(z,y,z) uma funcao definida em C C R3, (o, yo, 20) € i(C) e tal que:

a) F(zo, Y0, 20) = 0.
b) F,, F, e F, sio continuas numa vizinhanga de (o, Yo, 20)-
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¢) F.(zo,yo, 20) # 0.

Nestas condigies existe pelo menos uma vizinhanga do ponto (o, Yo, 20) na qual a
cada par (z,y) corresponde um s6 valor de z que associado a (x,y) verifica a equagdo
F(z,y,2) = 0. Fica assim, definida implicitamente uma fun¢io z = p(x,y) que toma

o valor z = zy para x = xg ey = yo. Essa funcao € continuamente derivdvel no ponto

_F. g By

, . ;L
(20, 90) € as suas derivadas sao dadas por z, = — 7 2y = — 7

Teorema A.3 Teorema das Fungoes Implicitas. Caso geral.

Consideremos o sistema de n equagoes:

(
fl(th?a'"7$may17y2>"'7yn) -

0
f2(x17x27~”7xm7y17y27“‘7yn) =0

L fn(x17$27'"axmaylay2>"'7yn) =0

sendo f1, fa,..., fn funcoes das m + n varidveis x1,Ta, ..., Tm,Y1,Y2, ..., Yn definidas

em C C R™™. Seja M(ay,az,...,an,b1,bs,...,b,) €i(C) e

a) O ponto M verifica as equagoes do sistema A.1.

a) As fungoes f1, fa, ..., fn SG0 continuamente derivdveis em relagao a todos 0s seus

argumentos nas vizinhangas de M.

c) O determinante

ofh  Ofi of1
dyi Oy Dyn
Ofs  Of Ofs
A = Oyp Oy2 "7 Oyn
Ofn Ofn Ofn
Oy1  Oy2 "' Oyn

¢ diferente de zero no ponto M.
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Nestas condi¢oes pode afirmar-se que existe pelo menos uma vizinhanga do ponto
M na qual a cada sistema (1, Xa, . . ., Ty) corresponde um e um s sistema (Y1, Yz, - - -, Yn)
que associado ao primeiro verifica as equacoes do sistema A.1. Ficam assim definidas
implicitamente n funcgoes:

(

Y= 1(T1, T2, .., Tyy)
Yo = 902(331,.’172,...,33,%) (AQ)
Un = @n(T1,%2, ..., Tp)

\

que substituidas nas equacoes do sistema A.1 as convertem em identidades e que para

T = G1,Ty = Ao, ..., Ty = Gy tomam os valores y; = by, ys = ba, ...,y = b,. As
fungoes A.2 sao continuamente derivdaveis no ponto (ai,as, ..., ay).
Para calcular as derivadas %(k’ = 1,2,...,n) derivamos as fung¢oes A.1 em
k2

ordem a x;

8f1+3f1%+.”+3f1%—0

Oz 1 Oyr Ow; Ay Oy
Ofa | Ofe Oy1 Ofs Oyn __
ox; +8y181i +"'+8yn81i =0

Ofn | Ofn Oy1 Ofn Oyn _
. 8x¢+8y1ami+"‘+8ynazi =0

Resolvendo este sistema pela regra de Cramer obtemos os valores a—yl_ 8—92_ - ai’?
Ox;? Ox;’ ) Ox;
procurados (i = 1,2,...,m).
NOTA:

Ao determinante /\ chama-se determinante funcional ou determinante do Jaco-

biano e escreve-se muitas vezes

_O(f1 Sy f)
A= a(y17y27"'7yn>
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