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RESUMO

Nesta tese analisa-se um livro classico da fisica moderna, “Estrutura do Espaco-
Tempo” de Erwin Schrodinger (Viena, 1887-Viena, 1961). O autor, conhecido pela sua
contribuicdo para a Mecanica Quantica, interpreta neste livro a Relatividade Geral de

Albert Einstein formulada em 1915.

Nesta “traducdo” - a partir da verséo espanhola de Jesus Unturbe Sanchiz -
procurou-se estudar todos 0s passos e acrescentou-se algumas notas e anexos que
facilitem a sua compreensdo. O assunto em analise é por si s6 ainda hoje motivo para
ser considerado “o sonho dltimo dos fisicos™: conseguir-se unificar, seja numa Unica
formulacdo, as quatro interaccdes™: fraca, forte, electromagnética e gravitacional. Se
para as trés primeiras, parece ja haver boas pistas, para a unido de todas ndo ha ainda
uma teoria quantica da gravitagdo. E por isso um tema de investigacdo actual. Para a
resolucdo desta questdo em termos de fisica experimental, parece que as energias
necessarias seriam de tal ordem que s6 o big-bang ou o0s buracos negros poderiam servir
de laboratério?; néo é sendo I4 que se poderdo confrontar a gravitacao e as teorias
quanticas do momento. Muitas teorias sobre a estrutura do espaco-tempo actuais se

fundamentam sobretudo no calculo tensorial.

E, pois, na matematica e na geometria, que o autor apresenta a sua visao de
forma simples desde as nogdes elementares de célculo tensorial até a obtencéo das

equacOes de campo de Einstein.

! A semelhanca do que Maxwell fez com as equages do campo E e H, ou até o que Newton fez com
f=mdp/dt permitindo estabelecer a equivaléncia entre a aceleracdo inercial e a gravitica.

2 A radiagdo fossil ndo nos da esse laboratério, por ser de baixa energia em resultado da expansio e
concomitante arrefecimento do universo.
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INTRODUCAO

A traducdo de um trabalho cientifico, ndo é facil. A traducéo de um «livrito», conforme
0 seu autor, Erwin Schrodinger, lhe chamou,

«Os dez anos que entdo passei em Dublin (1946-1956) foram de grande valor para mim, em parte pela
aparicao de uma série de pequenos livritos em Inglés publicados pela Cambridge University Press e
também pelo trabalho acerca da teoria geral da gravitagdo «assimétrica», que por certo parece desiludir.»"

como 0 ndo é a Estrutura do Espaco-Tempo, é um ato de coragem, se a ele estiverem
associadas duas regras de conduta: maximo rigor e maior honestidade. Foi o que
procurei fazer.

José Manuel Sanchez Ron assina neste livro um Prélogo de 17 paginas com um caracter
mais biogréfico. Se por motivos de dimens&o evitei traduzi-lo, o teor da sua Ultima
seccdo, sendo um bom mapa dos assuntos tratados, inclui-o nesta investigagéo.

No que se refere a Introducédo, que s6 no final do livro dei conta pertencer a
Schrodinger, procurei interpretar o seu texto e resumi-lo. Fica pois o leitor avisado.

Este é um livro excelente para um estudante de matematica ou de engenharia que se
interesse pela fisica e que queira sem grande esforco juntar as no¢cdes matematicas
elementares que dao suporte a teoria da relatividade: O calculo tensorial, a
«transformacéo afim», a derivagéo invariante e a covariante, o transporte paralelo, a
integrabilidade e o tensor de curvatura, as geodésicas, a relatividade geral e as equacoes
de campo, a métrica de Riemann, os principios variacionais e as leis de conservacao.
Com estas no¢des chega-se no capitulo XII a duas generalizagdes da relatividade geral,
a de Einstein-Straus e a teoria puramente afim.

Acrescentam-se, aqui ou ali, alguns comentarios e anexos referentes a erros ou a matéria
gue ndo se compreenda ou que, no original estejam pouco claros e se tornem
incompreensiveis.

Fizeram-se duas alteraces significativas relativas: a colocacéo dos indices nas
coordenadas por ser hoje mais vulgar o seu uso; a indicagdo de outro sistema de
referéncia. Assim, nesta “traducdo”, todos os indices nas coordenadas e nas suas
diferenciais sdo superindices. A barra ou a barra dobrada por cima das coordenadas (em
vez de uma plica ou duas plicas) para indicar novos referenciais. A plica, duas plicas
etc. sobre as coordenadas fica consagrado a identificagdo de um, dois etc. pontos
préximos.

! Autobigrafia de Erwin Schrodinger: «Mi Vida», pp. 156-157 in José Manuel Sanchez Ron, prélogo, pp.
27-28, do livro em andlise.

Xiii
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Finalmente e para que sirva de motivacao a outros - talvez mais fisicos ou engenheiros
que matematicos -, espantem-se com a proximidade que estes assuntos tém com 0s
habitos e as noc¢des que se usam descuidadamente na engenharia (e na fisica elementar
também) sem a percepc¢éo clara dos fundamentos matematicos que Ihe ddo suporte!

Xiv

PDF Creator - PDF4Free v2.0 http://www.pdf4free.com


http://www.pdfpdf.com/0.htm

AESTRUTURA DO ESPACO-TEMPO

PDF Creator - PDF4Free v2.0 http://www.pdf4free.com


http://www.pdfpdf.com/0.htm

PDF Creator - PDF4Free v2.0 http://www.pdf4free.com


http://www.pdfpdf.com/0.htm

EXCERTO DO PROLOGO (original)

(...)
Estrutura do Espacgo-tempo

(...) Trata-se de um texto breve, mas de uma clareza, concisao e elegancia
admiraveis, ainda que ndo se recorra nele a abordagens intrinsecas (sem referéncia
directa a sistemas de coordenadas), mais poderosos matematicamente e também mais
recentes. A primeira parte do livro ocupa o que poderemos chamar «teoria classica do
calculo tensorial»: definicdo do que € um tensor e estudo das suas propriedades mais
bésicas; introducdo da ideia de «transformacéo afim»; derivagdo covariante; transporte
paralelo; integrabilidade e tensor de curvatura; geodésicas. Com esta base no capitulo
VI introduz-se a relatividade geral, incluindo, por conseguinte, as equagdes do campo,

ainda que sem formular as equag¢es hum espago métrico riemanniano.

Nos capitulos iniciais Schrddinger ndo introduz a nogdo de distancia, estando
toda a descricdo geométrica baseada unicamente na transformacéo. Mas uma vez
conhecidas as equacfes de campo einsteinianas, recorre-se a distancia (métrica)
riemanniana, deduzindo-se a relagdo entre transformacéo e métrica. Depois de abordar o
caso da relatividade especial, encontramo-nos num capitulo (o XI) no qual se estudam
0s principios variacionais e as leis de conservagdo, de uma forma geral, primeiro, e logo

aplicando os resultados da relatividade geral.

S6 no ultimo capitulo se ocupou Schrédinger das generalizagGes da relatividade

geral, tema ao qual tantos esforgos aos quais havia dedicado as suas investigacoes (de
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facto, como vimos®, encontrava-se a trabalhar sobre o tema). Consideracdes gerais &
parte, s6 duas teorias, a de Einstein e Straus e a teoria puramente afim, foram tratadas
por Schrodinger neste capitulo final. O estilo conciso que havia imposto ao resto do
livro tornava impossivel qualquer outro procedimento. Talvez desta maneira se percam
algumas das ideias fisicas que com tanto esforco havia desenvolvido Schrédinger, mas
em seu lugar deixou-nos uma admiravel reconstrucdo da esséncia da estrutura

geométrica do espago-tempo relativista.

in prologo de José Manuel Sanchez Ron

! José Manuel Sanchez Ron refere-se & primeira parte do seu prélogo, a biografica.
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INTRODUGCAO (original)

Na teoria da gravitacdo de Einstein, a matéria e a sua interacgdo dindmica
assentam na no¢do de uma estrutura geométrica intrinseca do espago-tempo continuo.
Como aspiracdo e meta desta teoria, este continuo quadri-dimensional com as suas leis
inerentes (puramente geométricas), esta estrutura, deve ser um modelo adequado do
“mundo real que nos rodeia no tempo e no espago”, com tudo o que ele contém,

incluindo o seu comportamento total.

Certamente, a concepgao que Einstein manifestou em 1915 abarcava desde o
inicio, e nas numerosas tentativas subsequentes, todo o tipo de interaccdo dinamica’.
Que ateoria de 1915 se chame normalmente Teoria da Gravitagdo deve-se a dois factos.
Primeiro, os seus grandes éxitos foram considerados como referidos essencialmente a
gravitacdo, a precessao do periélio de Mercurio, por certo, e o desvio dos raios de luz de
estrelas que passam proximo do sol que ndo é um fenGmeno puramente gravitacional; o
campo electromagnético possuindo energia e momento possui também massa. Além
disso o desvio para os infravermelhos das riscas espectrais dos objectos estrelares de
grande densidade (eg.: as ands brancas) liga obviamente os fendmenos

electromagnéticos e a gravitacao.

De qualquer modo, o verdadeiro fundamento da teoria, o principio da
equivaléncia da aceleracdo e do campo gravitacional, abandona o conceito mistico de

forca como agente. Toda a aceleracdo € explicada pela gravidade, a qual, em vez de ser

! Na altura conheciam-se apenas dois tipos de interacgdo: a gravitica e a electromagnética.
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considerada uma forca, reside na geometria do espago-tempo. Qualquer agente, seja ele
qual for, produzindo uma aceleragdo, fa-lo mediante a sua incorporagdo ao tensor
energia-momento (tensor de matéria) e através do campo gravitacional que com ele esta
ligado. No caso simples da interaccdo puramente gravitacional este tensor tem uma
forma simples e pode ser considerado como estando localizado em massas pontuais, 0
que ndo acontece com uma particula carregada electricamente (mesmo que em repouso)
que se liga a um tensor de matéria desdobrado através do espago que a rodeia. Por
consequéncia estamos perante a necessidade de leis de campo para o tensor de matéria,
leis que gostariamos de interpretar como restricdes geométricas. Com excepcdo da
interacgdo puramente gravitacional, a teoria de 1915 ndo da conta destas leis. Esta falha
pode ser camuflada ou suprir-se provisoriamente com a adi¢do de suposicoes tais como:
a particula mantém-se unida, a sua massa ndo seré negativa, etc. Contudo noutros casos,
tais como no electromagnetismo, pede-se um desenvolvimento adicional da estrutura
geométrica do espaco tempo, para dar conta das leis de campo do tensor de matéria de
um modo natural — sendo esta a segunda razdo pela qual a teoria de 1915 é tomada por

uma teoria que se refere puramente a gravitagéo.

Aliés as equagdes do campo gravitacional tém de ser forcosamente mais
complicadas do que as equades de Maxwell do electromagnetismo. Estas sdo lineares e
devem a sua linearidade ao facto do campo electromagnético ndo transportar (ele
préprio) carga ao contrario dos campos gravitacionais que transportam energia e
momento, contribuindo assim para a sua propria fonte. Podemos dizer que as equagdes
do campo gravitacional terdo de ser equacOes de derivadas parciais, ndo lineares, em

que a ndo linearidaede ¢é, afinal, a consequéncia do efeito da gravitacdo sobre si propria.

A estrutura geométrica do modelo espago-tempo visado na teoria de 1915

incorpora os seguintes dois principios:
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(a) Equivaléncia de todos os sistemas de coordenadas quadri-dimensionais,
obtida por uma transformagao ponto a ponto entre quaisquer dois sistemas

arbitrariamente escolhidos;

(b) O continuo tem uma métrica impressa nele: isto é, a forma quadratica das

diferenciais das coordenadas,
9jj dXide (A)

chamada “quadrado do intervalo” entre dois pontos tdo proximos quanto se deseje é um

invariante e por isso ndo depende das transformacdes ocorridas em (A).

O primeiro principio, o principio da Invarincia Geral, parece muito simples e
incontestavel e encarna a ideia da Relatividade Geral. As tentativas ocasionais de o
generalizar, e aponta-se a fisica quéntica a possibilidade de o vir a ditar, ndo tém sido

frutiferas.

A adopcéo imediata de uma métrica parece ndo ser o modo mais simples de a
obter, até porque foram feitas outras exposicoes diferentes da teoria de 1915. Na
verdade a diferenciagdo invariante, o tensor de Riemann-Christoffel, a curvatura, os
principios variacionais ndo sdo peculiares do estabelecimento de uma métrica. Chegam
naturalmente quando se comeca a introduzir uma transformacéo, exactamente o tipo de
transformacéo, para a qual a ideia de «diferenciacdo» surge peremptoriamente em favor
da invariancia geral que se admitiu anteriormente. Esta é a transformacao afim. Sera

entdo facil especializé-la de forma que origine uma métrica.

H. Weyl inaugura em 1918 um importante grupo de tentativas de generalizacéo

da teoria de 1915 baseando-se neste tipo de transformacéo.
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A geometria do continuo sera investigada entdo em trés partes, nas quais se dara
conta das no¢des proprias que Ihe sdo acessiveis e significativas conforme o esquema

adiante elaborado.

Parte |
Quando se estabelece
a Invariancia Geral

\/

desta etapa, sem
sentido na fase
anterior e que ndo
requeiram
elementos da fase
seguinte!

Nocoes

Parte 111 exclusivas
Quando a T. Afim se especializa para
revelar uma Métrica °

Muitas das afirmacdes e operadores que se seguem, se bem que referidos a um
espaco de 4 dimensdes, aplicam-se a um qualquer nimero, n, de dimensoes.

Destacar-se-4 todo o facto que se restrinja a um espaco quadri-dimensional.

A partir daqui Schrodinger inicia o seu trabalho de uma forma inteligente,
tentando ligar as estruturas fisicas que pretende explicar com as estruturas matematicas

que poderéo ajudar a compreendé-las.

Pode-se dizer que Albert Einstein, sobretudo no seu trabalho de 1915, ndo
poderia seguir neste caminho, pois o Célculo Tensorial nasceu com Ricci e Levi-Civita
em 1901, e provavelmente Einstein pura e simplesmente deveria desconhecé-lo. Aliés a
evolucgdo intelectual de Einstein, que sempre tinha tido uma aversdo a matematica (e
mesmo em relacdo a fisica), havia sido marcadamente intuitiva e sem qualquer
preocupagao com 0 senso comum, contudo mais se suportou nas suas «Gedanken

Experiments» do que nas experiéncias sempre dependentes das condi¢cbes em que se
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realizam. Essa sua salutar rebeldia levava-o a pensar nas razdes pelas quais o
movimento uniforme deveria ser preferido a movimentos arbitrarios e a considerar que a
igualdade entre massa inercial e massa gravitacional, que as experiéncias fundamentais
de Roland Von E6tvos em1889 pareciam demonstrar (a menos de 10°), confirmando
resultados ja obtidos por Galileu, Huyghens, Bessel e Newton, teria um resultado
essencial: o Principio da Equivaléncia, segundo o qual «em qualquer ponto do
espaco-tempo, num campo gravitacional arbitrério, é possivel escolher um sistema de
coordenadas localmente inercial, tal que, no interior de uma regido suficientemente
pequena em torno do referido ponto, as leis do Universo tomam a mesma forma que
teriam se fossem consideradas num sistema de coordenadas cartesianas ndo acelerado e
na auséncia de gravitacdo. (Seria interessante estabelecer um certo tipo de semelhanca

entre este Principio e o principio que constitui a base das geometrias ndo-Euclidianas).

Mas Schrddinger prefere outro caminho ndo menos valido: utilizar o calculo
tensorial (que Einstein verificou em 1913 e somente em 1913, ser a estrutura
matematica indispensavel para conseguir formular as equacdes da Relatividade,
valendo-lhe o auxilio do matematico Marcel Grassman, sem o qual aparentemente
Einstein teria sido incapaz de estabelecer a correlacdo entre a realidade fisica e a
estrutura matematica que a poderia apoiar), e com essa poderosa ferramenta matematica
atingir as Leis de Conservacdo e as possiveis generaliza¢@es da teoria de Einstein.
Schrodinger (um fisico) explica de que forma a matematica dos tensores pode ser
entendida em termos fisicos, e que tipo de contribuigdo ela da para o estabelecimento da
estrutura do espaco-tempo. Trata-se de um trabalho que se pode considerar
essencialmente matematico, mas em que as no¢des matematicas sdo sempre

acompanhadas das correspondentes nog¢des fisicas. Nao se trata de escrever «A
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matematica permite dizer...» mas sim «A matematica permite concluir..., pois o

significado deste resultado matematico é...».

E talvez este, a nosso ver, 0 maior mérito deste trabalho: a sua componente

matematico-pedagogica hum discurso da ciéncia fisica que se quer bem fundamentado.

10
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PARTE |

AVARIEDADE DESCONEXA

11
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| Invariancia; VVectores e Tensores

Concebemos um continuo quadri-dimensional cujas pontos se individualizam

por um arranjo de quatro variaveis reais’,

()| F5 24,5390 1 C

Contudo esta primeira designacdo ndo tem qualquer prerrogativa sobre qualquer

outra,

v ()t | F5 24.48 Tf 1
v ox (@)Kt | F5 24,48 Tf 1
#-8 ()¢ | F5 24,48 Tf 1 (
v or (@Kot | F5 24,48 Tf 1

em que os ®'sdo quatro fungdes continuas e diferenciaveis das variaveis x*, que
assegurem uma correspondéncia biunivoca entre pontos o que exige que o determinante

funcional ndo se anule em qualquer ponto?.

Contudo se se faz uma transformacéo, ela deve ser enunciada e as funcdes

devem ser indicadas.

1 0 autor usou subindices e ndo superindices. Esta 6pcdo sera retomada mais adiante pelo autor.

2 N.A.: Isto é necessario para que fique assegurada a correspondéncia biunivoca entre os dois conjuntos
de variaveis. N&o obstante, sdo conhecidas com frequéncia excepgdes, como por exemplo na transigdo das
coordenadas cartesianas a polares.

13
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Como diz Riemann no seu magnifico trabalho «Uber die Hypothesen welche der
Geometrie zu Grunde Liegen», o estabelecimento dos conceitos de grandeza somente
sdo possiveis onde exista um conceito geral que permita utilizar diferentes modos de
determinacdo. Sendo ou ndo possivel passar de um modo para outro, de uma maneira
continua, eles formam uma variedade «Manigfaltigkeit» continua ou discreta. Cada um
dos modos de determinagdo costuma chamar-se um ponto no caso de uma variedade

continua e um elemento no caso de uma variedade discreta.

Os conceitos cujos modos de determinacdo formam uma variedade discreta séo
tao frequentes que, sendo dados quaisquer objectos, encontra-se sempre (pelo menos em
linguagens altas) um conceito que as abrange. Contrariamente, as ocasides que podem
dar origem a conceitos de uma variedade continua, sdo téo raras na vida usual, que 0s
lugares dos objectos sensiveis e as cores sdo talvez os Unicos conceitos simples cujos
modos de deteminagdo constituem uma variedade de varias dimensdes. E somente em
matematicas superiores que se tornam mais frequentes as ocasides para a formacao e

desenvolvimento destes conceitos.

Procurem-se entdo entidades matematicas, nUmeros ou conjuntos de nimeros

aos quais se possa incorporar um significado na dita variedade.

Tanto os valores numéricos das coordenadas como a soma dos seus quadrados
como qualquer outra fungéo delas mudaréo com a transformacéo. Contudo pretende-se
conferir alguma individualidade a cada ponto, que seja inclusivamente respeitada pela
transformacéo, alguma propriedade invariante, uma vez que de outra forma ndo haveria
qualquer vantagem em t&o cuidada designagdo do ponto para que pudesse ser
encontrado em qualquer outro sistema de referéncia. A lista de variaveis seria uma lista
de sujeitos (gramaticais) sem predicados. Imagine-se uma lista de direcgdes sem a

menor intenc¢do de se saber porqué ou que pontos incidem nelas.

14
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No caso mais simples, far-se-4 uma correspondéncia biunivoca entre um ponto e
um namero que ndo mudard com a transformagdo. Chamaremos um invariante ou
escalar (pensemos por exemplo na temperatura de um ponto num determinado instante)
por ndo mudar perante a transformacéo. E diremos que sobre determinada regido se
estabelece um campo escalar se a cada ponto da regido for atribuido um namero,
referido a uma mesma propriedade, também ele invariante perante a transformacdo, isto

é, um campo escalar serd dado por uma funcdo das coordenadas,

(@)7Fot | F5 24, 53%0FF 1 (

que apos a transformacdo para o sistema de coordenadas com barra se escrevera,

60 E T2 B A AR | ARG (5RO &
(1.0.4)
Esta nova funcdo das coordenadas com barra é completamente diferente da que a

funciof de x“o era. Estritamente falando deveriamos indica-la usando uma outra letra,

y de®*, contudo, tendo em mente o principio da invariancia da transformagcéo e dado

que estas funcGes se referem a um campo particular em qualquer sistema de referéncia,
os fisicos usam muitas vezes a mesma letra (e aplicam-lhe uma plica®). Por outro lado

como normalmente se podem inferir 0s argumentos escrever-se-a4 f ou

‘@ Tj /F5 24.5389 Tf 1

em vez de (1.0.3) e do mesmo modo,f" ou

¥ Infelizmente, o autor usa uma plica para um segundo sistema de referéncia, duas plicas para um terceiro
etc... Na traducéo usaremos uma barra, duas barras etc...e para outros pontos, entdo sim, uma plica, duas
plicas...

No entanto também poderemos omitir a barra, conforme o autor o faz, se dai ndo surgirem imprecisoes.
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re)Tj /F5 24.589 Tf 1 C

para a fungcdo campo expressa no sistema de coordenadas com barra.

Dados dois pontos num sistema de referéncia, P, com coordenadas x*, e P’, com

coordenadas x¢ , a diferenca

() T4 TIFS/ PB. 389539 Tf 01

também é invariante na transformacao e tomando o segundo ponto t&o préximo quanto

se deseje, serad igualmente invariante a diferencial total, ou seja,
M .k .
—k-dx = Invariante (1.0.8)
X

(Em todos os termos em que um mesmo indice apareca repetido subentende-se uma

soma de 1 a 4)*.

Numa transformacdo de coordenadas® sendo verdade que,

i
11“7]? :ﬂl;r&x (1.0.9)
e que,
dx :ﬁdxm (1.0.10)
%™

obtemos por multiplicagcdo dos membros.

* Mesmo que esse indice apareca na mesma variavel. Tome-se um exemplo: A, num espaco de quatro
N

. ~ Poa O i .
dimensdes tem 16 componentes; mas A’ ndo é mais que 0 @ A’ ou seja Al +A%+A%+AY, .

i=1
® Aqui optamos por manter a convenco inicial da plica como indicadora de um novo sistema de
referéncia. Nesta e na equagéo que se segue ja se observa a covariancia e a contravariancia como se vera
posteriormente.
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it T Ix xE qif
dde = e (X" = o (X ™ 1.0.11
P -
A

Esta deducéo (que prova a afirmacdo (1.0.8)) obtém-se somando-se 0s termos
sobre o indice k, ja que a parte A de (1.0.11) é a derivada de uma coordenada

relativamente a outra, sendo 0 ou 1 conforme o indice i é igual ou diferente de m.°

A disposicao formada pelas quatro quantidades ff I‘ﬂxk é, em si mesma, uma
entidade matematica com um significado definido, sempre que se submeta a regra de
transformacéo (1.0.9), da mesma forma que o escalar f estava sujeito néo a ser

transformado, mas simplesmente a ser «substituido» (umgerechnet, do alemao). O

sentido de Iif I‘ﬂxk em (1.0.9) é que, independentemente do sistema de referéncia,
permite determinar a partir da soma de produtos indicada em (1.0.8) o acréscimo de f
para um ponto vizinho, tomando naturalmente os acréscimos das coordenadas no dito
sistema de referéncia. A entidade descrita por estas quatro derivadas parciais a que
chamamos gradiente de f € o primeiro exemplo de uma propriedade referida a um
determinado ponto e que ndo sendo dada por um s6 nimero, como o0 é um escalar, o €
por uma disposicao de nimeros, quatro neste caso. Este é um prot6tipo de um vector

covariante’. Mais concretamente é um campo vectorial covariante.

A concepcao geral de um vector covariante é uma disposi¢do de quatro

quantidades® que por definicdo deve transformar-se (tal como em (1.0.9)), assim:

® Mais a frente se retomaré as derivadas parciais das coordenadas em relagéo a si mesmas, matriz com o
nome de simbolo de Kronecker, onde se introduzira uma notagéo, &'y,e um significado mais amplo. E
visualmente idéntica a matriz identidade, isto é, toma o valor 1 na diagonal principal (i=m) e 0 nos outros
casos (i m).

" O facto de o indice ser colocado em cima nas coordenadas x, ndo deve indicar contravariancia.

& Melhor seria dizer fungées em vez de quantidades.
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X!
= 1.0.12
ﬂk ‘ﬂ!ﬁAl ( )

A natureza da entidade pode ser tal (como no caso do gradiente) que possua um
quadruplo ordenado de nimeros incorporados em cada ponto, variando de um ponto
para um outro, ou seja, voltamos & nog¢do de campo vectorial. Ou pelo contrério, o
vector, particular, poderia referir-se a um ponto. Contudo em todo o caso, cada vector
deve referir-se a um ponto definido, de outra forma a prescricéo (1.0.12) careceria de
sentido, ndo saberiamos que coeficientes usar nela. (O que se acabou de dizer se referira
pela mesma forma e mesmas razdes a todos 0s vectores e tensores que logo

introduziremos.)

Assim irdo surgir os campos tensoriais, de certo modo como uma generalizacéo
dos campos vectoriais, de tal modo que a cada tensor fique associado um dado ponto e

ndo um qualguer ponto ou grupo de pontos.

O modo pelo qual se transformam as diferenciais das coordenadas, de acordo
com (1.0.10), é em certa medida equivalente de (1.0.9)°. Definimos vector
contravariante como uma disposicao de quatro quantidades B a qual se transforma do
mesmo modo que dx":

k
Bk :r—msm (1.0.13)
X

Por convencdo geral a escrita dos indicadores como subindices ou superindices
serve para distinguir o comportamento covariante do contravariante respectivamente. Os

proprios dx* sdo assim um vector contravariante (infinitesimal), de facto um seu

° Enquanto ali, em (1.0.10), os coeficientes eram as derivadas parciais das novas (segundas) coordenadas
relativamente as antigas, agora passa-se 0 inverso, isto € os coeficientes para mudanca de referencial séo
as derivadas parciais das coordenadas do primeiro referencial, expressas em termos das coordenadas do
novo referencial, relativamente as coordenadas deste Gltimo (novo sistema de referéncia).
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protétipo. Em relacéo & nossa convencéo alguns escrevem x* em lugar de escreverem

x%. N&o creio que isto contribua para a consisténcia da simbologia, j& que:
(1) Os préprios x ndo séo de modo algum um vector™:;
(2) Os simbolos fjffix, podem em muitos aspectos considerar-se uma
entidade covariante simbélica’?.

O melhor é recordar que em todos estes casos a posi¢do do indice na diferencial

total (seja no numerador ou no denominador) ficara, como estava®®.

De (1.0.12) e (1.0.13) segue-se imediatamente®®,
Kk Bk = AkBk = Invariante (1.0.14)

A isto chamamos produto escalar ou interno de vectores. Quando é nulo, alguns

chamam pseudo-ortogonais aos dois vectores.

Qual a razdo porque Schrodinger chama pseudo-ortogonais a dois vectores cujo

produto escalar é nulo?

Num espago vectorial Euclidiano V o produto interno pode ser usado para
definir as magnitudes dos vectores e 0 angulo entre eles. Interessa-nos entéo, no estudo
destes espacos, considerar as transformacges lineares que sdo compativeis com as
propriedades dos vectores. Chamamaos transformagdes ortogonais a essas

transformacdes lineares. Ou seja, uma transformacdo linear A sobre V € ortogonal se

19 Foi a nossa opgao desde o inicio.

1 poderiam ser consideradas as componentes de um vector!

12 Refere-se provavelmente & expressao de derivacdo da funcdo composta. N&o se entende, porque néo
sempre!?

3 Aqui julgo que o autor quer dizer que a posicao do indice na diferencial total e na coordenada deve ser
a mesma, independentemente de estar no numerador ou no denominador.

fix; i
4 A demonstraco consiste em se efectuar a substituicio Kk Ek por ? AJ- 11]1*& B'...e notando que s6
k Xi

sobram os termos em que i = j.
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ndo alterar o produto interno, isto é, o produto interno fica invariante sobre essa

transformacéo.

Com esta definicdo, os vectores de Schrddinger A e B tais que

AB K = Invariante

séo ortogonais, a ndo ser que pertencam a espacos vectoriais diferentes (digamos o

espaco V e o seu dual) e entéo serdo pseudo-ortogonais.

Dados varios, s, vectores num mesmo ponto, uns covariantes outros

contravariantes, a disposicdo®® de 4° quantidades
A¥BIC™K G, H K (1.0.15)

cumpre uma lei de transformacéo linear que se pode deduzir facilmente a partir de
(1.0.12) e de (1.0.13) mas que ndo necessitamos de escrevé-la explicitamente. A
disposicéo de 4° quantidades que cumprem esta lei de transformagdo chamamos tensor

de ordem s e indica-se pelo simbolo
KImK
T pak (1.0.16)

onde, naturalmente, o nimero de superindices e o de subindices devem dar-se
separadamente, caracterizando completamente a natureza da entidade T. O produto
(1.0.15) é um caso especial de tensor, mas ndo € o tensor mais geral deste tipo, ja que

apenas depende de 4s simbolos independentes e paras 1

4s < 45 (1.0.17)

1> Disposicéo, no sentido literal, ndo estaria bem, pois no interessa o lugar em que possa estar a
componente A’B'C?...G;H,. talvez se compreenda melhor se dissermos que isoladamente A'BKC™...GP...
€ 0 mesmo que AkB'Cm...Gp... uma vez que ndo interessa a letra que se use, mas ndo podemos escrever
que um seja igual ao outro, pois ABXC™...G"... A'B'C"...G,...de um modo geral. O autor explicara
melhor a frente. A este propdsito foi feito o Anexo 1, pag.151
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A ordem dos superindices na notacao (1.0.16) é relevante. Com efeito,
IkmK _ Alpk~m
Tpgk. =ABC™K G H¢K (1.0.18)
que é diferente de (1.0.15).

N&o é o mesmo tensor, mas € um tensor do mesmo tipo. E importante notar que
tem exactamente a mesma regra de transformagdo. Como exemplo tomemos um tensor

rst

contravariante de ordem 3, T ™ e a forma como se transforma,

pim _ IR TR IR st (1.0.19)
Xy ixs Tt

Troquemos k e | e a0 mesmo tempo a notagdo dos indices somatorios e mudos r e s,

ik _ TR TR TR st (1.0.20)
fixs Mxr Txg

O coeficiente ndo mudou®®, mas na disposicéo de T os dois primeiros indices
mudaram. Digamos que a componente T*?% ¢ a componente (213), etc., de outro tensor.
O mesmo seria valido para qualquer permutacdo de dois indices, conquanto se realize a

mesma permutacdo em todas as componentes.

O mesmo se passaria com permutacées sobre os subindices. Mas, por agora, nao

h& uma ordem relevante entre os subindices e os superindices.

Os dois tipos de vectores sdo claramente casos especiais de tensores, a saber,

tensores de ordem um. Um escalar poderia chamar-se um tensor de ordem zero.

A partir das regras de transformacdo se vé que multiplicando as componentes de

dois tensores quaisquer em todas as combinagdes

16 Afinal trata-se de produtos de trés niimeros ou derivadas de trés funcdes, para cada uma das 64 parcelas
(s,rit 4% dos 64 membros esquerdos das 64 equacdes (I,k,m 4%). A explicacdo vem & frente com mais
detalhe.
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KImK < abcK
se obtém um tensor a que chamamos produto externo ou produto directo dos tensores.

Se em (1.0.16) se executa uma soma sobre um indice superior e um inferior,

como, por exemplo,
TegeX (1.0.22)

é facil mostrar a partir da regra de transformacdo (a qual temos indicado, mas nao
escrito) que este € um tensor de ordem duas unidades menor que o tensor original.

Poder-se-ia indica-lo mediante o simbolo,
Sge (1.0.23)

Este processo de formagdo de um tensor de menor ordem a partir de um tensor dado,
que tenha pelo menos um indice de cada tipo, chama-se contraccdo (Verjiinung, em
alemdo) ou saturacdo. Observe-se que (1.0.16) admite vérias contraccbes. Por exemplo,

0 tensor
T S (1.0.24)

é claramente distinto de (1.0.22), apesar de serem do mesmo tipo geral, isto &, sdo da

mesma ordem e tém o mesmo nimero de superindices e subindices.

Os tensores podem ser somados subtraidos ou em geral combinados linearmente
com coeficientes constantes ou invariantes (escalares), se e s6 se forem do mesmo tipo e
se referirem exactamente ao mesmo ponto do continuo. Por «podem ser» queremos
dizer que o resultado tera sempre uma formula de transformacao simples neste e apenas

neste caso, isto é, serem do mesmo tipo e referidos ao mesmo ponto.
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O numero mais importante na matematica € o zero. O simbolo actual, bem como
a palavra zero, procede dos arabes. (é etimologicamente a mesma que as palavras
chipher inglesa, chiffre francesa, Ziffer alemd, cifra espanhola embora estas tenham
adquirido significados diferentes). Mas a nocédo € antiga, surgiu nas matematicas
babilénicas pouco depois do ano 1000 A.C." e pode ter procedido da india. Permitam-
me que me alongue um pouco sobre este conceito. Muitissimas das nossas proposicoes
e afirmagBes matematicas tomam a forma de uma ou mais equagdes. O essencial de uma
equacio é sempre este: Que um certo niimero é zero'®. O zero é o Gnico nimero com
uma espécie de carta régia. Tal como € proibido dividir apenas por zero, em muitos
parlamentos pode-se discutir qualquer tema conquanto se exclua o Rei. Temos que estar
atentos; sempre que se efectue uma divisdo o divisor ndo deve ter «sangue real», néo
pode ser. Outra consequéncia é que mediante a «multiplicacdo» o sangue real ndo pode
obter-se de outra forma que ndo seja a partir de sangue real. Um produto ndo pode
anular-se a menos que um dos factores seja nulo. N&o é acidental que a maioria das

vezes uma demonstragdo decorra assim:
AB=0UB! 0P A=0 (1.0.25)

Analogamente, o tensor mais importante de qualquer tipo é o tensor zero desse
tipo, isto é, aquele cujas componentes sdo todas nulas. E um tensor numericamente
invariante ja que as férmulas de transformacao sdo lineares e homogéneas. Esta € a
razdo pela qual os tensores jogam o importantissimo papel que jogam. Pois tem a

consequéncia de que uma equagao do seguinte tipo entre dois tensoresSe T

Sk =T hik (1.0.26)

' N.A.: V. Gordon Childe, Man Makes Himself (Londres: Watts y Co., 1936) pp 222 e 225
8 Hoje, em vez de nimero, diriamos expressdo designatoria.
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é independente do sistema de referéncia (o que significa que
kIK kIK

é 0 tensor zero); desde que, naturalmente, S e T sejam do mesmo tipo e se refiram ao
mesmo ponto. Se assim ndo fosse, isto ndo se cumpriria e a equagéo (1.0.26) nem faria

sentido, de forma que nunca serd contemplada esta classe de coisas.

Talvez seja este 0 momento de mencionar uma convencao, que sempre se faz
tacitamente, ainda que mereca ser mencionada de forma explicita, tal como a
«convencao dos somatorios», da qual € uma sua equivalente. Segundo esta um indice
que apareca duas vezes no mesmo produto exprime um somatério de 1 a 4. Ora bem um
indice que apareca apenas uma vez, mas naturalmente, uma vez em cada membro de
uma equacéo, implica que a equagéo se cumpre para qualquer valor de 1 a 4 do dito
indice. Pela primeira convencdo condensamos muitos termos de uma equacéo, pela

segunda condensamos muitas equagBes™® numa equacao. Por exemplo se se escreve
gkm — gkl (1.0.28)

isto representa em geral 16 equagdes, cada uma das quais tem 4 termos no membro

esquerdo.

H& uma aplicacdo importante da invariancia das equacdes tensoriais em relagdo

com a simetria dos tensores. Se para um tensor S uma das duas equacdes seguintes
KIK  _ , olkK

se cumpre num sistema de referéncia particular , também o fard em qualquer outro.

Entdo chamamos a S simétrico ou antisimétrico, respectivamente, referido ao primeiro

19 Um sistema de equagdes.
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par de superindices. O mesmo pode ocorrer para 0 par p € ¢, mas ndo para o par, por
exemplo, k e p. (poderia haver simetria num sistema de referencia particular, mas sem
qualquer interesse, seria um facto casual.) mais tarde passaremos a conhecer
propriedades da simetria mais complicadas. Como corolario notemos que um tensor
geral pode sempre decompor-se huma soma de dois tensores, um simétrico e outro
antisimétrico, a respeito de um certo par de indices do mesmo caracter. Existem

teoremas similares para formas de simetria mais complicadas.

Um tensor pode ser simétrico (ou antisimétrico) em relacdo a todos os pares de
indices. O tensor zero é simétrico e antisimétrico. E interessante reparar que se um
tensor de ordem s, s6 contravariante ou sO covariante, é simétrico em relagéo a s-1 pares

de indices (pares que contenham pelo menos s-1 indices) sera:

(a) simétrico em relagdo a todos os pares (°Cy) de indices, se se souber que a

respeito do indice ndo usado existe simetria (em relagdo a qualquer outro indice);

(b) zero se se souber que a respeito do indice ndo usado (e qualquer outro indice)

existe alguma antisimetria.

Tomemos, como ilustracéo, estes dois exemplos (a) e (b), em que (1) e (2)

figuram por baixo das igualdades indicando as propriedades usadas,

AL =A L @) Tj MRELISIH34 TE YL@ «0i17 262. 8 254

(a)TAL itk A wjie @T] AFe iLlﬁ-§7AB4L il ki ?—ALQL @l 265.2 233

(b)"[AL Lk = ALk (@) TL APB 06 73T LS 0L A 269. 04 1€
+AL ik = Ak jLic O T] 4‘L|'_|25iL]1'|_5-§'73_4jL'[ka - B 0l 271. 44 1¢€
Por (a) observamos «transitividade na escolha dos indices da propiedade de

simetria»; no exemplo mostrado ocorre simetria relativamente as posi¢des dos indices j
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e k (no tensor original). Enquanto por (b) as componentes para as quais se verificam as
duas propriedades 1 e 2 serdo todos nulas, e dada a defini¢cdo de simetria (antisimetria),

teremos mesmo que dizer que A é o tensor zero se for de ordem 3.

Dado um tensor com t indices contravariantes e r indices covariantes
considerem-se t vectores covariantes e r vectores contravariantes e formemos o produto

contraido
skK A B L FPGIL (1.0.30)
poK kPl e

entdo a partir das regras de multiplicacdo externa e interna, este produto (que €
precisamente um numero, tendo acabado com todos os indices mediante a contraccéo) é

um invariante.
E interessante e (til saber-se que a reciproca também é verdadeira: Se nada se
sabe sobre uma disposicao SKK a ndo ser que o produto (1.0.30) é um invariante para

qualquer conjunto de vectores A...G..., entdo as SKK s8o as componentes de um tensor

definido pelos seus indices. Este teorema reciproco também poderia servir como
alternativa para a definicdo de tensor; mas o importante € que isto é usado com
frequéncia para estabelecer o caracter tensorial de uma disposi¢do de niumeros, sobre a

qual nada esteja fixado previamente.
Para provar este teorema inverso vejamos uma transformacao qualquer,

chamemos 5{( as componentes ﬁ (particulares) do transformado como se fora um

tensor, e g}f a qualquer conjunto de nimeros que compartilham com 0s 5{( a
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propriedade de fazer invariante a expressdo (1.0.30)%°, nesta transformac&o, para todo o

conjunto de vectores ndo nulos A...G... . Subtraindo as duas equagdes que exprimem

que §KK e gKK tornam invariantes a (1.0.30), obtém-se,

G TP /ABbF24-639 Tf 0dsv0 O

Como as componentes dos vectores eram arbitrarias, 0 mesmo se passara para as
componentes com barra, ja que as formulas de transformacéo (1.0.12) e (1.0.13) tém
determinantes ndo nulos. Por conseguinte, podem escolher-se vectores de tal forma que
s6 a componente k-ésima de R, al-ésimade B, a g-ésima de ¢} sejam diferentes de

zero. Entdo o produto (1.0.31)? s6 seré& nulo se
KIK KK _

e isto quer dizer, que estes dois niumeros particulares das disposi¢des §e § sdo iguais.

Obviamente mediante a escolha diferente dos vectores, pode demonstrar-se 0 mesmo

para qualquer par de transformados para além de §e g de forma que aqui se conclui a

prova da nossa afirmagao®.

O seguinte exemplo ilustra alguns corolarios simples do nosso teorema. Se

sabemos que

skl A} = vector contravariante (1.0.33)

entdo S¥' ¢ um tensor contravariante de ordem 2. E natural. Porque se o produto (1.0.33)

2 0 mesmo invariante, condigio sem a qual esta prova ndo estaria bem (posto que nada se disse
relativamente a existéncia de mais do que um invariante no mesmo ponto) e o segundo membro da
equacdo (1.0.31), que se segue, ndo seria zero.

21 Ou melhor, a soma dos produtos. E porque, convém repetir a ideia: os vectores sendo arbitrérios,
podem-se escolher tantos quantos 0s necessarios.

22 A prova esta em verificar-se a unicidade da disposic&o gk'K

pgk guando este se obteve como se fosse um

tensor.
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é um vector contravariante para qualquer escolha do vector A, entdo o produto
S I"AkB| = invariante (1.0.34)

para qualquer escolha dos vectores A e B.

Como se pode ver pela prova efectuada, € vital que a invariancia esteja garantida
para vectores arbitrarios. Nao obstante, pode afrouxar-se esta exigéncia se se sabe algo

mais acerca da disposi¢édo de S. Por exemplo, se apenas se consegue garantir que

sk A A =invariante (1.0.35)

para qualquer escolha do vector A, mas se se sabe que adicionalmente em qualquer

sistema de referéncia

gkl =gl (1.0.36)

(hé& simetria), a propriedade tensorial de S pode provar-se seguindo 0s passos acima

efectuados. Sem a simetria apenas se poderia demonstrar que

skl 4glk (1.0.37)
é um tensor3,

Como exemplo do método geral demonstremos a propriedade tensorial do tensor
misto unitéario (simbolo de Krénecker), que é em si mesmo uma entidade importante.

Representemos a disposicdo de 16 numeros,
(1.0.38)

Entdo, para qualquer par de vectores num ponto do continuo

2% \Jer demonstragdo no Anexo 2 pag.157.
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d|i(Ai B = A By =invariante (1.0.39)

de acordo com (1.0.14). Portanto, (1.0.38) é um tensor misto e esta escrito correctamente
com um superindice e um subindice. Esta € uma das (escassissimas) entidades tensoriais
numericamente invariantes, quer dizer, que inclusivamente as suas componentes sao as
mesmas em todos os sistemas de referéncia. Pode-se sentir tentado a considera-lo um
tensor simétrico. Sem obstaculo, isto ndo seria apropriado. Porque a simetria
relativamente a dois indices de caracter distinto em geral ndo se conserva numa

transformac&o. Que isto assim seja € um caso excepcional.

Notemos, de passagem, que até a mais trivial afirmacgéo de que

d}B; = By (1.0.40)

é um vector para qualquer B;, bastaria para se inferir a propriedade tensorial ded|i( .

Neste inicio de seu trabalho, Schrédinger limita-se a indicar as no¢des bésicas da
algebra temsorial, mas ja é claro o seu estilo fisico. E raro o matematico que se
preocupa em esclarecer que 0s tensores devem ser considerados num ponto do continuo
e, tal como vai ser referido a seguir, relacdes algébricas entre tensores referidos a
diferentes pontos ndo tém quqlaquer significado, embora ele tenha tentado um conceito
de transformacdo entre tensores referidos a diferentes pontos. Fica-se com a ideia de que
Schrodinger tenha tentado em (1945) o que Einstein ndo conseguiu em 1944 conforme a
nota do autor na pagina seguinte, mas basta esta nota para ficarmos certos (se é que

ainda nos restavam ddvidas) da honestidade intelectual de Schrodinger.
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1 Integrais, Densidades, Derivadas

I1.1  Integrais, Densidades

A matéria do capitulo anterior chamamos &lgebra tensorial. Caracteriza-se pelo
facto de que apenas considera relagdes entre invariantes, vectores, ou tensores referidos
a0 mesmo ponto do continuo. Pelo ponto de vista aqui tomado®, as relagdes algébricas

entre vectores e tensores referidos a diferentes pontos carecem de sentido.

Um campo vectorial tem um significado: cada vector do campo esta associado
(diz respeito) a cada ponto do espaco, modificando-se continuamente as componentes
do vector (de um modo geral; — conceptualmente existem campos constantes como por
exemplo: o campo eléctrico entre dois planos condutores carregados diferentemente e
infinitos; ou o fluxo de agua numa secc¢do de tubo de didmetro infinito) quando se muda
de ponto para ponto. Da mesma forma um tensor num dado ponto ndo é em geral um
tensor em algum outro ponto, isto &, estdo também associados a um ponto e mudam de
ponto para ponto. Um campo tensorial € um conjunto de tensores definidos ou
conhecidos em cada ponto de um espaco. Obviamente que poderéo ser considerados

campos tensoriais de ordens diferentes tal como existem tensores de ordens diferentes.

! N.A. - S6 muito recentemente se fez uma tentativa de conceber uma transformacao que implica relacdes
entre tensores em diferentes pontos. Veja-se A. Einstein e V. Bargman, Ann Math. XLV, pags. 1 e 15,
1944. Veja-se também E. Schrodinger e F. Mautner, Proc. R. Irish Acad. L, 143 e 223, 1945. Estas
tentativas ndo se incluem na presente exposicéo.
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N&o obstante, recorde-se que basedmos a nocao de tensores na dos vectores, e
esta Ultima na nocédo de gradiente, e dificilmente existe uma alternativa simples e natural
para este procedimento®. Ora bem, ao formarmos o gradiente tinhamos realmente que
comparar os valores de um invariante em pontos diferentes, e a0 mesmo tempo
dadvamos o primeiro passo na introducéo da analise do nosso continuo. Daqui em diante
teremos que o ampliar. A analise implicara derivadas e integrais. Teremos que
estuda-los do ponto de vista da invariancia geral. Mas isto ndo significa procurar apenas
invariantes, mas também entidades com caracter tensorial, porque, como fizemos ver,
uma equacéo entre eles (ou por outras palavras um sistema de equagdes que dizem que
um tensor se a nula) se conserva na transformacao®. Comecamos com integrais
espaco-temporais. Isto leva a uma certa extensao da nocdo de tensores, isto &, as

densidades tensoriais.

Destacamos que ndo merece a pena somar (ou, em geral, formar combinac6es
lineares de) tensores ou vectores referidos a pontos distintos. N&o teria um significado
simples. Por exemplo uma equagédo que afirme que um vector A num ponto P ¢ igual a
um vector B num ponto Q, mesmo que se obtivesse um sistema de referéncia, ndo teria
qualquer interesse porque seria desfeita por uma transformacéo. Ou, de novo, seja Aum

campo vectorial contravariante e consideremos 0s quatro integrais
GiROA X dxldx2dx3ax* (I1.1.1)

tomados sobre uma regido do espaco-tempo e por suposicdo exactamente sobre a regido
correspondente em qualquer outro sistema de referencia. Estas integrais daqui em diante

se abreviardo assim:

2 Se anocdo de gradiente é baseada na nogao de invariante ou escalar, efectivamente em termos fisicos, é
esta a alternativa mais simples que conduz a nogao de tensor.
¥ Ver (1.0.32)
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OAkax? (11.1.2)

Ora bem estas integrais ndo sdo nem invariantes nem componentes de um vector

contravariante; estdo desprovidas de interesse e sentido.

Mas se A fosse um invariante (escalar) e formassemos do mesmo modo

Apdx? (11.1.3)

(sempre sobre um dominio fixado de modo invariante), o integral seria invariante?
Obviamente que ndo. Ainda que ndo haja objecgdo em se adicionar algebricamente

invariantes que se refiram a pontos diferentes, apesar de sabermos que na

transformacéo,
(11.1.4)
de modo que
Apdx? 1 jaam (11.1.5)
em geral®. Para que a equaco,
Apdx? = Raw (11.1.6)

se cumpra, quer dizer, para que a integral seja um invariante, a «lei de transformagéo»

para A ndo tem que ser,
R=A (11.1.7)

mas sim,

* N.A.: Para tornar invariante a integral, ter-se-iam que restringir as transformacéoes permitidas mediante
a condicdo de que o seu determinante funcional fosse 1. Isto ndo seria conveniente.
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k
X
n_ QI A (11.1.8)
™
isto &, haveria que assumir como um factor o jacobiano® que aparece na integral

transformada como consequéncia da transformacéo do «produto das diferenciais».

A uma quantidade que se comporta desta maneira, damos-lhe o nome de
densidade escalar. Converteu-se num costume denotar uma densidade por uma letra
gética®. Seré conveniente estender a nogdo de densidade a entidades de mais
componentes’ que mantém a mesma relacdo com os tensores que a densidade escalar
com um escalar, a saber, precisamente ter as suas formulas de transformacédo
multiplicadas por um factor, o jacobiano; sempre este, independentemente dos outros
indices®. Para que este ponto fique completamente claro escrevamos por extenso a

formula de transformacdo para uma densidade tensorial geral,
KIK
A'bak (11.1.9)
Seja

ilowk cul gt
p (OO LS Ll SR S S (11.1.10)

P e ™ x" P gl

Obviamente, as densidades compartilham com os tensores ordinarios a

propriedade de que eles (isto é, todas as suas componentes) se anulam em todos os

® O autor usou o termo determinante funcional, pois na altura ndo estava em uso o termo jacobiano. Aqui
as barras verticais representam um determinante e ndo um maédulo! Representé-lo-emos deste modo. Por
outro lado note-se que um determinante € um somatdrio de 4! produtos e ndo 4x4 produtos (num espago
de dimenséo 4).

® N#o é verdade, actualmente!

" N.A.:N4o se infira, por favor, que a integral da componente de uma densidade tensorial (distinta de uma
densidade escalar) tenha um significado! N&o o tem!

& A nota do autor a este paragrafo (nota 7) é claramente uma expresséo do caracter fisico de Schrédinger.
O matematico raras vezes se preocupa com o significado fisico (no sentido da sua aplicagdo) do conceito
que definiu. Afinal é a abstraccdo que separa o investigador fisico do matematico.
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sistemas de referéncia, quando o fazem num deles, ja que esta propriedade vital reside
somente no cardcter homogéneo da transformacdo. Por conseguinte sdo igualmente
uteis; as equagdes entre elas referidas a0 mesmo ponto s&o independentes do sistema de

referéncia, mantém-se na transformagéo.

Para obter uma densidade escalar ou tensorial, ndo é necessério tird-la da manga;
estas entidades podem ser construidas a partir dos tensores que introduzimos

previamente.
Representemos um tensor antisimétrico covariante de ordem quatro

Teimn (11.1.11)

Por antisimétrico queremos dizer que uma mudanca de quaisquer dois dos seus
indices produzira apenas uma simples troca de sinal das componentes. Se ao valor
numérico de Tip34 atribuir-mos a letra gética T (por qué T gético se vera de seguida),
qualquer outra componente serd, por consequéncia, + T, consoante a permutacdo dos
indices klmn é par (+) ou impar (-)°, enquanto que as demais componentes (aquelas que

tém pelo menos dois subindices iguais) se devem anular, naturalmente®.

Agora escrevamos entdo a formula de transformagdo para a componente Ti234

® Chama-se permutaco a qualquer arranjo dos indices 1,2,...,n (ex.: kyk, ...,k,). Diz-se que dois
elementos k; e k; fazem uma permanéncia ou uma inversdo consoante estejam ou néo pela mesma ordem
em que se encontram em 1,2,...,n. Designa-se por 0 somatorio das somas do nimero de inversdes que
cada elemento k; faz com os elementos seguintes (somatorio, estendido aos n-1elementos de qualquer
permutacdo - ex: para 4.1.3.2 fica =3+0+1=4 é par!). A permutacao ki,ks,...,k, diz-se par ou impar
consoante  seja par ou impar.

Chama-se transposicao a troca da posi¢do de dois indices.

Demonstra-se que toda a permutacéo se pode obter de qualquer outra por um nimero de transposicdes
limitado, que serd par se ambas as permutacdes forem da mesma paridade e impar em caso contrério.
Uma forma de se verificar se uma permutacéo, relativamente a uma segunda permutacdo, é par ou impar
consiste em verificar-se se é par ou impar o resultado da contagem do nimero de transposi¢des para se
passar de uma permutacdo a outra, qualquer que seja o nimero e a ordem porque sdo efectuadas estas
tranposicoes.

19 por exemplo a componente aal2 deve ser simétrica de aa21. Por outro lado efectuando 4 trocas de
indice em aal2 obteriamos ala2 (com a 1% troca), 1aa2 (com a 2%roca), 2aal (3%), aa2l (4°). Ou seja aal2
e aa21 devem ser nulas. Pelo que ndo é possivel distinguir as permutacdes pares das impares.
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k I m n
P K X T (11.1.12)
1234 = e e e e T

Considerando os valores de Tymn , isto fica

k k
o34 =I%,'IT1234 ZI%I.IT (11.1.13)

Ou se usarmos a notacao consistente T para T 53,4 temos*?,
X
o (11.1.14)

Assim uma maneira de ver 0 nosso tensor covariante de ordem quatro é
considera-lo como uma entidade com uma sé componente, posto que ndo como um

escalar, mas como uma densidade escalar.

Pode dar-se a volta ao teorema. Seja A um escalar. Representemos uma entidade

gkimn (veremos de seguida a razdo de termos escolhido uma letra gética'?) definida

num qualquer sistema de coordenadas sendo cada componente A, segundo o sinal da
permutacdo (klmn), ou entdo zero, se 0s quatro superindices ndo sdo todos diferentes.
Uma forma estranha, mas certa, de exprimir que A é um invariante (K =A) éentdo

O L LA A

(11.1.15)
Ll RS R

1 Convém lembrar, relativamente & notacéo usada, que o jacobiano é constituido por 4! (i.e. 24) parcelas
e ndo 4x4 (16) parcelas conforme a notagdo poderia sugerir.

12 Na traducéo usada, pensamos haver um erro pois em vez de um E na traducéo é usado um T para
depois na férmula ocorrer como um E. Para além disso, na formula de transformacéo que se apresenta
como sendo a de uma densidade contravariante, os indices sdo colocados de modo covariante o que indica

novo erro. Ou seja onde est4 agora E™" estava erradamente E

rstu *
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Efectivamente, os primeiros somatdrios prescritos proporcionam um

determinante funcional que, precisamente, cancelam™ o que se segue e ficamos com

Ekimn _ £kimn (11.1.16)

Sem duvida, esta formula «estranha mas correcta» diz-nos que E é uma
densidade tensorial antisimétrica contravariante de ordem 4. Costuma-se representé-la,

no caso particular de A=1, por

gklmn (11.1.17)

Esta densidade aé uma valiosa aquisicéo, é uma ferramenta utilizada com muita
frequéncia. A proposito, esta é outra entidade numericamente invariante conforme

aquilo que encontramos.

Pode-se formar, escrevendo, a partir de (11.1.17) e de um tensor antisimétrico

covariante de ordem dois, a seguinte entidade, que é claramente uma densidade escalar
1 kimn
que escrita considerando os valores numéricos dos indices fica™,

F12f 34 +f23f 14 +T31F 24 (11.1.19)

Também,

13 E extensa a demonstraco. Para o efectuar é importante verificar que o Jacobiano (determinante) é um
somatorio de termos em que cada um €é o produto, se desenvolvido na primeira linha,

(- P ﬂxllﬂfa. ﬂxllﬂfb.ﬂxllﬂfc .ﬂxllﬂfd em que os indices a,b,c.d sdo todos diferentes e p é par
ou impar consoante a permutacéo (a,b,c,d) é par ou impar. Assim, os produtos das oito derivadas ou dao
0,1 ou-1.

1 Pois que das 24 permutagdes dos indices kimn, interessam apenas as combinacdes de 4 indices tomadas
duas a duas, ou seja 3. As permutacdes repetem-se 8 vezes. Da troca de m com n, duas permutagdes; da
troca de | com k, mais duas por cada m com n; e da troca de mn com kl, mais duas por cada uma das
anteriores. E como quer f quer  sdo antisimétricos as trocas de sinais, se as houver, ddo-se a par e
redundam sempre em sinal mais.
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%ek'mnf W =fm (11.1.20)

é uma densidade antisimétrica contravariante de ordem dois. Em termos claros e
simples: dado um tensor antisimeétrico f | pode-se considerar

f1, como a componente (34)
fog " (14) (11.1.21)

f3 ) (12)
de outra entidade, mas esta outra entidade é contravariante e ndo um simples tensor, mas
uma densidade. Apenas estes simples factos, se se considera o grande papel que jogam
0s tensores antisimétricos de ordem dois, bastariam para mostrar a utilidade de estender-

se a nocdo de densidade a outras entidades, para além das densidades escalares.

O que em (11.1.18) ou (11.1.19) torna uma densidade escalar, faz parte de um
teorema mais geral sobre a formacéo de uma densidade escalar, a partir de qualquer
tensor covariante de ordem dois. Seja gik um tensor assim, de tal modo que, na

transformacéo,

| q,m
Bi =%}'%|{9|m (11.1.22)

o0 lado direito pode, de momento, considerar-se como um «produto matricial» das

matrizes,

ﬂxllﬂ,i » Olm> ﬂxmlﬂ,k

(por esta ordem!). Assim, a partir de um conhecido teorema sobre o determinante de
uma matriz produto (o determinante de um produto de duas matrizes € igual ao produto

dos determinates das matrizes, mas atencdo: o produto matricial ndo é comutativo) e

chamando aos determinantes |g'|m| e |gik|, B e g , respectivamente obtém-se:
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22 .
B ﬂXI B ﬂXI
Q'—w gb JU—W 9 (11.1.23)

Por palavras: A raiz quadrada do determinante de qualquer tensor covariante de
ordem dois é uma densidade escalar. O caso de um tensor simétrico covariante de
ordem dois serd importante na geometria métrica (a teoria de Einstein de 1915). No caso
de um tensor antisimétrico, pode extrair-se a raiz quadrada e chegar-se precisamente a

(11.1.18) ou a (11.1.19), como é facil de verificar directamente®®.

Aproveitemos a ocasido para demonstrar outro facto importante. Chamemos M

ao menor gi no determinante g, sem anteciparmos o seu caracter tensorial e sejag * 0.

Entdo por um conhecido teorema’® sobre determinantes

gmkM ' =dg (11.1.24)

Naturalmente isto cumpre-se em qualquer sistema de referéncia, e por

conseguinte, também relativamente as quantidades com barra, congquanto MK se refira
sempre aos menores nesse sistema de referéncia. Mas ja que a partir de (11.1.24) ou,

digamos, de

Ik
gmkMT:drln (11.1.25)

as quantidades M ”‘Ig estdo determinadas univocamente, e dado que (em virtude da

propriedade tensorial de d,'n) a equacdo precedente também se cumprira em qualquer

15 A verificaco faz-se extraindo-se a raiz quadrada ao determinante da matriz antisimétrica (ou
hemisimétrica). O resultado € g120s4+723014 -913924. Mas g13 € —gs; dai a prova.

16 Se o indice | for igual a m, estamos perante a definicdo de determinante. Caso contario, o teorema
mostra que € nula a soma algébrica dos produtos dos elementos de uma fila pelos complementos
algébricos dos elementos correspondentes de uma outra fila.
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sistema de referéncia para aquelas quantidades que se obtém a partir de M ”‘Ig

mediante sua transformagdo como um tensor covariante de ordem dois, segue-se que as
ditas quantidades formam realmente um tensor'’. Os «menores normalizados» de
qualquer tensor covariante de ordem dois formam um tensor contravariante de ordem
dois. E facil provar que nesta afirmag&o os termos covariante e contravariante podem

trocar-se. Tanto mais que, se a partir do tensor,
e = g€ (digamos) (11.1.26)
g

formarmos novamente os menores normalizados, entdo regressamos ao tensor

covariante gi.

Se em lugar de (11.1.26) considerarmos a disposi¢éo

k
%- = gIk (digamos), (g gotico) (1.1.27)

as componentes formam, naturalmente, uma densidade tensorial contravariante de

ordem dois.

E importante notar que no caso de um tensor antisimétrico f ;. esta densidade

tensorial € a mesma que a referida em (11.1.20) por um caminho distinto, como é facil de

demonstrar calculando directamente 0s menores neste caso.

Haviamos acima mencionado que g é, neste caso, o quadrado da densidade

escalar (11.1.19), para a qual agora introduzimos a notagéo | 5:

%eklmnf kifmn © faof 34 +f23f14 +T3af14 =12 (11.1.28)

17 Ou seja como as quantidades M™ /g sdo combinacdes lineares normalizadas das componentes de gy ,
também M' /g se transformara como tensor..
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Portanto, aplicando (11.1.25) a este caso, obtemos
Ik _l
ok =dml 2 (11.1.29)

De acordo com (11.1.20) isto também pode ser escrito

%eh“kf hif mk =dh1 5 (11.1.30)

Contraindo relativamente aos indices | e m recupera-se (11.1.28), ja que d,'T? =4. Mas,

naturalmente, (11.1.29) ou (11.1.30) contém mais que (11.1.28). Em linguagem matricial

ka

isto diz-nos que o produto matricial f™f ., € um multiplo da matriz unitaria, o qual ndo

pode extrair-se directamente da defini¢do (11.1.20).

Como ultimos exemplos para construir densidades a partir de tensores,
consideremos um tensor antisimétrico covariante de ordem trés. A parte o sinal, tem
apenas quatro componentes ndo nulas numericamente diferentes, dependendo do
subindice 1, 2, 3 ou 4 que esteja ausente. Agora, com a ajuda da densidade tensorial a

formemos a partir de A a densidade vectorial contravariante
-ekl nAkm '—An digamo 11.1.31

A correlagdo é muito simples, pode-se formula-la assim: um tensor antisimétrico
covariante de ordem trés pode considerar-se como uma densidade vectorial
contravariante, da qual a n-ésima componente é a componente kim do tensor, formando

kImn uma permutacédo par de 1234.

E vice-versa, a partir de um vector covariante By pode-se formar uma densidade

contravariante antisimétrica de ordem trés,

eklman :Lklm (“132)
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onde o primeiro membro compreende s6 um termo, dado que n tem que ser o quarto

indice ndo usado em kIm*®,

Claramente, a relagdo entre os tensores totalmente antisimétricos e as densidades

tensoriais é a seguinte. A partir dos seguintes tensores antisimétricos covariantes™

A A A Akt Aikim (11.1.33)

podem deduzir-se as seguintes densidades antisimétricas contravariantes de ordem
complementar multiplicando-os pela densidade ae contraindo o produto relativamente

aos seus indices originais
AlKm A Km alm am A (11.1.34)
Se se incluirem os factores 1, 1, 1/2, 1/6, 1/24, por esta ordem, a densidade
deduzida tem as mesmas componentes que o tensor, s6 que numa designacdo diferente.

N&o ha um teorema correspondente sobre densidades covariantes e vectores
contravariantes, simplesmente porque, na pratica ndo estamos interessados em entidades

tensoriais que (n&0)?° assumam mais que a primeira poténcia do determinante funcional

da transformagéo. (Uma entidade tal como, por exemplo, ek'm”A|mn assumiria a

segunda poténcia deste determinante.)

Por motivos praticos, pode ser Util recordar as regras seguintes.

'8 Melhor seria dizer: dado que a soma sobre o indice n se reduz ao termo cujo valor de n é o indice ndo
usado em klm. Isto devido & natureza desta densidade tensorial.

9 N.A.: Um invariante pode colocar-se a partir de tensores covariantes ou contravariantes, e 0s
invariantes e 0s vectores podem colocar-se com tensores antisimétricos, conquanto sejam definidos (como
efectivamente pode fazer-se) um tensor covariante/contravariante como aquele que ndo tem componentes
contravariantes/covariantes e a «antisimetria total» mediante: a mudanca de sinal por troca de um indice
(se o houver) por qualquer outro (se o houver ainda) do mesmo tipo.

%% No original esta palavra «<ndo» exprime exactamente o contrario do exemplo que se segue, pelo que
serd um erro e deve ser retirada..
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Qualquer justaposicdo de tensores é novamente um tensor, cuja natureza deve
ver-se a partir da disposicdo dos indices superiores e inferiores, sem considerar 0s que
aparecem repetidos duas vezes em ambas?! as posicdes (indices mudos ou de soma).
Tenha-se cuidado em ndo repetir uma letra «acidentalmente», empregando-a mais de

duas vezes?.

S6 as entidades do mesmo tipo se podem somar algebricamente ou igualarem-se.
Por conseguinte um indice deve aparecer ou em cada termo® de uma equacdo na mesma

posicao, ou entdo duas vezes no mesmo termo em posigdes distintas (Ssoma).

Num termo pode haver, apenas, uma densidade justaposta. Entdo o termo € uma

densidade e todos os restantes termos o devem ser igualmente.

A regra de ndo se repetir uma letra «acidentalmente» ndo se refere a indices de
soma que sejam usados em termos diferentes. Neste caso, 0 seu uso repetido ndo da

lugar a confuséo.

Uma afirmacéo que poderiamos ter efectuado anteriormente acerca de produtos
externos e que, em toda a sua simplicidade, € muito importante, € esta: se o produto €
puramente um produto externo, isto €, se a justaposi¢do ndo implica contraccao
adicional, entdo s6 pode anular-se se pelo menos um dos factores for o tensor zero. Por
outras palavras, ndo ha «divisores de zero» na algebra de tensores e de densidades

tensoriais.

21 Em cima e em baixo.

22 Num termo obviamente. Porque, se tiverem caracteres diferentes, uma soma nio desejada estara
implicita, e se tiverem 0 mesmo caracter, ndo tera qualquer significado porque estara fora da nossa
simbologia. Este tema sera retomado trés paragrafos a frente.

28 A palavra termo est4 bem empregue. Pois uma equagéo tem dois membros cada um com os seus
termos. O tensor nulo num membro deve considerar-se como tendo os mesmos indices ndo repetidos de
quagquer termo.

#* Notar que num produto contraido, o zero pode ser factorizado! Ao fim e ao cabo quere-se, com isto,
remover a ideia prefixada (do calculo vectorial) de que se um produto externo é nulo ainda haja a hip6tese
de os dois vectores serem ndo nulos por serem colineares.
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1.2 Derivadas

Por brevidade, no que se sucede indicaremos, ocasionalmente, a derivada
relativamente a xK mediante um indice inferior k, precedido por uma virgula.

Salvo no caso de um invariante, a derivada de uma componente tensorial, como,

por exemplo?®,
Aci (11.2.1)

ndo tem um significado proprio, dado que surge de uma diferenca de tensores referidos
a pontos diferentes, a saber, 0 A no ponto x;do A num certo ponto préximo. (Nao deve
pensar-se que este pequeno deslocamento «ndo tem importancia», pois na derivada
procuramos precisamente a mudanga em A produzida por este pequeno

deslocamento.)?®

Se calcularmos, por exemplo, a partir de

A Y
e = (11.2.2)
m* ™| X

a formula de transformacéao para as segundas derivadas,

I S SN e A S (11.2.3)
e = B PV L=

vemos que estas ndo sé ndo formam um tensor, como tdo-pouco compartilham os seus

tracos distintivos, o de que o seu anulamento seja um invariante. Por hipotese 0 mesmo

: o A
% A notagdo usada significara de futuro que A ; = ﬂ;
X
%6 O que de facto interessa, é a observacao da forma como se transformam as primeiras e segundas
derivadas perante uma mudanca de referencial.

44
PDF Creator - PDF4Free v2.0 http://www.pdf4free.com


http://www.pdfpdf.com/0.htm

se cumpriré para qualquer campo vectorial covariante?’. A partir da sua formula de
transformacéo (1.0.12) obtemos por diferenciacdo
ﬁ _ ﬂxl ﬂxm ﬂ .ﬂzx
e = i s +_|<_I-IAI (11.2.4)
™ ™™ Nx ™™
que é exactamente o mesmo que (11.2.3), sé que para um A, arbitréario (e ndo um
gradiente, como ali). Voltamos a reparar que A, Se comporta como um tensor
covariante de ordem dois, excepto no que concerne ao termo adicional que contém A,
ndo diferenciado e as segundas derivadas da transformacdo. De novo, isto tem o efeito
de que a nossa disposicdo de derivadas ndo se anularia necessariamente no sistema com

barra como consequéncia do seu anulamento no sistema sem barra.

Obtém-se um estado de coisas muito semelhante, como facilmente poderemos

dar-nos conta, para qualquer tensor ou densidade tensorial.

N&o obstante, ha certas combinacdes lineares das derivadas das componentes
tensoriais, nas quais se cancelam os termos que contém as segundas derivadas das
coordenadas juntamente com as componentes ndo diferenciadas do tensor original.
Estas combinagdes lineares sdo, entdo, tensores, sempre que o indice de derivagdo jogue
um papel de indice covariante (subindice). S&o faceis de recordar. Todos eles séo

antisimétricos. Comecemos com os tensores. O primeiro ja se conhece®,

(1) O gradiente de um invariante: f | . Isto € um vector covariante. Se a

partir dele formarmos o que se chama (nova defini¢do!) o rotacional

f,k,i 'f,i,k =0 (||.2.5)

2" Na traduco esta contravariante o que é um erro!
28 N.A.: N&o ha nada de errado em tomar-se um escalar entre os tensores antisimétricos! VVer nota de
rodapé 19 do cap. II.
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obtemos zero.

Isto mostra que os termos adicionais devem cancelar-se nesta diferenga, como se
pode observar ao inspeccionarmos directamente (11.2.3). Mas também podemos ver que

se devem cancelar no rotacional de qualquer vector covariante. Daqui:

(2) O rotacional de um vector covariante A:

Y 1126)

o'
é um tensor antisimétrico covariante de ordem dois?°.

Agora siga 0 jogo. Se formarmos a partir dele o que se denomina (nova

definicdo) a divergéncia ciclica:

It ki —ﬂr% A 9+os dois termos ciclicos =0 (1.2.7)
W EN K p

Portanto, aqui também, devem cancelar-se 0s termos que contém os tensores de
ordem dois ndo diferenciados. E 0 mesmo se deve passar para qualquer tensor
antisimétrico covariante de ordem dois. Daqui:

(3) A divergéncia ciclica de um tensor antisimétrico covariante de ordem
dois f ik
fi f f i
L‘FJ’MJ—E' (11.2.8)
SR G )%

¢ um tensor totalmente antisimétrico covariante de ordem trés.

| m
2% Notando que sob a transformagio (11.2.4), KM - R,k =%%§(Am - AL
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Ao continuar devemos ter cuidado. Se formassemos a derivada Mﬂxm de este

tensor e Ihe fosse somada a permutacéo ciclica, ndo se anularia. Deve-se introduzir um

sinal (-) sempre que a permutacdo seja impar. Daqui que também:

(4) A partir de um tensor de ordem trés covariante antisimétrico Ay a

seguinte soma de quatro derivadas®
é(—)ﬁr%k F5 15.781 Tf 1 Q.o9l 310.
X

€ um tensor antisimétrico de ordem quatro.

Isto é tudo. Ndo podemos continuar, porque apenas temos quatro indices. (mas

poderiamos num espaco com mais dimensdes.)

Agora, devido a correspondéncia entre tensores e densidades, ambos

antisimétricos, seguem-se quatro afirmacdes similares sobre as densidades, chamé-las-ei
(17, (2°), (3°) e (4°).
(47) A divergéncia (nova definicdo!) de uma densidade vectorial
contravariante AX | a saber, A I‘I‘ﬂx" e uma densidade invariante.
(3”) A divergéncia («divergéncia tensorial», nova definigéo!) de uma
densidade tensorial contravariante de ordem dois antisimétrica AX' | a saber,

TA I"I‘ﬂx' e uma densidade vectorial contravariante.

(27) A divergéncia tensorial (nova definicdo! Ainda que se utilize a mesma

palavra) de uma densidade tensorial contravariante antisimétrica de ordem

%0 O expoente simbdlico (1) serve para que nos recordemos do que acaba de dizer-se sobre o sinal da
permutacao.
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AKIM 3 saber, JAK™flx™ 6 uma densidade de ordem dois® da mesma

trés
descrigéo.
(1) A divergéncia tensorial (ver o parénteses em (2°)) de uma densidade

tensorial contravariante antisimétrica de ordem quatro AK™ | a saber,

A M™% ¢ uma densidade de ordem trés da mesma descrigéo.

Até onde chega 0 meu conhecimento, estas sdo todas as combinacgoes lineares
das primeiras derivadas dos tensores ou das densidades tensoriais que tém caracter

tensorial. As mais relevantes sdo as (1), (2), (3), (4’) e (3°).

O anulamento de qualquer dos tensores deduzidos acima tem em todos 0s casos

um bom significado, a saber, para
(1) que o escalar f é constante,

(2) que o vector A é um gradiente,

(3) e (4) séo exemplificadas pelas equacOes de Maxwell,

(4) indica (normalmente se expressa dizendo) que a corrente AKndo tem

fontes.

No entanto, ndo sdo suficientes para estabelecer uma analise exaustiva no nosso
continuo. Nem sequer uma pergunta tdo simples como esta tem algum sentido: Quando
deve um campo vectorial Ay ser considerado constante através de uma certa regido? Ja
que o anulamento de todas as derivadas Ax; ndo é (como vimos) uma propriedade

independente do sistema de referencia, porque Ag; ndo € um tensor.

%! Na versdo espanhola esta trés mas é de facto de ordem dois.
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O conceito geométrico para eliminar esta dificuldade se introduzira na parte Il.
Antes de o efectuar, expliqguemos algo mais sobre o interessante facto, recentemente
aludido, de que o significado analitico desenvolvido até aqui bastara para estabelecer as
afirmacdes principais da teoria de Maxwell, a qual pode chamar-se, apropriadamente, a
antecessora espiritual de todas as teorias de campo que a tém seguido. A forma
elementar das equacGes de Maxwell é, na notacéo familiar do calculo vectorial

tridimensional:

rotH-B=1(
7 (A
divD=r g( )
(11.2.10)
rot E+B=0 (
Ty
divB=0 g

(as unidades foram escolhidas de forma que ndo aparecam os factores 4p ouc). O
comportamento atribuido normalmente, e naturalmente, a corrente e a carga (I, ) numa
mudanca elementar da escala de comprimento leva-nos a considera-las como
densidades, e assim olharemos os quatro membros em (A) como equag0es entre
densidades. Entdo, devemos unir as quantidades vectoriais elementares H e D numa

sik

densidade tensorial antisimétrica covariante de ordem dois de tal modo que

As componentes de H correspondam a f23, f31g £12 ;

As componentes de D correspondam a f41 f42¢ 43

Entdo as equacdes (A) escrevem-se

ik
1111-1;"- =s' (A9

em que a quadri-corrente sk substitui a (1, ). No caso do segundo conjunto de

equacdes (B) ndo se manifesta por si s6 uma preferéncia em relagdo ao seu caracter
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(tensores ou densidades), mais, a escolha € irrelevante. E apenas uma questio de
nomenclatura, j& que a densidadee permite uma transicdo simples de um a outro.

(Ocorre 0 mesmo no primeiro conjunto. Mas se ali escolhermos um tensor covariante

em lugar de fik , teremos que tomar um tensor antisimétrico covariante de ordem trés no
lugar de sk ; como Einstein sugeriu uma vez, e por muito boas razdes.)
Conservando a nomenclatura acostumada, unimos E e B num tensor
antisimétrico covariante f ;. , de tal forma que
As componentes de B correspondam af 53,f 31 e fq5;

As componentes de E correspondam af 14,f o4 €f34.

Entdo as equacdes (B) ficam

Eﬁiﬁ +dois termos ciclicos = 0 (B)
X

Mediante (A’) e (B’) estabelecemos as equagdes fundamentais de Maxwell de
modo invariante num sistema de referencia arbitrario, usando nada mais que 0S recursos

desenvolvidos até agora nestas conferéncias; isto €, para uma variedade

espacio-temporal desconexa (ndo se introduziu nem a afinidade nem uma métrica). O

que ndo podemos estabelecer desta maneira ¢ a relacdo entre a densidade (H, D) ouflk :

por um lado e o tensor (B, E), por outro. (é o que na teoria elementar se chamam

equacdes em meios materiais.) Pois a Unica relagdo que se poderia pensar, a saber,

fik =%eik'mf m (1.2.11)
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converte as equacgOes (A’), pelo menos na auséncia de carga e corrente (sk =0), numa
consequéncia de (B’) mediante a identificagdo de H com E e D com -B; o qual é

completamente erréneo e ndo pode ser evitado mediante uma nomenclatura diferente.

Uma forma alternativa de obter a relagdo requerida se sugerira por si propria a
luz de posteriores desenvolvimentos gerais.
Poderemos explica-lo aqui facilmente de modo directo. A quantidade | , na

equacao (11.1.28) é uma densidade escalar. Portanto, a integral,
| = Hdx*
= 2dx (11.2.12)
tomada sobre uma regido fixada de modo invariante, € um invariante. Agora
consideremos juntamente com o campo originalf j, um campo infinitesimamente

proximof ;. +df ;. Os 1f j (sendo cada um deles, a diferenca de dois tensores referidos

ao mesmo ponto) sdo também um campo tensorial com o mesmo caracter. Além disso,

Nl 4
dl = df ;. dx (11.2.13)

também é um invariante, ja que é a diferenca entre o invariante | formado de f; +df ;e
o formado def ;. A partir de isto é facil inferir que o integrando € por si mesmo uma
densidade escalar; e dado que isto se mantém para um tensor arbitrariodf j , concluimos

que

i Densidade tensorial antisimétrica
e = | (11.2.14)
1

T ik contravariante de ordem 2
Um olhar sobre (11.1.28) mostra que € 0 mesmo que haviamos obtido anteriormente
«subindo os indices com a ajuda da densidade a». O que faz com que este procedimento
seja também indtil.
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E assim terminou Schrodinger o seu breve (mas profundo) estudo das bases de
Calculo Tensorial que se seguiu & Algebra. Todos sabemos que a integracao e derivagio
s&o operacdes simples (e até o sejam mesmo faceis para os decoradores de formulas...).
Com efeito, estamos a trabalhar no continuo, mas poder-se-ia por 0 mesmo problema,
tratado da mesma forma no discreto? Claro que ndo. Talvez seja esta uma das principais
dificuldades dos modelos discretos da estrutura do espaco-tempo, mas néo podemos ter
a preocupacao de estudar estes assuntos neste trabalho, embora lamentemos que

Schrddinger ndo tenha feito uma referéncia a este assunto neste seu livro.
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PARTE |1

AVARIEDADE AFIMMENTE CONEXA
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11 Derivadas Invariantes

Tendo em vista averiguar (ou, talvez melhor, adequar) uma forma natural
mediante a qual decidir de uma maneira invariante se um tensor varia, e como o faz, de
um ponto a outro voltemos a (11.2.4).

I m 2,1
ﬂ:%“—xrﬁ#+—ﬂkx—m (111.0.1)
™ ™™ mem™

Suponhamos que temos alguma raz&o para estipular que A seja considerado
como «realmente» constante, se as suas dezasseis derivadas séo nulas no sistema de
referéncia original, o sistema sem barra (portanto privilegiamos este sistema de
referéncia provisoriamente). Examinaremos cuidadosamente ao que equivale esta
afirmacgé@o em qualquer outro sistema de referéncia. Em qualquer outro sistema de

referéncia (o0 com barra) isto se expressa, de acordo com (111.0.1), por

2.1
%-%Al =0 (111.0.2)

No entanto com objectivo de 0 expressar consistentemente no sistema de

referencia com barra, é melhor substituir Aj em funcéo de ﬂ, , de acordo com (1.0.12)

(posto inversamente). Assim

2,1
%- %I]'%kxﬁrﬂn =0 (111.0.3)
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Ponhamos, para abreviar,

2
ﬁ# e (111.0.4)

Entdo as equacdes
ﬂ- Gk, =0 (111.0.5)

expressam, num sistema de referéncia arbitrario, o facto de que a disposicao das
derivadas se anula no sistema de referéncia original, o sem barra. Ja que a
transformac&o arbitraria que vai do sistema de referéncia original ao sistema com barra
pode ser a identidade, teremos que dizer que as Gﬂi sem barra sdo todas nulas. E, a
proposito, 0 mesmo se mantém obviamente para todos os sistemas de referéncia que se

obtém do original perante uma transformacéo puramente linear das x , Ja que entdo as

segundas derivadas se anulam em (111.0.4).

E esta é a Unica dificuldade que permanece e se opGe a ideia de invariancia

geral: um sistema de referéncia, ou melhor, um conjunto de sistemas de referéncia, se

privilegia mediante a suposicdo de que nele, ou neles, as A's se anulam. N&o obstante,

esta dificuldade é muito facil de superar: omitimos precisamente a dita suposicdo. Este é
um passo muito importante que leva imediatamente ao conceito de transformagéo

(conexao) afim.

Assim agora, e no que se sucede, ndo definiremos as A's mediante a estipulacio
de que se anulem num sistema de referéncia particular e de que venham dadas por

(111.0.4) em qualquer outro. Considera-las-emos como algo do tipo geral de um campo
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tensorial ou de um campo de uma densidade tensorial, mas realmente diferente de

qualquer um dos dois; uma disposicao de fungdes’ as quais

(a) podem atribuir-se valores arbitrarios num sistema de referéncia particular, e

que

(b) estejam sujeitas a lei de transformacéo que faz com que a seguinte

expressdo’ seja um tensor:
ﬂ Go Ay = A 111.0.6
‘ﬂx'- ki™n — 7Kk;i (111.0.6)

O simbolo Ay .i ¢ uma nova notacéao introduzida como uma abreviatura para a
expressdo da esquerda. Chamamos & disposicdo das A's uma transformagc&o afim ou, de
uma forma sintética, uma afinidade, a qual nés impusemos mediante (a) no N0sso

continuo.

A designacéo de «Transformagéo afim ou conexdo afim» dada as A's
corresponde efectivamente ao facto de ndo devermos considerar apenas transformacoes
puramente lineares, como foi dito acima, que levaria a anulagio das A's. Assim os A's
surgem como as entidades que védo aproximar a ideia de invariancia geral, objectivo
para o qual se pretende evoluir. Isto ndo quer dizer que ndo haja casos em que possam
anular-se, se bem que em geral ndo se anulam. Este facto ndo é referido em geral pelos

autores matematicos de livros de calculo tensorial, para os quais as A's s&0

! Ao dizer que os A's podem ser consideradas como «algo do tipo geral de um campo tensorial ou de uma
densidade tensorial, mas realmente diferente de qualquer um dos dois», Schrddinger pode confundir o
leitor. As A's ndo sio tensores nem densidades tensoriais, tem algumas propriedades operativas comums
com estas entidades como se vera, mas logo 4 partida sdo uma disposicao de fungdes que obedecendo as
regras () e (b) so6 fazem sentido quando se estabelece uma relacédo entre dois referenciais. Um tensor ou
uma densidade tensorial é uma disposi¢do de funcdes que podem ser defenidas num referencial Gnico
(embora a sua definicdo esteja sujeita a regras fixadas na mudanca de um referencial e o seu uso seja
«vantajoso» exactamente quando se operam estas mudangas).

2 0 membro esquerdo da equago.
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simplesmente uma maneira de simplificar a escrita. (Alids Schrédinger diz «para

abreviar» na pag.56, mas a seguir explica o que pretende.)

A Ay i chama-se derivada invariante de Ay (relativa a afinidade Gi;), em

contraste com a derivada ordinaria A ;.

Na notagdo de Schrodinger Ay i € uma derivada invariante (designacao que
alguns autores preferem chamar derivada covariante® como por exemplo B. Spain ou
James G. Simmonds®), neste caso, de um vector covariante, mas a nogao seré estendida
a vectores contravariantes, a tensores e a densidades. (Estas Gltimas s6 no ultimo

capitulo o XII.)

Os nossos trabalhos prévios devem considerar-se como um caso especial, a
saber, quando sob (a) atribuimos os valores zero para todas as A's. A partir daqui é facil
inferir que o requerido sob (b) se satisfara se adoptarmos para A'y; a lei de
transformacg&o seguinte: a correspondente a um tensor com trés indices, mas com um
termo extra adicional, que devera ser a expressao que esta a esquerda em (111.0.4).

Assim

n_ Tt
Ki = w— G + | (111.0.7)
M E T e W

Parte homogénea

O termo adicional é independente das A's. E 0 mesmo para qualquer afinidade;

s6 depende da relagdo entre os dois sistemas de referéncia. E o responsavel pelo facto de

® N4o se infira que exista uma derivada contravariante. A escolha de um ou de outro nome tem vantagens
e tém inconvenientes.

* “Tensor Calculus”, Barry Spain; Oliver and Boyd Edinburgh and London New York: Interscience
Publishers, 1953.

“A Brief on Tensor Analysis” sec. edition , James G. Simmonds; Springer-Verlag;
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que as A's ndo se anulem em todos os sistemas de referéncia, mesmo que isso suceda

nalguns deles.

Quer dizer, tal como referimos na nota de rodapé 1 da pdg. 57 uma afinidade néo
é um tensor (ou densidade tensorial). As suas formulas de transformagdo embora

lineares ndo sdo homogéneas como alias resulta de (111.0.7).

O termo adicional é simétrico relativamente aos indices i e k de A bem como a
formula de transformacdo completa. A simetria relativa aos subindices é, portanto, uma
propriedade invariante de uma afinidade. (A antisimetria ndo o €!) Se uma afinidade é

assimétrica, entdo na formula de transformacéo da sua parte antisimétrica,

%(G,'D @J , a gértﬁ& ho@#ga %aﬂce; ;Ea( partelntis@étric@ poﬂ_antol 5 7 . 6 8

um tensor. Em geral, o facto de que o termo ndo homogéneo seja 0 mesmo para

qualquer afinidade tem as seguintes consequéncias relevantes:

(1) Se considerarmos duas transformagdes afins Gp; e Gp; no mesmo

continuo (como efectivamente o podemos fazer, e muito frequentemente

o fazemos) entéo a sua diferenca Gf; - Gp; € sempre um tensor;

(2) Em particular, se temos ocasido de considerar uma variagdo infinitesimal

Gy - 1Gy; de uma afinidade dada Gy (como muitas vezes fazemos),
entdo YGf; € um tensor. Inversamente, por suposigdo, a soma de uma
afinidade e de um tensor Ty é sempre uma afinidade.

No entanto a soma de duas afinidades ndo é uma afinidade, porque na sua

formula de transformacéo o termo critico teria o factor 2. Claramente, uma combinag&o
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linear de afinidades é uma afinidade se os factores de ponderacéo forem constantes fixas

ou invariantes e totalizarem a unidade®.

TI Gy + G
|
fl +m=1

(111.0.8)

Portanto, uma afinidade assimétrica é sempre a soma de uma afinidade simétrica

e de um tensor antisimétrico de ordem trés, ou seja

o =4) T -4CF8) 2AF51247612 0F 0

A nocdo de afinidade antisimétrica é va, porque esta propriedade ndo é

independente do sistema de referéncia.

As afinidades sdo um segundo tipo, ou se o desejarem, um terceiro tipo, de
entidades relevantes, juntamente com os tensores e as densidades tensoriais. A nocao de
derivada invariante que introduzimos em (I11.0.6) ndo é um conceito absoluto, enquanto
se refere a uma certa afinidade, a qual deve ser indicada. Se se introduzir mais que uma
e sdo desejaveis abreviaturas correspondentes (como a notacdo do ponto e virgula usada
em (111.0.6)), devemos distingui-las usando sinais diferentes, em lugar do ponto virgula,
como dois pontos, uma barra vertical, etc., para as derivadas tomadas relativamente as

diferentes afinidades.

Agora queremos estender a noc¢do de derivada invariante a outros tensores,
comecgando por um vector contravariante. A generalizagdo nunca é forgosa, sugere-se

por alguns simples principios guia. No caso presente parece natural assumir

(1) que a regra ordinaria da diferenciacdo de um produto

® No original, este paragrafo refere apenas a combincao linear de duas afinidades mas o resultado é
facilmente generalizavel para uma combinacéo linear de um ndmero ilimitado de afinidades.
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1 i
ﬁ(f);'ﬁﬁ/gl-?%%ﬂﬁ. 703 Tf 1 0(0.010292. 08

deveria também aplicar-se a diferenciacéo invariante do produto de tensores;

(2) que no caso de um invariante, a derivada invariante deveria ser a
derivada ordinéria (ja que, ao fim e ao cabo, o gradiente é um tensor; sem mais

comentérios!)
f;i :f,i (|||.0.11)

Comecemos com uma pormenorizacdo bem mais trivial, a qual, néo obstante,

deve estabelecer-se de uma vez por todas: ja que
A, =d) A (111.0.12)
A regra do produto por si sé diz-nos que
Ac;m :dII<AI;m +dl|<;mA| = Agm +dl|<;mA| (111.0.13)
E ja que isto tem de se manter para qualquer vector, deveremos ter
df.m =0 (111.0.14)

De modo que o tensor misto unitario, considerado como um campo, tem

derivada invariante nula relativamente a qualquer afinidade.

Agora consideremos o produto invariante Ay BX de dois campos vectoriais

arbitrarios. De acordo com os dois principios guia acima assentes, queremos que
(¥ T($Fp RB5434.0F8A1TD

ou seja,
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AkB,I?JFM:AkB;I?JFAk;in:AkB;li“f@u"-NGEi JékF5“-0264. 39 T

Cancelando os termos
A iB¥
obtemos
ABX = A BK + A BKG (111.0.17)

Reescrevemos isto, alterando os indices mudos k e n no Gltimo termo,

A E) Tjo'diFB 24. 539uTH 1 0 0

Uma vez que Ax € um vector arbitrario:
BX =BX +B"G; (111.0.19)

Esta é a expressdo para a derivada invariante de um vector contravariante, a
equivalente de (111.0.6) apenas com uma notacéo ligeiramente distinta, a virgula indica a

derivada ordindria,
B kh ¥

Se alguma dudvida exista relativamente ao caracter tensorial de B;k , Voltemos a

uma equacéo anterior a partir da qual se deduz (111.0.19), a saber,
(npTadi e 24. 434 Tifool O O 1

Aqui Ay € arbitrério e sabe-se que todos 0s termos, com excepc¢ao do primeiro da

direita, sdo vectores, portanto B;'§ e um tensor.
Uma nota mais: consideremos
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BX =BX +B"G, (111.0.19)(a)

(teremos cometido um erro ao trocar os indices?) O que é? Se A é simétrica isto é

irrelevante. Mas, se o ndo é?

Bem, isto é correctamente um tensor, e é correctamente uma derivada invariante
de BX, s6 que em vez de o ser relativamente & transformacéo afim que haviamos
considerado, o é relativamente a outra que se obtém da primeira mediante a troca dos

subindices.

Isto é trivial. N&o obstante, é importante de momento observar também que ndo
resultaria qualquer inconsisténcia l6gica se adoptassemos (111.0.19)(a), em vez de
(111.0.19), como a defini¢do da derivada invariante de um vector contravariante
relativamente & mesma afinidade que foi adoptada em (111.0.6), no caso covariante (que
é o que foi feito por outros, como por exemplo B.Spain e C. Lanczos). Mas,
naturalmente, com esta elei¢do a regra do produto néo se manteria para a diferenciacéo
ponto-e-virgula! Sem embaraco, isto apenas € uma observacdo marginal, & qual ndo

concedemos importéncia. Isto é, adoptamos (111.0.19).

No caso de um tensor geral

kIK
Tpak (111.0.21)

aplicamos consideragées anélogas ao invariante
IkIK ABlL FPGIL 111.0.22
paK I (111.0.22)

Sendo Ay...GY...vectores arbitrarios; assim obtemos um resultado para a
derivada invariante de T, o qual descreveremos primeiro em palavras e depois o
escreveremos na sua forma completa. A derivada ordinéria acrescentam-se termos

adicionais, um para cada indice de T. Cada um dos ditos termos consiste num produto
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(contraido) de uma componente de T e uma de A estando este produto formado
exactamente segundo um padrdo de (111.0.6) ou (111.0.19), individualmente, pelo que é
tratado como se tivesse s6 um indice, descartando todos os demais, isto é, deixando-0s

inalterados ao formar este produto particular. Assim:

kKIK  _ 1 kIK K ~k knK Al KIK ~n kIK ~n
quK ;i ‘quK i +Trr)]qK G +quK Gpj t..- anK Gpi B Tan qu - ... (11.0.23)

Notemos que o indice de diferenciagdo é sempre o segundo indice covariante de
A usando os dois restantes para colocar o indice mudo e o que se tenha perdido em T,
que foi substituido pelo indice mudo. Se se recordar isto e o sinal, a formula é facil de

memorizar apesar do desconcertante baile dos indices!

Tendo em vista estender a diferenciacdo invariante as densidades,

complementamos o nosso principio guia de forma natural, a saber,

(1) A regra do produto deverd também aplicar-se se um dos factores for uma

densidade.
(2) A densidade numericamente invariante,

ekImn

considerada como um campo, devera ter derivada nula.

Seja, para uma densidade escalar S,
Si=S;+X (111.0.24)

em que X esta por determinar (é claro, ndo sabemos o que significa S, , estamos

justamente a defini-lal) .
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Agora consideremos uma densidade qualquer T. Se a factorizarmos numa

densidade escalar arbitraria S e num tensor®, podemos escrever
T =SX"" (111.0.25)

em que T ( aparte ser um tensor e ndo uma densidade) é obviamente do mesmo caracter

que T. Agora aproveitemos o que foi postulado acima
Tk G =STE G +STE =S +S ¢ + X T (111.0.26)

Uma breve consideracdo mostra que 0s primeiro e segundo termos da direita
constituem juntos precisamente 0s «termos normais», formados como se T fosse um

tensor. Deste modo podemos escrever

TK . =termos normais + (Y /B <K F5 15. 75 Wh0470 O 1 &

Agora, ja que S era completamente arbitréria e X s6 dependia dela, o factor X/S
deve ser independente de T e pode determinar-se a partir de um caso particular

qualquer. Determiné-lo-emos a partir do requisito
O:e;l?lm” :0+erlmnGIr<i +ekrmnGlri +ekIrnGrrri1 +ekIerpi +(X /S)eklmn (111.0.28)

Nos somatdrios sobre r apenas sobrevive um termo em cada caso, a saber, 0s

termos r = k, I, m e n, respectivamente. De modo que obtemos

o=e"m@+Xjs [ F5 24. 539 Tf 1

E portanto

XIS =-Gjj (111.0.30)

® Schradinger aqui escreve de outro modo, para facilitar a compreensao de (111.0.28).
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Daqui, finalmente, o termo adicional na derivada invariante de qualquer

densidade T sera
-GHT ™ (111.0.32)

estando inalterados todos os indices de T.

E facil mostrar que ndo s6 os postulados guia que temos utilizado conduzem a
uma determinagdo Unica das derivadas invariantes de tensores e densidades, como
também, inversamente, aceitando estas defini¢cdes, se satisfazem realmente todos

aqueles requisitos.

Nesta seccdo Schrodinger d&d uma ligdo de pedagogia a maior parte dos
estudiosos e autores de trabalhos sobre calculo tensorial. Com efeito, na maior parte
desses trabalhos a certa altura definem-se os simbolos de Chrirstoffel e declara-se a

preocupacao de:
(1) faclitar a notagéo e a escrita;
(2) mostrar que nédo sdo tensores.

Schrédinger tem outro tipo de preocupacéo: explicar o que séo e para que
servem, ou melhor, qual a razdo que levou ao aparecimento desse conceito. E a razéo é
tdo importante que sem a nogéo de afinidade, ndo haveria progresso, pelo menos no

sentido que se pretende seguir.

N&o sabemos se Einstein (apesar do seu colaborador matematico Grassman)
entendeu inicialmente o valor das A’s na teoria, mas intuitivamente parece ter sequido

claramente o caminho de Schrddinger tdo bem descreve nesta secgéo.
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IV Algumas relagOes entre as derivadas ordinarias e

as invariantes

Antes de ser introduzida a no¢do de transformacao afim, haviamos averiguado,
no final do capitulo 1, que certas combinac@es lineares das derivadas ordinarias sdo
tensores apesar de tudo. Naturalmente, ndo podem perder esta propriedade pela nossa
imposicao de uma transformacdo nem pela introducéo da nocéo de derivada invariante
relativa a ela. Nao obstante, as combinagGes lineares correspondentes das derivadas
invariantes também sdo tensoras; a fortiori, ja que as derivadas invariantes sdo, também,
tensores por si s6s. Perguntamo-nos se sao 0s mesmos tensores (que os obtidos com as

combinacgdes das derivadas ordinarias) ou ndo.
Estudemos primeiro os casos designados por 1-4 no capitulo II.

No caso do gradiente de um invariante ndo ha dificuldade: Era um dos nossos

principios guia o de que para um invariante f
f,i :f;i (|V.0.1)

O que se passa com o rotacional de um vector covariante? A partir de (111.0.6)

Ak;i'Ai;k:Ak,i'Ai,k'An(GE)'-(Eu- /F5 24539
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De forma que o «rotacional covariante» ¢ 0 mesmo que o rotacional ordinrio se e s6 se

a afinidade é simétrica.

Deduzir e recordar as afirmacdes gerais (a menos que tenham gque examinar-se,
onde com frequéncia temos que memorizar toda a classe de tontices que ninguém sabe
de meméria) so se torna Util se estivermos perante uma aplicacéo frequente. Se o caso
ndo se apresenta com frequéncia, é mais «barato» investiga-lo apenas quando presente.
As afinidades ndo simétricas usam-se muito raramente. Por isso, com vista a ndo
carregar sobre o leitor um peso morto e gratuito, restringiremos a investigagéo restante
desta seccdo as afinidades simétricas, com uma forte énfase, ndo obstante, de que as

nossas afirmacdes se restringem definitivamente a elas.

Este paréagrafo deveria ser lido por muitos professores. Quem o escreveu foi
professor, foi Erwin Schrddinger, e a utilizacdo do termo “barato” € excelente,
sobretudo quando antecipa uma época em que a Economia é socialmente vista como a
ciéncia com mais «interesse». Mesmo assim toda aquela classe de tontices que
Schrédinger refere continua (e continuara) a ser exigido por aqueles professores que nao

»l

fazem a minima ideia do custo intelectual e preferem criar “papagaios”- a criar

pensadores (talvez para defesa prépria).

Nao é dificil convencermo-nos mediante o calculo directo de que as
divergéncias ciclicas contempladas em (3) e (4), também sdo as mesmas, tanto se sdo
formadas pelas derivadas ordinarias como pelas derivadas invariantes. Quer dizer que se
as derivadas aparecem com ponto-e-virgula, podemos em seu lugar colocar virgulas. Os
casos (4’) e (1) referidos &s densidades ndo requerem uma investigacdo adicional, pois

sdo virtualmente os mesmos que (4) e (1) devido a ligacdo geral entre tensores

! Os papagaios movidos pelo instinto de sobrevivéncia animal «interessam-se por pouco mais» que as
sementes que comem e pela sua procriacéo.
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antisimétricos e as densidades tensoriais de ordem complementar. Efectivamente,

depois de termos averiguado, por exemplo, que
Akl + Autsi + Ak = Akt + A i+ Ak (1vV.0.3)

SO necessitamos escrever

AM :%elmikAik (IV.0.4)
entao
%ﬁzgem'ik%p:iw,myk.,/%a 19. 484vd§ 1 O |
:
AT =™ py =2 (R /BB 19. 46AWTH 1 0 C
de modo que

Alm = plm (IV.0.7)

(o sinal é em ambos os casos o0 da permutacdo mlik: usamos o facto de que e;r;”'k =0,0

qual, como se recordara, era um dos nossos «principios guia» - ver pag.64).

Porque razdo aparece este indice de derivacdo i agora em (1V.0.7) quando antes
era 1?7 Neste curto texto deixa-nos algumas pistas: lembra-nos inicialmente que na

ligagdo geral entre densidades e tensores estes devem ser antisimétrcos, e remata na nota
em parénteses com o indice de derivagdo s (alertando-nos por exemplo que Alg =0).

Poupa os leitores que, mais habeis no baile de indices, o véem sem papel evitando a

2 Na traduco o primeiro termo do membro direito vem com erro, em vez de um | esta um i repetido.
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dispersdo. Para os mais distraidos ainda deixa uma pequena dificuldade (talvez como

chamada de atengdo para 0 mesmo i) e troca os indices ml e escreve Im.,

Podemos aceitar assim que averiguamos por inspeccao directa a equivaléncia do
«ponto e virgula» e da «virgula» em todos os oito casos. (Pelo menos nestes oito casos
se estabelece uma equivaléncia, ndo sei se havera outros noutras dimensdes...O certo €
que Schrodinger s6 ) Nao obstante, estes calculos podem evitar-se mediante uma prova
alternativa que é mais curta, mais iluminadora, e que se aplica a qualgquer dos oito casos
em separado. llustramo-la com o exemplo da equacdo (1V.0.2). Para provar esta
equacéo directamente, observe-se que se sabe que ambos 0s membros séo tensores.

Além disso, a partir da caracteristica geral da derivada invariante, a diferenca entre

ambos os membros é uma combinacéo linear de componentes Gl‘m . Como a diferenca

de dois tensores deve ser um tensor. Mas nao existem tensores ndo nulos formados
linearmente unicamente a partir de uma transformacao simétrica. (Isto pode parecer

uma afirmacéo apressada, a sua simples razdo de ser vem dada no final do capitulo.)

Com uma transformacéo assimétrica, sim, existem tensores ndo nulos; a saber,

sua parte antisimétrica %(GF) --EH.“ . EAta%zéoZeAquaA.@ﬁas a?Frfagées:béo O O 1 2

se sustentam neste caso.

A igualdade a que se chega a partir de (4°) é

Ak =ak (IV.0.8)

Ela introduz uma valiosa regra para «a integracdo parcial relativa a derivada
invariante» em quatro dimensdes, isto é, integrais no espaco-tempo. Para o proposito da

integracdo parcial o ponto e virgula pode tratar-se como se se referisse a uma derivada
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ordinéria, desde que se cumpra com determinagdo o mandato de que apenas uma

densidade invariante pode figurar como integranda.

Suponhamos que temos um integral do seguinte tipo
=) T) T#FBF34243433f TiL |

onde A e B sdo entidades tensoriais (tensores ou densidades) cujos indices foram apenas
indicados com pontos. Agora é facil ver que, devido a que o integrando tem que ser uma
densidade escalar, o objecto a que chegamos mediante a supressao do indice covariante

k (isto é a diferenciacdo invariante) deve ser uma densidade vectorial contravariante®,

digamos Ak
A Bl =AK (1V.0.10)

E como, a partir da regra de diferenciacdo de um produto (um dos nossos

principios guia!)
()], -4 E5 TS [TEB4E8 B4R 1

= () T ot F5 24. 466> Tf 1

Tendo em conta (1V.0.8), a primeira parte pode reduzir-se a um integral sobre a

«superficie» (tridimensional). Isto estabelece 0 nosso teorema.

¥ N.A.: Prova: AB. € uma densidade escalar. Mas ABFy (sendo F, um vector arbitrario) tranforma-se
exactamente do mesmo modo e, por tanto, também sera uma densidade escalar. Daqui se conclui que AB
seja uma densidade vectorial contravariante.
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Em muitas aplicag6es (particularmente no célculo variacional) a primeira parte

anula-se e temos
= o) T o4/ F5 24. 484uTf

Esta regra ndo é trivial. O (;) posto apenas em A ou B ndo tem razdes para ser

equivalente a simples (,). Por exemplo, (1V.0.9) poderia ser
= o) TRed F5 24, 484

pelo que nem o tensor A nem a densidade B necessitam ter qualquer tipo de simetria nos

seus indices.

Se, como muitas vezes se tem feito com a ideia de simplificar as coisas, se
renuncia & demanda de s6 admitir um integrando invariante, a regra ndo é aplicavel;

com o efeito desagradavel de que o calculo se complica enormemente.

E conveniente acrescentar aqui um exemplo mais no qual as derivadas
invariantes (embora numa ordem de ideias completamente distinta) podem substituir-se
por derivadas ordinarias. Sempre se pode introduzir um sistema de referéncia com
coordenadas tais que os dois tipos de derivadas coincidam num ponto particular

qualquer do continuo. Pode eescolher-se um sistema de referéncia para o qual todas as
Gl se anulem nesse ponto. Isto pode demonstrar-se da seguinte forma.
I
Mencionamos no capitulo 111 que estas componentes se transformam como as de

um tensor mas com o primeiro membro da equacdo (111.0.4) acrescentado a formula

familiar. Assim

) i S qyt i g2,Mm
GLIZ%K %Gét+$:—m1:;+ﬂ, (IV.0.15)
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Desejamos, para uma adequada eescolha da transformacao, fazer com que todas
as A’s se anulem num ponto; digamos, por simplicidade, no ponto x“= 0. Escolhemos a
transformacéo de tal forma que nesse ponto a transformagao inversa tenha o

desenvolvimento analitico

Xk =mk +%a|l§n!|7\'m L (1V.0.16)

onde supomos aﬁn = a,'§]| , pois obviamente ndo se ganharia nada se ndo o fizéssemos

assim. Por outras palavras, € importante e necessario admitir a simetria dos coeficientes

do desenvolvimento o que, no entanto, ndo faz de a*, um tensor. Obtemos de (1V.0.15),

no ponto xK=mk =
B, =Gl +al, =0 (IV.0.17)
Desde que fagamos

d--@ Tj. | F5 24. 4849 Tf 1

A uma tal escolha de coordenadas chama-se sistema de referéncia geodésico (ou

coordenadas geodésicas). A descrigdo verbal completa €, naturalmente, um sistema de

referéncia geodésico num certo ponto para uma certa afinidade simétrica.

Claramente, se as &’s ndo sdo simétricas ndo podem «transformar-se e
desaparecer», nem sequer num ponto. Isto ndo é estranho, porque a parte antisimétrica é
um tensor, o qual ndo pode anular-se em algum sistema de referéncia, a menos que se
anule em todos eles. Por outro lado, para este propdsito, ndo se requer que Aseja
simétrica em qualquer ponto, isto é que seja «uma afinidade simétrica». Apenas deve
ser simétrica no ponto em causa. (E de ocorrer que isto seria obviamente um aspecto

invariante. Significa que o tensor antisimétrico se anula no ponto em questao.)
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Portanto um sistema particular de coordenadas, chamadas coordenadas
geodésicas, pode, em principio, ser sempre escolhido de tal forma que as afinidades

simétricas sejam nulas num dado ponto a que é costume chamar pélo.

A transformacao (1V.0.16) ndo é o Unico método de obter coordenadas
geodésicas (Spain, pag 43). Tal como o fizemos, a conclusdo Gbvia é que o pélo é a

origem das coordenadas.

Um sistema geodésico é com frequéncia muito conveniente para os calculos,
mas ha que levar em conta que somente simplifica as coisas hum ponto, em nenhum
mais, nem sequer nos pontos vizinhos. Quero dizer que as derivadas das A’s ndo se
anulam, e deve-se ter cuidado no curso de um célculo em n&o eliminar uma A que, mais

tarde, poderia vir a ser diferenciada relativamente a uma coordenada.

Tal como Schrddinger abordou, no inicio desta seccdo, o sistema de coordenadas
geodésico foi construido, exactamente, para que tivesse a seguinte propriedade: as
derivadas invariantes (relativas a uma afinidade) deveriam reduzir-se as derivadas
ordinarias num ponto (o p6lo). Para que isso fosse possivel, mostrou que bastaria que a

afinidade fosse simétrica para que todas as componentes transformadas se anulassem.

Por outro lado, existe uma importante propriedade que ¢ a seguinte: O
estabelecimento e a resolugdo de uma equacdo, com caracter tensorial, envolvem
geralmente um «pesado» conjunto de manipulagdes algébricas. Ora como sabemos que
se um tensor (ou densidade) for nulo num dado sistema de referéncia, ele é nulo em
qualquer outro sistema (a lei de transformagdo é homogénea), segue-se que o conjunto
de manipulagdes algébricas acima referido pode ser reduzido se demonstrarmos em
primeiro lugar que a equacao tensorial € valida num sistema de coordenadas geodésicas

no seu polo. Segue-se que a equacao sera verdadeira para todos os sistemas de
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coordenadas consideradas nesse polo e se esse ponto for geral, a equacao é valida para

todos os pontos do espago considerado.

Ainda, uma consequéncia adicional é a verdade da nossa «afirmacao apressada»
da pag. 70, de que ndo existem tensores ndo nulos com componentes que sejam
combinacdes lineares das componentes de uma afinidade simétrica. Efectivamente, tais
combinagdes lineares, independentemente dos coeficientes que tenham, devem todas
anular-se num sistema de referéncia geodésico, pelo que, se adicionalmente formam um
tensor, devem anular-se em todos os sistemas de referéncia. Ja que esta consideragdo se
aplica a todo o ponto do continuo, um tensor com a descri¢cdo mencionada teria de ser

identicamente nulo.

Esta secgdo é talvez aquela em que Schrodinger revela os seus extraordinarios
dotes de investigador, com uma qualidade pedagdgica ndo muito frequente. Dissemos
acima que ha um paragrafo que deveria ser lido por todos os professores. Agora

acrescentariamos que toda esta seccdo deveria ser lida por todos os investigadores.
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V A Nocéo de Transporte Paralelo

Existe uma maneira alternativa de introduzir a nocéo de transformagéo afim e
derivada invariante. Tendo em vista o caracter fundamental de estas no¢des em todas as

nossas consideragdes, indicaremos esta alternativa.

k
A disposicéo de derivadas 'ﬂ% . ndo
X o
(x'+d x")

constitui uma entidade invariante, pois esta formada

pelo procedimento inadmissivel de subtrair o vector P(X)

A¥ em P do vector A*+dA" noutro ponto, a saber, no

ponto vizinho Q com coordenadas x'+dx' (sendo X' as coordenadas de P). A sua

diferenca, dA*, n&o é um vector. Daqui que, com a férmula correcta

k.
dAK = Ll i (V.0.1)

'
AY/ x'ndo pode ser um tensor, ja que dx' é um vector.

Para remediar este defeito, e com o propésito de criar uma derivada, deve-se
subtrair de A“+dA¥ n&o o vector A“ em P, mas antes algum vector em Q, que, para este
propésito, tome, por assim dizer, o lugar de A*, isto é, que jogue o papel do valor
«original» ou «inalterado» da funcdo na diferenciacdo ordinaria. Por outras palavras,

deve-se estipular, por definicdo, que mudanca nas componentes de A*, ao ir de P a Q, o
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considera como «ndo alterado». (A simples sugestdo de que, concretamente, a ndo
mudanca dos valores numéricos represente a ndo mudanca da entidade geométrica, ndo

é suficiente, pois ndo é independente do sistema de referéncia.)

Chamemos A*+4A" a este «substituto em Q do A* de P», ou seja, «por definicéo,
a entidade inalterada em Q correspondente & entidade em P». Naturalmente, 4A¥, ao ser
a diferenca de um vector em Q (a saber, A*+3A¥) e um vector em P (a saber, A¥), téo

, . ~ . k x . k
pouco é um vector, precisamente pelas mesmas razdes pelas quais dA" ndo o é; mas dA"-
aA* sim, é um vector, pois é a diferenca considerada no mesmo ponto (no caso presente,

0 ponto Q).

aA* deve fazer-se depender dos dois vectores A€ e dx' e ndo pode depender de
nada mais. Além disto, deve fazer-se com que se anule quando qualquer um destes dois
seja nulo. Uma dependéncia linear e homogénea em A* e dx' sugere-se por si mesma
como a decisdo mais simples. Consideremos, por isso, uma forma bilinear de estes dois

vectores
dak =-ckAldx! (V.0.2)

sendo as A’s uma disposicéo de 64 (4°, pois sdo 3 indices) coeficientes, funcdes das
coordenadas, introduzidos novamente sobre o ponto de vista tomado neste capitulo

(mas, naturalmente, em conformidade com a notagao do capitulo I11).

Devido a que A* e dx' sdo vectores, e a que A" ndo o ¢, as A’s ndo constituem
um tensor. Elas seguem a lei de transformacéo linear, ainda que ndo homogénea, que ja
foi indicada no capitulo 111, a equacdo (111.0.7). Isto pode demonstrar-se facilmente
mediante a exigéncia de que a associa¢do dos vectores A¥em P e A“+aAk em Q deveria

subsistir sob uma transformacéo de coordenadas. Omitiremos a prova aqui.

A0 vector
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AK+d Ak o Ak -k alax! (V.0.3)

chama-se vector deslocado paralelamente (ou transportado paralelamente). A derivada

invariante define-se agora assim

o QYT ALES 24. 465 Tf 1 0 (

@A)n TE5 24. 465 Tf 10

= A% +G|iA|

que esta exactamente de acordo com (111.0.19), ou seja, a expressdo da derivada

invariante definida antes para um vector contravariante.

As A’s estabelecem uma aplicacéo linear biunivoca entre as «estrelas de
vectores de pontos vizinhos». Uma aplicagdo linear entre dois conjuntos de quatro
funcdes cada um requer dezasseis coeficientes arbitrarios, mas ja que hd * pontos
vizinhos®, tomamos 64 deles. Em geometria elementar chama-se transformacao afim a
uma transformacao linear das coordenadas. As figuras geométricas que se convertem
uma na outra mediante a dita transformacéo, dizem-se «afimmente» relacionadas; por
exemplo uma esfera e um elipsdide concéntrico em trés dimensdes. Chama-se
«Geometria afim» a geometria «sob este grupox»: apenas contempla propriedades tais
como a invariancia sob uma transformacao afim em qualquer ponto, sendo a mesma
para figuras “afimmente” relacionadas - por exemplo todos os elipsoides, incluindo a
esfera, consideram-se como a mesma figura. E assim se chega ao nome «conexao afim»

ou «afinidade». Ndo € um bom nome (estou completamente de acordo) e por duas

! Julgo que se trata de um erro de traducéo, a ideia seria: uma vez que existem  pontos vizinhos de um
ponto existirdo “ coeficientes. Tomando 4 pontos vizinhos de um ponto, serdo 4* coeficientes
independentes.

79
PDF Creator - PDF4Free v2.0 http://www.pdf4free.com


http://www.pdfpdf.com/0.htm

raz0es essenciais: primeiro, numa variedade ndo conexa a transformacao geral de
coordenadas implica uma transformagéo afim em qualquer ponto; segundo, as A’s ndo
indicam, precisamente, uma relac&o afim arbitraria entre pontos vizinhos, mas antes

distinguem de uma vez por todas uma particular.

Acabou-se de explicar e criticar a terminologia, que facilmente pode dar lugar a

confusao.

Seguindo as ideias do presente capitulo agora passaremos a definir,
analogamente a (V.0.2), o deslocamento paralelo de qualquer tensor ou densidade
tensorial, usando como principios guia (1) que um produto é deslocado mediante o
deslocamento de todos os seus factores, (2) que um invariante ndo se altera por
deslocacéo, (3) que adensidade  ndo muda no deslocamento. Desta forma se deduz

com facilidade que a mudanca dTFl)(('qLL de qualquer tensor ao deslocar-se deve dar-se em

resultado dos termos adicionais de (111.0.23), multiplicado por (-dx'). No caso de uma
densidade tensorial de qualquer tipo, ha que acrescentar-se o termo (111.0.31) também
multiplicado por (-dx'). As derivadas invariantes definem-se ent&o em estreita analogia
com (V.0.4) e sdo, naturalmente, as dadas em (111.0.23), com a correccdo (111.0.31) no

caso de uma densidade tensorial.
Na linha de pensamento do presente capitulo ndo ha nada que sugira que

Gl‘m deva ser simétrica em relacdo a | e m. E ja que tampouco nos capitulos anteriores

haja algo que imponha esta suposic¢do, néo o faremos em geral, a ndo ser que venhamos
a considerar a afinidade simétrica como um caso especial (ainda que muito frequente e

importante), que se indicara cada vez que tratemos com ele e ndo com o caso geral.

O aspecto da afinidade apresentado como constituindo um sistema de transporte

paralelo é o mais fundamental. Assim pois a aproximag&o na qual a colocamos em
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primeiro lugar e a no¢do de derivada invariante num segundo lugar, é mais fundamental

que a seguida no capitulo I1I.

Apesar de simples e ébvio, devemos, ndo obstante, destacar o facto de que o
transporte paralelo de um tensor zero ou uma densidade tensorial zero voltara a ser zero

de igual modo.

Isto tem a consequéncia de que qualquer equacgéo tensorial se preserva sempre
num transporte paralelo, precisamente como o faz numa transformacéo de coordenadas.
Com efeito pode sempre reduzir-se a afirmacdo de que uma certa combinacdo linear de
produtos de tensores é igual ao tensor zero do mesmo caréacter (isto €, 0 mesmo no que

se refere aos indices co- e contravariantes e assim € um tensor ou uma densidade).

Mas haja cuidado por favor! A equagdo cumpre-se noutro ponto para os tensores
transportados paralelamente. N&o obstante, os tensores podem ser tensores de campo. E
0s seus valores, ndo necessariamente sdo, e ndo o serdo como regra geral, os obtidos
mediante o transporte paralelo. De forma que a equagéo ndo tem por que cumprir-se

para os tensores de campo num ponto vizinho! (Spain, pag.46).

Isso é 0 mais necessario enfatizar porque, na realidade, muito frequentemente se
cumprem ali (e em todo o lado); a saber, quando s&o equacdes de campo estabelecidas

explicitamente ou é exigido que se satisfacam em cada ponto.

Quer dizer, voltando a pag. 77, o vector obtido em Q, por deslocacédo paralela a
partir de P, depende da curva que une P com Q. Consequentemente o deslocamento
paralelo ao longo de uma curva fechada ndo conduz necessariamente ao vector inicial. E

no fundo, também isto, Schrodinger salienta nestes dois ultimos paragrafos.
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A Nocdo de Transporte Paralelo
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VI O Tensor de Curvatura

V1.1 O problema da integrabilidade

Provavelmente, o ponto mais interessante e vital que se apresenta no estudo da
transformacéo afim e do transporte paralelo seja este. Se considerarmos uma entidade
tensorial, como, por exemplo, um vector contravariante A“ num ponto P (ndo
necessariamente membro de um «campo»), e o transladarmos
mediante um transporte paralelo continuo em torno de um e
circuito fechado C regressando a P, a entidade, em geral (isto

é, para uma afinidade arbitraria), ndo voltara ao seu valor % AK

original, pelo contrario, chegaremos com uma entidade P .. e

diferente, digamos com um vector Ak 1 aK Tal como acabou de ser observado no

final da seccéo anterior.

Uma forma diferente de expressar o mesmo facto, A %v
quer dizer, que o resultado de transportar A“ de P a PR \\\Ak(s)
qualquer ponto Q dependera, em geral, do caminho 'R

DAk .
percorrido. Por exemplo, se o transporte de A* passando por % Ak ’S
S em direccdo a Q d& lugar a AX(S) (digamos), o transporte P

via R levara a um outro, digamos A‘(R) em Q e diferente de
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AX(S). Ja que, obviamente, o transporte até ali e 0 seu regresso pela mesma curva é
reversivel; de modo que se AY(R)= AX(S), entdo AX = AK | e vice-versa.

Se o transporte ¢ independente do caminho percorrido por qualquer vector A* (e
portanto, como veremos, para qualquer entidade tensorial), diremos que a transformacéo

afim é integravel; ou, possivelmente, integravel dentro de uma regido, se a

independéncia se mantém apenas em pontos e caminhos de uma certa regido. Para que
uma afinidade seja ou ndo integravel se decide, como veremos em breve, mediante a
anulagdo ou ndo de um tensor de ordem 4, chamado tensor de curvatura ou tensor de
Riemann-Christoffel, que tem um papel central em todas as teorias da estrutura do
espaco-tempo, de forma que trataremos com ele incessantemente em todas as
consideracOes seguintes. E, naturalmente, é o caso ndo integravel, quando este tensor

néo se anula (variedade curvada), o0 que apresenta maior interesse.

De momento, sem qualquer problema, recompilaremos informacéo do caso
integravel por um método mais directo. Neste caso seja um vector simples, ndo um
campo, h num ponto P. Ja que, agora, o transporte paralelo ndo depende do caminho
percorrido, podemos «desdobrar» h  num campo mediante o transporte paralelo desde
P, definindo o vector campo h mediante a condi¢do de que a sua mudanca real ao
passar de um ponto ao seguinte seja igual @ mudanca do seu transporte paralelo. Usando

a nossa notacgéo geral, isto exprime-se mediante

dh" =dh" (VI.1.1)
ou escrito mais desenvolvidamente
" a .l
ﬂ—|-dx =-Gj; h?dx (VI.1.2)
X
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Devido a que isto se mantém para qualquer dx , equivale a submissdo de h as

equacOes diferenciais

" a
@-“ G} h (VI.1.3)

juntamente com a condicdo inicial de que em P osh tomam os valores dados. A ligeira
inconsisténcia de termos usado h , primeiramente, para indicar o vector em P, e utiliza-
lo agora para obter o vector campo integrando (V1.1.3), ndo tem importancia.
Efectivamente, depois do «desdobramento», o ponto P ja ndo esta privilegiado; o vector
campo num ponto qualquer obtém-se mediante o transporte paralelo desde qualquer

outro ponto ao longo de qualquer curva que una os dois pontos.

Este estado de coisas (e situagdes similares no caso de outros campos tensoriais)
expressa-se adequadamente dizendo: a afinidade A leva (a saber, mediante o transporte
paralelo) o vector campo h sobre si mesmo. Por certo, notemos que, segundo (111.0.19)

as equacdes (VI1.1.3) simplesmente estabelecem que h tem uma derivada invariante nula.
Agora fagamos 0 mesmo com quatro vectores linearmente independentes em P,

aos quais designaremos com um subindice a, seja h]l , coma = 1, 2, 3, 4. Podiamos

também ter usado quatro letras diferentes, comoh ,g ,f ,j , paraindicar 0s nossos
vectores em vez do dito subindice, o qual ndo deve confundir-se com um indice
tensorial. E preferivel a numerag&o, porque convém, para o proposito da presente
investigacao, estender a nocao da soma a este subindice quando aparega duas vezes

(ainda que sempre se escreverd como um subindice, sendo uma mera designagao).

Escolhemos os quatro vectores hj) linearmente independentes em P. Esta

independéncia linear manter-se-a, obviamente, para os vectores de campo em qualquer

ponto, simplesmente porque qualquer combinacéo linear
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cihl +cohy +cghg +c4h) =0 (V1.1.4)

(ndo sendo todas as componentes cx numéricas nulas) se conservaria pelo transporte
paralelo e portanto ndo pode manter-se em nenhum ponto do campo, ja que nao se

sustentara em P2,

De modo que agora temos quatro campos vectoriais governados pelas relagtes

ha _ a
# =-Gj hg (VI.15)

Estas sdo 64 relacBes lineares ndo homogéneas com determinante ndo nulo?, a

partir das quais podem determinar-se as 64 quantidades em todas as partes. Fazemo-lo
da maneira habitual. Aos menores normalizados no determinante hf) , chamamos-lhes

M a (por normalizados queremos dizer divididos pelo determinante). Entao
hy gha =d? (VI1.1.6)

Para justificar a notacéo: h, 5, para um a fixo, € um campo vectorial covariante.
Isto deduz-se da consideragéo de que:
(1) as equagdes precedentes cumprem-se em todos os sistemas de referéncia,
significando sempre h, ; 0s menores normalizados;

(i) os h, 5 estdo univocamente determinados pelas ditas equacdes;

(i) as equacdes preservam-se, se 0s h, 5 se transformam como

componentes vectoriais.

! Esclarecimento: Pois o vector nulo por transporte paralelo se conservaria.
2 N.A.: N&o é dificil demonstrar que o determinante pode anular-se num ponto se, e s se, uma relagdo
como (V1.1.4) se satisfaz nesse ponto.
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Se se tratasse de uma linguagen tensorial, dir-se-ia que dois tensores Ajj e B
tais que AijBik: a"j seriam tensores conjugados conforme Ihes chama Spain, mas o mais
interessante deste passo esta no uso que Schrodinger faz do indice a (avisando que ndo é

um indice covariante) para escrever quatro equagdes tensoriais indexadas.
Observemos, ainda, o facto de que, inversamente, os hf) sdo os menores

normalizados do determinante h,,. Agora «multiplica-se» (isto €, multiplica-se e

soma-se sobre a) a equagéo (V1.1.5) por h,,, obtém-se entdo, usando (VI.1.6),

hn
G :-hra%? (VI.1.7)

Isto mostra que a integrabilidade é uma severa restricdo para a afinidade. Torna
possivel expressar as 64 funcdes A mediante as componentes de quatro campos

vectoriais, isto €, apenas 16 funces.

A representacdo precedente de uma afinidade integravel tem uma consequéncia
particularmente simples se Aé simétrica relativamente aos seus dois indices

covariantes. Assim suponhamos, pois, também que
G =G, (VI.L8)

Ora bem, de (VI1.1.6), as equacdes (VI.1.7) podem escrever-se de forma

equivalente (por derivacao de (V1.1.6).

Th
G :hgTXrlé (V1.1.9)
daqui, a partir do suposto em (V1.1.8)
adh fh , O
h) g—rlé- - = () (VI1.1.10)

e fix ™ o
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e, portanto, ja que o determinante ndo se anula,

ﬂhra ﬂ
- = VI.1.11
e ( )

em palavras: Os quatro campos vectoriais covariantes h, 5 sdo irrotacionais.

Sdo irrotacionais porque o rotacional de cada um deles é nulo.

Isto capacita-nos para introduzir um novo sistema de coordenadas da seguinte

maneira. A um ponto fixo P atribuimos-lhe as coordenadas 0,0,0,0. A outro ponto

qualquer Q atribuimos-lhe as coordenadas

ya:c\;?hradxr (=Tj2.4 F5 15. 734 T#1.1120 0 1 354.

Com efeito, da anlise geral sabe-se que (V1.1.11) é a condi¢do necesséria e
suficiente para que esta integral de linha seja independente do caminho percorrido.

Além disso, as derivadas das y’s relativamente as x’s sdo obviamente

lﬂTXLra =N a (VI.1.13)
Formando os menores normalizados de ambos os lados, obtém-se
115—; =h} (V1.1.14)
pelo que, (VI1.1.9) pode expressar-se assim:
@, =& oy (VI.1.15)
Ty® " fix

Comparando com (I11.0.4) e considerando o seu contexto ai, inferimos:
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A nossa afinidade simétrica integravel pode considerar-se como o resultado da
transformacéo da afinidade de componentes nulas no sistema de referéncia y, desde esse
sistema ao sistema de referéncia x. Ou entdo, inversamente: Todas as componentes da

nossa afinidade se anulam quando as transformamos no sistema de referéncia y.

Assim, uma afinidade integravel simétrica é uma coisa muito simples: pode

sempre «transformar-se em zero».

N&o € estranho que este teorema se restrinja apenas ao caso simétrico. Pois
recordemos que uma afinidade assimétrica geral se pode separar numa soma de uma
afinidade simétrica e num tensor antisimétrico de ordem trés. Estas duas entidades
mantém-se cristalinamente separadas na transformacao. E, por conseguinte, a parte
antisimétrica, ao ser um tensor, nunca pode anular-se na transformacao, a menos que se
anule desde o principio. Tudo o que podemos dizer em geral é que o requisito de ser
integravel implica em qualquer caso que as componentes da afinidade sdo expressaveis
mediante as 16 componentes de quatro campos vectoriais. Existe inclusivamente uma
reducdo maior no caso de uma afinidade assimeétrica que tem 64 componentes

independentes, que numa simétrica, que em geral tem 40, como vimos.

V1.2 O Tensor de Curvatura

Dadas as 64 fungdes A que constituem uma transformagéo afim seria dificil
decidir directamente se podem ou ndo exprimir-se na forma (V1.1.7). Procuramos, por
tanto, um critério de integrabilidade que possa aplicar-se imediatamente ao campo A

guando seja dado.
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Alids em matematica é quase sempre muito mais dificil usar a definicdo para
uma dada finalidade de calculo e dai que surjam métodos e critérios, isto é, processos de

efectuar calculos em principio mais abreviados para obter o resultado pretendido.

Deduzir uma condicao necessaria é muito facil. Para obter a integrabilidade, as
equacdes (V1.1.3) devem admitir uma solugdo para o campo vectorial h  com valores
iniciais arbitrarios. Entdo, certamente as segundas derivadas mistas das componentes do

campo formadas de duas maneiras diferentes devem coincidir. Por tanto devemos ter

o= (@) TG | 24 FHL24TfH1R (O 11

& o] a a
16 | 1Gn° 4 1h 1h
:9'&*'*7?] -Gg| —+Gg
< @™ qx 5 axm mv
Usando a equacao (V1.1.3) para exprimir as primeiras derivadas, obtemos
(recorde-se a notacdo dos indices mudos!)
& o]
0=GC- “_d]ﬁ.lnﬁ%ﬂ@g, G- dg)megl +h?
g ™" 5 (V1.2.2)

—nn a
=Baj mh
onde abreviamos a expressdo com paréntesis substituindo-a por B. Ja que isto se
mantém para um h arbitrario, deveremos ter
B m=0 (V1.2.3)
em todos os sistemas de referéncia (o qual justifica a presuncéo de que as B’s formam
um tensor). Assim pois, esta € uma condicdo necessaria para a integrabilidade.

Para compreender que também é uma condigéo suficiente, notemos que a nossa
exigéncia (V1.2.1) equivaleria exactamente a conhecida condi¢do necesséria e suficiente

para que a diferencial de Pfaff
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-@&, h?dx! (V1.2.4)

(queéa h devida ao transporte paralelo sobre dx ) seja uma diferencial completa,
seash fossem umas fun¢Bes dadas das coordenadas. Mas ndo s&o, e seria um circulo

vicioso antecipa-lo, posto que é exactamente 0 que queremos provar.

Né&o obstante, na vizinhanga imediata de um ponto, as equagdes (VI1.1.3)
juntamente com as (V1.2.1) bastam para determinar a primeira e segunda derivadas das
h univocamente e sem contradi¢do. De forma que, dados os valores iniciais num
ponto, podemos determinar o campo h na vizinhanga de um ponto, incluindo
quantidades de segunda ordem relativas as diferencas de coordenadas. Se tomarmos em
(V1.2.4) estas fungbes h , chegamos a uma diferencial de Pfaff cujas condicdes de
integrabilidade (V1.2.1) sdo satisfeitas, incluindo a primeira ordem (s6 a primeira,
porque contém as derivadas de h ). A integral de (V1.2.4) tomada sobre qualquer
circuito fechado e pequeno nessa vizinhancga se anulara, por tanto, com uma
aproximacdo que inclui a segunda ordem, quer dizer, que pode alcancar, no maximo, a

terceira ordem.

Agora consideremos duas curvas infinitamente proximas C e C’ que unam um
ponto P a outro ponto distante Q. A partir dos valores iniciaish dados em P
construimos, primeiro, o campo h na vizinhanga de P, escolhendo um ponto préximo
em C bem dentro desta vizinhanca, seguidamente faremos 0 mesmo ali e assim
sucessivamente, até alcangcarmos Q. Em tudo isto teremos de ter a precaugdo de que a
unido das nossas pequenas regides cubram também o caminho C". Entdo, em primeiro
lugar, o h obtido em Q pode estar «errado» (em compara¢do com o transporte exacto)
s6 em quantidades de primeira ordem. Em segundo lugar, se seccionarmos a franja entre

C e C’ em pequenos elementos de superficie, a integral de circuito fechado em redor de
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cada um deles ndo excedera a terceira ordem, a partir do qual deduzir-se-4 facilmente
gue a integral de linha sobre C e a integral de linha sobre C’ ndo podem diferir em mais

do que a segunda ordem.

Da mesma forma, podemos distorcer a curva C, em pequenos passos, em
qualquer outra que una P e Q. As integrais de linha diferirdo entdo apenas numa

quantidade de primeira ordem.

Fazendo as subdivisdes e 0s passos da distor¢do mais e mais pequenos,
chegamos, no final, a provar que (V1.2.3) é uma condicdo suficiente para que o
transporte de um vector contravariante seja integravel. O nosso objectivo era

demonstra-lo.

A independéncia do caminho percorrido do transporte de um vector covariante
segue-se do contravariante porque o invariante B,A* permanece inalterado, para um By
fixo e um A* qualquer. Teria que ser assim pois a contravariancia e a covariancia nao
sdo mais do que modos diferentes de «vestir» 0 nosso vector (tensor). Analogamente, se

demonstra 0 mesmo para tensores de maior ordem e densidades tensoriais.

Se (V1.2.3) ndo se cumpre, qualquer vector h  pode «desdobrar-se» todavia

segundo (VI1.1.3), na vizinhanca de um ponto, mas so incluindo quantidades de primeira
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ordem. Usando isto em (V1.2.4), a integral de esta diferencial sobre um circuito
infinitesimal pode indicar-se facilmente a partir do teorema de Stokes. Para o

quadrilatero infinitesimal de vértices x*, x +dx, x*+dx* + x*, x+ ¥, se obtém
BY, th2dx! dx™ (V1.2.5)

para as quantidades mediante as quais as componentes h  mudam pelo transporte
paralelo em volta de este quadrilatero. Mas este teorema ndo pode estender-se a um
circuito finito; simplesmente porque neste caso nao existe, numa regido finita, um

campo h ao qual possa ser aplicado.

Devido a que (V1.2.5) é, em si mesmo, um vector (ao ser a diferenga entre 0s
vectores no ponto Xy) e que o é para vectores arbitrariosh ,dx e X , segue-se que B
é um tensor de ordem quatro. Uma demonstragdo alternativa de este importante facto se
obtém produzindo as componentes de B de um modo diferente, que tem interesse por si
mesmo, a saber, mediante a permutacdo da diferenciagdo invariante de um tensor
qualquer. Por exemplo, para um campo vectorial contravariante obtém-se pelo célculo

directo:
A m- A =~ 8ot - (), B Y F5 2826109

O segundo termo da direita anula-se apenas quando A é uma afinidade simétrica,
porque depende apenas da sua parte antisimétrica. Nao obstante, este ultimo €, em
qualquer caso, um tensor, de modo que, ja que o campo A é arbitrario, a propriedade
tensorial de B se segue imediatamente. (Porque as derivadas invariantes de tensores sdo

tensores como j& foi visto e a lei do quociente completa a prova.)
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No caso mais geral (afinidade assimétrica) o tensor B tem a simetria dbvia: de é
antisimétrico nos seus ultimos indices, & e p na nossa notac&o actual. E facil ver que,

entdo, tem4 4 6=96 componentes independentes.

Se Aé simétrica, resulta da expressio explicita (V1.2.2) que B tem a simetria

ciclica adicional
BD m+Bl'ma +Bhal =0 (V1.2.7)

Para contar, neste caso, as componentes independentes, damos primeiroa  um
valor fixo. Logo, tomamos para os subindices um tripleto definido & & p®. Das trés
componentes independentes, que a anti-simetria natural no Gltimo par deixa neste caso,
uma pode exprimir-se mediante as outras duas em virtude da relacdo antes mencionada.
Isto contribui com dois por cadaternoa € |, e assim oito para os quatro tripletos
diferentes. Na situacdo em que dois dos trés indices (&, é e |) sejam iguais (para a qual
h4d2 6=12 possibilidades®), ja a anti-simetria natural deixa s6 uma componente
independente em cada caso (por exemplo, B 21,=-B 221 € B 122=0). Alias, a condi¢do
ciclica, neste caso, satisfaz-se automaticamente; so reafirma a anti-simetria natural. Por
tanto temos doze componentes adicionais; e isto € tudo. Assim temos 8+12=20
componentes, paraum  fixo, e, portanto, 80 no total. O tensor de Riemann-Christoffel
de uma afinidade simétrica tem oitenta componentes independentes. Veremos depois o
caso de uma simetria maior e que tem uma importancia especial, em que o nimero se

reduz apenas a 20.

O tensor B pode contrair-se a respeito de (i ,a), (i ,€) ou a respeito de (i ,u), mas

0s dois Gltimos, por causa da anti-simetria, ndo sdo essencialmente diferentes. Tomamos

® Trés indices diferentes entre si, ou seja “C; =4 para e °C,=3 para é e &.
*Ou seja’P, “C, - escolhidos dois dos quatro indices sem repeticdo héa que escolher qual deles ocuparé
o lugar duplo é e .
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de (V1.2.2) a expressdo do tensor B e acrescentemos-lhe as de suas duas contracgoes,
usando uma designacéo distinta (mais habitual) procedente de uma a qual chegamos por

casualidade.

_ A XN o i
B&lm:-@-+M+ a1 A - B A !
fix fix I
~a ~a .I.

Ry =B, =- _As|.+_‘\ﬁp.+pmAkb R A (V1.2.8)
1ﬁ?<44zﬂ><4424444443y
tensor de Einstein T
:
Sim = Bblm ﬁ.lnﬁﬁ. i
ﬂx )/ !
1 %22 4%3 i
segunda contracgéo b

Na ultima férmula é de referir que o simples «rotacional» das quatro

componentes C;§| (que ndo sdo um vector covariante) resulta ser um tensor.

Ri ndo é simétrico em geral, nem sequer quando Ao é (inclusive neste caso, 0
segundo termo ndo o permite). De qualquer modo, por suposicdo, as suas partes
simétrica e antisimétrica sdo, igualmente tensores. Além disso, a sua parte antisimétrica
reduz-se a —1/2S se Aé simétrica®. Do que se conclui que no caso de uma
transformacg&o afim simétrica so exista, virtualmente, uma contraccéo relevante do

tensor B, a saber, o tensor de Einstein.

Tendo & mado a, um tanto complicada, formula para B e R, gostariamos de

acrescentar um teorema muito Gtil relativo as mudancas que sofrem estes tensores

quando se varia ligeiramente a transformacéo: Ak, ® Ak +d AL . Recordemos que

® Erro na tradugdo, o factor % esta ausente em ambas. Na verdade o tensor de Einstein, para uma A
simétrica, quando decomposto fica:

_ 5 A A b x 2 A
Ru = Aip 1Y B 0 By B S YA )

Simétrica Antisimétrica=- 1/2S
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aln (a diferenca do préprio An) é um tensor. A formula seguinte pode escrever-se,

sem problemas, pelo calculo directo
Bl =- @ Tj+ (¥ FBEZRSARAS ZB4TY 0T
e, contraindo

o = (3 Tj 6 ¥ FEZRB-A2A5 341794 DT

Estas expressoes sdo especialmente convenientes no caso de uma transformacao

simétrica, ja que, entdo, se anula o ultimo termo em cada uma delas.
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VI As Geodésicas de uma Transformacao Afim

Dada uma afinidade A, consideremos num ponto P(x) um elemento de linha
dx¥, indo de P ao ponto P&x*+ dx*). Transporta-se dx* (sendo um vector em P) segundo

a transformacao Adesde P a P¢ e seja d&* o resultado (sendo um vector em P?).

Transporta-se este vector de P¢a P2(x*+ dx*+ d’x¥). O resultado, d2x¥,

transporta-se a PAx+ dx“+ d&* + d2x*) e assim sucessivamente.

Desta forma obtemos um traco poligonal que no limite dos «verdadeiros
infinitésimos» e considerando um namero infinitamente crescente de passos, se
aproxima de uma curva, a qual, por certo, também poderia tracar-se «para tras» desde P

na direcgéo —dx¥, e que tem, obviamente, as seguintes propriedades:

(i) Se transportamos um vector contravariante” finito, que esteja indicando a

! Na traduc#o est4 covariante, 0 que esté errado e até contradiz o ja afirmado.
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direccdo da curva num qualquer de seus pontos P, desde P e ao longo da
curva até outro ponto Q, obteremos um vector indicando a direc¢do da curva em
Q. (Por indicando a direccdo, queremos dizer: que € tangente a curva, ou que

tenha as componentes proporcionais aos incrementos dx* ao longo da curva.)

(1) A nossa construgédo proporciona um padréo natural para comparar os
comprimentos de dois ramos quaisquer desta curva (natural relativamente a
transformacao A), a saber, a proporcao entre o «niimero de passos» implicados

em cada um deles, ou, para ser mais precisos, o valor limite desta proporcéo.

Uma curva como esta provém de cada um dos  “ pontos em cada direccéo ( °),
de modo que ha  ° curvas no total (ja que uma curva contém ! pontos). Em termos
gerais, as  °® curvas procedentes de um ponto dado cobrem uma certa vizinhanca finita
de pontos s6 uma vez e ali estara precisamente a curva com as propriedades pretendidas
que une os pontos dados P e Q. E interessante a maneira como Schrédinger se refere a
infinidade de pontos de acordo com a dimens&o do espaco considerado, para nessa base
estabelecer a infinidade de curvas que cobrem sem incidéncias uma vizinhanca finita de

um ponto. Estas curvas chamam-se geodésicas.? Estudemo-las analiticamente.

Qualquer curva pode representar-se, de muitas maneiras, dando as suas quatro
coordenadas em funcdo de um parametro continuo é. (de «muitas maneiras» queremos
dizer unicamente que em lugar de & podemos escolher qualquer fun¢do monotona
continua de &.). Se fizermos isto, o vector dx*/dé indica em cada ponto a direccéo da

curva da forma exposta.

2 Geodésica de uma superficie curva qualquer é a trajectéria (em geral curva) de uma particula «livre».
Uma geodésica representa a linha de extensdo minima entre dois quaisquer dos seus pontos. Este
principio é usada em muitos ramos da Fisica e toma o nome de principio da ac¢do minima. Por exemplo o
trajecto da luz ou de um particula segue uma geodésica.
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Ajustando-nos a (i) acima, impomos que este vector, quando se transporta
paralelamente ao ponto X+ dx", seja proporcional ao valor do vector que encontramos

no ponto vizinho:

k k 42,k

dx kK dX . om Rix"  dx 0
- dx™ =M Commm + dl + VI11.0.1
e Am édl a1 2 5 ( )

onde M é um nimero. Dividindo por dé temos
d2xK o dx! dx™  1- M dxK

M + I — VI11.0.2
A o ( )

Para que isto faca sentido, M deve diferir da unidade apenas na ordem de dé, o
que ¢ bastante compreensivel. Portanto, pode substituir-se por 1 & esquerda. A direita,

devemos deixar que 1-M dependa de € e assim toma-lo por  (€)dé. Entdo

d2x* . dx! dx™ dxX
+ s = (] ) — VI11.0.3
- Aim o ( )dl ( )

Isto incorpora 0 nosso primeiro requisito. Mas é € a medida natural do comprimento ao
longo da curva, aquela a que nos referimos em (ii)? Dificilmente, porque a sua escolha
foi em grande medida arbitraria. Vejamos em que se converte (V11.0.3) quando

alteramos a nossa escolha, tomando s(€) em seu lugar. Obtemos facilmente.

d2x* o odxt dx™  fs- st dxk
+ Ak OX OX (b8 VI1.0.4
o2 Am ds ds 52 ds ( )

em que sCe s2 significam as derivadas relativas a é.

Podemos anular o segundo membro e dar a nossa equagéo a forma:

?+A|m——:0 (VI1.0.5)

se, e sO se, fizermos com que  s’-s”=0, cuja solucdo geral é
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J
s= ¢ 0 Wi, (VI1.0.6)

Assim pois, para obter a forma simplificada (V11.0.5) da equacéo diferencial da
geodésica, a escolha da variavel s esta determinada salvo uma transformac&o linear com
coeficientes constantes, do tipo § =as +b (que é uma transformacédo afim), uma
liberdade associada aos limites inferiores das duas integracdes em (V11.0.6). Dito de
outra maneira: a teoria das equacdes diferenciais de segunda ordem diz que uma solucdo
particular x'(s) pode ser determinada univocamente se forem conhecidos x' e dx'/ds num

dado ponto.

A equacéo (VI1.0.5) enuncia claramente que dx/ds se transporta paralelamente

. RO
ao longo da geodésica. O vector ¢mmmm -+ é o0 deslocado paralelamente de
S -
Z%m Q

RIxX 6 . P
m— O mesmo se mantém para os vectores infinitesimais (dx“)em p € (AX*)emq ,
S -
%em P

se a ds Ihe dermos o mesmo valor infinitesimal em ambos os pontos. Portanto, ds é uma
medida do comprimento de uma sec¢do infinitesimal e ds é uma medida de uma

sec¢do finita de uma geodésica no sentido exposto mais acima em (ii).

E algo totalmente curioso e de salientar que uma transformagéo puramente afim
torne possivel uma comparagdo de comprimentos (que é um conceito metrico) ainda que
apenas seja ao longo de uma geodésica. Certamente, ndo se proporciona nenhuma
comparacgdo natural entre geodésicas diferentes, nem sequer no caso em que se cruzem,
pois a transformacdo linear (ou melhor afim) aludida acima cumpre-se em cada

geodésica, independentemente.

Devemos dirigir a atencdo para o facto de que segundo (V11.0.5) e (VI11.0.3) a

parte antisimétrica de A, é irrelevante tanto para as geodésicas como para a «métrica»
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em qualquer geodésica, pois desaparece pela simetria ja existente em (VI11.0.3).
Qualquer tensor antisimétrico  “n(=— “.) pode adicionar-se a A, sem produzir as

alteracOes aludidas.

A experiéncia de que qualquer parcela antisimétrica € irrelevante justifica a
pergunta: existem, também, adicionados simétricos a uma afinidade que ndo mudem o

seu sistema de geodésicas? A resposta é que o adicionado da forma
df Vv +d XV,

a A, (onde V; é um campo vectorial arbitrario) ¢ a Ginica adicio simétrica que ndo
muda as geodésicas de A, Claramente, a «métrica» muda em alguma das geodésicas
(realmente muda em muitas delas), dependendo da escolha do campo V. Isto implica

gue ndo é possivel nenhuma mudanca na parte simétrica de uma afinidade, se

pretendermos preservar todas as geodésicas juntamente com a métrica de todas elas.

Deixo ao leitor a prova destas ultimas afirmacdes.

Em concluséo, sabe-se que existe uma relagédo injectiva entre a afinidade e a
métrica ao longo de uma geodésica. Contudo a uma afinidade pode corresponder mais
que uma geodésica se bem que a cada uma delas (das geodésicas) esteja associada uma
Unica métrica. Embora Unica ndo permite comparar comprimentos entre elas. No
entanto e como foi visto, a adicdo de um tensor antisimétrico a uma afinidade (ou, o que
é 0 mesmo dizer, a parte antisimétrica de uma afinidade) ndo produz qualquer
perturbagdo no sistema de geodésicas (com métricas incluido). Porém, a parte simétrica
de uma afinidade pode também ser alterada (por adicdo de (\V11.0.7), cuja simetria Im
ressalta naturalmente da propria expressao) sem que as geodésicas sejam alteradas — ndo
se mantendo contudo a mesma «métrica» em muitas delas. Dai que Schrédinger conclua

este capitulo com o paragrafo atras sublinhado.
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As Geodésicas de uma Transformacdo Afim
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VI A Hipotese Geométrica Geral Sobre a Gravitagao

VIII.1 A ideia subjacente

Esta muito mais para além da mira das nossas conferéncias relatar o
desenvolvimento das ideias da Relatividade, primeiro da Especial e depois da Geral, e
mostrar como se hao construido logicamente como resultado de um conjunto de
experiéncias cruciais, como a aberragéo da luz das estrelas fixas, a experiéncia de
Michelson- Morley, certos factos referentes a luz das estrelas binarias visuais, e as
experiéncias de E6tvos que determinaram, com um maravilhoso alto grau de exactidéo,
o cardcter universal da aceleragdo gravitacional, quer dizer, que num campo dado € a

mesma para qualquer corpo-teste, independentemente do material.

N&o obstante, antes de entrar no detalhe sobre o continuo métrico (ou de
Riemann), desejo assinalar a principal linha de pensamento que sugere a dita escolha
como um modelo do espaco-tempo, em ordem a dar conta da gravitacdo de uma forma
puramente geométrica. N&o seguiremos, nisto, a evolugdo histdrica do pensamento tal
como teve lugar realmente, ainda que muito bem poderia ter ocorrido desse modo,
sendo ja familiar a ideia da transformacéo afim para os fisicos naquela época.
Realmente a ideia geral de esta emergiu gradualmente (no trabalho H. Weyl, A.S.
Eddington e Einstein) do caso especial de uma afinidade que surge a partir de uma

transformagdo métrica (de Riemann); emergiu apenas depois de que esta Ultima tivesse
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adquirido uma ampla publicidade devida ao grande éxito da teoria de Einstein de 1915.

Hoje, ndo obstante, parece mais simples e natural colocar uma transformacdo afim,

agora que estamos familiarizados com ela, num primeiro plano, e chegar & métrica

mediante uma sua, muito simples, especilizacdo.’

Mostramos que no caso particularmente simples de uma afinidade integravel
simétrica, pode encontrar-se um sistema de coordenadas em que as geodésicas sejam
linhas rectas®. Além disso, sabemos a partir da mecanica ordinaria que a trajectéria de
uma particula, sobre a qual ndo actua nenhuma forca, é uma linha recta, tanto no espaco
como no tempo (ja que, neste caso, 0 movimento é uniforme). Pondo-o mais
cautelosamente e de maneira muito mais significativa para o nosso propdésito actual: é
uma linha recta num sistema de referéncia adequadamente escolhido, o0 mesmo para
todas as particulas ndo sujeitas a forcas, o chamado sistema de referéncia inercial.
Contudo a trajectdria ndo sera recta no espago-tempo, isto &, a trajectoria espacial ndo
sera recta, nem o movimento uniforme, quando seja referido a um sistema de
coordenadas que possua, em si mesmo, um movimento acelerado ou de rotacgdo relativo
a um sistema de referencia inercial, como, por exemplo, o sistema de referencia espacial

fixo rigidamente & Terra no seu movimento de rotag&o.

Agora, a partir das experiéncias de EGtvos inferimos que num campo
gravitacional dado, qualquer particula independentemente da sua natureza, partindo de
um ponto dado do espacgo-tempo (isto é, a partir de um ponto do espaco e num instante

de tempo dados) numa direcgdo concreta do espago-tempo (isto €, numa direc¢do

! Schradinger expde agora muito claramente o caminho que escolheu desde o inicio deste trabalho.
Caminho que, como também o diz, néo foi o escolhido por outros célebres investigadores e estudiosos
deste assunto.

2 N.A.: Porque neste caso as A ‘s podem tranformar-se em zero em todas as partes, de modo que (V11.0.5)
define linhas rectas. A restrigdo a afinidades integraveis simétricas é requerida inclusivamente ainda que a
parte anti-simétrica ndo afecte a forma das geodésicas. Isto é devido a que a parte simétrica de uma
afinidade integravel ndo é necessariamente integravel (e ndo o serd, como regra geral) e, portanto, néo
pode transformar-se e desaparecer.
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espacial e com uma velocidade dadas), segue uma curva (que chamamos «linha do
universo») que depende tdo sé das condigdes iniciais mencionadas e do campo
gravitacional, e ndo da natureza da particula. Alem disso esta curva ndo é uma linha
recta quando a referimos a um sistema de referéncia inercial. Ou melhor, j& que, neste
caso, pode ser duvidoso o significado de um sistema de referencia inercial devido a que
ndo ha particulas isentas de gravitagdo: estas curvas ndo séo linhas rectas em nenhum
sistema de referéncia; ndo existe um sistema em que todas sejam rectas, com uma

excepcao que ndo é notavel dado que é mais ficticia®.

Este estado de coisas sugere estender por tentativas a analogia entre as
geodésicas de uma afinidade integravel e as trajectérias (ou «linhas do universo») de
particulas ndo submetidas a nenhuma forca, as geodésicas de uma afinidade geral, ndo
integréavel, e as trajectorias de particulas submetidas a accdo de um campo gravitacional.
A tentacdo é particularmente forte, porque a geodésica, por definicdo, poderia ser
denominada como a linha «mais recta», de tal maneira que teriamos a simples lei: uma
particula segue em todos 0s casos uma linha recta; uma lei que ndo carece de
precedente. Recorda fortemente um conhecido resultado da mecénica classica ordinéria,
a saber, que uma particula limitada a permanecer sobre uma superficie dada, e que para
além disso ndo esteja submetida a nenhuma forga, move-se com velocidade uniforme ao

longo de uma geodésica de esta superficie.

Por outras palavras, suponhamos que um campo gravitacional pode
representar-se por uma propriedade puramente geométrica do espago-tempo, a saber,
como uma afinidade imposta nele, e que equivale a uma limitacdo geométrica sobre o

movimento das particulas. Esta transformacéo afim ha de ser considerada como uma

® N.A.: Este é 0 caso de um campo gravitacional estritamente uniforme, o qual ndo existe. Infelizmente
este caso ficticio converteu-se em exemplo tipico de todos os tratamentos populares ou semipopulares.
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propriedade inerente do continuo espacio-temporal, ndo como algo que é criado apenas
quando ha um campo gravitacional. O caso em que ndo o ha é simplesmente 0 caso em

que a afinidade € integravel.

Nestas considera¢des adoptamos tacitamente uma generalizagdo muito relevante
da ideia classica de «sistema de referéncia» que ndo deve ser silenciada nesta ocasiao,
ainda que tenha chegado a ser-nos familiar em capitulos precedentes. N&o so se trata de
que tenhamos incluido o tempo de uma forma completamente geral na transformacéo de
coordenadas, mas também que um fisico classico, quando fala de um sistema de
referéncia inercial ou qualquer outro sistema de referéncia, s6 tem em mente que as
coordenadas cartesianas de um ponto poderiam referir-se a qualquer dos dois sistemas
rigidos de eixos 0s quais se movem um em relagcdo ao outro como o de uma pedra
lancada se move relativamente a Terra ou a Terra relativamente a um sistema de
referéncia inercial. Neste caso as coordenadas num sistema de referéncia sao fungdes
lineares especiais das coordenadas em outro sistema de referéncia, com coeficientes que
sdo alguma funcgdo do tempo. Sem qualquer objec¢do, passdmos, de modo inadvertido, a

considerar as nossas transformac6es completamente gerais, as quais sé sdo lineares na

imediata vizinhanga de um ponto; e os coeficientes (0s ‘ﬂxil‘ﬂ!k ) sdo funcdes
arbitrarias de todas as quatro coordenadas e mudam de um ponto a outro. Para justificar
esta generalizagdo podemos dizer que sem ela a ideia geral de transformacgéo afim nédo
chegaria de nenhuma forma e, portanto, ndo poderia usar-se para representar o campo

gravitacional.

E atil outro comentério. Tendo adoptado esta ideia geral de um sistema de
referéncia, ndo desejamos privilegiar nenhum sistema de referéncia especial. De aqui
que onde quer que, no sistema de referéncia particular que estamos usando, as

componentes da transformacéo afim ndo sejam todas zero em todas as partes, estamos
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obrigados a considera-las como representando um campo gravitacional do ponto de
vista deste sistema de referéncia, inclusive ainda que possamos estar inclinados a
denomina-lo como um campo falso no caso de uma afinidade integravel, em cujo caso
pode encontrar-se um sistema de referencia no qual se anulam todas elas. Mas se,
devido a isto, ndo as consideramos no sistema de referéncia original onde ndo se
anulam, entdo ndo tragaremos correctamente as geodésicas. Tao pouco queremos fazer
excepgdes neste caso especial, ndo desejamos impor a regra de que sempre devamos
incomodarmo-nos em ver se pode reduzir-se a nada a transformacéo afim como um
todo, e, de ser assim, nos preocupemos em adoptar o sistema de referéncia no qual se

reduza desta maneira.

Quicé seria interessante saber se pelo menos na vizinhanga de um ponto
particular o campo gravitacional pode «transformar-se e desaparecer». A resposta a isto

é simples: pode-se sempre. Mas voltaremos a isto mais tarde.

VII1.2 A Lei de Gravitagao

Na Teoria de Newton a gravitagdo descreve-se por um potencial , cujo
gradiente, tomado negativo, € a aceleragdo ministrada a um pequeno corpo teste. Reza a

lei que governa o campo

f =Constante, onde ndo h4 campo; (VI.2.1)

N% =0 onde ha campo, mas
ndo h& matéria gravitando; (VI1.2.2)

107
PDF Creator - PDF4Free v2.0 http://www.pdf4free.com


http://www.pdfpdf.com/0.htm

N% =4pkr , onde ha matéria gravitando
de densidade r ,

(VII1.2.3)

Sendo k a constante da gravitagdo, 6,67 10 g'cm®s?.

Obviamente e por necessidade, inclui-se (V111.2.1) como um caso especial de
(V11.2.2), e este ultimo caso como uma caso especial de (VI11.2.3). Ou escrevendo-o ao

contrario os Ultimos casos sdo generalizacfes dos anteriores.

J& que desejamos representar um campo mediante uma transformagéo afim Ay,
a pergunta fulcral é: quais sdo as leis correspondentes que governam as Al nestes trés

casos?

N&o ha davida sobre o0 analogo de (VI11.2.1). Onde ndo h4 campo, a conecgao
afim deve ser integravel e as geodeésicas, linhas rectas. Descobrimos no capitulo VI que
a condicao necessaria e suficiente para que isto seja assim €

E’L'm%o e ﬁlfﬁk (VI11.2.4)

80 equacdes 24 equacdes

De modo que isto deve satisfazer-se onde ndo ha campo (nem matéria). A
condicdo a impor as Al onde ha campo mas ndo matéria exprime-se mediante uma (ou
mais) equacdes tensoriais, as quais devem ser satisfeitas, inter alia*, no caso limite de
auséncia de campo, quer dizer, estas devem ser uma consequéncia matematica de
(VI11.2.4) e, ndo obstante, requerer menos que (V111.2.4). Isto deixa-nos todavia com
uma ampla escolha, como normalmente tem de suceder num proposito de generalizag&o.

Por exemplo, as equagdes tensoriais

* Inter alia - Entre outras coisas.
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i k _
BII<Imeqr =0,

BiimB g =0, (VI11.2.5)

RigRmr + aBlidm Bilfqr =0 (a =uma constante)

e muitas outras satisfazem o requisito. Assim pois, guiemo-nos pelo principio da
simplicidade, o qual sugere que merece a pena ensaiar uma equagéo ou equacdes que
sejam lineares, pelo menos, relativamente as derivadas das A’s (como a equacio
(VI11.2.4) o é realmente) se as houver. (notemos que as equagoes cléssicas (VI11.2.1) a
(VI11.2.3) séo todas lineares.) Se acrescentarmos este requisito, entdo excluimos os
produtos das B’s, e a tnica forma® de deduzir a partir de (V111.2.4) algo menos exigente

que o préprio (V111.2.4) é vé-lo de outro prisma®. Assim obtemos
Ra=0, (S\HO /F5 15.93 Tf(viLDs)0 1 36C

Agora recordemos, por um lado, que se Ay é uma afinidade simétrica, a segunda
equacao esta contida na primeira e pode retirar-se; por outro lado, parece que merece
especialmente a pena provar se podemos fazé-lo com A’s simétricas, ja que a parte

antisimétrica ndo teria qualquer influéncia sobre as geodésicas, o que ao fim e ao cabo,

* N.A. A simples néo considerago das 24 condic@es, leva ao “Fernparalelismo” de Einstein. N&o
funcionou. (Fernparallelismus - Paralelismo na geometria fractal como diriamos hoje. (Fern= Variedade
de Feto)

® Na nota de roda-pé anterior da autoria de Schrédinger, a simples e educada afirmagao, «ndo funcionou»,
¢ bem tipica da sua forma de trabalhar e da sua consideracéo por Einstein. Efectivamente o conceito de
«Fernparalelismo» ou «paralelismo absoluto» ou «paralelismo distante» ou ainda «teleparalelismo» e o
seu aproveitamento por Einstein nos seus estudos sobre a teoria do campo unificado, tem uma histdria
bem interessante e que revela a forma como Einstein usava os resultados obtidos por outros, deixando
pensar que eram seus. Na verdade a ideia nasceu em Cartan em 1922/23, foi trabalhada por Heisenhart em
1925 e por Schouten, em conjunto com Cartan. Einstein é acusado de a ter assumido por sua (o que se
poderia interpretar no minimo como sendo dos seus colaboradores matematicos, em geral esquecidos por
Einstein) ao publicar varios artigos sobre 0 assunto em que estava realmente interessado: a teoria do
campo unificado.

Neste caso ndo se repetiu o problema de 1905. Houve trocas de cartas e criticas muito fortes a forma de
Einstein trabalhar, sobre tudo por parte de Cartan e Pauli (um matematico e um fisico) e outras mais
delicadas de Eddington, e até do proprio Lanczos que colaborou sempre com Einstein. A histéria é
extensa, deu origem a muitas trocas de cartas e a artigos com criticas (e elogios) e Schrédinger muito
calma e delicadamente resume-a assim: “N&o funcionou.”
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inspirou toda a nossa tentativa. Fazemos isto, e no que se segue até novo aviso,

tomamos a afinidade como simétrica.

L = Al (VII1.2.7)
Entado ficaremos com
Rkl =0 (V|||.2.8)

como a equacio geral a impor sobre as A’s onde ndo ha matéria.

Isto tem um aspecto que é muito satisfatorio e outros que nao o sdo tanto.
Falemos em primeiro lugar do que é satisfatorio. Trata-se de que a anulagdo de um
tensor de ordem dois no espago vazio é precisamente 0 que esperdvamos como a
descri¢do matematica do conceito de «vazio», isto €, desprovido de matéria. J& que,
segundo a famosa identificacdo entre massa e energia, que Einstein inferiu a partir de
uma simples experiéncia mental sobre a pressdo da luz, e que foi téo fortemente
confirmada mediante as experiéncias reais de desintegracdo da matéria mediante
colisdes nucleares cuja funesta confirmacédo a grande escala pela «bomba atomica» foi
totalmente gratuita, digo que, segundo esta famosa descoberta de Einstein, a matéria ndo
se representa por um escalar, mas antes por um tensor de ordem dois, porque a energia
n3o é um escalar. E a componente Tempo-tempo do tensor energia momento

(stress-energy-momentum ou flux-energy-momentum)’.

Utilizando a terminologia da Teoria da Relatividade Especial, apesar de neste
momento ndo o podermos explicar em detalhe, temos que para uma particula de massa

em repouso m este tensor é

" N.A.: Que a energia ndo é um invariante pode ver-se a partir da consideracdo elementar de que a energia
cinética de uma particula se anula em alguns sistemas de referéncia inerciais, mas ndo em todos eles.
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i k
m%% (VI11.2.9)

onde ds ¢ a diferencial do tempo préprio (um invariante).

Assim, poderiamos considerar que 0 nosso Ry é essencialmente o tensor de
matéria, que (V111.2.8) expressa o facto de que este se anula (espago vazio) e que a
generalizacdo de (V111.2.8) dentro da matéria, correspondente na teoria de Newton a

transicdo de (VI111.2.2) a (VI111.2.3), sera da forma

Rkl :CTk| (V|||.2.10)

onde C é uma constante e Ty € 0 tensor de matéria. Demonstrar-se-a que esta

interpretacdo ndo sera de todo correcta; requerera um pequeno reajuste.

Dependente de uma investigacdo detalhada, isto é satisfatorio até certo ponto.
Um pequeno inconveniente é que o tensor (V111.2.9) é contravariante enquanto que em
(VI11.2.10) se requer um tensor covariante®. E muito mais incoémodo, que o tensor
(VI11.2.9), assim como qualquer tensor de energia elementar, como, por exemplo, o
maxwelliano, seja simétrico, enquanto que Ry ndo o0 é, nem sequer com a nossa
afinidade simétrica; haviamos dirigido a nossa atengéo sobre este facto no capitulo VI.
Mas o facto mais desconcertante é que existem 40 funcdes’ A, que ndo podem ser
suficientemente controladas mediante as equacdes (V111.2.8), ou falando com mais
generalidade (V111.2.10), cujo niimero é de apenas 2*=16 e tera que ser reduzido a 10, ja

que, de todas as formas, haveré que desfazermo-nos da assimetria’® de Ry

Tanto a inquietante assimetria em Ry, como a anomalia do numero de equagdes

parecem indicar que para representar um campo gravitico puro deve considerar-se algo

8 Erro no texto estava contravariante.
® 4x10=40 posto que agora estamos a considerar uma afinidade simétrica.
19 No ser simétrico: Recorde-se que Ry ndo é simétrico em geral, to pouco quando 0 é.
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muito menos geral que uma Ay simétrica com 40 componentes independentes, por
outras palavras, que deve impor-se alguma restricdo geral adicional sobre a
transformacéo. Esta necessidade fundamenta-se dum ponto de vista completamente

distinto, o qual nos mostrara o caminho.
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PARTE Il

AVARIEDADE METRICAMENTE CONEXA
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IX Afinidades Métricas

IX.1 Investigacdo geral

A combinag&o de duas circunstancias permite-nos pensar que, de alguma

maneira, deve estar associada a transformacdo afim basica outra entidade geométrica de

significado fundamental, a saber, uma métrica de Riemann. Realmente este foi 0 ponto
de vista do qual Einstein atacou primeiro o problema do espago-tempo. A nogdo de

afinidade foi incorporada mais tarde por H. Wey!".

A primeira circunstancia é que, como temos visto, uma transformagéo afim ja
permite a consideracdo de um invariante ds ao longo de cada geodésica. A comparacdo
de «comprimentos» ou «intervalos» (ndo é realmente um comprimento, recordemos que

estamos a 4 dimensdes) chega a ser possivel.

A ideia sugere por si mesma que esta comparagéo de intervalos ndo devia

restringir-se & mesma geodésica.

A segunda circunstancia € que o dito invariante ds é realmente conhecido na
chamada Teoria da Relatividade Especial. Entraremos no detalhe seguidamente. N&o é a

soma de quadrados, mas dt>-d 2 (= ds? digamos), onde d  significa o elemento

'N.A.: Raum, Seit, Materie (Berlin, Spriger, 1918)
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espacial da distancia. Uma generalizacdo disto é o elemento de linha geral que teremos

de considerar:

gicdx'dx¥ (IX.1.1)
(onde é suficiente tomar gik  gki). Qual € a ligacdo entre os dois «ds»? Obviamente
teremos que pedir que a métrica A primitiva forme parte desta métrica gj;.

Voltemos a uma investigacdo mais profunda destas relacdes. Se x*, x* e x° se
interpretam como coordenadas espaciais e x* como o tempo, as componentes da

velocidade de uma particula no ponto x* séo

dxt dx2 dx3
, —C (1X.1.2)

onde x* + dx* é um ponto vizinho da linha do universo da particula. As férmulas de
transformacéo das trés quantidades (1X.1.2) deduzem-se facilmente de (1.0.10), mas sdo
extremamente pesadas, quer dizer, sdo lineares mas ndo homogéneas e fraccionérias.
Agora, j& que, ao fim e ao cabo, dx* é um vector, é razoavel considerar em lugar de
(1X.1.2) um vector definido com componentes proporcionais a dx* (ndo o préprio dx,
por ndo ser um vector definido) a partir do qual podem obter-se (1X.1.2), se se deseja
como quocientes. Também, é razoavel requerer que o dito vector possa sempre ser

obtido.

Para este proposito necessitamos de um invariante infinitesimal proporcional a
dx¥. No capitulo sobre geodésicas descobrimos que a propria transformacéo afim
proporciona tal invariante, a saber, a diferencial ds do parametro s e que se distingue em
cada geodésica em que d& a sua equacdo a forma simples (V11.0.5). E vimos que o
vector dx“/ds é transportado paralelamente ao longo da geodésica. N&o obstante, este

ndo é um vector completamente definido, porque a variavel distinguida ndo é totalmente
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Unica ao estar determinada salvo uma transformacéo linear com coeficientes constantes
arbitrérios (§ = as +b ). Portanto, ds esta determinada salvo um factor constante (a) e o
6

mesmo ocorre a dx*/ds. Este multiplicador esta, todavia, livre em cada uma das

geodésicas.

Pode eliminar-se esta falta de definicéo, de forma que dx“/ds se converta num
vector definido em cada geodésica e, portanto, para todo o elemento de linha? Em
principio isto parece facil: Tomemos uma escolha definida arbitraria de s, independente

em cada geodésica.

Bom, vejamos como funciona. Depois de termos tomado a nossa escolha, ds
sera, para cada elemento de linha, uma funcédo invariante homogénea definida e de
primeira ordem nas dx*. N&o iremos explorar as amplas possibilidades que isto deixa, a
n&o ser unicamente a sugerida mediante a qual a distancia elementar seja medida num
sistema de coordenadas «cartesiano obliquo»; essencialmente mediante o teorema de

Pitagoras. Isto é, assumimos
ds? = gikdxidxk (IX.1.3)

onde gik € um tensor simétrico, variando de um ponto a outro. Esta suposi¢éo téo
especial esta razoavelmente justificada pela compreensdo de que nenhuma outra faz
com que o0 nosso modelo adira aos conceitos mais elementares da Fisica. Ndo obstante,
devemos dar-nos conta de que impomos assim uma restricdo que ndo é provavel que

seja compativel com uma afinidade arbitraria.

Desejamos saber a condicdo necesséria e suficiente para que (1X.1.3) esteja de
acordo com a medida afim de distancia ao longo de cada geodésica. A resposta que
temos de esperar é uma relagdo entre o tensor gix € a transformacéo afim A Atarefa

ndo é simples. Primeiro exploraremos, um pouco em profundidade, uma condi¢do
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suficiente e ndo necessaria, mas que nos levara por si mesma a menos restritiva

condigdo necesséria e suficiente.

Afirmo que uma condic&o suficiente é que o invariante
gy Al AK (IX.1.4)

onde A é um vector qualquer (nd0 um campo vectorial) num ponto qualquer, se

conserve em qualquer deslocamento paralelo do vector AX.

Efectivamente, seja (para distingui-lo, de momento, do s de (1X.1.3)) um

parametro afim eleito numa geodésica dada. Entdo, o invariante

i k
i S S = C (digiamos) (1X.15)
ds ds

conservar-se-a no transporte paralelo de dx'/d ao longo desta geodésica. Portanto, se se
substituir, como efectivamente se pode fazer, o parametro nesta geodésica por §£ e

chamarmos a isto s, entéo satisfaz-se (1X.1.3) . Devido a que podemos fazer o0 mesmo

com cada geodésica, fica demonstrada a condicao suficiente.

Dado que, certamente, um produto invariante se conserva no transporte paralelo
quando todos os seus factores sdo transportados paralelamente (ver Cap. V), a condi¢ao
satisfaz-se com seguranca se a afinidade Al transfere o campo gix Sobre si mesmo, isto

é, se a derivada invariante de g, tomada relativamente a Ay, se anula:
1'[ .
Jik;l ° -&' ImkGil - 9imGi =0 (I1X.1.6)

Facilmente dar-se-a também conta de que nenhum outro além de gix transportado
paralelamente pode conservar o invariante (1X.1.4) para um A* arbitrario. Efectivamente

ao ser A arbitrario o seu transportado paralelamente é também arbitréario. Por
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conseguinte se se conhece o invariante (transportado) para um vector arbitrario

(transportado), e mediante este o gik o novo lugar determina-se univocamente.

Sendo assim, (1X.1.6) é a expressdo matematica da nossa condicdo suficiente.

Escrevemos as trés condigdes que resultam de uma permutacéo ciclica dos subindices i,

kel
. - gmkAiT' gimAm :-é
- - 1
- g AL - gknAll =0 i (1X.1.7)

[

k- gmiAIrE' glmAirE =of+"

N

e 0s combinamos comos factores indicados fora do quadro. Ao fazé-lo assim, estamos
tomando em consideracao a simetria de gi, mas no a de A"y. Por outras palavras, de
momento estamos a considerar a afinidade ndo simétrica mais geral que obedece a nossa
condigdo suficiente. (A razdo se apresentara posteriormente. Nao estamos realmente
interessados nas afinidades ndo simétricas. Mas este procedimento facilitard o achado da

condicdo necesséria e suficiente.) Obtemos:

Nl

L Ly L0 Lo, () Fj - | F5 24,434 T

(1X.1.8)

o () Fj 448 B4/ 4B 2. 43D

Podemos resolver estas equacdes relativamente & parte simétrica de A com a
ajuda do tensor g™ deduzido a partir do tensor gy da forma descrita no capitulo 11 ( ver

equacdes (11.1.24) a (11.1.26)) e que esté univocamente determinado por

gikg|k :d|i (1X.1.9)

Obviamente, no caso presente, g* ¢, também, simétrico.
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«Multiplicamos» (1X.1.8) por g* e ponhamos para abreviar

@) -4 F5 24.496 Tf
L()- T Am:5 24, 496 Tt

Los gy Jop “_gan::f_S v (IX.1.11)?
2° E' W< K o T'k%
Obtemos (adicionando G?K a ambos os lados):
AYA

~s 1S 0 ~m x5

A :ll g'*g g|mA +g° gkmAiL + Ay (IX.1.12)
. 44442”“?14444@“‘ o

simétrica em ik antisimétrica

Esta formula da a resposta completa a pergunta de quais as afinidades que
transportam um campo dado gix sobre si mesmo. Observe-se que tanto o termo entre

chavetas como a soma do segundo e terceiro termos da direita, sdo simétricos

relativamente a i e k*. Pelo que a parte antisimétrica Afk pode escolher-se
AR

arbitrariamente e entéo a parte simétrica A (a saber, 0s trés primeiros termos da

i

direita) determina-se univocamente mediante a parte antisimétrica e 0 campo gi. De

(1X.1.12) se segue que os simbolos de Christoffel

IS u
G =i |k}§ (1X.1.13)

formam a Unica transformacdo simétrica que se ajusta a (1X.1.6) para um campo ik

dado. Mas de (1X.1.12) descobrimos algo mais, inclusive ainda que estejamos

2 N.A.: A estes chamamos colchetes de Christoffel. Ndo constituem um tensor, mas antes, segundo
(IX.1.13) , uma afinidade.
® O segundo termo converte-se no terceiro e “vice-versa”.
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interessados apenas nas transformagdes simétricas. Vimos no capitulo V11 que nem as
geodésicas nem 0s seus parametros de «métrica afim» dependem da parte antisimétrica
da afinidade. Separemo-la em duas e menosprezemos a antisimetria; entdo ficamos com

s U

AS = I X I ~
Ay = ikygs 9infg +9% gk (1X.1.14)

—_)——

Esta familia de afinidades simétricas, nas quais Grk“l é um tensor antisimétrico
AR

arbitrario, €, mesmo assim, perfeitamente «compativel» com a métrica gix, embora,
naturalmente, tenha geodésicas diferentes das de (1X.1.12)*, e ndo obedece a (1X.1.6),

mostrando que esta Ultima condicéo, ainda que seja suficiente, ndo é necessaria. Agora é

facil deduzir a condicdo necesséria e suficiente.

Por um lado, o tensor adicionado aos simbolos de Christoffel em (1X.1.14), pode

escrever-se; ou, melhor, (1X.1.14) pode escrever-se

G =

—_)——

-
> §+g% T com (1X.1.15)
|k%

Tiik = Tiki (1X.1.16)

e é facil convencer-mo-nos de que

(i) otensor T, além da sua simetria em i e k, satisfaz a simetria peculiar

(circular)

Tiik + it +Tgi =0 (1X.1.17)

* O que parece & primeira vista uma contradicdo com o final da seccdo VII. Contudo deve-se notar que o

segundo e terceiro termos juntos sdo simétricos, contudo aqui as  ’s sdo tensores antisimétricos
arbitrérios.
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(i) que, em qualquer caso € arbitrario, ja que A"y o é. Efectivamente

tomando

Gfk:'égms(T)sl-FjTlsll F5 15.988 Tiix11§ 0 1 343.4

AR

em (1X.1.14) e considerando (1X.1.16) e (1X.1.17), obtemos (1X.1.15). As trés ultimas
relacdes, sdo portanto, equivalentes a (1X.1.14) e a familia completa de afinidades
descritas por elas € a que chamamos «compativel» com a métrica gix. (Esta é uma breve
expressdo ndo para um duro e rapido postulado, mas para o tipo de ajuste entre elas do

que temos falando em detalhe.)

Ao rever 0s nossos achados respeitantes a esta compatibilidade falaremos, agora,
sO de afinidades simétricas, as quais como sabemos, pode acrescentar-se qualquer parte
antisimétrica sem alterar as geodésicas e sua métrica afim, e por tanto sem interferir
com a compatibilidade. A condigéo suficiente de compatibilidade (1X.1.6) singulariza-se
em (1X.1.13) como a Unica afinidade simétrica que a cumpre para uma gix dada; mas,
agora, encontramos a classe completa de afinidades simétricas compativeis com uma gix
dada, a saber, (1X.1.15) juntamente com (1X.1.16) e (I1X.1.17). Trataremos de
demonstrar que esta é a classe mais ampla, por outras palavras, que as trés Gltimas

relacdes juntas representam as condi¢Ges necessarias e suficientes de compatibilidade.

Observemos, primeiramente, que inclusivamente com um gix fixo, sé (1X.1.17)
representa qualquer possivel restricdo a afinidade simétrica (1X.1.15), ja que a diferenca
de duas afinidades simétricas, a afinidade Ae a de Christoffel, ¢, em qualquer caso, um
tensor simétrico e isso € precisamente o que as equacdes (1X.1.15) e (1X.1.16) dizem
sobre isto. Em consequéncia, so fica por demonstrar que (1X.1.17), para além de ser

suficiente, é também necessaria.
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A compatibilidade pede que o invariante (1X.1.4) deveria ser a unidade se se
toma o dx*/ds afim por A¥. Isto deve manter-se em toda a parte ao longo de uma
geodésica e, ja que aqui o vector direc¢do se desloca paralelamente, o invariante
(1X.1.4) ndo deve mudar quando o vector A* se desloca paralelamente segundo a
afinidade (1X.1.15) sobre um elemento de linha cA* (em que ¢ é uma constante
infinitesimal), enquanto as gik mudam os seus valores no ponto vizinho. Ora bem,
sabe-se que esta Ultima mudanca cancela exactamente aqueles termos que se
originariam deslocando A* s6 segundo a afinidade de Christoffel. Portanto, sabe-se que
na operagdo completa a maioria dos termos se cancelam; sé aqueles que contém o tensor
T sobrevivem e devem anular-se por si mesmos. Isto deixa-nos com as condicGes

seguintes, as quais devem impor-se as componentes do tensor T.
=- 20y Alg T Al ATh (1X.1.19)
quer dizer,
0=-2hA'A'A™T,, (1X.1.20)

Agora recordemos que A* é arbitrario. Tomando primeiro apenas uma das suas
componentes diferente de zero, depois duas delas, finalmente trés e usando (1X.1.16)
prova-se facilmente (1X.1.17); a Gltima representa vinte condi¢des independentes aquem

da (1X.1.16) e reduz T a vinte componentes independentes.

Isto completa a prova de que (1X.1.15) a (IX.1.17) sdo as condi¢Bes necessarias
e suficientes para que uma afinidade simétrica Ay e um tensor métrico gy se ajustem, no
sentido de que a métrica completa gi se harmonize com a métrica incompleta A,
definida s6 ao longo de cada geodésica afim. E, repito, um tensor antisimétrico
arbitréario adicionado & nossa Ando interfere em absoluto, porque nio altera nem as

geodésicas afins nem a sua métrica afim.
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De quantas fun¢des independentes depende a nossa «afinidade métrica» em
geral? (E adequado chamé-la assim) Ha 10 gy independentes. O tensor Ty, restringe-se
a 40 componentes independentes mediante a simetria em | e m. Uma cuidadosa
recontagem mostra que (1X.1.17) equivale a 20 condi¢des independentes. O nosso
tensor tem assim 20 componentes independentes e a nossa A parece, portanto, depender

de 30 funcdes arbitrérias.

No final da sec¢éo anterior tinhamos o desejo de restringir A de tal forma que
dependesse s6 de 10 fungGes. Isto sugere, ao fim e ao cabo, que contemplemos o caso
mais simples, a saber, Tym=0. Esta decisdo coincide, além do mais, com outro desejo
que tinhamos, a saber, obter um tensor de Einstein R simétrico. Com uma A simétrica,

0 Unico termo que perturba a simetria é, de (V1.2.8)

ﬁp. (1X.1.21)

ix

Veremos, dentro de pouco, que para a afinidade de Christoffel (1X.1.13) este termo é,

certamente, simétrico emke I.

Aceitando (1X.1.13) e, portanto, (1X.1.6), alcangamos agora o ponto de vista
geométrico da teoria de Einstein de 1915, conhecida como a Teoria da Relatividade
Geral, e 0 seu estudo manter-nos ia ocupados durante varios capitulos. Inclusivamente
antes de entrar em qualquer pormenor sobre ela, chegadmos a dar-nos conta de que

representa, do ponto de vista afim, um caso muito especial, susceptivel de generalizar-se

em mais de que uma direccdo. Por outras palavras, existem mais “teorias da

relatividade” além da de Einstein, baseadas nos mesmos conceitos que temos vindo a

analisar.
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IX.2 Alguns factos e relagdes importantes

Familiarizemo-nos de seguida com alguns factos e conceitos simples, todos eles
girando sobre o facto (IX.1.6) de que a derivada invariante do tensor métrico (com

frequéncia chamado tensor fundamental desta teoria) se anula.
Primeiro, segue-se que, também,
g;i|k =0 (1X.2.1)
Porque, a partir de
gikg" =dy (1X.2.2)
Mediante diferenciacdo invariante:
gik;mgiI +gikg;irln :dll<;m =0 (1X.2.3)
Multiplicando isto por g, encontramos
9% =- 90" gik;m =0 (1X.2.4)

Como foi dito, uma densidade escalar fundamental é a raiz quadrada do
determinante, /g . Que ocorre com a sua derivada invariante? Um determinante é um

polinémio de todas as n%(=16) componentes. Diferenciando-o relativamente a cada

componente individual gi e recordando que o «cofactor» é gg', obtemos

ﬁl‘ =gg' M (IX.2.5)

X X

Substituimos a derivada da direita pelo seu valor obtido de (1X.1.6):

ok = 9™ (g AT + 9im AR = 2078, (1X.2.6)

X
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e isto pode-se escrever assim

Il%-J&ﬁlzo (1X.2.7)
11x
ou entéo
W Tj=0/ F5 18. 316 Tf (k26 0 1 280.

A proposito agora dispomos da prova de que o tensor métrico de Einstein é simétrico. Ja
que o termo ostensivamente perturbador (1X.1.21) pode escrever-se agora

i&ﬁ:-ﬁigii (1X.2.9)

ix Ix qIx

que é simétrico. Resumindo, gi, g%, g tém derivadas invariantes nulas. Este facto faz

de uma certa convencao sobre o «transporte» (ou a «elevacdo» ou «descida» de indices),
uma ferramenta particularmente conveniente. Associamos com um tensor qualquer de

uma descricdo definida
T KIm.. (1X.2.10)
pqg... e

muitos outros (para ser precisos, 2°~1, para uma ordem s), os quais diferem de este no
caracter mediante a «descida» de um ou mais superindices e/ou a «subida» de um ou
mais subindices. O procedimento para obter estes tensores € ilustrado por

Im... _ sim...
Tkpa. = 9ksTpg...

dm e KIm (1X.2.11)
Th.. 4 =g Tps..”

A elevacdo e o correspondente abaixamento do mesmo indice (ou vice versa) repGem o

tensor original. E claro que, ao introduzir esta convencéo, tem que estabelecer-se e
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observar-se uma cuidadosa ordem entre todos os indices, ndo apenas como antes’, entre

0s do mesmo caréacter, ja que podem mudar este ultimo. Ha que adquirir o0 habito de

considerar todos estes tensores associados como sendo 0 mesmo tensor. Isto é

totalmente legitimo, mas, naturalmente, refere-se a um tensor fundamental definido gix

dado de uma vez por todas.

De uma forma muito similar também pode associar-se um tensor qualquer com
uma densidade tensorial mediante a sua multiplicacdo ou diviséo porw/- g . (a parte de
excepcOes raras e estranhas em pontos isolados, assume-se que g € negativo e diferente

de zero.)

E facil demonstrar, ainda que mereca uma mencao especial, que um par de
indices mudos podem subir-se e baixar-se simultaneamente sem nenhum efeito

adicional. Por exemplo, temos a identidade (segundo as nossas convengoes)
Team o Tg-K (1X.2.12)
Agora, estas convengdes sdo particularmente convenientes porque 0s tensores

fundamentais gi, g% e a J§ sdo seus proprios transformados paralelamente, ou, o que é
0 mesmo, porque tém derivada zero.
A partir da primeira maneira de expressar este facto segue-se imediatamente que

as associacdes em questdo se conservam no deslocamento paralelo. De uma utilidade

ainda mais pratica é a consequéncia de que a trasladacédo de indices pode efectuar-se

® A este propésito, note-se que 0 autor usou sempre a mesma regra, isto é colocou em primeiro lugar os
superindices ordenados e seguiu-0s dos subindices também ordenados. Na tradugdo presente isto é feito
apenas no texto corrido, que ndo permite escrever de outra forma; quando foi usado o editor de férmulas,
que permite alinhar os indices de cima com os de baixo, escreveram-se as formulas de modo mais
compacto. Em todo o caso o importante é que existe uma ordem para todos os indices e que deve ser
suposta inicialmente.
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«dentro do ponto e virgula». Bastara um exemplo para aclarar este ponto. Digamos que

nos déo a equagéo:

BX =tf (1X.2.13)
entdo pode-se inferir que

Bi;i =t (1X.2.14)

A razdo é que
By.i = (gk)BTJ= gkll{BFﬁl B;Ii24|.5;li434 'Iﬁf<-2-151 001

Analogamente e pelas mesmas razdes a «latinizacdo» ou a «gotizagdo», isto €, a

divisdo ou a multiplicacéo por J§ , pode efectuar-se sob o ponto e virgula.

E digno de menc&o que g*, ainda que definido originalmente de outra maneira, ¢
realmente o tensor fundamental gix com seus indices subidos, exactamente a maneira da

nossa convengao. Se apenas se sobe um indice
is i
970k =dg (1X.2.16)
0 resultado é o tensor misto unidade, independente da métrica especial.

Da diferenca do que se haja dito especificamente sobre a relacéo entre gix e g% o
seguinte é destacavel. Muitas vezes ha que considerar uma variagdo arbitraria do tensor
fundamental gi, digamos  gi. Isto implica automaticamente os incrementos

correspondentes g™, Agora, se tomarmos as diferencas da equacéo anterior, obtém-se
dggg +9dgg =0 (1X.2.17)

ou multiplicando por g,
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dg' =- gg"dgy, (1X.2.18)

Poder-se-ia esperar o sinal +. De todas as formas resulta que ndo séo  g*e

g™ as que estdo associadas, mas sim— g*e g*.

IX.3 As Coordenadas Geodésicas

Demonstramos no capitulo VI que existe sempre um sistema de referéncia no
qual todas as componentes de uma afinidade simétrica dada se anulam num dado ponto.

A este caso chamamos as coordenadas geodésicas no dito ponto.

A partir de (1X.1.6) isto significa, no caso presente, que todas as derivadas Qi
se anulam no dito ponto ou que a gix é estacionaria ali. Frequentemente é muito
conveniente particularizar por um momento num sistema de referéncia geodésico,
porque podem descobrir-se, mediante esta grande simplificagdo, algumas relagdes
independentes do sistema de referéncia, com um simples olhar, enquanto que nao sao
tdo patentes no sistema de referéncia geral. Para dar um exemplo, consideremos o tensor

de Riemann-Christoffel da afinidade do simbolo de Christoffel:

Biim =- i -1 Vi IX.3.1
KIm =~ 2k kmp tampikip, (1X:31)

No capitulo VI ficamos ao corrente de algumas das propriedades de simetria deste

tensor de R.Ch. geral. E sempre antisimétrico no seu Gltimo par de subindices e possui

para qualquer afinidade simétrica a simetria ciclica expressada em (V1.2.7).

Substituamos, agora, 0s simbolos de acordo com (1X.1.11) e usemos um sistema de

coordenadas geodésicas, o qual faz com que se anulem todas as primeiras derivadas.

Obtém-se
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Blim =% 9" ( Yk + 45+ b1 469 TF 1 B30 1 404.6

O tensor associado totalmente covariante

Boan == (- Yk + s B+ b 409 TF 1 OxQ) 1 398. 1€

exibe agora duas propriedades de simetria adicionais, além das que acabamos de

mencionar. Isto é além de
(i) ser simétrico no segundo par (I,m);
(ii) e de cumprir, segundo (V1.2.7)

Bskim * Bsimk + Bsmki =0 (IX.3.4)

é também
(iii) antisimétrico no primeiro par (s, k), e

(iv) simétrico relativamente a troca do par interior (k, 1) entre si,
acompanhada da troca do par exterior (s, m) entre si: ou por outras
palavras (olhando para (i) e (iii)), uma mudanca do primeiro e segundo

subindices com o terceiro e quarto.

N&o pode encontrar-se mais nenhuma simetria independente, e portanto ndo a
ha. E isso porque na forma simplificada ndo podem cancelar-se e entdo teriam que
aparecer, ja que as quatro segundas derivadas sdo, obviamente, totalmente capazes de
tomar qualquer valor arbitrario. Esta conclusdo negativa é claramente tdo importante

como as positivas anteriores, ainda que, normalmente, os livros de texto ndo a realcem.
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Contemos o0 numero de componentes independentes do nosso tensor. Mediante
(i) e (iii) devemos ters kel m, se a componente ndo é nula. Devido a que hé 6 dos
ditos pares de nimeros, obtemos primeiramente 6 6=36 componentes. Entre elas ha
precisamente 6 onde 0s pares séo idénticos, de tal modo que (iv) se cumpre trivialmente
para elas. Para as 30 componentes restantes nao € trivial, reduzindo virtualmente o seu
namero a 15. Deste forma, agora, ficamos com 15+6=21 componentes. Uma cuidadosa
consideracdo da Unica propriedade ciclica restante (ii) mostra que o nimero se reduz

precisamente em um, deixando-nos com 20 componentes independentes.

Schrédinger encontrou, de uma forma muito sua, 0 nUmero de componentes do
tensor de Riemann-Christoffel, tensor esse que esta na base das teorias da relatividade.
Sera interessante referir que todos determinam as componentes do tensor depois de o
estudar «matematicamente», sobretudo analisando as possiveis simetrias que lhe sdo
caracteristicas. Mas Schrodinger faz mais do que isso como por exemplo no penultimo

paragrafo deste capitulo.
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X O Significado da Métrica Segundo a Teoria

Especial da Relatividade

A nossa construcdo geométrica (um continuo quadri-dimensional) com

transformac&o afim e métrica serve de modelo do mundo fisico real. Que interpretacéo

fisica havemos de dar ao «elemento de linha» ds o invariante infinitesimal determinado

para cada par de pontos vizinhos x* e x“+dx*?

No principio do capitulo IX o requisito para o invariante ds inspirou-se no
desejo formal de obter para a velocidade tridimensional uma representacdo mais prética,
tratavel mediante o calculo tensorial. A sua definicdo elementar mediante as

componentes

———E— — (X.0.2)

é de dificil manejo, ja que isto ndo é um tensor. N&o se anula em todos os sistemas de
referéncia quando o faz num deles, e tem uma formula de transformacéo linear bastante

complicada, que é fraccionaria.

Claramente, ds deve relacionar-se com algum tipo de «distancia» entre os dois
pontos, 0s quais, ndo obstante, recorde-se, ndo séo dois pontos no espago mas dois

pontos do universo (espacio-temporais), isto é, dois pontos vizinhos no espaco,
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contemplados em dois momentos infinitamente préximos no tempo (dx*). Segundo um

conhecido teorema algébrico, a definigdo métrica original de ds, a saber,
ds? = gikdxidxk (X.0.2)

pode sempre converter-se mediante uma transformacao linear de dx* com coeficientes

constantes e determinante ndo nulo,
daxk = aikdkIi (X.0.3)

numa combinacdo de quadrados unicamente
=4 () () s 1675 124.66@3 27 7el

E, naturalmente, sempre pode indicar-se uma transformacéo geral de coordenadas que
produza esta forma num ponto particular qualquer. (Por exemplo, no ponto x*=0,
tomamos uma transformacéo de tal forma que nesse ponto tenha o desenvolvimento

xK = ai"!'i + poténcias maiores em wk ). A partir do famoso teorema de Euler da

«inércia das formas quadraticas» sabe-se que se os coeficientes a;' de (X.0.3) se limitam
a ser reais, o numero de sinais (=) em (X.0.4) ndo depende da nossa escolha, estando
invariavelmente determinado pelos coeficientes originais gi. Podemos dizer mais.
Recorde-se que o determinante das gi, a que temos chamado g, ao transformar-se vem
multiplicado pelo quadrado do determinante dos a.'. De modo que se estes s&o reais, a
paridade do namero de sinais (=) em (X.0.4) esta determinada pelo sinal de g, sendo o

namero de sinais (=) par se g>0 e impar se g<0.

Agora ja que excluimos g=0 (salvo em alguns pontos isolados, totalmente
excepcionais), o sinal de g nunca pode mudar e, portanto, a paridade em questéo, e de

aqui, o0 nimero exacto de sinais (=), nunca pode mudar, porque, obviamente, s6 poderia
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fazé-lo quando g=0 (os pontos isolados ndo importam, ja que se podem evitar). Assim 0
namero de sinais menos € o mesmo na totalidade do espaco-tempo e € um assunto

importante fazer uma escolha para o nosso modelo de uma vez por todas.

A chave deste nimero e do significado de ds da-se mediante a Teoria Especial
da Relatividade. Esta Teoria parte do quotidiano sistema de coordenadas espaciais
cartesiano (um sistema inercial, completamente definido, quer dizer, um sistema para o
qual as leis ordinarias da mecanica se mantém pelo menos no limite das pequenas
velocidades dos corpos em movimento), mais um parametro de tempo linear registado
por um bom relégio antigo de bolso do avé. A teoria, entdo, contempla um grupo de
certas transformagdes lineares homogéneas com coeficientes constantes, transformagoes
que implicam todas as quatro coordenadas e que é razoavel interpretar como: passando
a outro sistema inercial que se move a velocidade de translagdo constante
respectivamente ao primeiro. Ao denominé-lo, novamente, como sistema inercial
fazemos a suposicdo (bem fundada) de que nele também se mantém as leis ordinarias da
mecanica no limite das velocidades que nele sdo pequenas. (A propdsito, esta é a forma
em que a teoria estende as leis ordinarias da mecénica as grandes velocidades. Pois a
velocidade relativa dos dois sistemas de referéncia espaciais ndo é necessariamente
pequena, ainda que esta limitada, devido a natureza da transformacéo, a ser inferior a
velocidade da luz.) Na realidade, o verdadeiro ndcleo da teoria é que todas as leis da
Natureza hdo de ser as mesmas em cada sistema de referéncia alcangado desta maneira,
incluindo, naturalmente, o sistema original do qual partimos; em principio, ndo haveria
diferenca ou disting&o entre todos estes sistemas de referéncia inerciais, cada um dos
quais pode alcangar-se desde qualquer outro mediante uma transformacéo deste grupo: a
denominada transformacdo de Lorentz. Numa palavra, assume-se que todas as leis da

Natureza séo invariantes nas transformagoes de Lorentz.
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Agora, devido a que estas transformag0es lineares da relatividade especial
implicam (precisamente como as nossas mais gerais) as quatro «coordenadas» x*, X2, X,
x*, estas podem identificar, por suposicdo, o mesmo ponto do universo depois da
transformagéo, mas ndo tem um significado claro (do mesmo modo que ndo o tem no
nosso caso mais geral) falar do mesmo ponto do espaco depois de uma transformacgéo, a
menos que especifiquemos também o instante de tempo no qual se contempla; téo
pouco tem sentido falar do instante de tempo depois da transformagéo sem referir-se ao
ponto do espago donde este se contempla. O que num sistema de referéncia é 0 mesmo
ponto do espago considerado em instantes diferentes do tempo se convertera, em geral,
em dois pontos distintos do espago, contemplados em dois instantes diferentes.
Também, o que num sistema de referéncia é o mesmo instante em dois pontos diferentes
corresponderd, noutro sistema de referéncia, a instantes diferentes referidos a pontos
distintos do espago. Este é o estado de coisas que deu nascimento a todos os téo
discutidos «paradoxos» da Teoria Especial da Relatividade; tdo dificil de explicar ao
ndo matematico, enquanto o matematico esta equipado para se enfrentar com o senso
comum corrente gragas ao mero facto de que todas as quatro coordenadas estéo

implicadas na transformacéo.

A partir do que se disse ha que antecipar-se que nem a distancia entre dois
pontos no espacgo (digamos, a distancia entre dois pontos em que ocorrem dois eventos
bem definidos) nem o intervalo de tempo entre a ocorréncia dos dois sucessos séo
invariantes nas transformacgdes de Lorentz; qualquer deles poderia, inclusivamente,
anular-se num sistema de referéncia e ndo o fazer em qualquer outro. Se por
conveniéncia, tomamos que um dos dois eventos ocorre na origem e no tempo zero, € 0
outro no ponto x*, X, x* e no tempo x*, o quadrado da sua distancia neste sistema de

referéncia é dado pelo teorema de Pitdgoras, assim
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0h2+(xH) 2+ (x3)? (X.0.5)

e 0 seu intervalo de tempo mediante x*. Ja que todos os sistemas de referéncia devem

ser igualmente validos, manter-se-iam as mesmas expressées em qualquer outro sistema

de referéncia, s6 que com as 2k em lugar das xX . Mas tdo pouco é invariante. Teremos
em geral
1,2 2\2 3\2 1,2 2\2 3,2
()2 + (@)% +(®) 21 (x)+ () + (%), (X.06)
L SEEaS
N&o obstante (e este é o ponto crucial) a transformacgéo de Lorentz caracteriza-se pelo

facto de que a expressédo seguinte (a qual pode, igualmente, expressar-se com o sinal

oposto) seja invariante
- (Xl)2 _ (X2)2 _ (X3)2 +(X4)2 —_ (*1)2 _ (*2)2 _ (*3)2 +(*4)2 (X.0.7)

O que digo é que as transformages se caracterizam por esta invariancia. Com
efeito, isto é quase uma definicdo exaustiva que distingue as transformacdes de Lorentz
entre todas as transformacdes lineares homogeéneas de quatro coordenadas. Este estado
de coisas é formalmente andlogo ao caso das transformag6es ortogonais (rotacées do
sistema cartesiano) em trés dimensdes, as quais se caracterizam a respeito das demais
transformagdes pela invariancia da distancia (xl)2 2)2 3)2 .

+(x%)7 +(x

Tenho todavia que comentar o «quase». Primeiramente, de entre o grupo de
transformacdes delimitado pela invariancia (X.0.7) ha-as com um determinante de
transformag&o +1 e ha-as com um determinante de transformacéo -1. Normalmente

exclui-se o ultimo caso sobre a base de que ndo pode alcancar-se a partir da

«transformacéo identidade» (!k =xK ) mediante a mudanga continua dos seus

coeficientes. Mesmo assim, pretende-se normalmente que os coeficientes que dao
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dm4/ dx4sejam positivos por razdes Obvias: ndo se deseja que o tempo cresga em

direc¢cOes opostas em sistemas de referéncia diferentes.

Pode-se dar uma descri¢do formal do requisito (X.0.7) nos termos seguintes. Se

escrevermos abaixo as quatro formulas de transformacéo linear e transcrevermos cada

termo que contenha x4 ou™* assim:

ot - Ty A5 16) TEBFR A4 BBIDAS BAAOT

noutros termos, se a considerarmos como uma transformacéo entre as variaveis

xx2 x3 ix? eas %L, M2 %3 i®4 entdo, 6 uma transformacg&o ortogonal (ou uma

«rotacdo») em quatro dimensdes mas com alguns requisitos relevantes sobre 0s

coeficientes em ordem a serem ou bem reais ou imaginarios puros.

O invariante (X.0.7) de dois pontos espago-temporais ou «eventos pontuais», um
dos quais, por simplicidade, se tornou na origem do sistema de referéncia quadri-

dimensional, € o quadrado do intervalo temporal subtraido do quadrado da distancia.

Pode ser positivo ou negativo. No primeiro caso, »4 ndo pode anular-se nunca, e

portanto, em virtude das nossas convencdes sobre o determinante e o coeficiente

d®4/dx*, ndo pode mudar o seu sinal na transformacdo de Lorentz. Ao segundo evento
(o de coordenadas x¥) denomina-se posterior ou anterior relativamente ao primeiro
(aquele que esta na origem do referencial) conforme x*>0 ou x*<0. O termo «tempo
proprio» (mais geralmente, o intervalo de tempo proprio entre dois eventos) adopta-se,
neste caso, para o valor absoluto da raiz quadrada do invariante (X.0.7). Neste caso,
existe um sistema de referéncia (alcancavel mediante uma transformacéo de Lorentz) no
qual a distancia espacial entre os dois eventos se anula, ou por outras palavras, no qual

se considera que os dois eventos se deram no mesmo local. E este o sistema de
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referéncia no qual um ponto material, que no sistema de referéncia original se move em

linha recta, e com velocidade uniforme no intervalo de tempo 0 ® x*e do ponto
espacial (0,0,0) ao ponto do espaco (x*, X%, x°), se considera que esta em repouso todo o
tempo. O tempo proprio € o intervalo de tempo entre os dois eventos que leria num seu
cronémetro um «observador liliputiano'» movendo-se desta forma. Em vista da
invariancia de (X.0.7), este intervalo de tempo é o mais curto entre eles, em qualquer

sistema de referéncia.
Voltemos ao caso de que o invariante seja negativo. Neste caso, o intervalo de
tempo w4 pode anular-se e mudar de sinal na transformagéo de Lorentz apesar da nossa

convencgéo sobre o determinante e o coeficiente d®*/dx*. Aordem temporal entre os
dois eventos ndo se estabelece de maneira invariante. O significado do invariante é: 0
quadrado negativo da sua distancia num sistema de referéncia em gque os dois eventos
sdo simultaneos. Esta é a distancia mais pequena que se pode obter em qualquer sistema
de referéncia. N&o tenho conhecimento que o valor absoluto da raiz quadrada do
invariante tenha recebido, neste caso, um nome tdo popular como o termo de tempo
préprio do caso anterior®. Poder-se-ia chamar-lhe a distancia de simultaneidade ou,
simplesmente, distancia simultdnea. Mas ndo sdo termos estabelecidos. Uma nocao
ligeiramente mais complicada teve a sua importancia. Se uma vara recta de
comprimento adequado se situa com seus extremos nos pontos do espaco (0,0,0) e (x*,

x%, x°) e se se deixa no sistema de referencia original, podemos averiguar o seu

comprimento, a saber, J(XI)! + (x!)! + (xg)! , inspeccionando as coordenadas

espaciais de seus extremos, sendo indiferente, que o facam simultaneamente ou ndo, ja

! Muito pequeno.
2 Hoje alguns autores usam o termo distancia propria.
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que a vara esta em repouso. Escolhamos fazé-lo no tempo O e nd respectivamente,
onde ®* se selecciona de tal maneira gue noutro determinado sistema de referéncia,

relativamente ao qual a vara esta em movimento de translagdo uniforme, ®4-0.E

essencial que neste sistema de referéncia as duas inspeccoes se fagam nele

simultaneamente, se J(!'I)! + (R'!)! + (!'5)! ha de significar o comprimento da vara

nele. O nosso invariante aplicado a estes dois sucessos (as duas inspec¢oes), da
-2 - ()%= (32 +(H =- (D% - (D)% - ()7 (X.0.9)

Desta igualdade, em geral

J(XI)! +(x!)! +(x!)! >J(7\'I)! +(7\'!)! +(7\'!)! (X.0.10)

A vara tem o comprimento maximo no sistema de referéncia em que ela estiver em
repouso. A este chamamos-lhe, seu comprimento em repouso (Ruhlénge, em aleméo). A
contrac¢do noutro sistema de referéncia (ou também: quando se tiver posto em
movimento) é a famosa contracc¢do de Lorentz-Fitzgerald. Ainda que intimamente
ligada com o que eu chamo «disténcia simultanea» de dois eventos pontuais dados, as
nocOes de comprimento em repouso e de contraccdo de Lorentz sdo, como eu digo,
ligeiramente mais complicadas. Pois 0 comprimento de uma vara ndo se refere a um par
de eventos pontuais dados, 0s mesmos em cada sistema de referéncia. Refere-se a um
par de eventos pontuais dos quais um pelo menos muda de um sistema de referéncia
para outro; a saber, as duas inspecgdes (simultaneas nesse sistema de referéncia) das

coordenadas espaciais dos extremos da vara.

Continuemos investigando os dois eventos (ou pontos espago-temporais) de
coordenadas respectivamente 0, 0, 0, 0 e x, X%, x3, x*. Teremos que considerar o caso em

que o seu invariante (X.0.7) ndo é nem positivo nem negativo, mas sim nulo. Neste caso
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néo poderemos reduzir a zero o intervalo de tempo permanecendo finita a distancia,

nem vice-versa. Que ambos sejam nulos simultaneamente ndo vem pugnar contra a
invariancia de (X.0.7), mas sim contra o facto de que a transformacao seja uma
correspondéncia biunivoca de pontos espaco-temporais. Por outro lado, considerando
este caso como limite de um dos outros dois, antecipamos realmente a situagéo: Agora
ndo ha um limite inferior, nem para o intervalo de tempo nem para a distancia no
espaco. Mediante uma adequada transformacao de Lorentz podemos torna-las ambas tdo
pequenas quanto queiramos (e isto simultaneamente, ja que devem permanecer sempre
iguais), mas sem alcancar o zero. (Mediante uma adequada transformacdo de Lorentz o
tempo entre a emissdo e a absor¢do de um quantum pode tornar-se t&o pequena quanto

se queira.)

Portanto, agora, como no primeiro caso e diferentemente do segundo caso, 0
sinal de x* é invariante e sabemos que evento é anterior. Todos 0s eventos temporais que

compartilham com a origem (0,0,0,0) a relacdo de invariante nulo caem na variedade
2= (x3)2- (32 +(xH2 =0 (X.0.11)

a qual é a superficie (tridimensional) de um hipercone «esférico» (com menos uma
dimensdo diriamos «circular») com o seu vértice na origem. Tem literalmente a mesma
equacio em todos os sistemas de referéncia. Essa metade na qual x*>0 chama-se cone
futuro («Nachkegel», em alemé&o), e a outra o cone passado («Vorkegel»); Todos eles
relativamente a origem, o qual, sem duvida, representa qualquer ponto espago-temporal

e foi eleito como um dos nossos dois eventos pontuais apenas por conveniéncia.

A caracteristica fisica de um evento temporal qualquer do cone futuro é que
coincide no espaco e no tempo com a chegada de um sinal de luz emitido na origem,

isto é, do ponto do espaco (0,0,0) no instante zero. A caracteristica fisica de um evento
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temporal qualquer do cone passado € que a origem (0,0,0,0) cai no seu cone futuro; por
outras palavras, que 0 «evento da origem» é simultaneo a chegada de um sinal de luz
emitida «desde esse evento pontual», no caso de que este consista na emissdo de um

sinal de luz.
Estas sdo simples consequéncias de
(1) a relagdo antes-depois, dependendo de x*>0 ou x*<0;
(2) a igualdade de intervalo de tempo e distancia;

(3) uma pontualizagdo que poderiamos ter feito antes, quer dizer que todas
as nossas afirmacdes foram simplificadas tacitamente mediante a
suposicao de que as nossas coordenadas devem medir 0 tempo em tais
unidades que tornem a velocidade da luz igual a um. Por exemplo
guando, usamos para o tempo o segundo, teremos que medir 0
comprimento em «segundos-luz» (um segundo-luz =3 10®cm.). Ou
bem, e isto é o que se prefere normalmente, se conservamos o cm para 0
comprimento, devemos usar 0 «centimetro-luz» para o tempo, o tempo
que a luz leva a percorrer a distancia de 1cm, isto €, 10%. Creio que
alguns autores chamam a ultima unidade um segundo-luz. Mas isto esta
em franca contradicdo com o que chamamos um ano-luz, que é uma

medida de distancia e ndo de tempo.)

O cone de luz separa nitidamente a regido onde o nosso invariante (X.0.7) é

positivo, isto é,

JOHZ+(x9)2 +(x3)2 <Ix4| (interior do cone de luz) (X.0.12)

da regido onde € negativo, isto €
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\/(xl)2 + (x2)2 + (x3)2 >Ix1 (exterior do cone de luz). (X.0.13)

Ao ultimo também se chama regido de simultaneidade ou de simultaneidade virtual
(tudo isto a respeito da nossa origem quadri-dimensional). A terminologia esta clara
desde a nossa discusséo anterior. Uma direc¢do apontando desde a origem ao interior,
denomina-se tipo tempo e quando aponta na direc¢é@o de simultaneidade, tipo espaco,
porque a primeira pode eleger-se como eixo x* num sistema de referéncia de Lorentz e a
Gltima, por exemplo, como eixo x*. Um sinal de qualquer tipo (incluindo uma particula
em movimento, uma «particula mensageira») que procede da, ou passa através da,
origem s pode alcancar pontos dentro do cone futuro ou da sua hipersuperficie. Que
ndo possa alcancar os pontos que séo definitivamente anteriores (dentro ou no cone
passado) é evidente. Mas também se exclui a regido de simultaneidade virtual, ja que
em alguns sistemas de referéncia estes sdo anteriores a origem. Ali a mensagem
chegaria antes de ser enviada. Isto basta para excluir a possibilidade, ndo perdendo de
vista o principio da igualdade de privilégio de cada sistema de referéncia de Lorentz. A
condigdo necesséria e suficiente é que nenhuma particula nem sinal possam mover-se

jamais com uma velocidade superior a da luz.

N&o é necessario dizer que estas consequéncias alcangadas aqui algo
dogmaticamente na nossa breve exposi¢do formam, de facto, parte da base em que a
teoria foi construida e estdo amplamente sustentadas e corroboradas por uma imensa

evidéncia experimental.

Considerando que na Teoria da Relatividade Especial ja se atribui um nivel
equivalente, até um certo grau, entre as coordenadas espaciais e a coordenada temporal,

o desejo referido no principio desta seccéo surge ja na Teoria Especial: obter uma
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descrigdo da velocidade de uma particula em movimento que esteja mais de acordo com

esta atitude do que a obtida com as suas trés componentes espaciais

: : X.0.14
o o e o

Agora, se chamarmos ds? ao invariante (X.0.7) de dois pontos espaco-temporais

vizinhos x* e x“+dx* do percurso,
ds? =- (dx1)? - (dx?)? - (dx®)? +(dx*)? (X.0.15)
e decidirmos dar a ds (que é sempre real!) o sinal de dx*, ent&o as quatro componentes

dd dx? dx3 dx?

- (X.0.16)
ds ds ds ds

estdo bem qualificadas para 0 nosso proposito. Em primeiro lugar, transformam-se pela
transformac&o de Lorentz exactamente como as proprias coordenadas, ja que isto se
mantém, obviamente para as dx¥, e ds é um invariante. Tém um invariante de construcdo

semelhante, que é trivialmente igual a 1:

1,2 212 32 4\2
B ICO L O G IO (o)
ds ds ds ds
Em segundo lugar, se chamarmos, de momento, as trés componentes da velocidade

espacial (X.0.14), vy, vy, V; € v a0 seu valor absoluto, entéo
OI_54 N (X.0.18)

e as quatro componentes (X.0.16) sdo
v v v 1
ﬁﬁw (X.0.19)
-V -V -V I v!
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Portanto, no caso limite muito frequente de que a velocidade seja pequena em
comparagdo com a velocidade da luz (v <<1), as trés primeiras componentes diferem
muito pouco, apenas em termos de segunda ordem, das componentes da velocidade

espacial, e a quarta difere muito pouco da unidade.

Na Relatividade Especial, a uma disposic¢ao de quatro nimeros que se
transforma como as coordenadas é chamada quadrivector, e o quadrivector (X.0.16) é
referido como a quadrivelocidade. Nao obstante, a qualificacdo «quadri» omite-se
muitas vezes se se subentende do contexto. A partir de (X.0.19) vé-se que as suas
componentes ndo se restringem a serem menores do que 1. Excepto pela condigéo

(condicionadas por) (X.0.17), podem ter quaisquer valores reais.

Ao fazer uso das nogdes da Relatividade Especial ou Restrita para interpretar
fisicamente o esquema matematico da Relatividade Geral que temos estado a tratar até
agora nestas paginas (e tratando-o, com efeito, apenas de um modo bem mais formal),
ndo é demais destacar-se que a Ultima, sob um certo ponto de vista, ndo é de modo
algum o que o seu nome parece indicar; inclusivamente, de uma certa perspectiva, téo

pouco é uma generalizacao, € antes uma restricdo da chamada Teoria Restrita.

A sua validade restringe-se a vizinhanga infinitesimal de qualquer ponto
espaco-temporal (e isto, por suposi¢do, refere-se a todo o ponto). Na pratica, a regido
«infinitesimal» pode, com frequéncia, tomar-se bastante grande, se 0 campo gravitico
nela for bastante débil e perceptivamente constante, como, por exemplo, dentro do

nosso laboratério para qualquer duracéo de tempo.

N&o obstante, é importante estabelecer que, em principio, adoptamos o esquema
da Relatividade Especial apenas num elemento de volume quadridimensional em torno

de um ponto espago-temporal, que, para essa regido, pode jogar o papel que
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desempenha a «origem» nas nossas deliberagdes precedentes. As coordenadas, as
disténcias, os intervalos de tempo, séo as diferenciais das coordenadas ou se formam a

partir das diferenciais das coordenadas apenas dentro dessa pequena regiao.

Uma transformacéo geral das coordenadas (!'k = quatro funcdes arbitrarias das
x¥) equivale a uma transformagdo linear das dx* em cada ponto espaco-temporal, e por
conseguinte, vem a ser o mesmo (como veremos imediatamente), inter alia®, que uma
transformagao de Lorentz das dx* em cada ponto, variando de maneira continua de um
ponto a outro, de forma que possa considerar-se constante dentro de uma pequena
regido.

Ora bem, na realidade, a transformagéo das dx* num ponto qualquer
0" = i (X.0.20)

ndo é realmente uma transformacdo de Lorentz, € algo ligeiramente mais geral. Uma
transformacg&o de Lorentz, considerando o niumero de constantes ou de graus de
liberdade implicado, é equivalente a uma rotacdo em quatro dimensdes. Uma rotacao
em n dimens6es depende de n(n—-1)/2 1 constantes (dando correctamente 3 para n= 3,
como sabemos). Para n= 4, obtemos 6 como o nimero de constantes livres numa
transformac&o de Lorentz. (Outra maneira de contar é: uma transformacéo de Lorentz
equivale a uma rotagdo no espaco (3) mais uma velocidade arbitraria (3) do novo

sistema de referéncia espacial relativamente ao antigo.)

Mas em (X.0.20) todos os 16 coeficientes ‘I]R'kl‘ﬂx' sdo arbitrarios. A que

equivalem os dez graus de liberdade adicionais? Nada de muito interessante do ponto de

vista deste ponto espaco-temporal ou elemento de volume espaco-temporal.

% Entre outras coisas
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Evit4-lo-iamos se pudéssemos. A transformacdo linear geral, e isto é o que é (X.0.20),
inclui quatro mudancgas independentes das unidades em que as coordenadas se medem
em quatro direccdes certas e mutuamente ortogonais®; isto equivale a mais uma
«rotacdo» arbitraria (adiamos a questdo de saber se é e quando o €, a Ultima, uma

transformacéo de Lorentz).

Isso da conta dos 10 graus de liberdade adicionais. Efectivamente, podemos
escolher a primeira das quatro direc¢cbes mutuamente ortogonais de forma totalmente
arbitréria (3), depois, a segunda ortogonal a ela (2), logo, a terceira ortogonal a ambas

(1), depois, escolhemos as quatro mudangas de medida (4), obtendo 10.

Temos que permitir estes dez graus de liberdade no nosso ponto
espaco-temporal simplesmente porque a transformacéo geral de coordenadas se serve de
todos os pontos espago-temporais, e a sua forma diferencial (X.0.20), possivelmente ndo
pode ajustar-se a uma forma mais especial com apenas 6 constantes em cada ponto
espaco-temporal. E permitimo-lo precisamente porque 0 nosso invariante ds® ndo tem a

inalteravel forma (X.0.15) em cada sistema de referéncia
ds? =-d(x})? - (dx?)? - (dx3)? +d(xH)? (X.0.21)
mas antes a forma mais geral
ds? = gikdxidxk (X.0.22)
mudando as dez fungdes gik com o sistema de referéncia.

N&o pode negar-se que isto € um grande inconveniente. Pois a partir de esta

forma geral ndo podemos distinguir, inclusivamente dentro desta pequena regido, nem

* N.A.: Tomemos aqui, de momento, o termo ortogonal num sentido elementar. Podera discutir-se
posteriormente, pois para contar as constantes € irrelevante.
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sequer relativamente ao sistema de referéncia que temos estado utilizando, a distancia
espacial e o intervalo de tempo entre 0s sucessos pontuais. As coordenadas do universo
gerais ndo sdo adequadas para interpretar-se fisicamente. Se desejarmos fazé-lo,

devemos reduzir (X.0.22) mediante uma transformacéo local, a forma (X.0.21).

Chamemos dy* as coordenadas locais para as quais ds® toma esta forma
estandardizada, a «d» s6 significa que sdo infinitesimais e ndo necessariamente que

sejam diferenciais das funcoes y*(x). Para outro sistema de coordenadas
espaco-temporais wk , Sejam dyk e tém o mesmo significado. Entdo, as dyk sdo, via as

dxKe o=k, fungdes lineares das dy, e limita-se esta transformagéo linear a ser uma

transformacéo de Lorentz, pelo menos no sentido de que
- ()2 - ()2 - (@) +(@) 7 =- (yH)? - (yD)?- () > +(dyh?  (X.0.29)
Podemos assegurar que isto € uma transformacdo de Lorentz também no sentido restrito
de que o seu determinante Iwkl‘ﬂyll seja +1 e de que o coeficiente ‘[ry“l‘ﬂy4 >07?

O primeiro pode garantir-se facilmente se acordamos de uma vez por todas que

as unicas transformac6es espago-temporais permitidas sejam as que tém determinante

positivo Iﬂ!"l‘ﬂxil(um pequeno sacrificio, ja que, de todas as formas, o sinal é

constante) e se mantenha a mesma precaucdo na transformagéo dx ® dyk que produz

a forma estandardizada. O segundo, o sinal positivo de 117'4Iﬂy4 , Seria garantido se

pudéssemos assegurar que também em cada sistema de referéncia espaco-temporal geral

e em cada ponto do espago-tempo, trés dos quatro elementos de linha
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2 (0 dx¥ 0 0
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)i
)B}

y (X.0.24)
) i
),]

p
fossem de tipo espacgo e um (0 mesmo em todo o espaco-tempo) de tipo tempo. Nao
tenho conhecimento® que se tenham usado alguma vez sistemas de referéncia
espaco-temporais que ndo obedecam a este requisito. Mas ndo consigo ver um
fundamento geral para, nem sequer uma maneira simples de, excluir o dito sistema de
referéncia. Nao € o caso de que uma vez cumprida a condigdo num ponto do
espaco-tempo deva manter-se em todo o lado. E certo que um elemento de linha

coordenado® pode mudar o seu caracter unicamente passando através do cone de luz.

Mas, infelizmente, isto ndo produz uma singularidade. A forma
ds? =- (dx})? - (dx?)? - 2dx3dx* (X.0.25)

é exactamente tdo regular e tem tdo bom comportamento como a forma estandardizada,

na qual se converte rapidamente mediante

dy! = dx? dy? = dx?
(X.0.26)
dy® :vlg(dx%dx“) dy? :i(dx?’- dx?)

Sem d(vida, na primeira forma (0, 0, dx*, 0) e (0, 0, 0, dx*) caem sobre o cone de luz.

® N.A.: Nota acrescentada em provas: Ao explicar nesta pag. que nio existe necessidade em que
precisamente trés dos quatro elementos de linha (X.0.24) sejam do tipo espago e um do tipo tempo, eu
acrescentava que ndo tinha conhecimento que tivessem usado alguma vez sistemas de referéncia
espaco-temporais que ndo obedecam a este requisito. Desde que isto foi escrito, Kurt Gddel proporcionou
um exemplo do contrario, Reviews of Modern Physics, 21, 447, 1949. Godel comunica uma solucéo
cosmoldgica fascinante, de um tipo completamente novo, da teoria de Einstein de 1915. Esta solugéo
adquire sua forma mais simples com dois dos elementos de linha coordenados tipo tempo (0s outros dois
tipo espaco). Na medida que posso vé-lo, neste caso ndo é possivel encontrar um sistema de referéncia tal
que a distribuicdo habitual (3+1) se mantenha em todo o lado. A assinatura do elemento de linha de Gédel
é, por suposicao, (--- ), tal como se requeria!

® Referimo-nos a um do tipo (X.0.24)
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Em algum ponto do espaco-tempo proximo, dx* poderia ser do tipo tempo, dx®
do tipo espaco e em algum outro ponto proximo poderia ser ao contrario. No primeiro
poderfamos sentir-nos inclinados a interpretar como tempo a x* e no segundo a x°.
Nenhuma estaria correcta: deve produzir-se a forma estandardizada para a interpretagdo
correcta. Isto implica, inter alia, que a velocidade local da luz é a mesma em todo o lado
em todo o espago-tempo, a saber, 1 nas nossas unidades. N&o obstante, novamente, ndo
devemos considerar isto como um resultado do pensamento puro: construiu-se a teoria,

inter alia, sobre este requisito.

Nao deveriamos concluir este capitulo sem indicar o ponto em que a Teoria
Geral é realmente mais Geral que a Restrita. Mediante uma transformagéo de Lorentz
podemos «transformar em zero» qualquer velocidade. Podera fazer mais a teoria geral,
ja que tem eventualmente que retroceder a um sistema de referéncia da relatividade
restrita, a partir do qual as gix locais, por assim dizer, desaparecam? Nao se supde que

elas representam o campo gravitico?

Elas ndo, mas, como veremos de pronto, as suas primeiras derivadas. Mesmo
assim veremos que também podem anular-se em qualquer ponto dado mediante uma
adequada transformagcdo geral. Assim, «transformamos em zero» o campo gravitico
local. Ndo mediante um truque de magia: o significado fisico é que adoptamos
localmente um sistema de coordenadas espaciais que partilhe a aceleragéo que

experimentaria um corpo teste no campo gravitico local.
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CONCLUSAO

O nosso trabalho teve por objectivo estudar a forma como o Calculo Tensorial
interessa nos estudos da estrutura do espago-tempo, tal como os trabalhos de Erwin
Schrodinger e até o proprio Einstein quis mostrar. Interessava-nos sobretudo destacar a
necessidade de conhecer profundamente o célculo tensorial, tal como Schrodinger fez

para compreender a estrutura (matematica e geométrica) do espacgo-tempo.

Nos capitulos X1 e XII da obra de Schrédinger, intitulados Leis da Conservacéao
(cap. XI) e Generalizagdes da Teoria de Einstein (cap. XIlI), sdo nitidamente
apresentados os problemas e conceitos da Fisica do Espago-Tempo, cuja resolucdo, na
versdo do autor, completamente baseada nos resultados dos capitulos anteriores se
revestem por via de consideragdes e resultados de caracter fisico - como por exemplo as
leis de conservagdo. Estes dois Ultimos capitulos, e mesmo o X, tém por isso uma forte
componente fisica, onde intervém cordenadas generalizadas, momentos e energia e suas

variac@es sobre superficies de controlo etc... e a nossa intengdo era bem mais modesta.

Estudar as nogdes basicas de calculo tensorial - que os fisicos também precisam
para compreender uma estrutura quadridimensional geral, sendo a do espago-tempo um
caso particularmente importante - era a nossa intencao e, portanto, ndo incluimos esses
dois capitulos neste nosso estudo. No entanto dada a relacdo entre as transformacées de

Lorentz e o espaco de Minkowsky entendemos incluir o nono capitulo.

Se realmente aqui se efectuou uma tradugéo do caminho seguido por
Schrédinger, ndo se tratou de uma simples copia nem tdo pouco de uma extensao da

visdo fisica do cientista. Tratou-se sim de uma cuidada interpretacéo e analise deste
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livro, modificando o “pouco” que pareceu ser conveniente, sem modificar a cadeia de

pensamento cientifica e pedagdgica que o autor quis incutir.

Na posse da versédo inglesa da Universidade de Cambridge, que adquiri quase no
final deste trabalho, pude conferir e emendar mais alguns erros (e séo bastantes para
guem se inicia neste tema) que se me tornavam incompreensiveis ou mesmo errados.
Acrescia-se ainda outra dificuldade: Schrédinger por razbes didaticas (e/ou para evitar
alguma dispersédo) parece introduzir voluntariamente algumas mudangas inesperadas
cujo verdadeiro contetdo esta nalguma regra ou pormenor que ele tenha entendido

necessario reforcar.

Tentemos ndo esquecer que este nosso trabalho é um trabalho integrado num
mestrado de Matematica/Educacéo, e dai o atrevimento de modificar por vezes a
notacdo do grande Mestre e tentar compreender e explicar por outros termos certas
passagens que Schrédinger, como todos os grandes investigadores que pensam que as
suas ideias sdo cristalinas, talvez nem sequer tenha pensado poderem ser de

interpretacéo dificil.

Finalmente, dada a necessidade que tive visualizar toda a obra, entendi integrar
um resumo anotado (na forma de fichas) mais cuidado nos contetidos mais basicos e

que me eram desconhecidos (como o eram as densidades e o transporte paralelo).

152
PDF Creator - PDF4Free v2.0 http://www.pdf4free.com


http://www.pdfpdf.com/0.htm

APENDICE 1

Numero de componentes, por tipo, de um tensor/densidade e simetria.

Sendo N a dimensédo do espaco, n o nimero de indices e p,q,r,... 0 nimero de

vezes que um indice aparece repetido, isto é,

ghgnabd..

n indices

Os indices a e b aparecem 2 e 3 vezes respectivamrente, enquanto os outros c e d

sO aparecem uma vez pelo que r =1 e s =1.

E verdade o seguinte,
1) O niimero de componentes de um tensor é N".
2) nEN+(p-1D+(q-1+..
3) O numero de posicOes dos indices que se repetem e dos indices que ocorrem sé uma
vez é,

PosicOes para os indices que se repetem = p+q+...
PosicOes para os indices que ndo se repetem = n-p+q+...

4) Segue-se o célculo do numero de permutagdes por tipo de permutacdo (N,n,p,q,...).

Indicam-se as seis etapas.

a) A escolha dos indices que vao ser usados da origem a estas combinagdes,

N
Ch- (p-1)- @-1)- .

b) A escolha de todos os indices, dentro dos usados, que se repetem da origem
a estas combinagdes, em que o cardinal exprime o nimero de pares, ternos
etc. com indices iguais,

n-(p-1)-(g-1)- ...
C#{p,q,...}
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c) Daescolha das p+qg+... posicGes para os indices que se repetem resultam as

seguintes combinagoes,
C p+qg+...

d) Da escolha das posicoes possiveis do indice que se repete p vezes, entre as
posi¢des em que aparecem os indices repetidos, resultam as seguintes

combinacgdes,

p+q+...
Cp

e) Da escolha da posigdo dos indices repetidos subsequentes (se os houver)
entre as posi¢cdes ndo preenchidas, em que aparecem os indices repetidos,

resultam as seguintes combinagdes,

c{prar-)-p

f) Das permutacdes dos indices que ndo se repetem nos lugares que restam
resultam as seguintes permutacdes para cada caso composto por uma das

combonac0es de a) a d).
AN (P*a+..)
Resulta ent&o que num tensor o nimero de componentes é:

N n-(p-1)-(a-1)-. n p+q+.
C- (p-1- @-1- - Cyfpg.p>rgsL.y Cprar. Cp X

£ (Prar-)- P éo(prar.)- p- q[..EUxA”'(W*---)
€JaaaaB2a44442q80

se houver mais!
E facil construir uma tabela com o niimero de componentes de qualquer tensor.

Exemplo: o nimero de componentes de um tensor de ordem 7 num espaco de
dimensdo 4 com componentes tipo N, n, p, g =4, 7, 2, 3 (conforme o exemplo acima
dado) é,

c4 2-1- 1)C - (2-1)- (3- 1)C C22+3C§+3'2A7' (2+3) Z 9590

! Se houver mais indices repetidos, deve-se repetrir o procedimento dentro da chaveta, havendo o cuidado
em cada caso de ir retirando a (p+q+...) sucessivamente os lugares p, g até zero.
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Num espaco de dimensdo 4 e para um tensor de ordem 4, 3 e 2 s6 covariantes ou
sO contravariantes temos ao todo 256, 64 e 16 componentes, de uma forma geral
diferentes, respectivamente distribuidas pelos seguintes tipos?:

Tensor s6 covariante (ou s6 contravariante) de ordem 4
Numero de repeti¢cdes de calculo N° de
indices componentes
4 iiii =4 cicicdciad 4
3 iiij p= cicicicial 48
4~2~4~4 ~2 A0
2,2 iijj p.q =22 CaC2C4C2 G2 A 36
opcional
2 iijk p=2 cicicicia? 144
Todos p,q=0,00u CfCS’CfoCf"lcf" 1C12' 1A0
diferentes 1,1 p g r s 24
ijkl (é indiferente) Al

Tensor s6 covariante (ou s6 contravariante) de ordem 3

Numero de repeti¢cdes de

o
L Célculo N° de
indices componentes
3 i p=3 cicicie3al 4
2 iij p=2 cscfcicsal 36
Todos p,q = 0,0 ou cicgeseies el Al
diferentes 11 a T 24
ijk (é indiferente) A?z:.
Tensor s6 covariante (ou s6 contravariante) de ordem 2
Numero de repeti¢cdes de calculo N° de
indices componentes
2 i p=2 ciciczesa® 4
Todos p,g=0,0 ou
diferentes 1,1 A3 12
ij (é indiferente)

2 Aqui «tipo» deve-se entender como «lugar» da componente na «disposicdo» das componentes.
Notar ainda que, para fins praticos, na nomenclatura usada neste apéndice, duas letras diferentes para

indice significa que os indices sdo realmente diferentes. E portanto as combinaces e os arranjos aqui
usadas séo sem repeticao.
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APENDICE 2

Relativo as paginas: 28

Prova de que s6 se pode garantir que uma disposi¢ao S 6 um tensor se

sfanc @

for invariante, para um vector A arbitrério, e, se a disposicao for simétrica, S K= glk

Uma prova pelo método que o autor usa seria esta: procuremos uma

transformacéo qualquer, chamemos SRR componentes Kl (particulares) do
transformado como se fora um tensor, e gk' a qualquer conjunto de nimeros que

compartilnam com os S propriedade de tornar invariante a expressao (1) acima,
nesta transformacdo, para todo o o vector ndo nulo A,. Subtraindo as duas equacdes que

exprimem que gkl o Kl jevam a0 mesmo invariantes a (1), obtém-se,

E¥ Ty AES 24.539 Tf 1 0 0

Como as componentes do vector eram arbitrarias, 0 mesmo se passara para as
componentes com barra, ja que a formula de transformagéo (1.0.12) tem determinante
ndo nulo. Por conseguinte, podem escolher-se vectores de tal forma que s6 duas
componentes a I-ésima e a k-ésima de R sejam diferentes de zero. Entdo o produto s6

sera nulo se
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¢)-1 -OAY -2FTI ES3A0 G- W50 AP 1. 487/ 2

e isto quer dizer, que estes dois niumeros particulares das disposi¢des §e § sdo iguais.

Mediante elei¢Ges diferentes do vector A, pode demonstrar-se 0 mesmo para qualquer

escolha do par e &,
. . Bkl Wik .
Fica assim demonstrado que +35 " é um tensor. Finalmente se
sk = s entzo

o, Wik

S'k' = E—

2

fica provada a propriedade tensorial de S¥.

O que se acabou de demonstrar, poder-se-ia fazer com mais generalidade a
respeito de qualquer par de indices (contra ou) covariantes de um tensor mais geral. Isto
é se B for simétrico a respeito de dois indices covariantes, neste caso i e j,

ijkK _ ~ pkK
AqusK Bin ‘qursK
sO se pode provar a propriedade tensorial de A,

a ndo ser que se saiba também a respeito da disposi¢do A que ela € simétrica face aos

mesmos indices, podendo-se, neste Ultimo caso, provar o caracter tensorial de A.

J& ndo serd possivel fazé-lo no caso da antisimetria de B a respeito de dois

indices quaisquer.

A razdo reside no facto de que nédo é possivel escolher um tensor B arbitrario tal

que anule apenas um par de indices, uma vez que ele é simétrico. Esta razdo faz com
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que a soma expressa pelos indices mudos i e j ndo possua um s6 termo mas dois o (i e j)

eo(jel).
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ANEXOS
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O ponto de partida de Schrédinger

A individualidade dos pontos de um continuo quadridimensional determina-se pelos

()T G TRA4:/ 53D 2. 5B T8 1

A escolha de dois sistemas de referéncia deve ser tal que as quatro fungdes continuas e
diferenciaveis que exprimem um arranjo em relagdo ao outro possuam um determinante

funcional que ndo se anule em nenhuma parte.

Necessariamente, alguma propriedade (invariavel) deve ter um ponto particular! Seja
um namero, ou um conjunto de nUmeros.

(Todos os valores numéricos das coordenadas como a soma dos seus quadrados ou qualquer funcéo delas mudaréo...)
Procuremos essas propriedades!

Uma propriedade que se exprima por um nimero chama-se Escalar ou Campo Escalar
consoante nos referirmos a uma propriedade de um Unico ponto ou a uma propriedade de cada

ponto do continuo (em geral ndo uniforme).
f ()H. AFSIRAY/ 5D 2. 5BD T3
Para dois pontos quaisquer A, B serdo também invariantes as diferencas;

£ (A 71 (9 Ho(ALEp EpE 5T 8 Ep R ENarpa(l

df =dy (oudf®
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O gradiente de um campo escalar e as diferenciais das coordenadas séo disposicdes das

quatro quantidades 9[f I‘ﬂxj e dx/ , respectivamente, que se transformam assim,

T g e
= dR"® = e dX
o e "

i k
df':lfl(-d!k :ifrﬁk-ﬂ*—mdxm :imdxm =df (A)
= T 187 g Tix
1(i=m)
0 (itm)

Estas duas entidades, que ndo sdo numericamente invariantes, exprimem algo de muito

definido, independentemente do sistema de referéncia, e, para cada ponto.

Definigéo de Vector

|
Kk = %k' A} (como o gradiente) A € um Vector Covariante

ﬂ!k

Bk = — B! (como as diferenciais totais) B'é um Vector Contravariante
X

ﬂk Bk = A B! = Invariante (como df ) A B! é um Produto Escalar ou Interno
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Definigéo de Tensor

Dados Varios vectores uns covariantes e outros contravariantes a disposicao dos 4°*' produtos,

6 Yyindiosy
Kpl~m
A"B'C"K G,H4K
1424
t indices
chamamos Tensor Misto de Ordem s +t e representamo-la pelo simbolo,

KImK
ToaK

e, é facil verificar que este tensor cumpre uma lei de transformacao linear

(uma proporcionalidade directa);

A ordem dos indices no simbolo fa'ilgﬁ;;- nao é arbitraria! f;t'jgﬁ;;-é outro tensor! Apesar

da formula de transformagdo ser exactamente a mesmal!

Em concluséo,

Tensores de ordem
0 Escalares
1 Vectores
2
167
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Operagdes com Tensores

Produto Tensorial

6 uindigesg
kImK Kpl~m
T =A"B'C"'K G,H4K
PaK P24
t indices

Da definicéo de tensor surge a nocéo de produto tensorial,
produto directo ou produto externo;

abc...c mno...
Tijk... Sqrs...

A multiplicacdo das componentes de dois tensores em todas as combinagdes é um tensor!

E curioso notar que qualquer componente de um tensor é também um tensor!

Contraccao

Kk Bk = A B! = Invariante

A nocdo de contracgdo advem do que anteriormente esté definido.

mbc... _ o bc...
Timk." = Sik_"

A contracgdo de dois indices sendo um de cada tipo conduz a um tensor de ordem duas

unidades menor.

Combinacéo linear de tensores (adi¢édo algébrica)

6 Yindlices 6 Hnpicesg
Kpl~m hniA
a.A"B'C 'K szPzH%K +b.M"N'O’K iﬁa—”é
t indices t indices

A soma ou mais geralmente uma combinacéo linear de tensores € um tensor se e s se 0s
tensores forem da mesma ordem e do mesmo tipo.
A demonstracao de que o resultado desta operagdo seja um tensor ndo € imediata se for
usada a defini¢ao de Schrddinger, pois sera necessario provar que esta expressao é
factorizavel num produto de vectores! (A questdo das letras escolhidas para os indices...)

.. ./produto contraido
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A importancia do Zero!

Da andlise da formula de transformac&o de um tensor resulta:

v O Tensor Zero de qualquer tipo deve ter todas as componentes nulas! (para que

funcione como elemento absorvente no produto tensorial)

v A definicao tensorial de vector recupera a importante propriedade dos nimeros
reais (perdida com a definicdo elementar dos produtos interno e externo). O Zero nao €

factorizavel. (A ndo ser que um dos factores seja Zero).

v E uma «segunda» entidade numericamente invariante «com mais de uma

componente». A Primeira?
Como corolarios se segue também que:
v Uma equagcéo tensorial é invariante posto que ALL = BLL entéo ALL - BLL Ssera o
tensor zero e este € invariante!

v A simetria e a antisimetria a respeito de um par de indices sdo também propriedades

invariantes de um tensor.
A...ik... :+A...ki... b K...ik... :+K...ki...

v Um coroléario trivial: A cada par de componentes nulas de um tensor a respeito de um
par de indices, correspondem quatro componentes nulas, duas na sua parte simétrica e

duas na sua parte antisimétrica a respeito dos mesmos indices. m
( Yo Al P25, -2 41 664°TF0 1 0 O |1 31
AR

i - - i - ”
Arlrjm _1/2(ATITJmp + Arlrj1pn) € A:ijp —1/2(Arlrjmp - Ar%pn)
A

.../ produto contraido
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Teorema (Produto Interno ou Produto Contraido e Lei do Quociente)

6 uindigesg
kImK Kpl~m
T =A"B'C"'K GoH4K
PaK P2 %3

t indices

O produto (contraido) de um tensor por s vectores contravariantes e t vectores covariantes
arbitrarios - que € um namero, tendo acabado com todos os indices - é um invariante:

(e a reciproca também é verdadeira!)

kIK A 7 kIK A H (1]
Spak € Tensor U Spo ABL FPGIL € Invariante

ABL FPGIL
Schrodinger néo se refere a Lei do Quociente na sua forma mais geral, mas ilustra-a com

alguns corolarios...

...corolarios

sk 6 Tensor 0 sM Ay € Vector Contravariante " o
Mas atencgdo os vectores A,B,... devem ser totalmente arbitrarios! Isto é:
sk Tensor b SklAkA| é Invariante " 5

a condicdo necessaria (lado direito da implicacdo anterior) ndo é suficiente!

" o SMA A & Invariante b (Sk)+-f'] éTqﬁsF5 24 5390 Tf
() sTpa {b=lore 289 BB F/sTHE2 405391 TR 8 &
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Tensor misto unitario

saig

i k
dt':lfl(-dl'k X I ™ = e g™ = if
™ T« 150" "
1(i=m)
0 (it m)

O carécter tensorial da disposi¢do dos 16 numeros que constituem o simbolo de Kronnecker,
. 10seilk
di =i, .
lsei=k
esta patente na expressao onde para qualquer par de vectores num ponto,
" ap dyABK = AB, élnvariante U d} é Tensor
E esta escrito correctamente...
Schrédinger acaba o capitulo onde o comegou (observe-se (A)) :
™ Jli=m
dy, “omem =]
™ 700t m
v E uma das escassissimas entidades numericamente invariantes «com mais de uma
componente» (nas palavras de Schrodinger e de facto, esta é a segunda - ou a primeira

ndo trivial - que apresenta).
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Analise Tensorial

ron B R Iy DO DB o
abc... ™o ﬂXp ﬂXq ﬂ*a ﬂ*b ﬂ,c hij...

Na seccdo consignada a algebra tensorial a investigacdo da Invariancia Geral

permitiu concluir:

v N&o nos devemos limitar a busca de «designa¢des» invariantes. Outras entidades

invariantes sdo importantes (proposicoes e condi¢fes invariantes)

v As entidades com caracter tensorial sdo relevantes! Pela generalidade que abarcam e

pela invariancia das equagdes entre elas.

v Posto que os tensores (de um modo geral) ndo séo invariantes - isto €, a comparagdo
entre eles em pontos distintos é desfeita por uma transformacao — interessara o estudo

de derivadas e de integrais com tensores ou entidades com caracter analogo.

Integrais

Pensemos nos integrais (um campo definido sobre alguma regido) calculado sobre a

uma regido por suposicao fixa.
dn dxldx®dxdxt o . dx?

Integrais deste tipo so terdo interesse (e fardo sentido) se ... for um escalar.

Densidade Escalar

Sob uma transformagéo de coordenadas para que estas integrais sejam invariantes

Mdx? = o de?
(e o

A invariancia (mesmo quando |J|=1) do integral exige a lei de transformacéo:

em que o jacobiano «funciona» como um factor.

A estas entidades chamaremos Densidades Escalares.
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As Densidades

Estendendo a nogéo de densidade a outras densidades néo escalares!

Seja um tensor antisimétrico de ordem 4, Ty mn, =*T (comsinal + ou  segundo o sinal da
permutacdo). Considerando a transformada de uma componente:

» K YA ‘HX”T
1234 —FFFW kImn

Concluimos que (dados os valores de Tymn) € uma densidade escalar

De modo semelhante:

Sendo Gt

=+A (sendo A um escalar e tomando-se o sinal + ou segundo o sinal da
permutacao) ou zero, se os indices ndo forem todos diferentes, podemos concluir que uma
forma de exprimir que A é um escalar (ﬂ =A):
Eklmn :Mﬂ*—kﬁﬂ!—mﬂ*—nErstu
L3 KIS S
(Curiosidade: esta formula estendida ocuparia cerca de 140.000 resmas de papel A4.)

posto que EKMN = gkimn

klmn

Quando A=1, encontramos e que é uma densidade (tal como E o é) tensorial

antisimétrica contravariante de ordem 4.
\Y; e"Imn € mais uma das escassissimas entidades numericamente invariantes com mais
de uma componente. A Terceiral

Qual sera a sua utilidade?

Const Factores (Antisimétricos) Produtos (Antisimétricos)

Densidade Tensor Original Densidade

f1of 34 +foaf1a+f3if s =15

1/8 frif mn —
eklmn ‘m

Contravariante Covariante Escalar
Ordem 4 Ordem 2 £mn
1/2 +/ 1 f .
/ ( : K Contravariante
Ordem 2
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Teoremas (formacéo de densidades escalares por outro caminho)

v A raiz quadrada do determinante de qualquer tensor covariante de ordem 2 -
| q,m
Bi :%%F Oim - € uma Densidade Escalar, Jfg :

[
J!'=:]];, g

v Os menores normalizados de qualquer tensor covariante, gmk, de ordem 2 (com
g 0) formam um tensor contravariante da mesma ordem.

(mesmo que se troquem os prefixos «co» e «contrax.)

v Estas equacdes sao invariantes. (Os seus primeiros membros sao tensores e isso
garante o caracter tensorial dos menores normalizados.)

v Se gmk for antisimétrico e sendo g o quadrado da densidade escalar, | », a equagéo
anterior (a enquadrada) escreve-se:

% o =dll, O %eh“kf nif ik =i 5

(o produto matricial 1K ik € maltiplo da matriz unidade.)

Outras Densidades

v A partir dos seguintes tensores antisimétricos covariantes podem deduzir-se

densidades antisimétricas contravariantes de ordem complementar pela
multiplicacéo pela densidade &

Const Factores (Antisimeétricos) Produtos (Antisimétricos)
Densidade Tensor Original Densidade
1 A A ikim
eiklm
: A i AT Contravariantes
1/2 Contravariante A Covariantes NG
Ordem 4 Ik Ordemn Ordem 4-n
1/6 Aikl A m
(+ 1)
1/24 Aiim A

As constantes 1 a 1/24 fazem com que a densidade deduzida tenha as mesmas
componentes que o tensor, s6 que numa designacao diferente.
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Derivadas

Iy %
Ca

A derivada de uma componente tensorial (e.g. A« i) ndo tem um significado proprio
(com excepcao de um invariante), posto que resulta de uma diferenca entre tensores em
pontos diferentes!

Formulas de transformacéo para as segundas derivadas

% ! " q2x! TR ‘Hx ‘Hx 72x
e R

Estas férmulas ndo formam um tensor

A sua anulagdo néo € invariante

Qualquer tensor ou densidade tensorial, possuira estas propriedades

As combinacdes lineares das derivadas das componentes tensoriais (de tensores
covariantes e antisimétricos) sdo tensores antisimétricos e covariantes.

< < < <

Entidades Combinacéo Linear de Derivadas (*)
Tipo Descricéao Descricao/Nome Tipo / n° comp.
1 f Ordem 0 f | Gradiente Fi 4
Invariante ’ Vector

— 16(12

f K Gradiente fri-fik=0 0 (12)
, Vector Ordem 1 Rotacional de Gradiente T.Zero | *C;=61tn

. B;

A Ordem 1 A i - Ak Rotacional ik 416(12)

Vector Tensor | C2=6nn

Agi- Ak | Rotacional
Tensor Ordem 2 Divergéncia Ciclica T.Zero | “Cs=4tn
(i, k, | todos diferentes)

(A) TP& /F—ZS.CO‘QQJ 559 (;I-f 164(@1) C

3
Fo Fik, 1 i +ik Fug 64(24)
i i _
Ordem 2 Divergéncia Ciclica 2.'Cy=
Tensor ) . Tensor | gy
(i, k, | todos diferentes) (4) nn
Q liklm 256(24
a D7 Alm 5 (24)
4 Akl Ordem 3 4parcelas iklm Ps(ikl)=
Tensor i Tensor
Cada parcela com o sinal 6(1) nn

correspondente a permutacéo
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Derivadas

i Tensores covariantesgj 0 i Densidades contravariantes{
% antisimetricos % % antisimetricas %
Esta correspondéncia permite escrever todas as combinacdes lineares de
Tensores ou Densidades Antisimétricos:
Entidades Combinacéo Linear de Derivadas (1)
Tipo Descricéao Descricao/Nome Tipo / n° comp.
. F
1 f. Ordem 0 f « Gradiente k 4
Invariante ’ Vector
KIm
klmn klmn L
A Ordem 4 An Densidade| 244
Densidad i ANCi i .
ensidaae Divergéncia Tensorial Tensorial
— 16(12
f K Gradiente fri-fik=0 0 (12)
, Vector | Ordem1l Rotacional de Gradiente T.Zero | “Cp=61tn
. B;
A Ordem 1 A i - Ak Rotacional ik 416(12)
Vector Tensor | C2=6nn
Im
’ Almn Alnmn L™ (2) 16(12)
’ Densidade Ordem 3 iverganci ' Densidade 6
Divergéncia Tensorial Tensorial
Tpic ] oA 55 1 30
Aci- Ak | Rotacional (A)' Pk | GicosL 0 64(24)
Tensor Ordem 2 Divergéncia Ciclica T.Zero | *Cs=4tn
3 (i, k, I todos diferentes)
Fik, 1 +F i +Fiik 64(24)
fik o _’ § Fiki —
Ordem 2 Divergéncia Ciclica 2.°Ce=
Tensor i ) Tensor 8(4
(i, k, | todos diferentes) (4) nn
Alm Alm !
3’ Densidade | Ordem 2 oo _ Densidade| 4NN
Tensorial Divergéncia Tensorial Vectorial
o liklm 256(24
a D7 Akm . 24)
4 Ak Ordem 3 4 parcelas iklm P(ikl)=
Tensor Cada parcela com o sinal Tensor
S ~ 6(1) nn
correspondente & permutacéo
AM AN L
4’ Densidade| ©Ordem1 o Densidade, 1 nn
Vectorial Divergéncia Invariante
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Conclusao

v A anulagéo de:

(1) o escalar é constante
(2) o vector é um gradiente
(3)e(4)) expressam-se pelas equacdes de Maxwell.

dt y =S Ul 41 42 (43
divD=rf fix FD« f* 74 f

o "\[B« §28 43112

+ 2 termos ciclicos =0 Uj 01 .3

divB =0p Tix FE« fl4 24534
(ndo € possivel condensar HD com EB num s6 campo tensorial)

(4)  acorrente U* ndo tem fontes.

rot E - d—B:O'}:l it ik
dt Y

v Quando é que um campo vectorial pode ser considerado constante?

Ainda ndo temos resposta, posto que Ayx; = 0 ndo é uma propriedade
independente do SR.

Voltemos as derivadas.
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A Variedade Afimmente Conexa

Derivadas Invariantes

Eowp
I m’* oo

S

Quando de uma forma invariante varia um tensor de um ponto a outro?

Esta formula mostra que a derivada ndo forma um tensor porque as suas componentes
ndo se anulam em todos 0s SR quando se anulam num particular.

Provisoriamente, admitamos que um vector A, é considerado constante se num
SRO(original) se anulam as suas derivadas: A;n=0.

Para exprimir num SR arbitrario o facto das derivadas se anularem no SRO
escrevemos: (a azul o A esta expresso no sistema de referéncia com barra)

A.Wﬂxﬂno
Dy PN
- 4

Estas equacdes levam-nos a concluir, contra a ideia de invariancia geral, que alguns SR
se privilegiam face a todos os outros. Porque, sendo a transformacdo arbitréria:

v Particularizando para transformacéo identidade todas as componentes "y se
anulam.

v E 0 mesmo se passara em todos 0s SR que se obtém por transformacdes
puramente lineares a partir do SRO ja que as segundas derivadas serdo nulas.

O conceito de Transformacao Afim

N&o definiremos as s mediante a estipulacdo de que se anulem num sistema de
referéncia particular e de que venham dadas por Gﬂi em qualquer outro. Considera-las-emos
como «algo mais geral»; uma disposicdo de funcdes as quais:

(a)se podem atribuir valores arbitrarios num sistema de referéncia particular

(b) seja aplicada uma lei de transformacdo tal, que faga com que o0 membro esquerdo da
equacao seja um tensor (a Derivada Invariante de A, relativa a afinidade ):

)|
-A‘," GriAn = Agi
X

Conclui-se por (b) que o termo adicional S que resulta da transformacéo da derivada do
vector deve aparecer, na formula de transformacéo das s, adicionado & parte que se
transforma como um tensor! Isto ¢, a formula de transformagéo deve ser:

n ﬂ!”ﬂxfﬂx E;‘_'nz'
RTE %443

Parte homogénea
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A Transformagéo Afim

GE._‘HX'” LARES EF' 12!
4 %443 el

Parte homogénea

Analisando a forma como se transforma uma afinidade.

v O termo adicional ndo homogéneo é

0 independente das s e 0 mesmo para qualquer afinidade s6 depende da
relacéo entre os SR’s

0 simétrico em ki
v A formula de transformacdo de uma afinidade
0 ésimétrica em ki
0 mostra que a simetria de uma afinidade é uma propriedade invariante

I _ Al _
Grs—GsrID Gﬂi—

O mostra que a antisimetria de uma afinidade ndo é uma propriedade
invariante ( E num tensor é!)

:'Gsyblk:'

O mostra que a parte antisimétrica de uma afinidade simétrica, %(G,”) @J : / F5 2

é um tensor,3 posto que a parte ndo homogénea desaparece.

mostra que a diferenca de duas afinidades é um tensor,3

revela que a soma de uma afinidade e de um tensor,3 é uma afinidade.
revela que a variacgao infinitesimal, , de uma afinidade é um tensor,3

O O O O

a soma ou mais geralmente uma combinacdo linear de afinidades é uma
afinidade se e s6 iforl

v A semelhanca dos tensores qualquer afinidade (Schrodinger limita as assimétricas)
pode ser decomposta numa afinidade simétrica e num tensor antisimétrico.

oh=5@) T -4CF8) 2AF5124T612 T

Tensor

v As afinidades sdo um segundo (ou terceiro) tipo de entidades relevantes, juntamente
com os tensores e as densidades tensoriais.
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Extensdo da nocdo de Derivadas Invariantes a Tensores e Densidades

TA
#' G An = Ax:i

Vimos que a Derivada Invariante de um vector covariante é um tensor (Foi este o
caminho escolhido por Schrédinger para a definicdo de derivada invariante e de
afinidade.)

E possivel, mas néo obrigatério, generalizarmos a definicdo de Derivadas Covariantes

seguindo trés principios guia:

klmn

vV vistas como um campo, d|'< ee (que sdo numericamente invariantes) devem ter

derivadas invariantes nulas a respeito de qualquer afinidade. (Sao-no, tanto de ponto a
ponto como de referencial a referencial.)

(Schrodinger demonstra a primeira afirmacéao partindo do 3° principio)
— Kimn _
dk j =Oe e =0
Vv para um invariante as derivadas deveriam coincidir

f;i :f,i

v Aregra de derivacdo ordinaria de um produto deve ser mantida independentemente
dos factores (tensores, densidades ou ambos).

Das seguintes trés igualdades A, BX =f ; Th k' “ABL FPGIL eU=Tx sepode

concluir que as seguintes derivadas invariantes sdo tensores (ou densidades):
BX =BX +B"G; (¢ um tensor)
KK _ T+ KkIK nlK ~k knK I T KIK kIK
quK i ‘quK i +quK Gni +quK Gpjt...- an G T nK G
KIK  _ KK nlK  ~k knK =~ I kKIK ~n KIK  ~n kI r
quK i quK 0 +quK Gni +quK Gpj t+...- Uan Gpi - Uan qu : U K Gri

Analisemos algumas relacGes entre estas derivadas e as derivadas ordinarias.

180
PDF Creator - PDF4Free v2.0 http://www.pdf4free.com


http://www.pdfpdf.com/0.htm

Relacdes entre as derivadas invariantes e as derivadas ordinarias

Acii = A i - AnGRi

— n n
quK i —quK g anK -Gpi - Tan qu -

Como algumas combinacdes das derivadas ordinarias eram Tensores (densidades)
sera que essas combinacgdes agora com as derivadas invariantes serdo os MESMOS

Tensores (densidades)?
v No caso 1, do gradiente éf ; =f.; € o mesmo tensor.
v No caso 2, do rotacional Ay - A =Aci- Ak~ An (GL)-(EH S0 o/seE@a 24 | 53 9

afinidade for SIMETRICA.

v Com as divergéncias ciclicas: casos 3 - (A);iTin;k /;I BETY 9,559 Tf 10 O

fict i +ficecasod- & (-1)"™8M Ay aprovaé andloga:
4 parcelas

Akt = Akl = AkGil - Ain ki :J . B

it = Aic- A - AT L Ak AR AT Ak Ak At
ik = Ak~ Ani Tk~ An iky

_ n A T Ank To-Ai ko BD-An kI

Adci = A - Al ki - Ak i
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Uma nota relativamente a Integracio Parcial relativa a derivada invariante

Aﬂ:Aﬂ

Para calcular o integral:

=) ® J¢'RbER4243434f T @ O

podemos resolver, com grande simplificacdo de calculos, os seguintes dois integrais e
como o primeiro se reduz a um integral sobre uma superficie tridimensional, pode

tornar-se nulo (como por exemplo no calculo variacional):

LV Yy L 4

| = dx ™ - B dx
s P
quando ndo

haja fontes
sera nulo
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Sistema de Referéncia Geodésico

k|K _TkIK nikK ~k knK Al k|K k|

As derivadas invariantes (relativas a uma afinidade) podem substituir-se por derivadas

ordinérias sempre que todas as componentes de essa afinidade sejam zero.

n ﬂ*ﬂx x> ﬂ*n 72x
o -kl Epedie

Tendo em vista a invariancia geral, sera interessante procurar-se um SR em que

todas as A’s se anulem num ponto (seja a origem por simplicidade).

Se escolhermos um SR, nesse ponto, de tal modo tal que a transformacao inversa seja,

xk =gk +éaf§n!'!m +L comaf, =a¥,
R ST SN S ST VR i SR S
= —af =
G o ol Ut " s

Asseguraremos que Gfd :GL| +a|i(| =0 se afd =- (GL) e-r'r|1->jk:0 / F5 24 . 43

(n#o tinha que ser um tensor inicialmente!)

0/As Astémg l‘ @

ser simétricas

1
Teremos que concluir que $17le

a afinidade deve ser simétrical

G, :G‘m +A, U A, =0U KLq =0
v As afinidades (nos SR’s) devem ser simétricas pelo menos no ponto em causa.

v Se ndo sdo simétricas, ndo podem transformar-se e desaparecer, nem num ponto!
v Aafirmagdo em «RelacOes entre as derivadas ...» pode agora ser efectuada com uma
outra mais geral: Nao existem tensores ndo nulos com componentes que sejam

combinacdes lineares das componentes de uma afinidade simétrica. Estas
combinagdes lineares devem todas anular-se num SRG, pelo que, se formam um
tensor em todos os SR.

v Como esta consideracédo se aplica a todo ponto do continuo, entdo, um tensor com

esta descricdo sera identicamente nulo.
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A Nocéo de Transporte Paralelo e o Tensor de Curvatura

Transporte paralelo

n i S RN | S 72x!
T T T

Outro modo de se introduzir a nocéo de afinidade e de derivada invariante é a

seguinte:

A disposicao das derivadas ‘ﬂA"Iﬂxi ndo constitui uma
entidade invariante, pois resulta do procedimento
inadmissivel de se subtrair o vector A em P do AK + daK

noutro ponto vizinho. dA* ndo é um vector embora dx' o
seja.

k .
dAk—ﬁ-dx

!

Chamemos a um substituto em Q do vector em P o vector Ak +dake que “jogue 0
papel de inalterado”. Podemos concluir que aA¥

v também ndo é um vector; _

v deve depender exclusivamente dos vectores Ae de dx',
e essa dependéncia deve ser linear e homogénea;

v € aforma bilinear (com 64 coeficientes que apenas dependam das coordenadas)
em que as A; sejam de tal modo que esta associag&o subsista sob uma

transformacao de coordenadas (sendo esta condigéo necesséria e suficiente para que a
formula de transformacao seja a indicada acima - razéo pela qual foi usado o simbolo A)

AKX +gako pk. Gl‘i Aldx! Vector Deslocado Paralelamente

De modo que se este vector (o deslocado ou transportado paralelamente) é o que deve ser
«subtraido». A derivada invariante define-se entdo por:

k k
- (W) f- A RS 24 .(5IY T 5;
AL = ﬂ = ﬂ +G; A
i li
’ dx' dx'
A definicéo de transporte paralelo de um vector covariante de um tensor ou de uma
densidade resulta da «conveniéncia» destes principios:

v o deslocado de um produto de vectores é o produto dos deslocados.
vV um invariante (0 tensor zero inc.) ndo se altera por deslocacéo tal como, as
grandezas numericamente invariantes o ndo devem fazer.

Qualquer Equacéo Tensorial se preserva no transporte paralelo, mas um
campo de tensores numa regido nao tem que coincidir com o campo formado por um
tensor transportado paralelamente para cada ponto dessa regiéo.
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O Problema da integrabilidade

Como se comporta uma entidade tensorial perante o

Transporte Paralelo (c/ Aarbitraria)?

E a integracéo ao longo de um caminho fechado?

v Se o transporte € independente do caminho a afinidade
sera integravel! (nem que isso suceda numa regiao.)

v Se ndo, € ndo integravel. (caso com maior interesse
o0 das variedades curvadas)

(Veremos que uma afinidade sera ou ndo integravel consoante o anulamento (ou nédo) de um

tensor,4 chamado tensor de curvatura ou de Riemman-Christoffel.)

Afinidade integravel:

“Desdobremos” (T.P.) o tensor ao longo de um caminho para que se constitua um
campo (no caso de um vector h* a derivada invariante seré nula:

h" + qh” =h" + qh” ou
Th" -G, h?dx!
'

Ora isto corresponde a um sistema de 16 EDO ndo homogéneas sujeitas as
condi¢des inicias em P (o vector h esta definido em P).

dx

Para conhecer as restrices que devem ser impostas a afinidade (64 componentes),
teremos que usar 4 vectores h', («a» campos vectoriais contravariantes). Conclui-se que a
integrabilidade constitui uma severa restricao, ja que bastardo 4 campos vectoriais (16
funcdes).

Se adicionalmente a afinidade é simétrica a restricdo exige 4 campos irrotacionais:

h
&lﬁ - ﬂ—hlnrﬁn =0 (4 equagBes 1 por cada a)
X X

Construindo um SR, y?, tal que as coordenadas sejam dadas pelo seguinte integral

(cujo integrando, sendo irrotacional, o torna independente do caminho):

yazc";?(oooo)hradxr (a=Lj2..4 Fa %?Q% Tf 1 0 0 1/338.88
T X

(cont.)
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O Problema da integrabilidade (cont.)

. ‘ﬂza S
Formando os menores normalizados de - = hy 4 Ou seja, — = ha , podemos
fix Ty

caracterizar as componentes de uma afinidade integravel simétrica como:

n 2.,a
G} = o e
Ty? Tx" I

v Inferimos que uma afinidade integravel simétrica podera considerar-se como

o resultado de uma transformacéo de uma afinidade de componentes nulas (no

SRy) no SRx (e v.v.) isto é:

SRX
Gy t 0 e integravel

SRy

n - I —
4 vectores . le =0

As A’s tém que independentes

ser simétric
avisto!)
v Uma afinidade integravel simétrica pode sempre transformar-se em Zero.(e

V.V.)

Embora nos possa parecer que estamos a repetir-nos, note-se que agora a simetria se exige para todo um
caminho — que a partida nem sequer € uma geodésica - € ndo para um sé ponto
v As componentes independentes (em geral 64, mas 40 no caso simétrico) de uma
afinidade exprimem-se mediante 16 componentes de 4 campos vectoriais, se

for integravel.
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O Tensor de Curvatura

Th" _ a n_ 0" X aql
m-_-d;,h ® h 0—|-dx = Gas h®dx

Para a determinacdo de um critério integrabilidade (ou 0 que € 0 mesmo dizer: para
gue o transporte seja independente do caminho), serd importante procurar a uma

condicdo necessaria e, sendo possivel, verificar se, cumulativamente, € suficiente.

A forma de o fazer consiste na procura de duas condi¢es necessarias que fagam
transparecer um critério de suficiéncia. Admita-se, entdo, que para um mesmo vector se
estabelecem dois campos vectoriais (através do transporte paralelo, ao longo de um mesmo
caminho, associado a duas afinidades diferentes — na verdade é a mesma afinidade s6 que
com componentes trocadas). As segundas derivadas mistas das componentes do campo

devem coincidir!
—-%(@a)hﬂ-}/(cﬁﬁ'j 24 62411460 (010 1

o]
- L B - ol 1

%444424424444444315’
=0:"'

alm

B sera um tensor de ordem 4 e serd o tensor zero!
A verificacdo de que também é um critério de suficiéncia é efectuado pelo recurso ao

critério atribuido a Pfaff - a diferencial dh = X dx' sera completa ( dh) se e s6 se (& aqui ndo
é um indice contravariante exprimindo apenas uma soma):

h ™, Xm o~ Xy X
X = P = 0 - + n =
! ﬂ-xl- xM V o  xM

Néo o farei aqui! (mas convém referir, que esta prova so é efectuada, inicialmente, na
vizinhanca do ponto para que se determine o campo h®).

v O critério de integrabilidade é entdo a anulacio doTensor de

Riemann-Christoffel

£|-+£%|ﬂ+dg), a2, - dg)mgbl =0
V94 aM 44044442448
Bn

al m

(Seguem-se as suas propriedades e contracgoes)
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Contracc0es e Propriedades do Tensor de Riemann-Christoffel

. Gi GI
Bklm:' . ﬂ—ﬁm”GalGﬁm GhmGRy

Gy | IG
Rkl Bklb =- ﬂ ﬂ4+Gb|6ilb GabGélll

190 484422444443
tensor de Einstein

Sim = Bpim = EJHEP

1 542 4 %3
segunda contraccdo

v O tensor R.C. apresenta uma antisimetria natural nos dois ultimos indices Im.

(4.4.6=96 componentes independentes)

v Sea afinidade é simétrica o tensor tem uma simetria ciclica adicional,
Bal m+Bl'ma +Bpa) =0. (4.(8+12)=80 componentes independentes).

v O tensor RC pode contrair-se a respeito de um dos trés indices covariantes (S0
duas contracgdes tém interesse):

0 Tensor de Einstein, a respeito de um dos ultimos indices ndo é simétrico
mesmo quando a afinidade o é (o segundo termo, e s0 este, estorva). A sua
parte antisimétrica “2.(Ru Ri) reduz-se a 1/2Sy se a afinidade for
simétrica.

0 A contraccao ik, mostra que o rotacional das 4 componentes C;§| (que nédo
sdo um vector covariante!) resulta ser um tensor.

v Os tensores de RC e de Einstein perante pequenas modifica¢des da afinidade (estas

diferencas sdo tensores) apresentam as variagoes:

o6l = (36 T 64 TFRE)PEH 4245 741484 0T DO
o = (1 Tj (. FEECEH4AZA5 7241794 0T 0 9

(nota atil: se a afinidade é simétrica os terceiros termos desaparecem)
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As Geodésicas de uma Transformacdo Afim e a Hipotese Geométrica
Geral sobre a Gravitacao

As Geodeésicas de uma Transformagdo Afim

dx* é um vector e representa o segmento orientado que une os dois pontos iniciais
Dada uma afinidade, podemos através do transporte paralelo transportar dx* em P
até P’ com o resultado d’x" e assim sucessivamente (para tras ou para a frente). Se estes
acréscimos forem suficientemente pequenos obtemos no limite uma curva (que une

digamos P a Q).

Nesta curva, que é uma geodésica, 0s acréscimos possuem duas propriedades
importantes:

v S&o emtodo o lado tangentes a trajectoria.

v S8o uma unidade basica para comparar comprimentos — seja o valor limite
da propor¢do do numero de passos necessarios, em dois caminhos distintos,

para que de P se atinja Q. E este é um Padréo Natural.

v Se usamos a representacao paramétrica desta curva, com coordenadas em

funcdo de um parametro & «qualquer» (no sentido de que pode ser qualquer

s(é), continua e mon6tona). O vector contravariante x kﬁl é um vector

tangente que indica a direc¢do da curva.

Impondo entdo que o ‘ﬂxkﬁl num ponto vizinho e o ‘ﬂxkﬁl transportado paralelamente

a esse mesmo ponto vizinho sejam proporcionais (razdo M) concluimos (para um é

arbitréario):
k | 2.k 3 2.k k
dx kK X' m RixK  d%x o. d“x kdd dx
-G dx' =M + dl +U +G, |
T GG =M g el 20 MG g = 5
|

A pergunta que agora se impde é a seguinte:
Como este é foi escolhido de forma arbitraria, ndo pode ser tomado como a medida
natural de comprimento ao longo desta geodésica. Que «caracteristicas» devera possuir
uma funcéo s(é) quando tomarmos s por parametro em vez de é?
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As Geodeésicas de uma Transformagdo Afim

2.k
d_z. Grmd&dx —f(I) (A)

Digamos se substituirmos a dependéncia de € da dependéncia por s teriamos

d2x* o dx! dx™ dxK
+G =f (s
— G )
Sim mas de nada servirial
Rk 0O
i 42k o gumem s N
dx' dx X : X
—mmms' e = = 2r-hls:515734Tf100
TS O el = i (9) T
Obteriamos antes a equacao,
a2 +Gk de il st stk (B)
T Im -
ds ds ds 197 4%
=00 s=§ RUOLHT

em que a necessidade de se anular o segundo membro se justifica pelo objectivo de que o

xk 0
membro esquerdo exprima que o vector —— seja o transportado paralelamente do

Zom Q

Y - e
vector d—— (ibidem para os vectores infinitesimais (dX)em p € (AX<)em o,Seadslhe

Zem P
dermos 0 mesmo valor infinitesimal em ambos os pontos)
Em concluséo:

v ds € uma medida do comprimento de uma sec¢do infinitesimal e, ds € uma
medida de uma secgdo finita de uma geodésica (O que é destacavel posto que ainda
ndo se havia estabelecido uma métrica, e 0 comprimento é um conceito métrico).

v Asimetria Im em (A) ou (B) mostra que a parte antisimétrica de uma afinidade é
irrelevante tanto para as geodésica como para a métrica (i.e. a adi¢do de um tensor
antisimétrico é neutra! E de um tensor simétrico?).

(Schrodinger exemplifica ainda com um adicionado simétrico, d|ka +d,'T‘1V| , Caso que

diz ser unico, e que embora ndo mude as suas geodésicas muda a métrica em muitas
delas.)
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A Hipotese Geométrica Geral sobre a Gravitacdo — A ideia subjacente

d2xX . dx! dx™
+ Gy o = A
Tds Im ds  ds (A)
Debrugamo-nos sobre a principal linha de pensamento que sugere o continuo métrico (ou

de Riemann) como modelo do espago-tempo.

Nela seremos levados a considerar a gravitacdo de uma forma puramente geométrica.
Esta ideia da relatividade geral emergiu gradualmente (com Weyl, Eddington e Einstein)
do caso especial de uma afinidade que surge a partir de uma métrica de Riemann. Emergiu
apenas gragas a publicidade devida ao grande éxito da Teoria de Einstein de 1915.
Agora deveremos colocar a transformacao afim num primeiro plano, e chegarmos a

métrica mediante um caso particular e simples desta transformacao.

Observemos primeiro que:

v Se uma afinidade ¢ integravel simétrica pode encontrar-se um sistema de
coordenadas em que as geodésicas sejam linhas rectas. (um SR onde as As&o nulas faz com que
as segundas derivadas em (A) o sejam também — ndo existem concavidades.)

v Sabemos da mecanica que a trajectéria de uma particula livre é uma recta tanto no
espaco como no tempo.

v Com EOtvos inferimos que num campo gravitacional dado, qualquer particula partindo
de um ponto dado do espago-tempo (isto é, a partir de um ponto do espago e num
instante de tempo dados) numa direc¢do concreta do espago-tempo (isto €, numa
direccéo espacial e com uma velocidade dadas), segue uma curva, «a sua linha do
universo», que s6 depende do campo gravitacional. Além disso esta curva ndo é uma
linha recta quando a referimos a um «duvidoso» (ndo ha particulas isentas de
gravitacdo) SR inercial; ndo existe um SR em que todas sejam rectas, com uma

excepcao que ndo é notavel dado que é mais ficticia (campo uniforme).

A ideia subjacente estd, agora, nesta analogia:
Geodésicas (Afinidade integravel)  Linhas do universo de particulas livres
Geodésicas (Afinidade n/ integravel)  Trajectorias de particulas num campo g

Poderiamos entdo considerar um campo gravitacional como uma propriedade puramente
geométrica, isto é, uma limitacdo geométrica sobre o movimento das particulas, uma

propriedade do continuo espacio-temporal, em vez de algo que apenas é criado

guando ha um campo gravitacional.
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A Hipotese Geométrica Geral sobre a Gravitacdo — A ideia subjacente

d2xk dx! dx™
=+ Gin e =0 (A

Comentérios

v Nas consideracdes precedentes adoptou-se tacitamente uma generalizagéo da ideia
classica de SR.

o O tempo foi incluido de uma forma totalmente geral na transformacéo de
coordenadas, enquanto que para um fisico classico;

0 Se adopta um sistema cartesiano na descri¢cdo do movimento (por exemplo a
balistica de um grave na terra) s6 tem em mente que as coordenadas se podem
referir a qualquer dos dois SR (e pq um — o da terra - se move relativamente a
outro — o inercial) as coordenadas de um sdo fungdes lineares especiais das
coordenadas noutro com coeficientes que séo alguma fungdo do tempo.

Passamos a considerar as nossas transformagdes completamente gerais (sO lineares

na vizinhanca de um ponto) com coeficientes ‘ﬂxil'ﬂkk que sdo funcdes arbitrarios das

quatro coordenadas e mudam de um ponto a outro.

Sem esta generalizacéo a ideia de Transformacdo Afim ndo poderia chegar e por isso

representar o campo gravitacional.

v “Tendo adoptado a ideia geral de um SR, ndo desejamos privilegiar algum SR, pelo
que, se as componentes da T. Afim n&o sdo todas nulas, estaremos obrigados a
considera-las como representando um campo gravitacional do ponto de vista desse
SR, mesmo que estejamos inclinados a considera-lo um campo falso no caso de uma
afinidade integréavel, em cujo caso pode encontrar-se um SR no qual se anulam todas
as componentes da afinidade. Ora, neste caso, devido & sua anulagdo, ndo poderemos
desconsidera-las no SRO, onde ndo se anulam, porque se o fizermos tragaremos mal

as geodésicas. Tao pouco queremos fazer excepcdes neste caso especial”

(E dificil interpretar o texto de Schrédinger acima resumido.)

Veremos que na vizinhanga de um ponto particular o campo gravitacional pode

transformar-se e desaparecer.
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Hipdtese Geométrica Geral sobre a Gravitagdo — A lei de Gravitagéo

Afinidade assimétrica Afinidade simétrica
Bﬂ|m='%+%ﬁ+%|6§m'%m6ﬁl ='%+%+%|Gﬂm'%m%
Ri ='%+ﬂ$ +G Gy - GG = 1111?2 +%+G§|Gﬁb'G§bGﬁl

A lei de Gravitacao:

v Ateoria de Newton, descreve a gravitagcdo por um potencial, cujo gradiente é a
aceleracdo de um corpo teste.

f = Constante, onde ndo ha campo;
N% =0 onde ha campo, mas
ndo ha matéria gravitando;
N% =4pkr , onde ha matéria gravitando
de densidade r ,

(A 3% forma sendo mais geral generaliza as duas anteriores)
v Procuremos, entdo, descrever o campo por uma afinidade.
10 20 30

O €r [

a) Algo menos exigente
...serd um TRC contraido...
ll O)sre b) Deve ser simples

integravel e Ry 0o(SyTjo /F5 16.004 Tf 1 0 0 1

Geodésicas (rectas) c) A parte
simétrica
BIi<lm 0
80 equacdes
T
24 equacdes
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Hipdtese Geométrica Geral sobre a Gravitagdo — A Lei de Gravitacao

Os problemas:

v O tensor energia momento é contravariante e o tensor de Einstein é covariante.

v Qualquer Tensor de Energia elementar é simétrico enquanto Ry ndo o é! (nem
mesmo com uma afinidade simétrica)

v Como controlar as 40 func¢Bes de uma afinidade simétrica se 0 nimero das
equacdes do campo é no maximo 16? (Desejavelmente 10, para que Ry seja

simétrico.)

A concluséo:
Estas dificuldades parecem mostrar que um campo gravitico puro deve
considerar-se algo muito menos geral que uma afinidade simétrica de 40

componentes (sem qualquer outra restri¢ao).
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A Variedade metricamente conexa

Afinidades métricas

Duas circunstancias e duas perguntas...
1. Uma transformacéo afim j& permitiu a comparacgdo (por meio do invariante ds)
de «comprimentos» (melhor seré dizer intervalos, 4D) ao longo de uma

geodésica.

N&o podera estabelecer-se «alguma comparacao» entre os intervalos a todas as
geodésicas? (Sabendo-se que as s estdo determinadas a menos de um factor a - para cada uma delas)

2. Ateoria da Relatividade Especial fez uso do dito intervalo ds*=dt*-dé? (cuja
generalizacdo é o elemento de Iinhagikdxidxk)

Qual a ligacéo entre os dois ds? (Entre a métrica primitiva, afim, e a métrica gi)
E razoavel fazermos a correspondéncia,

dxt dx? dx® dxt dx? dx® _ dx! dx? dx® dx*
W R ﬂ’ﬂ’ ® o= - — —
dt  dt dt dx® dx? dx ds ds ds ds

De modo que dx“/ds fique bem definida por uma determinada escolha, mas arbitréria
de s, e independente em cada geodésica. Escolha que fagca com que ds para cada

elemento de linha dx* seja uma func&o:

v Invariante desde logo!
v Homogénea
v E de primeira ordem
Amplas possibilidades isto da! A mais elementar: a distancia “Pitagorica” ou

“Cartesiana” embora generalizada para qualquer SC obliquo.
ds? = gikdxidxk

Qual é a condicéo necessaria e suficiente para que ds, assim definida, esteja de
acordo com a medida afim de distancia ao longo de cada geodésica?
Uma Condicéo Suficiente é que o invariante gikA'Ak Se conserve no transporte

paralelo. Isto é que a afinidade A transfira gi sobre si mesma:

T0;
ik:1 © ﬂ%- gmkGﬂ] - gime =0
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Afinidades métricas

Jik:1 ° % gmkGﬂ] - gimG[H =0 Condicao Suficiente

Procuramos a A mais geral (ndo simétrica) que obedece a esta C. Suficiente!

A simetria de gix permite escrever,

o m o+l LU ©. o6 9|m2g4”2+7€3 [IF5 2

1 42z§zﬂx4 2 ¥xg 4'HP<3@
{k} 144424&43

6%am Q Loy +g7‘gF§§422@ -5 24

144444’%442444444%43

NI R DI

- gmkGirP . gimGrkq =(
. - ngG[(T} . gkaIT =+
- gmiGIrE glmle =of+"

somando a ambos 0s membros Gisk a resposta é:
AA

is i
Gic = 1|kE§+g OinC +0% oGy + G (A)
%Py 4 442" a4 44 *
GS“ Simétrica em ik Antisimétrica

Relativamente 4 afinidade A (assimétrica) compativel com a métrica gix escolhida
podemos concluir:

v A parte antisimétrica pode eleger-se arbitrariamente (determinando-se a parte

simétrica de forma univoca, isto é, para um gix definido)...
v O Simbolo de Christoffel constitui a Unica transformacao (os 3 tltimos termos séo

tensores e ndo uma afinidade e T=0) simétrica que se ajusta a condicdo suficiente.

s
v A familia de afinidades simétricas g+ g" gimGQ +gSl gkariT (parametrizadas
i Y

%lk

pelo tensor antisimétrico arbitrario GiT) permanece compativel com a métrica-gi
A

(sabemos que um adicionado antisimétrico ndo altera o sistema de geodésicas incluindo a métrica)
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Afinidades «métricas» e simétricas

isi
A Gﬁ‘:},ikﬁg Tiik B
s & 0
Gix :[ikg+gSI gimGLnl+gkariTi - B
! 4482 4.4 438"° [T = Tiic ¢
Tik =M - My

Se rodarmos os indices e ] ] o
somarmos prova-se (C) Tiki + Tkt +*Tik =0 D

v O tensor arbitrario T obedece as propriedades C e D indicadas acima e deve
possuir 8 +12=20 componentes independentes.

v Asequacdes B, C e D sdo equivalentes & familia de afinidades simétricas, A.

v Estas equac0es sdo “ainda e apenas” a Condicao Suficiente para que se ajuste uma
afinidade simétrica e um tensor métrico-gix (no sentido em que o transporte paralelo
da métrica gik coincida com o proprio campo gix).

v Prova-se que estas equagdes também sdo a Condicao Necessaria (pg. 123).

v Esta afinidade «agora métrica» depende de 10 funcdes gik € das 20 componentes
de T, portanto 30 fung¢des independentes.

Em resposta a uma das dificuldades anteriores “Como controlar as 40 funcGes de uma
afinidade simétrica se o0 nimero das equacgdes do campo sdo, no maximo, 16? “ podemos

concluir: (Desejavelmente 10, para um Ry simétrico.)
v A Afinidade de Christoffel, Ti=0, seja uma boa escolha (a mais simples afinidade
meétrica) ja que depende exclusivamente de 10 fungdes gik. (ver-se-a que satisfaz o

desejo de tornar simétrico Aéké/ X' e Ry)

Esta é a base geométrica da Teoria da Relatividade Geral de Einstein de 1915

“ Podemos ja dar-nos conta de que sob o ponto de vista afim ela é susceptivel de

generalizar-se em mais de que uma direc¢do.”
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Alguns factos e relagdes importantes

19; x M _
Jik:1 ° # Imk AT - JimAR =0

Na Teoria Precedente podemos identificar algumas relacdes notaveis e praticas:

Vv g;i||< =0 que se extrai de (gipg"rl_;j1 :deI_:(B 24 434 Tf 1 O O
v (B T=0 kS exilrﬁde(i-ﬂr@ gg?fﬂ_gqg_ 22,0 (09" qoseacgge®o3 97 Tm

™4 4 44T 4 4 43 no determinante g.)

-0 A2 =0
‘H@ ﬁAal
2
. . . . € I
Vv Ry é simétrico que se extrai da simetria de ‘"—KF- S LT

Ix X" 9Ix
NOTA relativa as operacoes com tensores

v A elevagdo ou descida de indices constitui uma nova operagao sobre tensores.

I _ I
Tk mpq = QgsT o

T kIm pS =g gsT Klm

Pq

Pq

(Para que a elevagéo ou abaixamento dos indices reponha o mesmo tensor é necessario respeitar-se a ordem
dos indices, em certas situagdes, € mesmo conveniente marcar-se 0s lugares vazios com pontos indicando 0s

lugares vagos a partir da esquerda: T kml _ =T k mI )

Diferentemente de alguma simetria, deveremos associar 0s 2S tensores considerando-os
como «um unico tensor» para um tensor fundamental, gix, dado! (sdo representagdes em
espacos duais)

Uma parelha de indices permite estabelecer a curiosa identidade...
lepr 0 TkFI)r;k (mais uma vez a ordem arbitrada deve ser mantida)

Fim deNota

v Estas capacidades dos tensores (e densidade) métricos g ik , ik © ﬂ - porque sao 0s

seus proprios transportados paralelamente — faz com que a composicdo das
operagdes de elevacdo, descida (1), latinizagéo e gotizacéo (2) (passagem de

densidade a tensor e v.v.) com a derivagdo invariante seja comutativa.
K _.k _ K _.ky ok —qk
@ Bi=tiUBi=ty (2 Bj=tfU P;=tj
v O tensor fundamental g™ que anteriormente havia sido definido como o menor

normalizado de um tensor covariante de ordem 2 é «0 mesmo que» que 0 tensor gi.

v Nota pratica: dg" =- g¥'g™dgg
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As Coordenadas Geodésicas

igiadqg

klz ,| qg'kmg

Continuamos com a hipétese de afinidade simétrica compativel com a métrica-gix

_\_/

BI|<Im =-

—_)——
_)_\_/

—) — —
m —
3

Yeui
—_— — —
= Q9
o<
— — —
E —
Yeui
11
[S] 2
«
=

OO0 O

Iﬁ
+
d 3
1
E

designada como teoria precedente, mas agora vamos observar a mais simples de todas,
a do simbolo de Christoffel.

Que propriedades se exibem no tensor de curvatura para esta afinidade?

E relativamente simples (ndo esquecendo que no SRG, as primeiras derivadas de gi, S40

todas nulas) verificar que o Tensor de R.C. e 0 seu tensor covariante associado sao:

i iSl& p p q 0
Bkim =9 -Eg Jis,k,m +9k|sm+9msk| Okm,l,s =
1 444442444444439

Bsklm

v Para além das duas propriedades de simetria que este tensor j& tinha a Im e a ciclica

para os indices klm, passa a ter mais duas:
v Antisimetria em sk (0 1° termo troca de sinal com o 2°, e 0 3° com 0 4°)

v Simetria pelas trocas, simultédneas, da parelha interior e da parelha exterior (i.e:

leitura da direita para a esquerda dos indices).

v N&o ha mais nenhuma simetria independente. Se houvesse ela deveria ter-se

manifestado nesta expresséo reduzida . (i.e. nas segundas derivadas.)

v Se as contarmos “cuidadosamente” o nimero de componentes independentes é 20!
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O Significado da Métrica Segundo a Teoria Especial da Relatividade

| m i
Qik:%}'%pglmC@ g= 11]1;(] g

Que significado fisico atribuir ao ds quadridimensional anteriormente usado?

A definicdo métrica que usamos de ds «transforma-se» mediante uma transformacéo

linear de dx* com coeficientes constantes e determinante nio nulo:

s =gadod 0 w?=4 @) ) TisbF5s 24149

dxk=akd®’ k=1

Na condicdo dos coeficientes a*; serem reais. Um teorema de Euler das formas
quadraticas garante que o namero de sinais (-) em (A) s6 depende dos coeficientes gix. (Obs. o

sinal de & e de g, uma vez escolhidos os gix ndo depende de qualquer transformacéo

escolhida). Sabemos ainda que esse nimero sera impar se g<O e par se g>0.

A chave deste problema que resulta na possibilidade de ds’<0 é dada pela Teoria da

Relatividade Especial com a Transformag&o de Lorentz.

n . L
O sinal de g (e a paridade do nimero de sinais - na expressdo g (2) (ﬁ]l') ?FI}%V&/&JEE 4.
k=1

também em todo o espago-tempo se continuarmos a admitir que g 0 posto que sendo

funcbes continuas ndo podem mudar de sinal.
(o que s6 pode ocorrer em pontos particulares, mas que podem sempre ser resolvidos mediante outras escolhas)

A Transformacéo de Lorentz caracteriza-se pelo facto de que a expressao seguinte seja

invariante.

(ou com sinais trocados),( formalmente é um analogo das transformacdes ortogonais em 3D)
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O Significado da Métrica Segundo a Teoria Especial da Relatividade

Na T.R.Especial j& se atribui alguma semelhanca entre as coordenadas espaciais
e a temporal, pelo que, se chamarmos ds? =- (dxl)2 - (dx2)2 - (dx?’)2 + (dx4)2ao
invariante relativo a dois pontos espago-temporais vizinhos, x* e x*+dx*, num percurso. E, se

decidirmos dar a ds (que é sempre um niimero real) o sinal de dx*, as quatro componentes

k 1 q4v2 A3
dx . - dx© dx
= Serdo uma melhor descrigdo que as trés componentes espaciais, m— m— m— )OT(UE:
ds dx® dx” dx

v Transformam-se pela transformacéo de Lorentz como as coordenadas.
v Tém um invariante de construcdo semelhante e igual 1
dodh2 dix22  d(x3)2  d(x4)2
- % - % - % + =1
ds ds ds ds

v E se chamarmos as 3 componentes espaciais e ao seu valor absoluto vy, vy, v, e v

as 4 componentes ficam:
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O Significado da Métrica Segundo a Teoria Especial da Relatividade

k
dek = X dx’
ix
(B) ds? = g dx'dxX Jds? =- d(x})2- (dx?)2- (dx®)? +d(x*)?

(A)

Quando usdmos a métrica da Relatividade Especial ou Restrita para interpretar
fisicamente o esquema matematico da Relatividade Geral (cujo nome parece indicar
ser esta mais geral que anterior) estabelecemos uma restricao a esta ultima. Na verdade
a sua validade restringiu-se a vizinhanca infinitesimal de qualquer ponto
espaco-temporal (e isto, por suposicéo, refere-se a todo o ponto — que figurara como
origem para todo o elemento de volume 4D).

As distancias/intervalos de tempo  As diferenciais das coordenadas ou suas funcoes

Uma transformacao geral de coordenadas envolve 16 coeficientes arbitrarios.

Uma T. de Lorentz envolve apenas 6 - uma R 4D(6) uma R 3D(3) e uma T(3)-.

Os 10 graus de liberdade que as distinguem dizem respeito a quatro factores de
escala sobre quatro direc¢cbes mutuamente ortogonais (3+2+1 graus de liberdade).

A TG serve-se de todos 0s pontos espaco-temporais e a forma local (A) ndo tem a
forma inalteravel (A), mas antes a (B) - na qual as funcGes gix.se alteram com o SR -.

Este estado de coisas permite concluir:

v As coordenadas do universo gerais ndo sdo adequadas para que se possa
fazer uma boa interpretacao fisica — na verdade a forma geral (B) faz com que
nem sequer seja possivel distinguir entre dois eventos pontuais (neste SR) a
distancia espacial do intervalo de tempo de dois.

v Para uma boa interpretacao fisica seremos sempre obrigados a restringir a
forma (B) a (A).
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Conclusao:

Sob que aspecto ¢é a Teoria Geral da Relatividade mais Geral que a

Especial?

Mediante uma transformacao de Lorentz podemos transformar em Zero qualquer

velocidade...

Podera fazer mais a Teoria Geral, ja que tem eventualmente que retroceder
a um sistema de referéncia da relatividade restrita, a partir do qual as gix

locais, por assim dizer, desaparecam?

As gik ndo! Mas as suas primeiras derivadas sim. As gix 6 poderiam desaparecer
mediante uma adequada Transformacdo Geral. O campo gravitico
transformar-se-ia em Zero, isto €, mediante a escolha local de coordenadas que
incorporem a aceleracdo que um corpo experimentaria naquele campo gravitico
local.

Fim de anexo
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