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Resumo

Essencialmente este trabalho pretende fazer umardalyem de problemas de
caracter ladico cuja resolucdo possa ser relacianadm a Teoria de Grafos. A
Teoria de Grafos é talvez, de entre as teorias mateas, aquela que mais se pode
usar com aplicaces ludicas, com o propdsito delwes ou compreender jogos. E
uma teoria relativamente recente, nascida no sécx\ll, e que entrou nos
programas do ensino secundario no fim do século KX¥as razdes importantes para
essa entrada: a grande aplicacdo pratica mas tansbpossibilidade de introduzir os
conceitos teoricos através de utilizacdo de jogéAssim, pretende-se com este
trabalho percorrer varios jogos onde a utilizac&gtafos € notéria. Como veremos
na parte histérica, o nascimento da Teoria de GCyadeve-se a um problema sem
interesse matematico, apenas a um entretimento, roblpma das pontes de
Koenigsberg.

No Capitulo 1 é feita uma introducado histdrica,sdevolvendo ja resultados
importantes que foram sendo estabelecidos duramsteséculos XVIII, XIX e XX.
Desde Euler, passando por Hamilton e até mais reeeente a demonstracdo do
teorema das quatro cores por Appel e Haken. No @api2 é feito um estudo de
caracter pedagogico realcando a componente didadicaogo, didatica essa que se
fez questdo que estivesse presente nesta tese.apiduto 3 € entdo desenvolvido o
aspecto matematico, neste particular a Teoria dafdé®, mediante a apresentacdo de
estratégias para abordar alguns jogos que servanoaxemplos.
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Introducao

A Teoria de Grafos é talvez, de entre as teoriatematicas, aquela que mais se
pode usar com aplica¢@es ludicas, com o propéséagesolver ou compreender jogos.
E uma teoria relativamente recente, nascida no [®¢WVIIl, e que entrou nos
programas do ensino secundario no fim do século KXas razdes importantes para
essa entrada: a grande aplicacdo pratica mas tanspossibilidade de introduzir os
conceitos tedricos através de utilizacdo de jodos.facto, sdo inUumeros os exemplos
de aplicacdo préatica de grafos. Nao h4d uma disonchra entre o que € aplicacao
pratica e o que nao é. Quando escrevemos aplicgga@asica estamos a falar da
resolucdo de problemas em areas fora da matema@Qoalquer situacdo que possa
ser modelada em funcédo de estados e onde hajaagHBerde estados ao longo do
tempo € passivel de ser resolvida mediante a @fdo de grafos e, na sua forma
mais simples, através da procura de um caminho gjmdoliza essa mesma transicao
entre estados, como no caso dos labirintos. Muitasras situacdes exigem algo
mais, exige-se uma, ou varias, caracteristicasse emaminho. Por exemplo, pode-se
ter associado a cada caminho um certo custo e pdetedescobrir o caminho menos
dispendioso, 0 que acontece em variados problemmasmtimizacdo, ou, podemos
precisar de descobrir um caminho que passe porst@sacidades, como no caso do
«problema do caixeiro viajante». Havendo uma cléegadéncia para a inclusdo de
conteudos programaticos, nas disciplinas de Matéemat que evidenciem essa
aplicacdo pratica, a Teoria de Grafos, preenchea essacteristica na perfeicdo. Além
disso, a necessidade cada vez maior de atrair acate dos estudantes, do ensino
secundario, para os temas a serem estudados torpnaracter ludico associado a
utilizacédo de jogos excelente para a aprendizagemneda.

Assim, pretende-se com este trabalho percorrerogajogos onde a utilizacdo de
grafos € notoria. Como veremos na parte historcamascimento da Teoria de Grafos
deve-se a um problema sem interesse matematiconasp@& um entretimento, o
problema das pontes de Koenigsberg. Posteriormemta, termos cronolégicos,
muitas aplicagcdes importantes houve da teoria dafogr mas também vemos que
varios jogos podem ser analisados com recurso dograO caso mais simples, ja
referido, dos labirintos onde se procura unicameatexisténcia de um caminho é o
nosso ponto de partida no desenvolvimento de eéglias para a analise dos jogos.
De facto, em varios casos, a prépria representag@dica permite encontrar mais

facilmente o caminho e resolver o problema quea@erais dificil, a um humano, sem



utilizacdo dos grafos. Neste trabalho, essa repregdo sera muito usada mesmo
para fazer referéncia ao grafo em causa e variaactaristicas do grafo se tornam
mais claras. No entanto, para poder chegar |4 teserde ter definidos alguns
conceitos. Posicionar em termos histéricos o temandsso trabalho € o objectivo do
capitulo seguinte, onde vemos ja muitas conclusddelas e de grande importancia,

guer tedrica quer pratica.
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Capitulo 1: Teoria de Grafos

1.1. Consideracoes historicas

1.1.1. Euler

Muitos dos problemas que proporcionaram o desenwwdnto da Teoria de
Grafos tiveram origem em jogos e esses jogos ddapen suficientemente o
interesse dos mateméaticos ao ponto de se criar noa teoria. Historicamente, a
Teoria de Grafos nasceu de um problema, muito coidee no século XVIII e que
podemos resumir no seguinte enunciado: «Na cidagleKdnigsberg, na Prussia, ha
uma ilha, A, rodeada pelos dois bracos do rio Pregel. EXxisteate pontes,
a,b,c,d,e, f e g que cruzam os dois bragos do rio. A questdo cdasesn saber se
uma pessoa pode realizar um passeio de tal fornemajuavesse cada uma das pontes
uma sO vez». Na cidade de Koenigsberg, actualmdfdabningrado, o rio Pregel
ramifica-se em torno de uma ilha, a ilha Kneiphefexistem varias pontes a ligar as

margens, como se pode ver na figura abaixo, umawmpublicada no século XVII.



KONINGSBERGA
'

Figura 1

Consta que a populacdo de Koenigsberg ao passsdas pontes costumava tentar
fazer um percurso que passasse pelas pontes todss uma uUnica vez. Nunca
ninguém o conseguiu e acreditava-se que tal ndopessivel. Este problema chegou
até Leonard Euler (1707-1783), um matematico suigae se interessou pelo
problema resolvendo-o e mais importante que issmegalizando-o. O pai de Euler
era um matematico mas que todavia deixou a materagiara se dedicar a assuntos
religiosos e pretendia que o filho seguisse o mescaminho. Por isso Euler
inscreveu-se na Universidade de Basileia nos cumesd eologia e de Hebraico. Foi la
que, em contacto com mateméticos conceituados, mostas suas invulgares
gualidades para a matematica. Aos 17 anos, quardaihou os cursos referidos, o
seu pai tentou que ele se afastasse da matematas anintervencdo de alguns
professores de matematica convenceram-no a deixfdlho prosseguir os estudos na

area da matematica. Assim, aos 19 anos, publiceew primeiro trabalho original e
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apresentou-o em 1727 na Academia Francesa num c¢sacsobre o tema da
mastreacao dos navios. O seu trabalho ndo ganhfmu eriticado por ser unicamente
tedrico.

Euler candidatou-se a catedra de Matematica nondlede Basileia e nédo foi
nomeado. Mas o0s seus amigos Daniel Bernoulli (11@82) e Nicolas Bernoulli
(1695-1726) que se tinham estabelecido em S. Peteg® propuseram um lugar a
Euler e assim, a partir de Maio de 1727, Euler pasa viver na RUssia, onde casou
em 1734 com Katharina Gsell e da qual teve 13 fslhnas apenas 5 passaram da
infancia. Em 1740 Euler era jA um conceituado mattBoo tendo conquistado por
duas vezes, em 1738 e 1740 o Grande Prémio da Acideée Paris. A sua fama
originou um convite para ir leccionar para Berliognvite que recusou inicialmente.
Mas devido aos tumultos politicos na Russia acapouir para Berlim em Julho de
1741. Quando, em 1759, morre o director da AcadedgaBerlim, Euler assume a
lideranca da Academia mas sem o titulo de Presielelim 1766 regressa a S.
Petersburgo mas comeca a ter dificuldades de ve®@ando completamente em 1771.
Apesar disso continua a produzir matematica convaodm a ajuda de um seu filho,
Johann Albrecht Euler e mais dois membros da acaaele S. Petersburgo, para os
escrever. Apés a morte de Euler em 1783, a Acadeaiei&. Petersburgo continuou a
publicar os seus trabalhos durante cerca de 50.anos

A contribuicdo de Euler para o desenvolvimento Matematica € enorme mas
neste trabalho estamos especialmente interessadosnemdo como ele resolveu o

problema das pontes de Koenigsberg.
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Figura 2

A figura acima mostra um diagrama do problema damo foi colocado a Euler
mas ele procurou uma resolucdo que permitisse geizarcdo para um problema que
considerasse um numero qualquer de regides de ®iteenbém um numero qualquer
de pontes unindo-os. No caso particular de Koeneéggltemos quatro regides de terra
e sete pontes. Designando as regides de terragioad maiusculas, A, B, C e D, uma
caminhada pelas sete pontes seria representadaupta sequéncia de 8 letras
mailsculas indicando as regides de terra por oredlpassava. Assim, ir de A para B
por uma das suas pontes representar-se-ia por ABndCse pretendia que se passasse
por todas as pontes uma unica vez entdo teriamosodstruir uma sequéncia com
oito letras, usando as letras A, B, C e D, aparédoea combinacdo AB (ou BA) duas
vezes, pois h4d duas pontes entre as regides A AnBlogamente a combinacdo AC
(ou CA) apareceria duas vezes, enquanto que apae@penas uma vez qualquer
uma das combinacdes AD (ou DA), CD (ou DC) e BD (@B). Euler quis primeiro
analisar se existiria tal possibilidade procurandoa regra para tirar essa concluséo.
Considerando agora o problema do ponto de vista uthea certa regido que
chamaremos A e a qual estava ligada por um deteadunnimero de pontes, que
designaremos pomn, pontes essas que ligavam a regido A a qualqueraoregiao,
gue sera sempre designada por X, independententprdkeseja. Pretendemos analisar
uma sequéncia que represente uma caminhada pors assgontes. Sen=1 entédo
temos de passar por A exactamente uma vez poisroupgo ou comeca em A e acaba

em X ou comeca em X e acaba em A. 8e er8ado, quer comece em A ou em X,
16



passaremos por A duas vezes pois sera AXAX ou XA n= 5as hipoteses sédo
AXAXAX ou XAXAXA portanto passaremos por A trés veg. Mais geralmente, se

€ impar entdo a sequéncia tera sempre comprimearto, qué seré par, e metade dos

. ~ . . . . N+l
quais sdo A’s sendo a outra metade X’s. Assim evastT A’s. Ora, no problema

particular das pontes de Koenigsberg existem 5 e®mjue conduzem a regido A da

figura, por isso essa regido tem de aparecer 3 s.efe mesmo raciocinio permite
elaborar a tabela seguinte:

Tabela 1
Regiédo N° de pontes N° de vezes que aparece nasepu
A 5 3
B 3 2
C 3 2
D 3 2

Teriamos de formar entdo uma sequéncia de comprioneito com trés A’s, dois
B’'s, dois C’'s e dois D’s. Mas isto é impossivel p@+2+2+2=9% 8.

Deste modo fica resolvido o famoso problema dastps de Koenigsberg. No
entanto, Euler analisou também o caso deser par separando-o em dois casos:
comecar em A ou ndo comegar em A. 8¢ eZXomeca em A entdo temos AXA,
havendo dois A’s mas se ndo comeca em A entdo teX#os, havendo apenas um A.
Sen=4e comeca em A temos AXAXA, havendo trés A’s masng® comeca em A

entdo temos XAXAX, havendo apenas dois A’s. Em ¢esandon par, o numero de

vezes que aparece o A—rzé se ndo se parte de A e segékl se se parte de A.

O método proposto entdo por Euler para, num casoalg decidir se existe
solucao seria:

1° - designar as diferentes regides de terra ptmak, A, B, C, D, ...;

2° - tomar o numero total de pontes, aumenta-loudea unidade e escrever o
valor resultante na parte superior do papel;

3° - escrever as letras das regides numa coluem érente de cada letra o numero

de pontes que conduzem a cada regido particular;

4° - colocar um asterisco junto de cada letra qoeesponde um numero par;
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5° - numa terceira coluna colocar a frente de cadmero par a sua metade e, a
frente de cada numero impar a metade da soma dessero com uma unidade;

6° - somar os numeros da terceira coluna.

Se a soma obtida no 6° passo é superior ao numeotado no 2° passo entdo nao
existe o trajecto pretendido. Se a soma € igualnamero anotado entdo existe o
trajecto mas deve comecar numa regido que nédo texsharisco. Se a soma € uma
unidade menor que o numero anotado entdo existajedto mas deve comecar numa

regiao que tenha asterisco.

No seu trabalho, Euler, apresenta ainda um exeniigltdicio para mostrar como

proceder noutros casos. Considerando a figura sggui

Figura 3
Temos agora quinze pontes designadassQh, ¢, &, e, ¢, ¢, 4, ¢, 7, ¢, m, w, 0, ¢ £,

gue unem seis regides designadas por A, B, C, B,FE Seguindo os passos descritos
atras elaboramos a seguinte tabela:

Tabela 2

Numero toal de pontes adicionado de urnl15+1=16
unidade
Numero de pontes que conduzem a cada regjido
A* 8 4
B * 4 2
C* 4 2
D 3 2
E 5 3
F* 6 3

Soma: 16

18



Como a soma da terceira coluna é igual ao numarotado na parte superior
entdo é possivel efectuar um passeio passandoom@stas pontes uma Unica vez mas
esse passeio deve comecar numa regido que nao esSthasco.

Euler apresenta também, além da justificacdo digtércia, um possivel trajecto
nas condicdes pedidaszE£BeFZAeF{C4A4C:DiAmE«A£BaE¢D. Aqui Euler alterou a
sua notacdo indicando por letras mindsculas entsemmilsculas as pontes que
atravessam cada par de regides. Isto mostra quepeleebeu rapidamente uma
dificuldade na notacdo anteriormente apresentadau@®mente s6 no caso de grafos
simples (grafos sem lacetes nem arestas multipdasdstume indicar os trajectos por
uma sequéncia apenas de vértices. Baseado no fiateoque fez para elaborar este
método, Euler, continua apresentando um método mmamples. Ao contar as pontes
para preencher a segunda coluna cada ponte é cartads vezes, pois se ela une as
regibes X e Y é contada uma vez na regido X e oua na regidao Y. Assim a soma
dos numeros da segunda coluna é necessariamenteboo ddlo numero de pontes,
portanto um numero par. Se nessa coluna existirémaros impares serd sempre em
namero par, caso contrario a soma seria impar. rAsei niumero de regides sem
asterisco € sempre par. A soma dos numeros da sieguoaluna adicionada de duas
unidades e posteriormente dividida por dois da gatoriamente o niumero escrito na
parte superior da tabela. Ora, se nédo existiremidmeyy sem asterisco entdo, na
terceira coluna, estd sempre metade do numero danska coluna, logo a soma da
terceira coluna sera inferior ao numero escrito peate superior da tabela e sera
sempre possivel atravessar todas as pontes indepéemiente da regido onde se
comece. Se ha duas regides sem asterisco entdaninka pretendido sera possivel
desde que se comece por uma regido com um numeparimde pontes. Como, para
preencher a terceira coluna, se considera nas esgidom asterisco a metade do
namero da segunda coluna e, nas regides sem asterss metade do numero da
segunda coluna adicionado de uma unidade entdonesa stessas metades sera uma
unidade superior ao numero de pontes, logo iguah@mero escrito na parte superior
da tabela. No entanto se o numero de regides sdariaso for superior a dois entao
a soma da terceira coluna ja € superior ao numexr@alrte superior da tabela logo
ndo existira o trajecto nas condi¢cdes pretendidas.

Depois destas explicagcfes Euler da entdo as regaas num caso geral averiguar

a existéncia dos trajectos de forma simples:
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- Se had mais de duas regibes com um numero impapohtes entdo ndo existe o
trajecto nas condi¢cdes pedidas;

- Se ha so6 duas regibes com um numero impar deéegoentdo existe o trajecto
nas condicdes pedidas desde que se comece numasddgas regides;

- Se ndo ha regibes com um numero impar de pomtetfio o trajecto nas
condicdes pedidas existe independentemente da ocegn@e se comece.

Euler dava aqui por completa a resolucdo do pramaenicialmente proposto. No
entanto ele ainda teceu algumas consideracfes smbnedo de encontrar o trajecto
nas situacfes em que esse trajecto existe. Em promegar deve-se eliminar pontes
aos pares quando esse par ligue as mesmas red)@p®is de eliminar todos os pares
nestas condi¢cbes fica facil determinar o trajectoawés das restantes pontes. De
seguida é s6 aumentar o trajecto de modo a passlaspontes eliminadas o que sera

sempre féacil.

1.1.2. Vandermonde

Em 1771 Alexandre Vandermonde (1735-1796) publicam trabalho onde
procura descobrir trajectos ao longo de posicOepldmo e do espaco. Para isso ele
divide o plano em zonas obtidas pela interseccéo fai@kas criadas por rectas
paralelas ou planos paralelos no caso do espacionteinsional. Ele representa essas
zonas por pares ou ternos de nUumeros inteiros e assas representacdes para
resolver os problemas propostos em lugar das figutas regides em causa. Como
exemplo ele particulariza ao caso do movimento dagalos no xadrez, um problema
gue ja tinha sido resolvido por Euler em 1759. @ldema é o seguinte: «Como pode
um cavalo do xadrez passar por todas as casas umta ez comecando e acabando
na mesma?». Vejamos a resolucao proposta por Vamnalede.

Designamos as 64 casas do tabuleiro de xadrez cEmadica na figura.
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8 8 8 8 8 8 | 8 8
1 2 3 4 5 6 | 7 8
7 7 7 7 7 707 7
1 2 3 4 5 6 | 7 8
6 6 6 6 6 6 | 6 6
1 2 3 4 5 6 | 7 8
5 5 5 5 5 5| 5 5
1 2 3 4 5 6 | 7 8
4 4 | 4 4 4 4 | 4 4
1 2 3 4 5 6 | 7 8
3 3 3 3 3 3| 3 3
1 2 3 4 5 6 | 7 8
2 2 2 2 2 2 | 2 2
1 2 3 4 5 6 | 7 8
1 1 1 1 1 11 1
1 2 3 4 5 6 | 7 8
Figura 4

Temos entdo que, um trajecto pelas 64 casas doléalo sera uma reordenacao

111 ---12 2 --- 88 -.- 8 .
dos 64 pares:; , obedecendo a regra do xadrez para
123 ..812 -1 2 ... 8

. . , . a atl at2
o movimento do cavalo, isto €, a seguir ao pampode estar o par ou .
b b+2 b+l

Notam-se aqui simetrias pois se tivermos dois dbssende trajecto do cavalo no
tabuleiro tendo um sido obtido do outro por troeXdpor 8, 2 por 7, 3 por 6, 5 por 4
e vice-versa em cima, em baixo, ou em ambos temwasdfiguras simétricas. O

método proposto por Vandermonde usa essas simetbhasemos escolher ao acaso

o S : : : :
uma primeira casa, no exemplo del5e., A partir desta, por simetria, obtemos mais
R 4 5 4 5
trés casas,s, 4 e 4 Voltando ao5 escolhemos, de novo ao acaso, uma casa par:
4 ]
onde se possa legalmente mover o cavaéo,e construimos as correspondentes

. . 5 4 5 _ . . . a
S|metr|as,3, 5 e 5 Dispomos os pares em quatro linhas, na primeima sequéncia

de pares obedecendo a regra do movimento do caealmas linhas inferiores as

correspondentes simetrias, como representado abaixo

5421321312431243
5342131231245786
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4578678687568756
5342131231245786

5421321312431243
4657868768754213

4578678687568756
4657868768754213

Podemos agora justapor a primeira com a quarta ®egunda com a terceira
obtendo,

54213213124312434578678687568756
53421312312457864657868768754213

45786786875687565421321312431243
53421312312457864657868768754213

Estas duas sequéncias ndo se podem justapor obedeca regra do movimento

do cavalo, mas podemos tentar intercalar na primegequéncia a segunda.

. . .. 2 1 a
Vandermonde fez isso entre os terceiro e quartodmprlmelra,4 e 5" A sequéncia

obtida corresponde ao desenho da figura abaixo.
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Figura 5

1.1.3. Hamilton

Em 7 de Outubro de 18566, William Hamilton, numarta destinada ao seu amigo
Graves, comunicava a sua descoberta mais recentguee no ano seguinte, deu
origem a um jogo que foi vendido a um grossista jdgos e puzzles. Hamilton
chamou ao jogo «lcosian Game» derivado de uma pal@gvega que significa vinte.
Esse jogo constava de um tabuleiro com vinte funagdos por linhas e vinte pecas,

numeradas de 1 a 20, para colocar nos furos, coanm@stra na figura abaixo.
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Figura 6

As regras do jogo colocavam varios problemas. Hhwae apenas um jogador o
objectivo seria colocar as vinte pecas nos vinteosupor ordem, de modo que duas
pecas com numeros consecutivos estivessem em fquesfossem unidos por uma
linha e além disso a ultima também uniria com ammira. No caso de haver dois
jogadores, o primeiro a jogar colocava cinco peeascinco furos consecutivos e o
segundo jogador deveria completar a sequéncia, seram furos ligados, de modo a
terminar num furo ligado com o inicio da sequéncanecada pelo primeiro jogador.
Qualquer que seja a jogada do primeiro jogadoregusdo tem sempre pelo menos
duas possibilidades de resposta bem sucedida mms,alguns casos, tem quatro
hipoteses de resposta. Um outro problema, para ghgadores, permite ao primeiro
jogador colocar trés pecas em sequéncia e escolhefuwo dos vazios onde o
adversario devera terminar a sequéncia. Este proalpermite ao segundo jogador
ter uma, duas ou quatro hipoteses de resposta diepaelo das escolhas do primeiro
jogador. No entanto, o primeiro jogador pode airfdaer escolhas que ndo permitem
gualquer hipotese de resposta ao adversario, galthassim 0 jogo.

Como veremos em secc¢des posteriores, 0 que estidemt jogo é a descoberta de
trajectos especiais que ficaram conhecidos commexde Hamilton.
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1.1.4. Teorema das quatro cores

Depois do problema da pontes de Koenigsberg, oget®a das quatro cores é o
mais famoso problema de Teoria de Grafos. Este lgrmobh teve origem, em 23 de
Outubro de 1852, na correspondéncia entre HamikoAugusto De Morgan (1806-
1871), problema esse que foi levantado por um aldede Morgan. O seu enunciado
era aproximadamente o0 seguinte: «porque razao, daatividimos qualquer figura
em zonas coloridas, de modo que duas zonas queatenfnonteira comum fiquem
com cores diferentes, precisamos, no maximo, detrguaores». Esse aluno era
Frederick Guthrie mas realmente o criador do protdefoi um seu irmao, Francis
Guthrie (1831-1899), que facilmente deu um exempl® um mapa onde sejam
necessarias 4 cores, mas nao provou que nao exishdhum mapa que obrigue a
utilizacdo de mais de 4 cores. Conjecturou essdofac foi o primeiro a falar na
«conjectura das 4 cores».

Posteriormente foram muitos os matematicos, cédsbd menos célebres, que se
dedicaram a tentar demonstrar o teorema das 4 cokethur Cayley (1821-1895)
publicou em 1879 um artigo na Royal Geographicati8ty onde explicava as razdes
gque o levavam a supor que a conjectura seria falg@ae ndo haveria mesmo nenhum
niamero minimo que fosse suficiente para colorir Iquar mapa. J4& Alfred Kempe
(1849-1922), que foi aluno de Cayley, estava comvéoa do contrario e publicou
mesmo uma prova do teorema das 4 quatro cores guaugbs correcta durante onze
anos, até que Percy Heawood (1861-1955) Ihe apontowerro na demonstracado. Nas
proximas linhas descrevemos aproximadamente o cdoio de Kempe. Considere-se
todo o mapa ja colorido excepto uma regido, queafalolorir. Suponhamos que essa

regido esta rodeada por quatro outras regides coanfigura abaixo.

B

(amarelo)

A

(verde)

C

(vermelho)

D

(azul)

Figura 7
O tracejado na figura simboliza que «algo se passa exterior do desenho mas
gue nado sabemos o qué. Ora, duas coisas podem exarnnesse exterior. Ou as
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regidbes A e C se tocam tendo uma fronteira comunmaundo acontece. Se isso nédo
acontecer entdo podemos colori-las ambas de veudanobas de vermelho libertando
uma cor para a regiao central. Isso jA ndo podefedo se as regifes tiverem uma
fronteira comum. Mas, tendo-a, entdo existira uradeia continua das regibes A e C
até se tocarem impedindo que haja uma fronteira wmonentre as regides B e D e
podemos usar a mesma cor agora nestas regifestdiobs também uma cor para a
regido central. Este tipo de argumento ficou contiteccomo o método das cadeias de
Kempe e é usado frequentemente no seu artigo on@géesdemonstrar o teorema das
4 cores. Kempe tem de analisar varias situacdoes@&wdod encontrou-lhe um erro no
caso onde cinco regi6es rodeiam uma regido porrénl® artigo de Heawood néo é
apenas destrutivo, pois Heawood mostra ainda qudama cinco cores para colorir
gualquer mapa. Apesar disso o trabalho de Heawoad foi acolhido com muito
interesse e houve até varios trabalhos posterignes apresentavam a demonstracao
de Kempe como estando correcta.

Depois do insucesso desta demonstracdo passou-ethaa para a Teoria de
Grafos de outra forma e considera-se que foi ogtinla maturidade para uma teoria
gue era recente. Os matematicos ndo desistiramedéat provar a conjectura das
guatro cores, mas procurou-se formulacdes alteviastdo problema de modo a poder
usar técnicas de outros ramos da matematica. Exerdgso foi um artigo, ainda de
Heawood onde ele tenta usar sistemas de congrugndieawood comeca por
considerar apenas mapas onde ndo ha pontos emeju®geem mais de trés paises e
0s pontos onde se tocam trés paises correspondemvérdices de um grafo cujas
arestas sao as fronteiras unindo dois paises. Dmst@o define um grafo chamado
trivalente, por todos os vértices serem incidentem trés arestas. Depois supde que

a cada vértice estd associado um numero do conj§nig1} e elabora a seguinte

proposi¢cdo: para cada regido, a soma dos valoregcaasdos aos veértices que limitam
essa regiao é um multiplo de 3 se e s6 se o0 map@aosge colorir com, no maximo,

guatro cores. Heawood gastou muito do seu tempstadar sistemas de congruéncias
e publicou mais artigos dedicados a esse tema nuagan conseguiu grande sucesso
na utilizacdo desses resultados na demonstragdoodgectura das quatro cores. No
inicio do século XX essencialmente procurava-se eaolucdo do problema com

argumentos topolégicos e algébricos e eram espm@ate o0s matematicos

americanos que estudavam este problema. Oswald evel§ll880-1960) e George

Birkhoff (1884-944) interessaram-se também muitdopproblemas das quatro cores
e 0 seu estudo desenvolveu areas da matematica @m@@ometria Projectiva e a
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Geometria Diferencial. Em 1912 Veblen publica umtige «An application of
modular equations in analysis situs» e no fim deasdégo ele proprio explica em que
sentido o trabalho dele pode ser considerado ummeigdizacdo dos sistemas de
congruéncias de Heawood. No mesmo ano Birkhoff ppeblm artigo «A determinant
formula for de number of ways of coloring a map»denaplica as técnicas das
cadeias de Kempe e de redutibilidade de mapas osd@le apresentadas varias
proposicdes sobre o modo de colorir mapas mas agecotmra das quatro cores
continuava por demonstrar. Em 1922, Philip Franklir898-1965) publica um artigo
«The four color problem» na sequéncia dos trabalhpnteriores onde estuda varias
configuracdes de mapas e as possiveis situacOeediecdo. Mostra nesse artigo que
qualquer mapa com um maximo de 25 regifes podecsbarido com quatro cores no
maximo.

Hassler Whitney (1907-1989) publica no Bulletin &merican Mathematical
Society, em 1932, um artigo «A logical expansion an mathematics». Whitney
procura desenvolver o seu trabalho de modo que @osar grafos e ndo mapas. Para
ele uma coloracdo de um grafo € uma atribuicdo deegx aos vértices do grafo de
modo que vértices unidos por uma aresta tenhamscditerentes e representa por

M(A) o nimero de formas de colorir um dado grafo usaddoores.M é uma fungéo

polinomial e é conhecido pelo polindbmio cromatice dm grafo. Também Birkhoff
voltou ao estudo da conjectura das quatro cores coma abordagem semelhante e

apresenta um polindmio, na variavédl, mas em funcdo do niumero de regid@s,do
grafo. Ele prova que para= (&mos Pn(A):A(A —1)(/1—2)(/1—3)”_3 para qualqueriz 4
O que se pretende € concluir que 4 ndo é solucdcequeacdo, na incégnitadl,
Pn(A):O, qualquer que sejm> ,3Jois dai decorreria o teorema das quatro corea. O

isso aconteceria se a expressao de Birkhoff foaggbhtm valida parad= 4

A redutibilidade dos grafos era o caminho tracgdoa demonstrar o teorema das
guatro cores e foi nesse sentido que se trabalbep.ois de Franklin ter demonstrado
a validade do resultado para mapas com um maxim®%seaises, em 1926, C. N.
Reynolds demonstra o resultado para 27 paises, ® tle novo Franklin demonstra
para 31 paises, em 1938, C. E. Winn demonstra B&rgaises e em 1968, Oystein
Ore e Joel Stemple demonstram para 40 paises.

Em 1976, Kenneth Appel e Wolfgang Haken consegugravar que qualquer
grafo é redutivel a uma de 1478 configuracdes lesie usaram um programa de

computador para analisar a possibilidade de coledses 1478 mapas com 4 cores,
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no maximo. Estava finalmente «demonstrado» o te@ae@s 4 cores. No entanto esta
demonstracdo ndo agradou a todos por fazer usotdeagdo do computador. A
necessidade de utilizagcdo do computador resultafaddo de ser impossivel ao ser
humano no seu tempo de vida analisar todas as lebfffiguracbes. Por isso 0s
matematicos continuaram a investigar o tema e, @841 Paul D. Seymour, Neil
Robertson, Daniel P. Sanders, Robin Thomas consagm®strar a possibilidade de
reducdo a 663 configuracdes mas ainda assim precida auxilio de computadores
para as analisar.

Permanece assim em aberto a questdo de encontrardemonstracdo do teorema
das 4 cores que possa ser seguida pelo ser humamaoidcipio ao fim, sem utilizar o
computador para efectuar a analise de todas asigor#¢cdes possiveis.

1.1.5. O carteiro chinés

De algum modo relacionado com a questdo vista iahtmcente de encontrar
trajectos que percorressem todas as arestas derafo gsta um outro problema, que
também ficou famoso em termos histéricos, que éablema do carteiro chinés. Este
problema foi posto pelo matematico chinés Mei-Ko &wem1962. E o seguinte: “Um
carteiro sai do correio com as cartas para disiribla sua area. Tem de percorrer
todas as ruas pelo menos uma vez e pretende escahhecaminho tdo curto quanto
possivel”.

Se estivermos perante um grafo onde exista umettaj que comece e acabe no
mesmo Vértice, passando por todas as arestas, equatguer um desses trajectos
serve pois 0 caminho mais curto serd passar umaaiwnéz por cada aresta. No caso
de ndo existirem trajectos nessas condi¢cdes, epta escolher qual o mais curto
temos de associar a cada aresta do grafo um cemoeno, chamado peso, e por isso
estamos perante um problema que lida com grafosages Cada rua sera
representado por uma aresta e intersec¢gfes entrg corresponderdo aos veértices.
Para tratar o problema tal como foi colocado entécada aresta associaremos um
namero que corresponda ao comprimento dessa ruderRos, no entanto, perceber
aqui uma generalizacdo a varias situacfOes pratooede o0 peso de cada aresta seja

um qualquer atributo que se pretenda optimizar.
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1.1.6. O caixeiro viajante

Relacionado agora com os trajectos de Hamiltonagmutro problema também
historicamente famoso que é o problema do caixeiejante: “Um caixeiro viajante
pretende visitar varias localidades uma uUnica vezgressar a sua cidade. Pretende
fazé-lo da maneira mais econdmica.”

Este problema pode ser modelizado por um grafoagese admitindo que existe
ligacdo entre quaisquer duas das localidades ept@oisamos de encontrar ciclos de
Hamilton num grafo completo e esses caminhos erdstisempre. Trata-se de entre as
varias hipoteses encontrar o menos pesado, ou pbrosmais curto, ou por ser o

menos dispendioso.

1.1.7. Perseguicoes em flippers

Mais recentemente, uma promocao de vendas usodasjigseados em mesas de
flippers. O desafio em cada caso é encontrar umichma volta da mesa pontuando

0 mais possivel. Consideremos a figura abaixo geEresenta uma possivel mesa de

flippers.
ﬁ1oo
25
35 30
75
10 25
20
15
50 40O
Figura 8

Este jogo pode ser resolvido por etapas, todas eédacionadas com Teoria de
Grafos. Na primeira etapa constroi-se um grafo espntando cada quadrado por um
vértice e arestas ligando vértices de quadrados tprrdham algum lado comum,
portanto ndo se pode andar na diagonal nos flippBesseguida pretende-se construir
um trajecto passando uma uUnica vez por cada védienodo a atingir a maior soma
de pontos. Como veremos na parte tedrica estedtajeorresponde a um caminho de

Hamilton.
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1.2. Consideracoes tedricas

A representacdo visual dos exemplos atras apraslest € geralmente suficiente
para compreender o conceito de grafo e a sua peksplicacdo a situacdes do
guotidiano. No entanto, e apesar de neste trabadlsbarmos interessados em
aplicacbes ludicas, ao desenvolver uma teoria, eessitando de demonstrar
eventuais teoremas, surge muitas vezes a necessidadnatematizar (leia-se tornar
abstractos) certos conceitos. Foi isso que acontem@m a Teoria de Grafos e os
proximos paragrafos apresentam a teoria que vamesessitar ao longo deste
trabalho.

Um grafo é um terno(V,A¢) ondeV e A sdo conjuntos finitos ndo vazios e
o: A - 2(V) tal que (DaDA)u,vOV):¢(a)={u,v}. Os elementos d& chamam-se
vértices e 0os elementos déA chamam-searestas Uma arestaa para a qual exista

vV tal que ¢(a)={v} chama-se umacete Quando, parai,vOV temos mais do que

um elemento emp*({u,v}) chamamosarestas maltiplas a esses elementos. Um grafo

gue nao tenha lacetes nem arestas multiplas dizrsgrafo simples

Sejamu,vdV e a,b0A. u e v dizem-sevértices adjacentesquando existecOA
tal que q)(c):{u,v}. a e b dizem-searestas adjacentesquando existew[dV tal que
wOé(a)n ¢(b). O vérticev e a arestaa dizem-seincidentesquandovi¢(a).

Um grafo vazio € um grafo sem arestas e unafo completo € um grafo onde
guaisquer dois vértices distintos sdo adjacentes.

O grau de um vérticevdV defini-se como send®i +j ondei é o numero de
lacetes incidentes comv e j € 0o numero de arestas, que nao sejam lacetes,

incidentes comv.

Um passeioé uma sequéncia alternada de vértices e arestascgmeca e acaba
com um vértice e tal que, quaisquer dois elemerdossecutivos, nessa sequéncia,
sdo incidentes. O passeio diz-fechado quando o primeiro e o ultimo vértice dessa
sequéncia sdo o0 mesmo.

Um atalho é um passeio que nao repete arestas.

Um caminho € um passeio que nao repete vértices.

Um circuito é um passeio fechado que passa por todas as arddtaatalho de

Euler é um atalho que passa por todas as arestascidenito de Euler € um atalho

fechado que passa por todas as arestas.
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Um ciclo € um passeio fechado que nado repete vérticesiores. Umcaminho
de Hamilton € um caminho que passa por todos os vértices.clidlo de Hamilton é
um ciclo que passa por todos os vértices.

Um grafo diz-sesuleriano quando possui algum circuito de Euler.

Um grafo diz-senamiltoniano quando possui algum ciclo de Hamilton.

Um grafo diz-seconexo quando, para quaisquer dois vértices existe uns@ias
que comeca num vértice e acaba no outro.

Dado um grafo podemos criar, a partir dele, outgnafos. Aqui vamos precisar
das seguintes defini¢des.

SejaG=(V,A,<D) um grafo eBO A, ndo vazio. Chamamografo eliminacdode B
a um novo grafo, que se representa [+ B, e se define p0|G—B:(V*, A*,CD*) onde
V¥=V, A=A\B e ®»*=0,,. Se B:{b} representa-se usualmen®-B por G-b.
Portanto temos um novo grafo onde se retiram asstase que estdao enB mas
mantemos todos os veértices.

SendoaldA com ®(a)={u,v} e u#v chamamografo contracgdode a a um novo
grafo, que se representa pdkla, e que se define porG@z(V*, A*,d)*) onde
vx*=V\{u}, A =A\{a} e, para bOA *se ®(b)={uw} define-se ®*(b)={v,w} e se
uD®(b) define-se®*(b)=d(b). Na pratica isto corresponde a eliminar uma aresta

juntar os dois vértices dessa aresta num soé.
De seguida duas proposi¢cdes com muita utilidad&ipa e que serdo usadas em

algum dos nossos exemplos ludicos posteriores.

Proposicao:

Um grafo conexo é euleriano se e s6 se ndo tertiogs de grau impar.

Proposicao:
Num grafo conexo existirA uma atalho de Euler s&bese, no maximo, tiver dois

vértices de grau impar.

Na futura seccdo onde focaremos coloracdo de mapass precisar da seguinte

teoria.

SejaG=(V,A,<D) um grafo ekON. Uma k-coloracdo de vérticesé uma funcéo

c:V - {lZ,...,k}. Umacoloracao prépria € uma coloracédo tal que, see v sao dois
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vértices adjacentes entadu)#c(v), isto é, vértices adjacentes tém cores diferentes.
G diz-se k-colorivel quando possui algumak-coloracdo propria. Onuamero
cromatico de um grafo,G, € o menor valor dek tal que G é k-colorivel, e
representa-se pO)v((G).

Como ja tinhamos visto na secc¢édo histérica, aipam principio do século XX, o
«ataque» a demonstracdo do teorema das quatro dmassava-se na utilizacdo de

argumentos topologicos e algébricos. Para esse ath@b temos as seguintes

definicdes e resultados.
Num grafo G, para kON, o numero de k-coloracbes proprias distintas
representa-se pom'k(G). A proposicdo seguinte é imediata a partir dasirdebes

envolvidas.

Proposicéo:
Seja G um grafo comn vértices. SeG é vazio entdo, parakdN, temos

7.(G)=k". Se G é completo entéo, para kON, temos

7(G)=kx(k-1)x(k-2)x..x(k-n+1) sek=n, e 7(G)=0 se k<n.

Vamos agora apresentar dois resultados importangedefinicdo de polinémio

cromatico e consequentemente na determinacdo deendieromatico de um grafo.

Proposicéao:
Se G é um grafo simples ndo vazio entdo, para qualqaegsta a temos,
7,(G)= (G -a)- 7 (G @).

Proposicéo:
Seja G um grafo com n vértices. Entéonk(G) € um polindbmio monico, na

variavel k, de graun de coeficientes inteiros sendo 0 o termo indepeaneeAlém

disso os coeficientes alternam em sinal.

Nas condi¢cdes das proposicdes anteriores, o polinp na variavelk, n'k(G)

chama-sepolindmio cromatico do grafo G.
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Capitulo 2: Jogos

Falar em jogos duma forma geral € falar em pensar,divertir-se, em relacionar-
se com outros.

Na aprendizagem o0 jogo esteve sempre associadeia de transmitir conhecimentos duma
forma mais leve e dindmica, a ideia de quebrar cene monotonia e austeridade.

Neste sentido a tematica do jogo ja foi explomas mais diversas formas e perspectivas.

2.1. O jogo e o ser humano

O jogo tem, sobre a crianca, o poder de um exemarauniversal: facilita tanto o
progresso de sua personalidade integral, como ogvesso de cada uma de suas
funcdes psicolégicas, intelectuais e morais.

Jacquin, 1965

O jogo é uma actividade tdo antiga como o Homene &sta ligado ao impulso
lddico do homem, traco de personalidade que peestdsde a infancia até a idade
adulta. Como tragco de personalidade ele encontrasua fundamentagdo em
caracteristicas bioldgicas, culturais e sociaisséo humano.

Do ponto de vista bioldogico o jogo aparece rela@do com a diferente
complexidade das habilidades necessarias para eesbdéncia. E possivel constatar
que as espécies bioldgicas mais avancadas na eddalgenética brincam mais
quando sdo adultas, como por exemplo os ledes. &&pEcies inferiores, como nos
insectos, existe uma passagem rapida ao estadotogdwltravés do treino de
habilidades. Parece assim que o jogo estid ligadé pecesséario a aquisicdo de
estratégias para um desenvolvimento adulto, ondemplexidade tem lugar.

No caso especifico do homem o papel do aspectoctid mais ambiguo embora
necessario. Uma consequéncia desta necessidadefe&ito aparentemente conflituoso
no trabalho humano, como actividade de sobrevivén8ie por um lado a componente

ludica parece indispensavel para se poder adgmeairor complexidade para trabalhar



e sobreviver, por outro lado a necessidade do laditasa o momento de estar apto a
trabalhar em pleno, como adulto. Assim, no ser hmonasta dualidade jogo-trabalho,
uma vez que estamos no topo da escala da compld&idaolégica, é ambigua e
conflituosa quanto a proeminéncia de um ou outnoargfo a oportunidade de cada um
e quanto a conveniéncia ou nao da distincdo ennrbos.

Reflexo desta ambiguidade sdo as posi¢cdes de sl@uiores. Freinet critica o
trabalho sob a forma de jogo ( jogo-trabalho ) evagh um trabalho criativo (
trabalho-jogo ), pois para ele transformar o trdlwalem jogo € admitir
implicitamente que o trabalho € impotente para edue dar realizacdo pessoal. Leif
e Brunelle (1978) criticam também a interpenetracéotre jogo e trabalho,
defendendo antes uma complementaridade. No entamat@ Kangas e Solomon a
distincdo entre jogo e trabalho é algo nebuloso.

Todos estdo de acordo que o jogo, no ser humapatéen caracteristicas que
introduzem um elemento cultural e social importanfeum dado adquirido que jogar
contém elementos de socializacdo e de aquisicdmedeas e de valores. No entanto a
guestdo de qual a contribuicdo do jogo, do elemelitdico, para esses aspectos
cultural e social ja ndo relune consenso.

Se é verdade que o0 jogo contribui para criar eedegslver mitos, simbolos e a
aprendizagem de regras, contribuindo para o comhento das coisas, das relacdes
entre as coisas, e portanto para a adaptacdo soaiaklevancia desse contributo

difere de autor para autor.

2.1.1. O Jogo

Encarando a perspectiva cultural e social do jogoopria do ser humano,
interessa referir duas caracteristicas fundamentdis jogo, que o faz ser
indispensavel tanto na sua capacidade de repregc&ota interpretacdo do real, como
na aprendizagem do Homem como ser social: 0 acas® regras.

Sobre o acaso, € evidente essa caracteristicaJ/lsamos em redor. Ela aparece
nas formas de organizacdo das estruturas vivas, ne dversas formas do
comportamento social dos seres humanos.

Quanto as regras, elas aparecem nas leis natumais,interac¢cdes sociais e nas
tomadas de decisdo, e sdo passiveis de aprendizé@emontrario do acaso, do qual

apenas podemos estudar as consequéncias).
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Além destas duas caracteristicas fundamentais, amalisar-se um jogo a
perspectiva que se toma implica uma classificacammacterizacdo diferentes e uma
analise diferenciada para duas questdes fundam&ntai

- Qual o objectivo do Jogo?

- Qual deve ser o comportamento dos jogadores?

Conforme nos situemos numa perspectiva mais estalitou mais transacional,
assim o énfase sera dado a forma e regras do joa®m gue o jogador deverda fazer, ou
aos jogadores na sua subjectividade, no que efaotente fazem.

Mais especificamente, o Jogo, no sentido de adtdie intelectual organizada,
com regras, interactivo, com ganhos e perdas pargaogadores, analisado mais na
forma e nas regras, pode ser estudado tendo enagoartimetros como:

- A informacédo de cada jogador perante cada jogada

- O nimero de jogadores,

- Se é infinito ou finito,

- Se depende ou ndo do acaso,

- A igualdade ou ndo de regras para cada jogador,

- A total auséncia ou ndo de cooperacédo entreogagores,

- O maior ou menor numero de possibilidades perardda jogada.

E nesta perspectiva que aparece a Teoria dos Jogomsa perspectiva estrutural.

2.1.2. Teoria dos Jogos

Uma forma de abordagem centrada no jogo, cadamwais desenvolvida, € aquela
gque deu origem a teoria dos jogos, tendo por furddbudos matematicos. A sua
origem situa-se na area da tomada de decisbes nopa@ada economia, mas
actualmente alarga-se cada vez mais a outras cadnochde a tomada de decisdo é
fundamental.

Os seus fundamentos remontam a 1928, quando J@mnNeumman demonstrou o
teorema minimax b&sico. Com a publicacdo em 1944 Tdeory of Games and
Economic Behavior, de John Von Neumman e Oskar Morsdern, mostrou-se que se
podem interpretar acontecimentos sociais atravépdes de estratégia.

Na teoria dos jogos estes sdo analisados de unmmeeime estrutural, formal. Nela
sdo estudadas as varias possibilidades em termosndmero de jogadores,
possibilidades de ganhos e perdas e estratégiaduoamtes a tal, assim como qual a
informacéao disponivel.
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A sua caracteristica dominante é analisar o jogomdb como pressuposto aquilo
gue os jogadores deveriam ser, objectiva e racimealte, e ndo o que sao, de forma
subjectiva e pessoal.

Na analise de jogos segundo esta perspectiva mutessibilidades podem ser
consideradas, em funcdo dos parametros atras dasim® Alguns adquirem uma
relevancia especial para esta teoria.

Na Teoria dos Jogos um conceito fundamental é mcedo de estratégia,
entendendo esta como "uma descricdo completa deoaoma pessoa devera agir sob
guaisquer circunstancias possiveis" (Davis, p.ZJna, para que se possa definir uma
estratégia é necessario que:

- A informacdo de cada jogador perante cada joga€j@ completa, para poder
estudar todas as alternativas;

- O jogo seja finito, isto é, o numero de alterimat a analisar seja limitado e o
jogo acabe apds um numero finito de lances;

- Cada jogador saiba em que medida é que os smieseisses (para ganhar) se
opdem aos dos outros jogadores.

Em teoria, se um jogador tem estes conhecimenetes,pode, depois de estudar
todas as possibilidades, tomar wuma decisdo, definiima estratégia,
independentemente daquilo que outro jogador plariaaer.

Neste sentido o jogo € determinado, e se for padsfiazer uma opcédo depois de

verificadas todas as hipoteses diz-se que € um pyborma normal.

2.1.3. Jogos de informacado perfeita e imperfeita

Nos jogos de informacéo perfeita parte-se do pupssto que cada jogador:

- Pode racionalmente conceber de forma completauas possibilidades;

- Possui a informacédo completa sobre vantagensssaintagens de cada escolha;

- Tem indicador de utilidade, um valor para o gardu perda.

Nos jogos de informacédo imperfeita cada particiigarem cada momento, n&do tem
possibilidade de conhecer toda a informacédo parmerfauma determinada escolha,
pois isso depende de escolhas do adversario.

Nestes jogos desempenham um papel importante lagdes interpessoais, pois a
atitude, a escolha que o adversario vai fazer, rflet®@ com a escolha do outro. A
definicdo de uma estratégia ganhadora por um dagdores, a existir, levaria

paradoxalmente o adversario a adoptar a mesma tégiea e entdo a estratégia
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ganhadora poderia ja ndo o ser. Nestas situacdeanalise psicoldégica pode

condicionar o ganho ou perda de um jogador.

2.1.4. Jogos finitos e infinitos

Um jogo diz-se finito se o numero de alternativasanalisar é limitado e se
termina depois de um numero determinado, finito,jdgadas; infinito se suceder o

contrario.

2.1.5. Os Jogos e o niimero de jogadores

Na Teoria dos Jogos uma distincdo importante éebajique é feita com base no
namero de jogadores.

Os mais simples, os individuais, por alguns namsiderados jogos, podem ser
encarados como tendo a natureza por parceiro (Da¥l3. Estes jogos, assumidos
contra a natureza, tém esta como passiva e de®issada.

Podem ser agrupados em trés categorias:

- A natureza ndo tem qualquer papel. O jogador dam escolha, e essa escolha
determina os acontecimentos (é o caso da constrdedawm puzzle);

- A natureza participa com as leis do acaso. Capg faz uma escolha inicial e o
acaso faz o resto, embora o jogador conheca preemndaen as probabilidades
pertinentes (é o caso do apostador num numero bea)p

- Semelhante a anterior, o jogador ndo conhecevipneente as probabilidades
pertinentes (é o caso do apostador em corridasal@los que correm pela primeira
vez).

Nestes jogos o0 que a teoria dos jogos pode fazeranélisar quais as
consequéncias de uma determinada ac¢do executadanpondividuo, assumindo que
ele quer o melhor resultado possivel.

Nos jogos com mais do que um participante assunesmecial relevo aqueles
jogados entre dois participantes. Nestes jogosndaeresses entre os dois jogadores,
desde completamente opostos até completamente cgentes, criam uma distin¢cao
crucial para a teoria dos jogos, criando o conceli¢osoma zero.

Se se considerar um continuo em que num extrem®oeds jogos de soma nula e

no outro os de convergéncia total, entre esseseexits estdo os de soma nao nula,
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onde existe conflito e cooperacdo, e onde a intgdiacpode desempenhar papel
importante.
Existem obviamente jogos para n jogadores e apéalisara esses jogos, mas isso

ultrapassa o ambito deste estudo.

2.1.6. Jogos de soma zero e soma ndo zero

Nos jogos de duas pessoas 0s interesses dos jogad@o ou ndo divergentes.
Nos habituais jogos de tabuleiro, cada jogador gganhar e quer que o adversario
perca; no entanto num jogo em sentido lato poderbasperder.

Diz-se que um jogo € de soma zero quando os iss®m® dos jogadores sao
opostos, isto é, o que um ganha o outro perde. Reldrario num jogo de soma nao

zero podem ambos perder ou 0 que um ganha nédo gee® outro perde.

2.1.7. Os Jogos e as possibilidades de variacdao

Nos jogos a pares podemos referir dois grupos, base na possibilidade real de
dispor da informacao perfeita sobre o jogo.

O primeiro grupo, chamado de pseudo-jogos, dizpeé¢t® aqueles em que a
guantidade de informacdo necessaria € muito reduzed que leva rapidamente os
jogadores a conhecerem a estratégia ganhadoraxis¢irg, podendo ser jogados na
forma normal e com interesse por vezes meramentematico.

O segundo refere-se aqueles que, embora teoriceanse possa possuir a
informacdo completa, a sua complexidade, derivada ndimero elevadissimo de
possibilidades, transforma-os na pratica em jogas fdrma extensiva. Nestes as
caracteristicas subjectivas de cada jogador interfeno resultado final (como por
exemplo no caso do Xadrez).

Embora estes dois tipos de jogos se possam digtingxiste sempre uma zona
nebulosa onde acabam uns e comec¢am outros, sentosgeem conta o escaldo etario

dos jogadores assim como o0 seu desenvolvimento itivgn

38



2.1.8. Os Jogos e os tipos de regras

Uma outra classificacdo dos jogos a pares temracoen as regras. Por um lado
elas podem ser iguais para os dois jogadores, ésta informacdo é igual para cada
elemento, e existe um processo de simetria. Porool#ado a informacao é diferente
para cada jogador. Nao existe um processo de simetrum jogador tem que ter
presente gque a sua estratégia é condicionada par estratégia diferente; ele tem que
conhecer dois tipos de regras e de estratégiasl/taimeamente.

Nestes jogos a real determinacdo das probabildddderzencer € complexa, e muitas vezes néo é

possivel quantificar qual dos jogadores é que tens probabilidades de ganhar.

2.1.9. Jogos de acaso/deterministas

Ja atras foi referido que o acaso é um dos elemessenciais do jogo, entendido este num sentidc
amplo.

Nos jogos com regras € possivel estabelecer urtincenque vai dos jogos onde apenas
interfere 0 acaso, até aqueles em que existe aper@snponente duma sequéncia légica, um
determinismo. Entre estes dois extremos estdo gissjeombinados, em que entra em menor ou
maior grau o acaso.

Um jogo de puro acaso cedo deixa de interessandeeforem introduzidos prémios para a
sorte, como € o caso da Lotaria. Do outro lado,jogss onde o acaso nao tem qualquer papel, o
determinismo na pratica é condicionado pelo nundergossibilidades de variacdo, pela maior ou
menor complexidade. Nestes u(ltimos, naqueles jogode existem muitas possibilidades de
variacao, a intuicdo e a subjectividade desempenimrmapel importante.

Nos jogos combinados € necessario realcar ques@dmde confundir acaso com estratégias
psicoldgicas, indispensaveis aos jogos de informdgdompleta e aplicados nos de informacao
completa. Quando um participante no jogo das copas,exemplo, opta por uma determinada
carta, ndo o esta a fazer ao acaso (esse acatia guando recebeu as suas cartas) mas em funca
duma estratégia definida a partir de analises &&g{cjue cartas tem, que cartas sairam, etc.) e d
analises psicoldgicas (como é que o adversariowmnatjogar, se estad ansioso, se costuma
fazer bluff, etc,). Se no campo das leis naturaigogos sdo combinados em funcédo do binémio
acaso/sequéncia logica, no campo das leis sodesEs@0 combinados em fungcédo do trindbmio acaso/

sequéncia logica/analise psicologica, o que tosha @tima interferente nas relacdes interpessoais.
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2.1.10. Analise transacional dos Jogos

A componente relacional presente nos jogos nawithahis torna pertinente a abordagem
dos jogos numa perspectiva diferente da teorigapss, em que o jogador é considerado como é,
na sua subjectividade, e ndo como deveria serjreomstancias formais e ideais.

Seguindo de perto a analise proposta por Marca&dioutra abordagem do jogo é o seu estudo
pragmatico, de tipo psicolégico, onde serdo estaslag situacdes interactivas concretas.

Neste sentido jogo, é “uma série de transacc@emdidas, complementares, progredindo para um
resultado bem definido, previsivel” (Barne, cit dvarc). Cada um dos participantes procura
vantagens, sociais e psicologicas.

Um jogo analisa-se segundo determinadas cardeatass

- A tese, ou descri¢cao geral do jogo, compreeng@nsucessao imediata dos acontecimentos (0
nivel social) e o seu plano de retaguarda, a suwdug@o e significacdo psicoldgicas;

- A meta, que define o objectivo geral do jogsémmirar-se, defender-se, ... );

- Os desempenhos, os papéis de cada participante;

- As jogadas;

- As vantagens, de ordem bioldgica, existenc@diad e psicoldgica;

- A dindmica, que designa o tipo de forcas enamtigipantes e como elas evoluem.

Estas duas formas de abordar os jogos, a teosgadms e a analise transaccional, podem
parecer complementares e permitir analisar os afeite algumas caracteristicas dos jogos: a

competicdo, a auto-regulacao, a interaccao, a aotianface ao mundo.

2.2, O0Ojogo e a aprendizagem

Algumas caracteristicas do jogo evidenciam as sgaalidades educativas e
potenciam a sua utilizacdo num processo de apragelia, aqui entendida num sentido lato,
extravasando o meio escolar e as estratégias pgidag0A existéncia de regras e de interaccao
apresentam a possibilidade de recriar no jogo (@@a€es cognitivas e sociais que se pretende que
sejam adquiridas por uma crianca em determinadtextin Neste sentido, a aprendizagem através
do jogo pode ser feita em meio escolar ou extragks¢ pois as regras e interac¢des que
se pretendem desenvolver deverdo contribuir parstrucdo de um cidaddo responsavel e

auténomo, para o qual a escola é apenas um dosbedos.
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2.2.1. Jogos didacticos e nao didacticos

Embora com o mesmo fim, & possivel distinguir ago$ pela finalidade da sua utilizacao:
didacticos e nao didacticos.

O jogo didactico, entendido no sentido de jogocatdivo, como o definem Georges Bright,
John Harvey e Margariete Wheeler, citados por 9841p.9), é uma actividade para a qual foram
definidos um conjunto de objectivos educacionaghd@ivos ou afectivos, e sao determinados pelas
pessoas que planeiam o ensino. A acrescentar héneionar que estdo directa ou indirectamente
relacionados com os conteudos curriculares e gfm@s em situacdes lectivas (é o caso do Doming
de Fraccoes).

Os jogos que ndo cabem nesta definicdo serdo eslgamaremos nao didécticos, como 0s
aplicados neste estudo.

Esta distincdo, que se baseia sobretudo ao naveifdrenciacdo das intencdes, ndo invalida que
um jogo criado e pensado como jogo hao didactiap pissa ser aplicado como jogo didactico, e
vice-versa.

Entendidas assim as virtualidades do jogo, nuntizagdo didactica ou ndo, as duas vertentes
com que foram perspectivados os jogos (a formaltemsaccional) pdem em destaque as suas
potencialidades nos dominios cognitivo, afectivpscomotor, assim como nas relacdes
entre estes dominios. O dominio psicomotor nédo @& fmpado em virtude dos jogos aqui
referidos ndo estarem relacionados com qualquerdgdestreza sensorio-motora, nem resisténcia

fisica.

2.2.2. 0O Jogo e interaccdao social

Qualquer que seja a classificacdo adoptada, axtesisticas do jogo — com excepc¢do dos
individuais — implicam que se desenvolvam relacéee sujeitos, que potenciam a interaccao
social.

A interacgdo social € um dos aspectos determisa@iteser humano. Ela s6 existe na medida
em que um sujeito modifica a sua percepc¢édo, devddxpectativa de uma reciprocidade,
num processo interactivo, em que a comunicaca@nseguentemente a contrapartida, € condicao
essencial.

A crianca ao jogar é confrontada consigo propem tarefas que lhe dao origem a processos

intelectuais, e com outros, com 0s quais da e ecebtrapartida.
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Desde o0 seu nascimento a criangca joga, ora copjaorh jogando com o imaginario.
Manipulando a realidade no sentido da criagcédo i glizacdes, na sua relagdo com outros,
a crianca cria regras, as quais lhe vao permita satializagao.

Adoptando uma perspectiva construtivista, a craaognstroi a sua realidade na interaccao
social de forma individual e activa, criando e tar®io regras, utilizando informacao de que dispde
em cada momento, informacao essa que elabora ia gerexperiéncia e do confronto permanente
entre as ideias antecipadas e a realidade (Mat@&rpown, p.130).

Quando a crianca esta numa fase em que ja joggoode regras, quer ainda esteja no estadio
das operacbes concretas quer esteja no inicio pxsgdes formais (usando a terminologia de
Piaget), estas desempenham um papel crucial naigéuide codigos para uma socializagdo, uma
descentracao. E uma vez que nesta altura a cnameae ter um prazer particular em prever 0s casos
possiveis e em codifica-los (Leif, p.44), o jogo régras parece ser um meio privilegiado para a
evolucdo da crianca ao mostrar-lhe a limitacao stgpelas regras, mas por ela livremente aceite, e
a necessidade de se descentrar, mas também delifaenzente aceite.

O jogo pode assim fornecer-lhe a ponte entre umdmuivre e a realidade, onde o conflito dai
resultante a fara ultrapassar-se e realizar-se.

Mas se € nos niveis da construcdo das operacdesetas e formais que se coloca o problema
dos papéis respectivos da troca social e das @stslindividuais no desenvolvimento do pensamento
(Piaget, cit Clermont, 1978, p. 25), € nessa altw as criangas estardo numa fase de transicao e
mais abertas a reestruturacdes interiores. Poro danlo, a influéncia da presenca de um
adversario é geradora de conflito motivador, ja qieiga a mudancas de tactica e a
ter que apreender a situacdo de forma diversificadas também inibidor, pois que a
actividade desse adversario se opfe constante@el@erianca (Dami, cit Clermont, 1978, p. 29).

2.2.3. 0O Jogo e desenvolvimento afectivo-social

Quando se fala de interac¢Bes sociais hd quentecamta que a comunicagdo existente €
condicionada pela personalidade de cada intervEmigmelo ser social que cada um é, pelo
desenvolvimento emocional e social de cada um.

Sem procurar analisar os varios aspectos afestie@is e a sua classificacdo e/ou hierarquizacao,
€ consensual que o0s obstaculos de natureza afggtidam prejudicar a aprendizagem e o
desenvolvimento.

Entre os recursos para resolver esses problenssc®m actividades com jogos, sejam elas

ludicas ou especificamente terapéuticas. S8o dgstado muitos investigadores, como Reinert,
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Erikson, Piaget ou Czikszentmihalyi, que afirma filésofos de Platdo a Sartre notaram que as pesso
sé&o mais humanas, integradas, livres e criativasdgpjogam” (cit Clermont, 1978, p. 92).

Sem querer entrar por uma abordagem ideoldgicaodeedade, e ndo sendo claro que 0s jogos
realizem a integracdo social, esses jogos, pelaapacidade de envolver a crianca, os adultos e a
instituicdes (escola, familia, ...) podem influercipositivamente aspectos afectivo-sociais das

criangas.

2.2.4. O Jogo e desenvolvimento cognitivo

Se 0 jogo contribui para o desenvolvimento afeet@cial ele contribui notoriamente para o
desenvolvimento cognitivo.

No jogo as criancas aprendem quem s&o, quaispEspdos que os cercam e familiarizam-se
com a cultura e costumes da sociedade. “Elas comeecaciocinar, a desenvolver o pensamento lagico,
expandir seus vocabularios e a descobrir relacée=nmaticas e factos cientificos” (Danoff, BreittmaBarr,
cit em Clermont, 1978, p. 77).

Assim 0 jogo contribui para a "construgdo de umspmento operatorio na crianga, ou seja um
pensamento formal, capaz de manipular o raciodiipotético-dedutivo” (Ferran, 1979, p. 18), e
particularmente o jogo de regras, que pela orgad@apela codificacdo e pela analise de
possibilidades que implica, obriga a afirmacao nhepensamento estruturado e convencional, porque
livremente aceite.

Nao é indiferente, por exemplo, comecar a jogalrea aos 6 ou aos 16 anos. O calculo de
possibilidades, a organizacédo l6gica, a adopcaand estratégia necessaria para joga-lo vao ter

reflexos na estruturagédo cognitiva da criancga.

2.2.5. Interaccoes e desenvolvimento afectivo-social e cognitivo

Mostrou-se até aqui que o jogo contribui para sedeolvimento afectivo-social e cognitivo,
assim como para as interaccdes sociais. No entastes aspectos nao se dissociam entre
si, mas pelo contrério relacionam-se e interdepersie

“A obrigacdo de ndo se contradizer, de pensacéogente, de fazer afirmacdes verdadeiras e
de usar palavras comummente (culturalmente) erdesdnasce da interac¢ao social. (...) O desejo
de 'fazer sentido' e de trocar pontos de vista ootras pessoas € que auxilia ho desenvolvimento

do pensamento logico da crianca” (Kamii, 1986, J. ®o mesmo modo os jogos desenvolvem o
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senso de competéncia, segundo White, citado poreA@Grermont (1978), e esta leva a
confianca e sentido de eficacia, diminui a ansiedadmelhora o auto-respeito.

Ao coordenar com outrém, a crianca cria sisteneasrdanizacao das suas ac¢des sobre o real.
E nestas condi¢cdes de coordenacdo interindividgaes ira procurar dominar e, através de um
processo de abstraccao, elaborar as suas estrobgagivas. Por sua vez, num processo circular,
0S Seus processos cognitivos irdo permitir novésrancdes sociais (Clermont, 1978, p, 43), cuja
dimensao conflitual empresta dindmica ao conseguigdgenvolvimento intelectual.

Para este processo contribui de forma notoériago jde regras de tipo competitivo, ao criar
situacdes de conflito socio-cognitivo. Piaget, aalsar o papel do jogo de regras na estrutura do
pensamento da crianga afirma que ele "marca o @dé@mento do jogo infantil e a passagem ao
jogo propriamente adulto, que ndo € mais uma fumii@b do pensamento, na medida em que o
individuo se socializa. Ora, 0 jogo de regras apres precisamente um equilibrio subtil entre a
assimilacdo ao eu — principio de todo o jogo — ®ida social. Ele é ainda satisfacéo (...)
intelectual e, ademais, tende a vitdria do indigidobre os outros. Mas essas satisfagbes séo, por
assim dizer, tornadas 'legitimas' pelo proprio goddo jogo, que insere a competicdo numa

disciplina colectiva e numa moral da honra e do-péay." (1975, p. 216).

2.2.6. Representacoes sobre a matematica

Além da forga motivadora, com os contributos ébyiara o desenvolvimento afectivo-social,
0s comportamentos ludicos em geral e 0s jogos glageem particular, revelam caracteristicas que
sdo também proprias das formas superiores de famanatematico.

A principio estabelecem-se convencdes sobre pmxese conceitos, das quais
(pelas regras logicas) derivardo numerosas propesisoladas, formulacdo de leis e de processos.

Nos jogos, as suas regras definem, de entraderndatdas palavras e simbolos, aos quais o
jogador se tem de submeter, rigorosamente. Darslsa resulta a possibilidade de varias jogadas e
estratégias (Hole, 1977, p. 88).

Embora o que se pretenda neste estudo nao é a®ersg 0s jogos de regras tém ou nédo
reflexos na aprendizagem em Matematica de formantjtiaavel, a motivacdo e a atitude
perante a Matematica sao factores que para isgalogem.

A atitude em particular, ainda numa perspectivastoitivista, envolve "o que as pessoas
pensam, sentem, e a forma como gostariam de seoctamem relacdo a um dado objecto. O
comportamento ndo é apenas determinado pelo goesasas gostariam de fazer mas também por

aquilo que elas pensam que devem fazer pelas n@woages, por aquilo que em geral fazem pelos
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habitos sociais, e pelas consequéncias esperadasudoomportamento.” (Triandis, cit Matos, in
Brown, p. 127).

Assim, a atitude condiciona e contribui para o portamento positivo ou negativo duma
crianca perante a actividade matematica. Se acgerjam interaccao social, constréi o seu proprio
conhecimento duma forma pessoal, ela forma entda comcepcdo acerca da Matematica, no
sentido de uma estrutura organizada de informa¢@ma rede de construgdes que
podem ser mais ou menos permedaveis a introducaomodes elementos” (Kelly, cit Matos, in
Brown, p. 131).

Por sua vez, ainda segundo Matos, os sistemasndemcdes, redes interactuantes, constituem &
visdo dos alunos acerca do mundo matemético. Esitdemas de concepc¢des influenciam o
comportamento dos alunos e as escolhas que elemne@uando se encontram em actividade
matematica.

Os sistemas de concepcdes vao encaixar na ideiapdesentacdes sociais, teorias implicitas

acerca dos objectos sociais relevantes e sado umalidede de conhecimento que serve a apreensac
avaliacdo e explicacdo da realidade. Isso sucedkétm para a Matematica em particular, onde as
experiéncias pessoais, extra e intra escolares, gpyfessores, com pessoas que falam
sobre a Matematica, com ideias transmitidas peledi&) e com o tipo de actividades matematicas
em que se viu envolvida, leva a crianga a consérsga propria representacao.
Entdo, nesta perspectiva, qualquer actividade qneokva aplicacdes matematicas,
sequéncias légico-dedutivas, historias da Matematresolucdo de problemas ou habitos de
pensamento organizado parece contribuir para noadifas atitudes e as representacfes sobre
Matematica. Parece ser o caso do jogo com regras.

Sendo o jogo de regras um jogo com trés caratitmssfundamentais:

- Jogado, a partir duma certa altura, ao longtinde a vida;

- Exigir regras, uma estrutura cognitiva,

- Estabelecer relagfes interpessoais.

Parece ser um tipo de actividade privilegiado ppodenciar numa crianca/ aluno um
determinado numero de valéncias nos campos reladjoafectivo, social, cognitivo, de
forma harmoniosa, ludica e motivadora, acrescentitaaos factores oportunidade e consenso.

Isto porque sendo jogos nao didacticos, ndo fitamtados ao ambiente escolar e podem ser
usados em familia, em qualquer local, com qualgessoa. Por outro lado escapam as polémicas
relacdes entre jogo e trabalho, e a maior ou meoveniéncia de se introduzir o jogo no espaco-

aula. Por outras palavras, é abrangente, motivadonsensual.
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2.3. Jogos de Matriz

A moderna teoria de jogos desenvolveu-se sem faglréncia a nenhum jogo em
concreto e pode-se aplicar a analise de qualquempostamento competitivo,
incluindo jogos, a economia, a guerra ou a compei@rbiolégica. Em muitos dos
jogos mais conhecidos os oponentes devem fazer s@gaéncia de movimentos de
acordo com as regras do jogo e, em alguns casosjoamentos sucessivos fazem-se
com a informacdo completa das possibilidades doeasi&rio, como no xadrez, mas
noutros casos essa informacdo é incompleta, com® jogos de cartas onde néao
sabemos qual o jogo do adversario. Um jogador pa@aedir as suas jogadas ao acaso
ou analisando todas ou algumas das jogadas possivei

Nesta seccdo vamos analisar jogos entre duas pesgoe possam ser descritos
por uma matriz de ganhos e, por isso, chamadossldgoMatriz.

Seja A=(a,-j )i;ll,...m uma matriz. Consideremos um jogo entre dois ad¥eos, Joao
j=1..n

Linha (L) e Paulo Coluna (C), determinado pela matA baseado nas seguintes
regras. Em cada movimento do jogo, L escolhe uma sleasm escolhas disponiveis
e, C escolhe uma das suasescolhas disponiveis. Estas escolhas sdo simudee

nenhum dos dois sabe a escolha do adversario. Or\d a; representa o ganho de L
num movimento onde L optou pela escolhae C optou pela escolhg. Se g for

negativo isso representa que L ndo ganha mas siga.pRor isso chamamos a esta
matriz, a matriz de ganhos.

Um exemplo simples de um jogo de matriz é o «ja@g@gomoedinha». Suponhamos
gue L joga com 2 moedas e C joga com 3 moedas. {pgada corresponde a ambos
mostrarem numa das méao as moedas que entendereneldagque possuem. Portanto
L tem trés hipdteses, 0, 1, ou 2, e C tem quatmbdteses, 0, 1, 2, ou 3. Se 0 numero
de moedas mostradas por ambos os jogadores foreptdo L ganha 1 unidade de

prémio, caso contrario L paga 1 unidade a C. Podemotdo escrever a matriz de

ganhos:
012 3
o1 -11-1
A=1-11 -11
201 -11 -1

Varias questdes se podem levantar relativament&sta tipo de jogo: Em cada
jogada havera alguma escolha que seja melhor questantes, portanto, que dé mais
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probabilidade de sucesso. Numa jogada qual o vglor posso esperar ganhar. BEm
jogadas qual o valor que posso esperar ganhar? tdaabjuma estratégia Ooptima a
seqguir?

Como facilmente se percebe a Teoria de Probahbdléedadesempenhara papel
importante na analise destas questdes, e sera uma t@teressante que relaciona

jogos com probabilidades.
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Capitulo 3: Estratégias

Neste capitulo vou dar alguns exemplos conhecidesaplicacdes de grafos.
Quero salientar, no entanto a ultima aplicacdo,atiicacdes do Cubo”, visto nédo
ser uma aplicagédo conhecida, mas sim um estudo f@tr mim. Este interesse surgiu
de uma aula de Métodos de Investigacdo em MatermAtionde resultou uma duavida;
quantas planificacbes possiveis teria o cubo? Conombo se pode transformar num

grafo planar, decidi investigar.

3.1. Exemplos Tipicos

3.1.1.  Labirinto de Hampton

Um exemplo frequente de aplicacdo de grafos alugsm de jogos € o caso dos
labirintos. O objectivo num labirinto costuma sexirsdo labirinto. Entdo, no grafo,
bastara encontrar um caminho que satisfaca essectibp. Um labirinto famoso
encontra-se nos jardins do Palacio Real de Hamptmngual temos uma vista aérea

na figura seguinte.



Figura 9

Vamos definir um grafo onde os vértices representeterminadas posicdes do
labirinto, um dos vértices sera o ponto de parteda ponto de chegada serd a saida
do labirinto. No esquema seguinte definimos a calgfo dos vértices.

Figura 10

Somos portanto conduzidos ao grafo da figura setgyionde o vértice 14 é o
ponto de partida e o vértice 1 é o ponto de chegddanos entdo de averiguar se

existe um caminho desde o vértice 14 até ao vértice
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Figura 11
A existéncia do caminho pretendido € Obvia porervacdo da representacdo do

grafo. Basta seguir a sequéncia de vértic(éé:LZ;Ll;LO ,8,6,4,21).

3.1.2. Desenhar sem levantar o lapis:

Na seccédo relativa as consideracdes historicasegsemos sobre o problema das
pontes de Konigsberg, problema importante em terrmistoricos mas também um
problema que retracta uma situacdo que nos € cdbbdaequentemente em alguns
jogos, quando nos pedem para desenhar uma figumalegantar o lapis do papel e
passando uma unica vez em cada linha. De factosegmir efectuar tal desenho
corresponde a determinar um atalho de Euler e mbotapodemos usar a teoria
apresentada para decidir por simples observacaalekenho em que situacdes vai
existir solugéo.

Suponhamos que pretendemos desenhar a figura abaix

Figura 12
Alguém inexperiente comecara por efectuar variastativas e rapidamente
comecara a suspeitar da impossibilidade da tarefa lge foi proposta. Este desenho
€ 0 que se obtém no caso das pontes de KonigstNadgigura abaixo relembramos o

esquema de Konigsberg e as suas pontes.
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Figura 13

A partir da figura com as pontes podemos desenimargrafo usando as letras das
regides para identificar os vértices do grafo eletsas das pontes para identificar as

arestas. Na figura abaixo vemos o grafo originado.

B
a
f
D e A
\ﬂ
C
Figura 14
Este grafo tem cinco vértices e, como o grau dewértice, ndo havendo lacetes,
€ 0 numero de arestas que lhe séao incidentes vequneso vértice A tem grau 5 e os
restantes vértices tém grau 3. Existem mais do dais vértices de grau impar logo,
baseados na teoria apresentada, ndo sera posdbmiuar o desenho sem levantar o
lapis do papel e passando uma Unica vez em cadwalin
Vamos agora efectuar uma pequena alteracdo aondesenudando apenas a

posicdo de um dos riscos e pretende-se agora ededste desenho nas condicdes ja

referidas.
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Figura 15
Note-se que, em termos de Konigsberg, isto cormederia a mudar a posicédo de
uma das pontes. A ponte ‘e’ deixa de unir as regidee D e passa a unir as regides

B e C, obtendo este novo esquema:

Figura 16
O grafo obtido passa a ser o seguinte:

Figura 17
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Vemos agora que ndo existem vértices de grau imlpayo ja € possivel efectuar
o desenho nas condicdes pedidas. E até possivetusfe esse desenho acabando na
posicdo onde se comecgou, como foi enunciado na €x@o seccao teorica.

Consideremos ainda mais duas figuras. Apesar densds complexa € possivel

desenhar a figura abaixo.

Figura 18
De facto tendo apenas dois vértices de grau imgpaossivel efectuar o desenho
desde que se comece em algum desses dois vértiBbaixo temos o grafo
correspondente onde numeramos apenas 0S Vvértiggmrando as arestas, por se
tratar de um grafo simples.

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 14 15 16
Figura 19

Os veértices de grau impar sdo o 7 e 0 10. Vamasegar no vértice 10 e acabar

7

no vértice 7. @] atalho pretendido e entao:
10,7,11,12,16,15,12,8,7,3,2,6,10,11,15,14,10,9,3485,1,2,5,6,7. Na figura abaixo
é indicado esse atalho através de setas sobreestasre um numero em cada aresta

indicando a ordem pela qual é percorrido o atalho.
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1 26% 2 13° 3 Qo 4
250 270 14° 290 20 100 8%
5 28% 6 7 g
240 y15° 10 20( 11° 79,
9 20° 10 11 3° 12
230 210 190 16° 179 60 49
13 22° 14 18° 1§ 5° 16
Figura 20



A préxima figura, apesar de muito mais simpleshgo € possivel ser desenhada
nas condi¢cdes referidas. De facto, havendo qua#tices de grau impar ficamos
impossibilitados de efectuar tal desenho.

Figura 21

3.1.3. O jogo do Dodecaedro

Apresentamos, na exposicdo historica, o jogo arigwor William Hamilton
«lcosian Game». Como o0 jogo consta de um grafo guweplanificacdo de um sélido
com doze faces vamos designar este jogo por DodkoadJm primeiro desafio que
se pode colocar a um jogador é descobrir um trajegte passe por todos os vértices
comecando e terminando no mesmo vértice e sem irepéttices interiores, ou seja,
pretende-se descobrir um ciclo de Hamilton. Estebpema tem solucdo e uma forma
de o provar é evidenciando-a. Na figura abaixo estdcado um ciclo de Hamilton:
1, 2,3, 4,9, 14, 19, 20, 16, 17, 18, 13, 8, 1217, 6, 15, 10, 5, 1, e por esse facto
este grafo é hamiltoniano.
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Figura 22
Outro problema que pode ser colocado no Dodecaeagora para dois jogadores,
€ iniciado pelo primeiro jogador escolhendo um crimd de comprimento quatro, isto
€, escolhendo cinco vértices consecutivos, e o sdgyogador terad de prolongar esse
caminho de modo a obter um ciclo de Hamilton. Paemplo, o primeiro jogador
escolhia a sequéncia de vértices 17, 16, 11, 6¢cdrbo se indica na figura.

Figura 23

De seguida o segundo jogador pode responder deggaauma destas formas pois
desse modo consegue completar um ciclo de Hamilgfn:19, 14, 10, 5, 1, 2, 7, 12,
8, 3, 4,9, 13, 18 ou entdo 20, 19, 18, 13, 8, 39414, 10, 5,1, 2, 7, 12, como se
pode ver na figura abaixo onde o caminho relativms avértices colocados pelo
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primeiro jogador aparece mais carregado e o prodomgnto até formar um ciclo

aparece a traco intermédio.

Figura 24 Figura 25

Um outro problema que se pode colocar para doigagmres € iniciado pelo
primeiro jogador escolhendo os trés vértices inicia a posicdo do vértice final de
um caminho de Hamilton. A resposta do segundo joegasiera com o objectivo de
completar esse caminho. Na figura seguinte apareoea possivel escolha do

primeiro jogador 17, 16, 20 com fim em 5, estandeéostice final assinalado a preto.

Figura 26
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O segundo jogador pode responder com 19, 18, 13,287, 11, 6, 15, 10, 14, 9,
4, 3, 2, 1, 5 como se indica na figura, estando aadbs a preto 0s vértices
escolhidos pelo primeiro jogador e o passeio cqgpoesiente a sequéncia de vértices

escolhida pelo segundo jogador estd marcada costasede grossura intermeédia.

Figura 27
Vamos mostrar de seguida que este jogo é um jogaesiratégia 6ptima injusta
pois o primeiro jogador tem uma estratégia 6ptimseguir que lhe garante a vitéria.
De facto, se o primeiro jogador escolher, por exbmps vértices 17, 16, 20 e pedir
gue o passeio termine no vértice 15 entdo o segyondador nunca conseguira fazé-
lo, como se prova de seguida.

Na figura abaixo estd a jogada inicial que o primmagogador deve efectuar:

Figura 28
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Posteriormente o segundo jogador tem de ir constta um caminho de
Hamilton, a partir de 17, 16, 20, de modo a termina vértice 15. O préximo vértice
€ necessariamente 19 pois nao pode ir ja para oTEin entdao 17, 16, 20, 19.
Chegado aqui tem duas hipdteses, 18 ou 14. Aconteiee se escolher 14 agora tera
de passar pelo 18 mais a frente e vindo do 13. Mi@sse caso ndo conseguira depois
sair do 18 pois 18 é apenas adjacente com os wxtike3, 17 e 19. Entdo tem de

escolher agora o 18. Depois obrigatoriamente o TBe&gamos a situacado abaixo.

Figura 29

Aqui temos de analisar duas situacdes distintasm€emos por ver o caso onde
o jogador opta pelo vértice 8, obtendo 17, 16, 20, 18, 13, 8. Obrigatoriamente
seguira por 12 pois, se o nao fizer agora enta@ango |4 voltar sera a partir de 7 e
ficard encurralado. Depois de 12 obrigatoriamentebfendo 17, 16, 20, 19, 18, 13,
8, 12, 7. E agora obrigado a seguir por 11 pois pidfmzendo agora, chegaria 14 a
partir de 6 ficando novamente encurralado. Depasld obrigatoriamente 6 e depois
1, obtendo 17, 16, 20, 19, 18, 13, 8, 12, 7, 111 .6¢omo se mostra na figura:
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Figura 30
Se seguisse agora por 5 entdo, para passar poria a partir de 3 e ficaria
encurralado. Logo nédo pode seguir por 5 mas simzdbepois, obrigatoriamente por
3 e por 4 chegando a 17, 16, 20, 19, 18, 13, 8,7,211, 6, 1, 2, 3, 4, como se vé
abaixo:

Figura 31
Nesta fase ndo podera seqguir por 5 pois nesse gasdb chegar ao 9 seria a partir
de 14 e ficaria encurralado, logo tem de ir agoeaapo 9. Depois obrigatoriamente
para 14 e depois 10. Obtemos 17, 16, 20, 19, 18,8132, 7, 11, 6, 1, 2, 3, 4, 9, 14,
10 como se vé na figura:

60



Figura 32
Falta s6 passar por 5 e por 15. Mas se vou parahEgo ao fim sem passar pelo
5 e, se vou para 5 ndo conseguirei chegar a 15083 m objectivo de chegar a 15 néo
pode ser alcancado por aqui.
Temos ainda de analisar a outra hipdtese que toisagquando estavamos na
posicao da figura abaixo:

Figura 33
Na altura tinhamos optado por 8 vamos agora optar9. Se continuarmos por 4

entdo para chegar posteriormente ao 14 sera arp@detilO e ficaremos encurralados.
Logo, depois do 9 tera de vir o 14 e de seguidadpdbtendo 17, 16, 20, 19, 18, 13,
9, 14, 10. Nao podemos terminar ja por isso temespdosseguir para 5 e ndo para
15. Obtemos 17, 16, 20, 19, 18, 13, 9, 14, 10, ;i@ese mostra na figura:
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Figura 34
Se seguissemos para 1 entdo para chegar ao 4 asepartir de 3 e ficariamos
encurralados, logo vamos para 4 agora. Depois @toigamente para 3 e obtemos 17,
16, 20, 19, 18, 13, 9, 14, 10, 5, 4, 3. Se ndo fmsmgora para 8 entdo para la chegar
sera a partir de 12 e novamente encurralados, poo iterd de ser agora o 8, depois
obrigatoriamente o 12 e 0o 7, obtendo 17, 16, 20, 1%, 13, 9, 14, 10, 5, 4, 3, 8, 12,
7 como se vé na figura:

Figura 35
Chegando ao 7, se ndo formos para o 2 agora,m@sade ir |a dar a partir do 1 e

ficariamos encurralados, logo vamos para o depod®ois, obrigatoriamente para o
1 e de seguida para o 6, obtendo 17, 16, 20, 19,1889, 14, 10, 5, 4, 3, 8, 12, 7, 2,

1, 6, como se vé na figura abaixo:
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Figura 36

Vemos agora que, ndao podemos ir para o 15 poig@ha&mos ao fim sem passar
pelo 11, mas também n&o podemos ir para o 11 péws chegavamos assim ao 15.
N&do temos mais hipdteses por isso conclui-se que @éiste uma resposta para a

jogada inicial 17, 16, 20 e fim no 15.

3.1.4. Coloracdo de Mapas

Considere-se a seguinte figura:

Figura 37
Seré possivel colorir as varias regidées de mode gaigides adjacentes fiqguem
com cores diferentes, usando, no maximo, quatroeg®rComo vimos, na secc¢ao
relativa a parte histérica, a resposta € afirmatiwais qualquer mapa pode ser

colorido usando no maximo quatro cores. Nesta secgadmos aplicar resultados
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enunciados na seccao tedrica para ver como progethercada mapa, para determinar
qgual o niumero minimo de cores necessario para aragfio do mapa.

Relativamente ao mapa da figura abaixo pretendeal®ri-lo usando o menor
namero de cores e de modo que dois paises com dimatcomum tenham cores

diferentes.

Figura 38
Uma vez que este mapa tem 5 paises vamos assaa@ate mapa um grafo com 6
vértices pois precisamos também de um vértice pamesentar a regido exterior.
Unimos por uma aresta os vértices que corresponagraises com fronteira comum e

obtemos a seguinte representacédo visual do grafo.

Figura 39

Vamos entdo determinar o polindbmio cromatico dafgrseguinte:

7

Figura 40
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Vimos na seccdo tedrica que, para qualquer arestde um grafoG temos

n(G)=m(G-a)-m(G@). Como, no caso deG ser vazio, temos uma regra para
determinar n‘k(G) entdo a igualdade anterior fornece um método diguco para
determinarﬂk(G) em geral, pois aplicando sucessivamente a iguadaderior vamos

obter apenas grafos vazios. Acontece que este gmafo 11 arestas e, para eliminar
cada uma delas teriamos de aplicar o método 11sjexe seja, como de cada vez que
se aplica o método o numero de grafos duplica emti@mos transformar o céalculo de
7, para 1 grafo no calculo da, para?2" grafos. Vemos entdo que este algoritmo néo
é eficiente pois é exponencial, se o grafo tem arestas entdo sera preciso
determinar 2™ grafos. Podemos, no entanto, observar que a iqudddanterior pode

ser escrita de outra formarm (G-a)=7(G)-7(G@). Entdo, em vez de eliminar

arestas até obter grafos vazios, podemos acresceatastas até obter grafos

completos, pois também sabemos calcum(G) no caso deG ser completo. Como

faltam 4 arestas para o nosso grafo ser completemes entdo de aplicar o método 4

vezes e determinaR* grafos, o que ja € um valor aceitavel. E aceitaneste caso

7

mas a verdade é que o algoritmo continua a ser eepoial. Ndo se conhecem
algoritmos eficientes para determinar o polinGmimmatico de um grafo. Vamos

entdo aplicar o método neste caso.

r b

7

j—

.

vamos tornar adjacentes os vértices 1 e 3, obtendo

r

—_

b

5

7

!

b

+'ﬂ-.5:.

r

7

b
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no primeiro grafo tornamos adjacentes os vértices3, no segundo grafo os vértices
2 e 5, donde

+ka.

! L E,
no primeiro grafo tornamos adjacentes os vértices@l, no segundo grafo os vértices

6 e 7, no terceiro grafo os vértices 5 e 7, e narta grafo os vértices 6 e 7, obtendo

f A r b

7
+ T, +
4

1
R
3

Z
1
b

+j"{k
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r
7
i
L b 5
r
7
i
\ B

+‘?T.‘:-

!

K,

no primeiro e no segundo grafo tornamos adjacermtgsvértices 2 e 5, no quinto

grafo os vértices 6 e 7, os restantes grafos jacsdopleto, donde obtemos
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f
Ty,
v

r

\

no primeiro grafo tornamos adjacentes os vérticess B no segundo grafo os vértices
6 e 7, no terceiro grafo os vértices 5 e 7, todegastantes sdo completos,
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no primeiro grafo falta s6 tornar adjacentes ostieé&s 6 e 7, todos os outros grafos

ja sdo completos,
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.

b

5

!

+

\

b

F,

+ka.

.

b

= 7 (K;)+5x 73 (Kg )+ 7x 7Kg ) + 71 (K, ) = k(k = 1)(k - 2)(k - 3)(k - 4)(k ~ 5)(k ~ 6)(k - 7) +
+5xk(k —1)(k - 2)(k - 3)(k — 4)(k = 5) + 7 x k(k —1)(k - 2)(k - 3)(k - 4) + k(k = 1)(k - 2)(k - 3) =
= k(k —1)(k - 2)(k - 3)[(k — 4)(k - 5)(k - 6) +5(k — 4)(k - 5) + 7(k — 4) +1]

Podemos aqui observar que, designando pdd o0 nosso grafo,
75(G) = 71,(G) = 7,(G) = 0, isto é, nunca conseguiremos colorir 0 Nn0Sso Mapa menos

de guatro cores pois tais coloracdes nao existem. om@&

,(G)=4x3x2x1x(0+0+0+1)=24 temos entdo 24 maneiras diferentes de fazer ess:
coloragdo usando 4 cores. O facto dg{G)#0 esta de acordo com o enunciado do

teorema das 4 cores que nos garantia a existéneitaldcoloracao.

Vemos abaixo uma possivel coloracdo do grafo cooorkes

7

Figura 41

que corresponde ao mapa:

71



Figura 42

3.2. Pong Hau Ki

O Pong Hau K’'i € um jogo originario da regiao denfdo na China mas, na
Coreia, é designado por Ou-moul-ko-no. O jogo éremtamente simples quer em
termos de material usado como em termos de redggaste uma variante europeia do

jogo, do periodo medieval, um pouco mais complesahecida por Madelinette.

Figura 43
E um jogo para dois jogadores e o material necéssé& um tabuleiro como o da
figura acima, com cinco casas, e duas pecas pada ¢agador: duas azuis e duas
vermelhas. Na figura seguinte indica-se a disposigécial das pecas no tabuleiro.

Figura 44
Sorteia-se qual dos jogadores comeca a movimeasasuas pecas e 0 objectivo €
impedir qualquer movimento do adversario. S6 podeaeuma pe¢ca em cada ponto.
Ndo ha capturas. Alternadamente, cada jogador @¢eskoma das suas pecas para a
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Unica casa livre do tabuleiro, seguindo as linhdence quem conseguir bloquear o
adverséario impedindo-o de movimentar as suas pecgas.

Para futura referéncia neste trabalho vamos desigis casas por numeros:

Figura 45

N&o pretendemos fazer um desenho sempre que @mecos de nos referir a uma
dada disposicao das pec¢as no tabuleiro. Assim, waareanjar um simbolismo para
representar qualquer configuracdo e que nos perméguir o desenrolar do jogo.
Podemos observar que basta indicar onde se enaontta pecas vermelhas (por
exemplo), qual a casa vazia e qual a cor do segujogador a mover uma peca. Seja
| ={12345}. Um terno da formd{a,b},c,X), define completamente a situagéo do jogo,
onde {a,b,c}DI , @ e b indicam as casas ocupadas pelas pecas vermethasdica a
casa vazia eX D{A,V}, azul ou vermelho, indica a cor do préximo jogad®or
exemplo a configuracado inicial, no caso de comegare jogar as vermelhas, sera
{12}3Vv). Podemos calcular quantas configuragdes existeamdtemos de escolher

2 casas, entre 5, para colocar as pecas vermelhasisa entre as 3 restantes para
deixar vazia e 1 jogador entre 2 possiveis, entdpnumero total de configuracdes
seraC;x3x2=10x3x2= 60

Pretendemos analisar matematicamente o desenmdajogo e, eventualmente,
descobrir uma estratégia 6ptima que um jogador deeguir para alcancar o
objectivo do jogo e, para isso, vamos utilizar graf O préprio tabuleiro do jogo
corresponde a representacdo visual que demos ambeente de grafos mas com esse
grafo apenas conseguiriamos retractar uma parter@l@sas do jogo, nomeadamente a
aresta que une dois vértices, permitindo o deslmram de uma peca entre duas
casas. Para o nosso objectivo isto é muito poucond3so grafo deve permitir
transicdes entre configuracdes do jogo, levandoinass uma possivel situacdo de
vitoria de um dos jogadores. Assim o0s vértices dosso grafo seriam as
configuracbes e as arestas uniriam duas configuwsacue possam suceder-se no
desenrolar do jogo. Vimos que existem 60 configes; logo o nosso grafo teria 60
vértices. Este numero ja é suficientemente granamea exigir algoritmos e utilizacéo
do computador para resolver o problema. Como n&sse o0 objectivo deste trabalho
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vamos procurar diminuir o nimero de vértices masntaado as caracteristicas do
problema. Podemos comparar, como exemplo, as duasfiguracdes seguintes,

supondo que jogam as vermelhas:

Figura 46 Figura 47

Analisar uma é exactamente o0 mesmo que analisautaa e, os dois jogadores
estdo exactamente na mesma situagcdo numa ou nolsta.acontece porque um dos
desenhos corresponde a uma simetria (vertical) dtoroo Todas as configuracdes
onde isto aconteca podem ser consideradas comoos@andhesma e, deste modo,
vamos diminuir o niumero de vértices. Esta situad@oduas configuracdes diferentes
corresponderem a mesma situacdo de jogo ndo esistepre. De facto, s6 acontece
guando a figura ndo € exactamente simétrica e pgsBa-se quando a casa vazia nao
€ a central, ou sendo, as vermelhas estdo umamntealde cima outra na linha de
baixo. Entdo, das 60 configuragcbes existem 4 quen tde ser consideradas
separadamente mas as restantes 56 podem ser agqupads a duas ficando portanto
28. Com as 4 anteriores conseguimos diminuir o ntonte vértices para 32.

No entanto, ainda podemos diminuir mais considdoaoutro caso. Suponhamos

gue jogam as vermelhas na figura da esquerda eas aa figura da direita:

XX

Figura 48 Figura 49

Em qualquer dos casos a Unica jogada possivelesponde a mudar a peca da
casa central para a casa vazia. Sera que podemosiderar estas duas situacdes
como sendo a mesma? Deste modo perdemos, em todasoafiguracbes, a
identificacdo de quem joga. Mas sera isso um prof® De facto ndo é mas néao
podemos tirar essa conclusdo nesta fase do nosdociaio. Uma vez que as regras

do jogo impdem que as vermelhas comegcam semprecasss 1 e 2, e a auséncia de
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ligacdo entre estas casas leva a que, no inicisiteacdo das vermelhas e das azuis
nao é exactamente igual e deveremos analisar quptestdes em separado:

a) Existir4 estratégia Optima para as vermelhaanglo efectuam elas a primeira
jogada?

b) Existird estratégia oOptima para as vermelhasngo efectuam as azuis a
primeira jogada?

c) Existira estratégia 6ptima para as azuis quardectuam elas a primeira
jogada?

d) Existira estratégia Optima para as azuis quardectuam as vermelhas a
primeira jogada?

Do enunciado destas questdes pode parecer que frablema perder, em cada
configuracédo, a nocao de qual o préximo jogadofeciar um movimento mas o que
de facto vai acontecer € que vamos analisar duisagbes ao mesmo tempo e a
conclusdo para as duas sera a mesma. Entdo as Bf2gooacbes referidas atrés
reduzem-se a metade e teremos entdo um grafo cowédtéces para analisar.

Chegou a altura de definir rigorosamente o nossatemial de trabalho. Seja
| ={ 12345}, (1) o conjunto das partes de com dois elementos) ={AV}, as cores
dos jogadores, azul ou vermelho@={({a,b},c, X)02,(1)x1 xJ:cii{a,b}}. PortantoC é
o0 conjunto das 60 configura¢gfes possiveis tal canaefinimos atras. Consideremos

ainda a seguinte permutacdo dm

S:

!

a b 0N PP -
11111
A Ol WO L N —

Vamos definir agora enC uma relacdo binaria que vamos designar gyre que
seguidamente provaremos ser uma relacdo de equeeéNo entanto, para facilitar
a analise posterior vamos definir mais quatro réks; binarias emC. Definimos
entdo que({ab},c,X)2 ({x y},zY) quando ({xy}={ab} L z=c L Y=X). Definimos
que ({a,b},c,x)2, [x v}, zY) quando ({x,y}={s(a).sb)} L z=slc) L Y=X). Definimos
que ({a,b},c,x)2, ({x v}, zY) quando({x,y}=1\{a,b,ct L z=c L Y#X). Definimos que
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{ab},c,x)2, (x v}, zY) quando ({xy}=1\{s(a).slb),slc} L z=slc) L Y=zX). Por fim
definimos, paraa,f0C, a®R B quandoa R fUa &R, fUa R, fUa R, 5.

A definicdo desta relacdo merece comentarios ma@gsalhados. Temos uma

disjuncdo de quatro condicfes onde cada uma dipeits a uma relacdo. A relacédo
&, aparece com o objectivo de relacionar qualquerfiguragéo consigo propria.
A relacdo Z, aparece no sentido de relacionar duas configuragdede joga o

mesmo jogador e a posicdo € simeétrica, como acenbecexemplo da figura seguinte

e que ja foi apresentado anteriormente

XX

Figura 50 Figura 51

A relacdo &, € no sentido de relacionar duas configuragbes oasleermelhas,

numa configuracdo, estdo na mesma posicdo que ais,ama outra configuracédo, a
casa vazia seja a mesma em ambas as configurac@egogador a fazer a proxima
jogada seja diferente, como acontece no exemplofigara seguinte e que ja foi

apresentado anteriormente

XX

Figura 52 Figura 53

A relagcdo®, aparece como uma espécie de composicado entre as rdllacdesg,
e &;,. O conceito de produto de relagcdes binarias, qamas definir seguidamente,

permite formalizar o que estamos a dizer e serhpdra demonstramos qu& é uma
relacdo de equivaléncia. Sejam® e 2 duas relagGes binarias ef@. Definimos o
produto das duas relacdes bindrias como sendo uosva nelacdo binaria enC, que

denotaremos poPx2 =22, e € definida pora P2y se e sO se exist@gC tal que

a”PpB L [Z2y. Esta operacdo produto € uma operagdo interna abpjuato
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R={Z,%Z,.2,,2,}, isto é, (Rx) tem estrutura de grupdide; esse facto sera fundaaie

para provarmos qué é transitiva e podemos ver na tabela de duplaagi@rseguinte

iISSO mesmo.

Tabela 3
= z, z, z,
z z z, z, z,
z, z, z z, z;
z, z, z, = =,
z, z, z, z, z

Temos {ab}={ab} Lc=c L X=X logo ({a,b},c,X)Z({ab}c,X) donde 2 &
reflexiva.

Suponhamos agora qufa,b},c,X)2 ({x y},zY). Se temos{x,y}={a,b}0z=cOY =X
entdo também{ab}={x y}Oc=z0OX =Y. Se temos {x,y}={s(a) slb)}} 0z=s(c)OY = X
entdo também{a,b} ={s(x),s(y)} Oc=s(z)IX =Y. Se temos{x,y}=1\{a,b,c0z=cOY £ X
entéao também {av}=1\{xy,z40c=z0x 2Y. Se temos
{x,y}=1\{s(a),sb),s(c)} 0z=s(c) Oy = X entao também temos
{a.b} =1\{s(x),s(y),s(z}} Oc=s(z)Ox Y. Em qualquer dos casos temos
({xv}.zY)Z ({ab}.c,X) logo 2 é simétrica.

Suponhamos agora que, pasag,ydC temosa®Z [ e SR y. Entdo, atendendo a
nossa definicdo de® existemi,jD{l2,3,4} tais quea® S e R, y, dondea RR, y.
Mas como(Rx) é um grupdide entéo existed{1234} tal que B&, =%&,, logo a B, y
e consequentemente 2 y, ficando provada entdo a transitividade ®e

Visto entdo que® € uma relagédo de equivaléncia vamos definir o aotg dos
vértices, no nosso grafo, como sendo o conjunto dasses de equivaléncia d&.
Como representante de cada classe poderiamos esgcaglinalquer elemento dessa
classe mas, para sistematizar, vamos escolher sempn representante onde o
proximo jogador a movimentar a pe¢ca s&a o minimo do conjunto das posi¢cdes das

pecas vermelhas seja o0 menor e a posicao da cazsia $&ja a menor. Isso mesmo
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fica claro na lista seguinte das 18 classes de \wjé@ncia, onde é ja introduzida a
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{ 123456,78910111213141516} e o conjuntoA das

Fazemos entdo, no grafy,

arestas sera definido de modo que as classes deaguncia de duas configuracdes

gue possam suceder-se no desenrolar do jogo sefjacentes. Temos a seguinte

representacdo pictorica do grafo.
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Figura 54

O vértice 1 aparece a vermelho pois esse seraroceéde partida caso joguem as
vermelhas em primeiro lugar. O vértice 16 apareca&zal pois esse sera o vértice de
partida caso comecem as azuis. O vértice 6 apamea@nzento pois esse sera o
vértice que marca o fim do jogo caso seja atingido.

Por analise deste grafo podemos ver que um jogaéstando no vértice 4 ou no
vértice 7, e sendo a sua vez de jogar, s6 terasgudeslocar para o vértice 6 e ganha
no jogo. O nosso objectivo era apresentar a esgiatéptima para este jogo. Assim,
a estratégia que cada jogador deve seguirestando no vértice 11 nunca devera
mover-se para o vértice 4, mas sim para o vértice»3 Se ambos os jogadores
seguirem esta estratégia entdo o jogo ndo termimawdca. Portanto, qualquer
jogador s6 chegara ao vértice 4 ou vértice 7 metiarm erro do adversario. Temos
entdo um jogo onde a estratégia Optima conduz apat¢e empate esse gue sera
decretado quando os jogadores estiverem cansadas dacretarem mutuamente uma
vez que as regras nao estipulam um numero limit¢ogadas.

Notemos que, o vértice 11 corresponde as quatguistes situacdes de jogo:
a) ({154V)

Posicdo — jogam as

Vermelhas

Jogada Errada das

Vermelhas

Jogada Correcta das

Vermelhas

Figura 55

Figura 56

Figura 57

b) {24 5V)

Posicdo — jogam as

Vermelhas

Jogada Erradas das

Vermelhas

Jogada Correcta das

Vermelhas

Figura 58

Figura 59

Figura 60
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c) (2347

Posicdo — jogam as Azuis Jogada Errada das Azluis gada Correcta das Azuis

Figura 61 Figura 62 Figura 63

d) ({1354)

Posicdo — jogam as Azuis Jogada Errada das Azuis gada Correcta das Azuis

Figura 64 Figura 65 Figura 66

3.3. 4- Planificacoes do Cubo

Podemos levantar a questdo: «Quantas planificac@leferentes do cubo
existem?». Vamos usar grafos para responder acstatao.

Para fazer a construgédo do grafo que representabm, a cada face do cubo vou
corresponder a um vértice do grafo e os veérticesp w&tar unidos se as faces
correspondentes estdo unidas por uma aresta. Asditanho um grafo, como esta
ilustrado na figura seguinte.
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Transformagéo>

Figura 67

Depois de ter o cubo transformado num grafo, axpn@ preocupacao sera como
representar as planificacbes no grafo. Ora cadanifitacdo do cubo deve
corresponder a um subgrafo deste, pois o que vafamer é eliminar arestas para
conseguir planificar. No entanto ao fazer esta etiagdo temos de ter em atencéo
dois aspectos: temos de obter um grafo conexo (&asdrario, separavamos o cubo
em varios “pedacos” deixando de ser uma planificaghh cubo); e ndo pode ter
ciclos (porque se por exemplo, trés faces estivesseutuamente unidas nao era
possivel a planificacdo). Sabendo que grafos comexaiclicos sdo arvores, 0 que se
pretende é extrair do grafo inicial, subgrafos qgejam arvores e que passem por
todos os vértices do grafo, ou seja, arvores cois gértices. Existem seis arvores

ndo isomorfas com seis vértices, como esta ilustraa figura abaixo.

| /N

Figura 68

O passo seguinte é percorrer todos os casos etrmondodas as planificagcdes

possiveis.
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Vou dizer que dois vértices sdo opostos quandoesgrondem a faces opostas no
cubo quando este estd construido. Vou usampara designar o vértice oposto ao

vértice v.

3.3.1. 19 Caso:

Neste primeiro caso a minha arvore é um camighe passa pc

Vo. todos os vértices. Vou designar esse caminho pRaev,Vv.v,v;,
chamar veértice inicial av, e vértice final av,. Seja k o
v, ® comprimento do unico caminho que une o vérticeao seu oposto.
a) Sek,= 2entédov,'=v,. Ora, v;'2v, porque esta unido com el
° V,'ZV, pois v,'=Vv, e 0 oposto é Unico, e pelo mesmo motivoz v,.
V.
i Temos ainda quev,#Vv, pois nesse caso obrigatoriamentg e v,
seriam opostos o que ndo pode acontecer pois astédos. Entdo
Vs ® necessariamentey,'=v, donde k,= 2 Ora, se dois vérticesdao
opostos e distam dois um do outro entdo, na plaaifao, estara
® alinhados um com o outro e terdo um terceiro vértpelo meio.
Va Como hé&a dois pares de vertices nestas condicbesfioerdsts
primeira situacdo conduz a planificacéo:
v, @
Figura 69

b) Sek,= 3entdov,'=v,. Ora, v,'#v, porque esta unido com el
V,'ZV, pois Vv,'=Vv,, e pelo mesmo motivov,'#Vv,. Duas situacgde

podem entdo acontecer. O opostode v, ou V,'=V,.
b.1) Sev,'=v, entdok, = 3 Temos entdo que o oposto &g=v,. Vemos entédo que,

nesta situacado, ndo ha dois vértices opostos gsatemi 2, logo ndo pode haver trés

vértices alinhados. Entdo esta situacdo conduzaaificacéo:
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Figura 70
b.2) Sev,'=v, entdo k;, = 4 Temos entdo ques,'=v,. Estes dois ultimos oposto
distam dois um do outro logo, na planificacdo, esédinhados com um vértice entre

eles. Entdo esta situacdo conduz a planificacao:

Figura 71

c) Sek,= 4entdov,'=v,. Ora, v,'#Vv, pois V,'=v, e 0 oposto é unico, e pelo mesmo
motivo V,'#2v,. Temos ainda quev,'ZVv, pois nesse caso obrigatoriamentge e v,
seriam opostos o que ndo pode acontecer pois agtins. Do mesmo mode, nédo é
0 oposto dev, pois nesse caso obrigatoriamenig e v, seriam opostos o que néao
pode acontecer pois estdo unidos. Entdo, necessante, v, =v, donde k; = 3 Claro
que esta situagdo conduz a mesma planificacdo em k=3 e k=4 pois a

planificacdo ndo mudaria pelo facto de «percorrereaminho no sentido contrério.

d) Sek, = 5entéo,Vv,'=v,. Entdok,= 5 O oposto dev,'#Vv, pois nesse caswu, e V,
seriam opostos, o que ndo pode acontecer. Obviagnentposto dev, s6 pode ser
entdo v, e resultando dai que, e v, sdo opostos. Temos entdo necessariamente 0s

guatro vértices interiores (vértices de grau 2)adminho alinhados e a planificacao

resultante é:
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Figura 72

Resumindo,
Tabela 4
Comprimentg Subgrafo Planificacéo
do caminho
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3.3.2. 29 Caso:

V3

Figura 73

a) Sek,= 2entaov,'#v,, pois nesse casug,'=v; 0 que
ndo pode acontecer. Entdg,'=v, e Kk, =k,=2. Temos

entdo a planificacéo

Figura 74
b) Se k,= 3 entdo v,'2v, pois nesse caso teriam

v,'=v,. Entédo, ouv,'=v, donde v;'=v,, ou v,'=v, donde
v;'=v,. Claro que estas duas situagdes séo perfeitam

simétricas conduzindo a planificacéo:

Figura 75

c) Sek,= 4entdo v,'=v, (ou v, mas é simétrica). Entde,'#v, pois nesse caso

v,'=Vv,. Vem entdok, =k, = 4 Temos entdo a planificacao:
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Entao,

Figura 76

Tabela 5
Comprimentg Subgrafo Planificacéo
Do caminho
2
3 ﬂ
“ N
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a) Se k,= 2 entdo v,'=v, (ou v, mas ¢é
simétrica). Entdov,'#Vv; pois nesse caso teriam
V,'=V; 0 que ndo pode acontecer'#Vv, pois nesst
caso teriamosv,'’=v; 0 que ndo pode acontect
Entdo v,'=v, e v,'=v,, dondek, = 3e k, = 2. Temos

entdo a planificacao:

Figura 77

Figura 78

b) Sek,= 3entdov,'=v, (ou v, mas € simetrica). Oray,'2v,, V,'ZV, € V,'#Vv, por
razdes Obvias. Temos aindg'#v, pois nesse caso teriamog=v, 0 que ndo pode
acontecer. Entdov,'=v, donde v,'=v, vindo k,=3 e k=2 Temos entdo a

planificacéo:

Figura 79
Esquematizando vem,
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Tabela 6

Comprimentg Subgrafo Planificacéo

Do caminho
2

3.3.4. 49 Caso:

a) Sek,= 2entdov,'=v,. Entdov,'=v, e v,'=v; (ou v,'=V,

v, @
e v,'’=Vv;, ou aindav,'=v; e v,'=v,, mas claro que todas est
situagdes sdo simétricas). Entdqg=Kk,=k,= €& temos ¢
v, ® e
planificacao:
Vz
V33 Vq Vs b) Sek,= 3entdov,'=v, (ou v,, ou vy, mas simétricas)
Figura 80 Entédo, claramentey,'#v, e v,'#Vv,. Temos aindav,'#Vv, pois
nesse caso teriamos,'’=v, 0 que ndo pode acontecer,
também v,'#2Vv, pois nesse caso teriamosg'=v, 0 que nac
pode acontecer. Entdo esta situagdo nunca acontece.
Obtemos,
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Comprimentg Subgrafo Planificacdo

Do caminho
2

3.3.5. 59 Caso:

v Vs a) Sek,= 2entdo temos duas situacdes a analisar:
a.1l) Aqui supomosy,'=Vv,. Ora, V,'2Vv, pois nesse cas

terfamos v,'=v;, 0 que ndo pode acontecer. Vem en

Vo
v,'=v, ou Vv,'=v,. Notese, no entanto, que estas dt
situagcbes sdo simeétricas pois, sg=v, vem v,'=v, e se
v Vv,'=Vv, vem v,'=v,. Basta entdo analisar quandgQ'=v, e
v,'/=v;. Temos aqui, alem dek,= ,2k, =2, k,=k =3.
V3 Va Temos entdo a planificagao:

a.2) Aqui supomosy,'=Vv,. Nesta situacao vem,'zv,, W,'2Vv, e V,;'2v,. Logo nunca

pode acontecer.
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b) Suponhamos agora quk,= . Entdo v,/=v, (ou v, mas simétrica). Entéo
necessariamente,'=v, e v,'=v,, mas esta situacdo € perfeitamente simétrica & a.l

Aqui k, =3, k; =3, k,=2 e k= 2

Comprimentqg Subgrafo Planificacéo
Do caminho
2;3

3.3.6. 69 Caso

Este caso ndo pode acontecer pois aqui existe
vértice de grau 5 e no grafdo cubo construido (el
estudo) todos os veértices tém grau inferior a 5m(
todos grau 4), logo qualquer seu subgrafo nuncaep®
ter vérties de grau 5 (no maximo sO poderia
vértices de grau 4).

Sendo assim posso concluir que s6 existem

planificacdes diferentes do cubo.
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Conclusao

Este trabalho comecou com o claro propoésito ddiagr Teoria de Grafos na
andlise, eventualmente na resolucdo, de determingdgos. Assim foi adoptada a
postura de, depois de colocado o problema procuras grafos a sua resolugéo.
Acontece que, quase todos os principais conceigfsnddos na Teoria de Grafos tém
algum exemplo ludico onde possam ser usados e esasoexemplos de jogos acabam
por percorrer esses mesmos conceitos:

- conectividade, isto €, existéncia de um caminho;

- grafos eulerianos, portanto a existéncia deelcegs que passem por todas as
arestas;

- grafos hamiltonianos, portanto a existéncia digectos que passem por todos o0s
vértices;

- coloracao de grafos.

O estudo historico feito foi deveras enriquecegois permitiu colmatar lacunas
existentes antes da realizacdo do trabalho. Seréade que alguns dos exemplos séo
tradicionais fazendo ja parte da histdria como edtaassociados a Teoria de Grafos
deu-nos especial satisfacdo conseguir descobristaagégia Optima para o jogo do
Pong Hau Ki e a anélise das planificacbes do cymis a partida, ndo sabiamos se
conseguiriamos utilizar com sucesso os grafos resasos.

A recolha de informacédo relativa a Teoria de Jogesdo como objectivo uma
aprendizagem focada em actividades ludicas e propoando prazer foi também
extremamente importante pois serad certamente Uailactividade de professor de
Matematica que sabe a partida que a maior partealoeos que vai encontrar nao
estdo interessados em estudar. Ndo esperando cemtanque a utilizacdo destes
topicos va resolver os problemas de insucesso saipglina de Matematica, portanto,
sem esperar milagres achamos, no entanto, quea/pkena investir e tentar cativar os

alunos com a introducédo de alguma actividade ludissociada a aprendizagem.
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