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EVOLUCAO DO CONCEITO DE NUMERO
Uma perspectiva histérica

Resumo:

A evolucdo do conceito de nimero, objecto do interesse do autor pela importancia
da sua abordagem no exercicio da docéncia no Ensino Basico e Secundario, é apresentada
numa perspectiva historica e evolutiva, desde os processos de contagem oral, passando
pela representagdo concreta e pela representacdo simbolica dos nimeros em diferentes
sistemas e bases, que sdo sumariamente descritas. O aparecimento de nimeros cuja origem
¢ associada a problemas de medida é tratado antes do calculo, descrevendo-se, de seguida,
a evolucdo dos processos de célculo aritmético até ao aparecimento do calculo escrito
tradicional, salientando-se o papel do aparecimento do zero e da sua aceitagdo como
namero, bem como da formalizacdo das regras de operagdo com nimeros negativos nesse
processo. E referido o surgimento da Algebra como processo de formalizagio de
problemas com numeros e apresentada uma perspectiva da evolucdo moderna dos nimeros
e da ciéncia dos numeros, com as tentativas de fundamentar neles toda a Matematica;
apresenta-se a evolucdo das abordagens de fundamentacdo e de rigor inspiradas na
axiomatica da Geometria e o aparente ascendente da Algebra sobre a Geometria com a
criacdo da Geometria Algebrica ou Analitica. O aparecimento da Analise Infinitesimal,
aceite porque funcionava bem apesar de toda a critica, obrigou a reflexdo profunda sobre
os alicerces do edificio cientifico da Matematica, aprofundando-se os argumentos para
superar paradoxos e antigos medos do infinito e do infinitamente pequeno até se obter,

numa sequéncia cronoldgica ilégica, as bases ldgicas da Aritmética.

Esta evolucdo e a impossibilidade de construir um sistema logicamente sélido e
irrefutdvel conduzem-nos a uma visdo da actividade matematica como facto ligado a
modos de raciocinio e argumentos acerca de ideias aliciantes. Ao contrario do que é
comum referir, a Matematica ndo ¢ mais uma ciéncia exacta, mas “falivel, corrigivel e com

significado”.

Em anexo, apresenta-se um conjunto de propostas de animacdo e actividades
matematicas relacionadas com a ldade Média, pensadas para um contexto de Feira

Medieval que a Escola pretende realizar.



Evolution of the number concept, an historical perspective

ABSTRACT

The evolution of the number concept, subject of interest to the author by its
importance in his activity as a teacher, is presented in an historical perspective: oral
counting processes, symbolic representation, numbers to solve measure problems and
questions related to arithmetic calculation procedures are referred, just to the discovery of
traditional written calculation algorithms. The importance of zero and negative numbers in
this process is discussed. It is also mentioned the origin of Algebra to formalize problems
with numbers and the attempt to give to Arithmetic an axiomatic system of validation is
presented, since its foundations were not effectively as solid as those of Geometry and a
process of creation of algebraic geometry was running. Analysis, largely criticized, forced
this way of rigor demand and the rigorous foundations of Arithmetic occurred in an
illogical process, from the complex to the natural numbers. In this way, theories and
arguments to overpass ancient fears and paradoxes were created, but conducting to a
science that is no more an exact science: it’s a fact, dealing with ways of reasoning and

arguments about ideas and can fail and corrected.

As an annexe, a set of mathematics activities for the School’s Medieval Fair is

presented.
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Introducgao

Estudar a evolucdo do conceito de numero ao longo da historia da humanidade é
estudar boa parte da historia da Matematica. Na origem desta ciéncia estd o NUMERO - o
numero inteiro criado pela necessidade da contagem, logo depois associado a “magnitude”,
que davam sentido a uma muito antiga definicdo de Matematica: ““ a ciéncia do namero e

da magnitude”.
A evolucdo do conceito de nimero tem sido estudada em diversos dominios:

- na Antropologia, que da observacdo e da analise dos relatos do modo de
vida de tribos isoladas tenta perceber a evolucdo do conceito através da linguagem
utilizada, da forma como € feita a contagem e dos simbolos utilizados. Estas analises
permitem estabelecer paralelos com o que podera ter acontecido na antiguidade.

- na Linguistica, que procura encontrar a origem e a evolucdo dos termos
usados na contagem, a sua permanéncia ao longo da historia e as associacdes que explicam

origens e percursos evolutivos comuns.

- pelos bidlogos e cientistas da evolucdo da vida que procuram entender a
extensdo da capacidade de contagem de alguns animais e mesmo a possibilidade de
realizacdo de operagOes mentais.

- pelos psicologos, nomeadamente os que se dedicam a psicologia infantil,
que, com os cientistas da educacdo, procuram perceber a evolugdo da aprendizagem
humana do conceito de numero e, eventualmente, encontrar caminhos e processos de

melhoria das aprendizagens.

Os varios caminhos de pesquisa tém pontos comuns e estabelecem-se relagdes entre
as diversas teorias que eventualmente se completam. O que € maravilhoso é ver-se, a cada
dia, retomar-se, em cada pessoa que cresce, uma evolucdo conceptual que partindo de uma

base de “hardware biologico”, digamos assim, que serd idéntico ao que era hé centenas e
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h& milhares de anos, que sera idéntico nos cinco continentes habitados e verificar que ha
evolucdo e progresso cientifico neste campo. A diversidade de tal evolucao € condicionada,
naturalmente, pela riqueza cultural do meio em que se realiza, pela possibilidade de
potenciar as capacidades inatas dos mais dotados e por outras condicionantes, onde

poderemos incluir a valorizagéo da criatividade e da curiosidade humanas.

Os historiadores, nomeadamente os historiadores da ciéncia e particularmente os
investigadores da historia da Matemaética, ao procurar descrever a evolucdo dos conceitos
no contexto da evolugdo da propria ciéncia, abrem perspectivas relativamente a evolucao
futura. E ajudam a desenvolver a riqueza cultural do meio social onde se realiza a

aprendizagem, com vista ao desenvolvimento pessoal dos individuos e da ciéncia em geral.

No caso particular da didactica da Matemaética, tem vindo a ser valorizada a
introducdo do enquadramento historico das nocdes e das teorias e abordagens utilizadas
como meio de melhoria dos processos de ensino e aprendizagem. N&o se trata de
reconstituir os todos os caminhos de aprendizagem numa perspectiva construtivista de que
significativa é a aprendizagem que se descobre... Trata-se, isso sim, de enquadrar e relevar
as respostas ja dadas a questdes que ja tém por tras de si uma longa histéria de avancgos e
recuos, de abordagens conseguidas e de tentativas falhadas, de caminhos que se abriram
para responder a questdes em aberto em certas épocas e que podem, de novo, ser

retomados em estadios muito mais avangados.

A dimensdo historica ajuda a abordar a Matematica como um processo continuo de
reflexdo e desenvolvimento que se vem desenrolando ao longo do tempo e ndo, como
porventura possa parecer, uma estrutura rigida e inabalavel feita de verdade eterna,
imutavel e irrefutdvel. Pensar na Matematica como uma actividade intelectual mais do que
como produto acabado significa pensar em problemas a serem resolvidos, pensar na
importancia das conjecturas e no valor da intui¢do. O aluno toma o papel do investigador.
A historia ajuda o professor a compreender as etapas do processo de aprendizagem e a
propor problemas inspirados na historia. A analise historica pode ajudar o professor a
compreender porque é que determinado conceito € dificil para os alunos e a descobrir a
melhor estratégia de ensino e de desenvolvimento. O professor pode adoptar uma atitude
construtiva em relacdo aos erros dos estudantes e pode abrir perspectivas para a variedade
de respostas para um problema dado, interligando dominios (geometria, dlgebra, analise...)

e diferentes formas de pensar acerca de conceitos e ferramentas. O conhecimento da



evolucdo histérica dos conceitos mateméticos ajuda o professor a reflectir sobre a
necessidade de dar tempo para o adequado desenvolvimento da compreensdo Matematica:
passaram-se séculos para que grandes pensadores integrassem de forma segura
determinados conceitos no corpo de conhecimento matemaético, pelo que ndo podemos
exigir dos alunos imediata assimilacdo. E mesmo que os estudantes sejam, de alguma
forma, conduzidos a construir o seu conhecimento matematico num caminho analogo ao
do desenvolvimento histérico, isso ndo significa, necessariamente, que haja relacao intima
entre a construcdo do estudante e a sequéncia histdrica, visto haver grande diferenca de
condicionantes e 0s obstaculos a superar ndo sdo 0s mesmos. E, saber da existéncia de
determinados obstaculos ja constitui uma vantagem. Saber que grandes matematicos
cometeram erros e foram alvo de ataques e de incompreensdes pode dar algum conforto ao

aprendiz.

Por outro lado, o desenvolvimento individual no que respeita ao conhecimento da
Matematica tem algum paralelo com o desenvolvimento histdrico, pelo menos ao nivel dos
conhecimentos fundamentais e isso pode ser potenciado no caso de o professor conhecer a
evolucdo histdrica de tais conhecimentos. Por outro lado, a aprendizagem da Matematica,
sendo “socialmente construida” ou socialmente mediada, € facilitada quando o aluno
provem de meio social culturalmente e matematicamente rico e é dificultada quando o
meio de origem contém factores sociais de “resisténcia” (aberta e franca ou apenas subtil e
discreta) e de rejeicdo. A analise da evolucdo historica de certos conceitos ou
procedimentos pode ajudar a desenvolver as capacidades ou a superar as dificuldades,
conforme os casos. Muitas das resisténcias que um educador matematico verifica existirem
ndo sdo consequéncia das dificuldades intrinsecas dos assuntos tratados mas da atitude
perante eles. A perspectiva histdrica pode ajudar o aluno a uma mudanca na concepgdo que
tem da disciplina e na sua atitude em relacdo a ela, procurando perceber as suas

ferramentas, métodos e conceitos.

A evolucdo do conceito de numero é uma ideia-chave do Programa do Ensino
Basico, pretendendo-se, de acordo com o programa, promover a compreensdo dos nimeros
e das operacdes, desenvolver o sentido de numero e desenvolver a fluéncia no célculo. No
caso do Ensino Secundario o conjunto dos nimeros reais é extensivamente tratado e séo
trabalhados os nimeros complexos. Foi a necessidade de aprofundamento das raizes
historicas do conteudo destes temas que me levou a efectuar a pesquisa que deu origem a

este trabalho. Sendo a pesquisa muito mais agradavel do que a produgdo de texto, ndo
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deixa de ser gratificante conseguir levar ao fim a tarefa, mau grado os erros e insuficiéncias
que possa conter. E se este trabalho puder contribuir positivamente para uma melhoria nos

dominios referidos, daremos por bem empregue o esfor¢o dispendido na sua realizacéo.
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1 - Numeros e contagem

Deus criou os inteiros. (Leopold Kronecker, 1823-1891 )

N&o é possivel estabelecer como e quando surgiu a necessidade de contar. Talvez
os fendmenos naturais que se repetem ciclicamente tenham, por si mesmos, estimulado o
sentido de contagem numa perspectiva de prever ou antever a sua realizagdo. A sucessao
dos dias e das noites, as fases da Lua, os ciclos das estacOes deverdo ter dado origem a
registos de contagem que terdo precedido, eventualmente, outro tipo de registos
relacionados com a propriedade (de cabecas de gado ou de outros bens) ou com o resultado
de algum acontecimento. A contagem surge como uma necessidade, como resposta a um

problema pratico de percep¢do da realidade ou de comunicacéo.

Contamos usando palavras: contar é associar palavras de uma sequéncia abstracta
pré-definida as coisas que contamos. Esta associacdo € uma relagdo um-a-um entre 0s
elementos (objectos) do conjunto ordenado a contar e os elementos (as palavras) do

conjunto ordenado das palavras que constituem o sistema de contagem.

Cada cultura tem definido o seu conjunto das palavras usado para efeitos de
contagem e essa ferramenta encontra-se disponivel de forma abstracta, para utilizagdo com
as entidades que alguém se proponha contar: sdo palavras usadas como etiquetas de
posicao das entidades a contar, de modo que a Ultima etiqueta refira a “cardinalidade” ou o

namero de elementos do conjunto.

Um sistema de contagem baseado num conjunto de palavras tem, potencialmente, a
possibilidade de contar para além do que é fisicamente possivel contar: ele incorpora a
ideia de progressdo infinita (cada numero tem um sucessor e esse sucessor € designado a

custa do seu predecessor).

Esta ideia basica de contagem utiliza a no¢do de numeral para representacdo do
namero. Importa distinguir com clareza que numeral é qualquer tipo de representacdo do
conceito (abstracto) de nimero; a representacdo escrita pode ser feita pelas palavras em

extenso ou pela representacdo simbdlica utilizando algarismos.
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A andlise da evolucdo dos sistemas de contagem e da representacdo simbolica do
numero € assunto da Histdria e, pelo que se conhece, a historia dos nimeros enforma toda

a historia da civilizacao.

1.1 - Uma pré-histéria do numero?

Karl Menninger (Menninger, 1969) refere testemunhos relativos a uma tribo sul-
americana que nao conhecia mais do que trés palavras para os nimeros e que, durante uma
deslocagcdo em massa por motivos de auséncia de meios de subsisténcia, era capaz de

detectar, num apice, a auséncia de um dos seus caes.

Ao nivel mais fundamental, seja na evolucgdo individual da crianca, seja no que 0s
historiadores e os linguistas nos permitem inferir do desenvolvimento das sociedades,
existe uma consciéncia fundamental da oposicdo eu — outros, uma dicotomia singular -
plural, a unidade face ao muitos. A crianga pequena comeca com essa distincao e estudos
efectuados de ha longos anos permitem assegurar que 0s animais o fazem também, de

forma intuitiva.

Talvez mais do que isso, como faz o passaro, a quem foi retirado um ovo do ninho,
que vai de imediato repor. Podera haver como que um sentimento cinestésico de auséncia

de algo em relagéo a um padréo.

Muitos animais possuem, de algum modo, esse sentido de ndmero: de forma
rudimentar distinguem quantidades concretas. Mas podem, ainda discernir sobre a

comparacgéo entre quantidades (Ifrah, 1994).

1.2 — Representacdes “concretas” de nUmeros

A comunicacdo ndo verbal usada quando falha a comunicacéo verbal entre povos
de lingua diversa utilizou, desde sempre (podemos imaginar) uma ferramenta ligada com a
ideia de nimero: os dedos da mdo humana. Para além das situacdes de ajuda a contagem e
ao calculo, a utilizacdo de sinais codificados dos dedos das duas méaos para a representacao
do numero foi muito vulgarizada e manteve-se em uso, em certas civilizacdes, até épocas

recentes.
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A outro nivel de necessidade de fixacdo de informacdo, pequenos entalhes em

diversos suportes foram usados como registo numérico desde muito cedo na histéria da

humanidade. Uma descoberta arqueologica dos anos setenta do século vinte, um 0sso de

babuino, é considerada o artefacto matematico mais antigo da
humanidade (35 000 anos AC), antecipando em alguns milhares
de anos o ja anteriormente conhecido 0sso de lobo encontrado na
Checoslovaquia em 1937; neste, verifica-se a existéncia de 55
entalhes, parte dos quais agrupados de cinco em cinco. Um outro
0sso, conhecido por “Osso de Ishango”, cuja datagdo remete para
20 000 anos a.C. permite supor a possibilidade de ser originario
de uma civilizacdo com algum conhecimento matematico, visto

poder significar mais do que um simples registo numérico.

Parece possivel concluir que os registos numéricos do
tipo dos referidos anteciparam em muito o aparecimento da

escrita.

Os registos numéricos por entalne em pedacos de
madeira foram utilizados durante milénios como forma de
registo de nimeros relacionados com transac¢Ges comerciais e
respectivos débitos e créditos. O Tesouro Britdnico usou o0s
“Exchequer Tallies” até ao século XIX, praticamente sem
alteracdes desde o século XII (Menninger, 1969). Georges Ifrah
refere ter ainda visto este tipo de registo em uso numa padaria
rural francesa cerca de 1970 (Ifrah, 1994).

E interessante observar a existéncia de outros registos de
tipo concreto, digamos assim, que revelam a imaginacdo da
espécie humana: os Quipus, registos numéricos em cordas
usados pela civilizagdo Inca na América do Sul e testemunhados
pelos invasores espanhois. Trata-se de um processo de registo a
base de nos feitos em cordas coloridas e agrupadas de varias

maneiras a intervalos regulares. Este sistema permitia o registo

> 1 shilling, } inch.

— £1, 4 inch. Dia-
oA gonally cut.
/ (10s.)

’ £100, 1 inch.

B £1000, 1} inch.

Fig. 1-“Tally stick”, figura
de
http://www.edge.org/3rd_cul
ture/dysong08.1/dysong08.1_
index.html

de dados numéricos relativos a variadas circunstancias, normalmente com intuito

contabilistico ou de censo populacional, usando codigos de cores que podiam,
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eventualmente, ndo ter um significado concreto mas referir-se a uma ideia (Ifrah, 1994). O
sistema de contagem utilizado era um sistema decimal e a existéncia de uma rede de
oficiais permitia, com eficiéncia, fazer chegar a capital do império informac6es detalhadas
dos censos populacionais, da producdo agricola, etc. A simplicidade e eficiéncia do sistema
permitiu que perdurasse em certas zonas do Peru e da Bolivia pelo menos até ao século
XIX. E ainda hoje, refere Ifrah, um sistema derivado do Quipu, o Chimpu é usado pelos

nativos na Bolivia e no Perd.

Os registos numéricos dos Quipus feitos em cordas com nos podiam,
eventualmente, permitir alguma liberdade na utilizacdo da simbologia das cores para
representar o objecto da contagem. Os entalhes ndo permitem tal facilidade. A necessidade
de registo e controle de quantidade
(o que é 0 mesmo que o controle
da riqueza de uma comunidade) e
da respectiva evolucédo levaram a
humanidade a utilizacdo de outros
artificios para o efeito. As

pequenas pedras, célculos na

designacdo latina (e ainda actual,

quando se fala de pedras nos

Fig. 2 — Quipu Inca — foto do Museu Larco — Lima —Peru —retirada
de http://www.inkas.com/tours/lima/larco/museo_larco.html

rins...) foram sempre usadas na
aprendizagem da contagem e na aritmética fundamental: dai a palavra calcular, que em

diversas linguas provem da mesma raiz.

Essas pequenas pedras, que por comodidade designaremos a seguir por contas nao
resolveram, de forma prética a questdo da representacdo de grandes quantidades. Um
primeiro passo na evolucao, utilizando uma base de contagem, foi a atribuicdo de um valor
convencional de diferente ordem ou grandeza a pedras de diferentes tamanhos. Para
superar as dificuldades praticas do sistema, relativamente a identificacdo das diferencas e a
disponibilidade de quantidades de elementos diferentes na forma e /ou no tamanho,
recorreu-se, na Mesopotamia, a terra moldavel, a argila, possibilitando o fabrico de
pequenos simbolos de contagem de forma regular, anteriores a invencdo da escrita e dos

numerais escritos (Ifrah, 1994).
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Numa primeira fase, referenciado desde o 1X ao VII milénio A.C. na Mesopotamia,
tais contas de argila seriam figurativas, pretendendo, supde-se, representar o objecto da
contagem, com se fossem uma espécie de pictogramas tridimensionais (Ifrah, 1994).
Muitas dessas contas, correspondendo a épocas nao anteriores ao 1V milénio A.C., foram
encontradas dentro de pequenas bolas esféricas, ocas, com formato de ovos, onde foram
colocadas e depois fechadas com uma tampa, o que permitia uma melhoria na seguranca da
informacdo, pela permanéncia do conjunto. Os historiadores apresentam estes pequenos
objectos como pictogramas tridimensionais de produtos especificos, usados
contabilisticamente em transac¢Bes comerciais. Estas contas simbolizavam os proprios

objectos que contavam.

1.3 — As origens do sistema de contagem com palavras

A ideia de plural versus singular, associada a possibilidade de identificacdo de
objectos em pares (duas maos, dois olhos, dois pés...) tera levado a consolidagdo de um
conceito que, de um ponto de vista linguistico, pode ter paralelo na relacdo eu — tu. A partir
deste conceito podera ter-se iniciado um estimulo adequado para a emergéncia de um
conceito de palavra-nimero, criando-se a linguagem de base para aplicagdo a unidade, para

0 par e para mais que duas unidades.

A ter sido assim, a primeira barreira conceptual, linguistica e de representacdo
seria 0 numero trés, inicialmente assimilado a muitos. A escrita dos Egipcios e dos
Chineses perpetuou este estagio conceptual mais antigo de trés, sinénimo de muitos,
representando trés vezes o simbolo correspondente a determinado conceito para transmitir,
precisamente, a ideia de plural. O mesmo autor refere uma tribo que contando de dois em
dois com as palavras disponiveis “urapun, okasa, okasa urapun, okasa okasa,..., que nos
espanta contando para além do dois, sem ser capaz de contar até trés...” (Menninger, 1969,

p. 17)

Por outro lado, a permanéncia de modos de conjugacdo (masculino, feminino e
singular, plural) em vérias linguas de origem Indo-Europeia, das palavras usadas para a

unidade e o par, reflectem essa mesma ideia de “barreira conceptual” do trés.

Acrescente-se a dificuldade (em termos linguisticos) de lidar com o “um”, (numeral

ou artigo), provavelmente resultante de ndo ter sido, o “um”, desde a antiguidade,
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considerado verdadeiramente um numero... A defini¢do aristotélica em vigor na Europa
medieval, de acordo com Isidoro de Sevilha ( 560 — 636) € disso testemunha "O um, que é
principio dos nimeros, opde-se a multitude, que é o nimero, como medida em relacdo ao
medido. Pois 0 um tem o carécter de primeira medida, e 0 nimero € multitude medida pelo

um, como fica claro pela Metafisica de Aristoteles"

Um outro ponto de reflexdo sobre a “demora”, em termos de evolucdo da
humanidade, na conceptualizacdo de um sistema de numeracdo é a permanéncia de
distintos termos (em variadas linguas) para referir pares de determinados objectos ou
animais: parelha (de cavalos), junta (de bois), casal (referido a diversos animais), par (de
botas).

Devera ter, portanto, ocorrido uma evolu¢do de um cédigo falado, inicialmente
constituido por palavras directamente relacionadas com a coisa contada, que evoluindo
num sentido de progressiva abstraccdo e correspondente perda de significado concreto,
passou a referir-se a caracteristica comum dos conjuntos em que €é possivel estabelecer

correspondéncias elemento a elemento.

1.5 - Origens dos sistemas de registo codificado

Os sistemas de registo codificado dos numeros
associados a contagem sdo muito provavelmente anteriores e

precursores dos sistemas de escrita.

Ifrah (Ifrah, 1994) sugere que 0S numerais escritos

sumérios tém origem num anterior sistema de contagem de Q 6

5
v 8
é

8

tipo concreto, utilizando contas® identificaveis de um ponto Q a )

&8s
_ _ _ 60
de vista de forma-valor que a escrita procura reproduzir. A

utilizacdo das bolas de argila (bulla) perfuradas contendo as rig. 3- “Bulla” e “tokens” ,

\ . . imagem de http://www.earth-
contas correspondentes as quantidades estabelecidas num history com/Sumer/Clay-

. . e A . tablets.htm
determinado contrato conduziu & exigéncia de um resumo
exterior do contetdo da bola, um conjunto de simbolos graficos permitindo uma leitura

exterior das quantidades em causa...

! A palavra usada no texto inglés é token.
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A fase evolutiva seguinte € o uso de placas de argila onde os registos substituem as

bolas de argila e o seu contetdo, tornados redundantes visto que o registo exterior da bola

pode ser feito numa placa, numa primeira
fase registando ainda na placa as imagens
das contas do conteudo da bola.

O registo de quantidades em placas
de argila ndo continha informacgdo sendo
das em
do

contabilizado. S6 mais tarde comeca um

quantidades causa,

independentemente que era
processo de escrita descritivo completo que

incorpora os registos numeéricos referidos.

Fig. 4 —“Plimpton 322”- da coleccdo Plimpton da
Univesidade de Columbia, USA. Uma tabela matematica
de ternos pitagoricos. Retirada de
http://www.historyofscience.com/G2l/timeline/index.php/

index.php?era=-8000

1.6 — Diferentes sistemas, bases e simbolos: alguns exemplos

1.6.1 - O sistema sexagesimal da Babildnia

As fontes existentes relativas as vérias civilizagbes que
ocuparam a mesopotamica regido entre os rios Tigre e Eufrates sdo
muitas e variadas (tabelas para calculo, tabelas astronomicas,
problemas, ...) e haverd ainda muito material arqueoldgico por
estudar. Na Mesopotamia “escrevia-se” em placas de argila que
depois de secarem ao sol se revelavam um material muito
duradouro, seguramente mais duradouro que 0S papiros em que

escreveram os egipcios e outros. ..

Algumas dessas placas de argila que foram exaustivamente
estudadas, algumas muito conhecidas, como a Placa de Larsa,

comprovaram a utilizacdo, antes do final do terceiro milénio a.C.,

5 Tabuada de

Fig.
multiplicacéo, de
http://www.earth-
history.com/Sumer/Cla
y-tablets.htm

de um sistema de numeragdo posicional de base 60 e que, aparentemente, estaria ligado

com o sistema de medidas. As exigéncias de comando e controle de um periodo de grande

riqgueza e de enorme fluxo de mercadorias exigia legibes de escribas para garantir a

18


http://www.earth-history.com/_images/ms3866.jpg

organizacdo de registos contabilisticos apurados, quer relativos as transaccBes quer

relativos a gestdo da armazenagem.

Ha evidéncias de que, anteriormente, terd havido um sistema sexagesimal puro
(Ifrah, 1994), visto que o sistema a que aludimos é misto, no sentido em que incorpora, de
forma evidente, um sistema decimal de contagem. Assim, sdo usados apenas dois
simbolos, a unidade e os dez. O sistema usa um principio de repeticdo (adicdo) dentro das
unidades e das dezenas e um principio posicional para cada ordem da numeracéo
sexagesimal. N&o existe um simbolo para a auséncia de valor em alguma das ordens do
sistema (isto é, ndo ha zero) e, como consequéncia podiam aparecer expressdes ambiguas,
sO possiveis de perceber no contexto. Mais tarde ficou claro que a auséncia de valor de
alguma das ordens teria que ser representada de alguma maneira e partir de certa altura

aparece a ideia do vazio ( do zero! ) concretizada como simples separador.

1.6.2 - O sistema egipcio

A civilizacgdo egipcia  deixou
monumentais vestigios e muitas fontes mas
os documentos originais relacionados com a
Matematica sdo0 muito poucos: os escribas
usavam 0 papiro e, mesmo que ndo tivesse
havido, como houve, ao longo da historia,
auténticos atentados a preservacdo de
documentacdo antiga (a pilhagem da
Biblioteca de Alexandria para aquecer 0s

banhos e o incéndio da mesma sdo a

prova...) seria  dificil, devido as

caracteristicas do proprio material, que Fig. 6- Parte do Papiro de Rhind — Retirada de

I . http://www.egypte-
chegassem até nos em quantidade. ancienne.fr/papyrus_mathematiques.htm

Extraordinario pode considerar-se o facto de um papiro de 5 metros de
comprimento por 30 centimetros de largo tenha sido preservado e adquirido, em 1858, sem
que se imaginasse o conteudo, para ser estudado. E que a sua descodificacdo posterior
tenha dado origem a parte bem significativa do conhecimento que temos da Matemaética na
civilizacéo egipcia. (O advogado escocés A. Henry Rhind (1833 -1863) merece bem que o
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papiro lhe promova o nome...). Outras fontes da Matematica do Egipto antigo
sobreviveram até aos nossos dias, como o “Rolo de Couro das Matematicas Egipcias” ¢ o
“Papiro de Moscovo”... Por tais fontes podemos verificar que o sistema de numeracéo
egipcio utiliza como simbolo para a unidade o pequeno traco vertical usado desde os
primordios da civilizacdo, o qual repete para simbolizar os nimeros até 9 e usa como
simbolo da dezena a ferradura. Dentro das dezenas, repete-se o simbolo de forma idéntica,

aparecendo simbolos novos a cada poténcia de 10: centenas, milhares, etc.

1.6.3— Hebreus e Gregos

A utilizacdo prévia de um sistema de escrita ja consolidado e com provas dadas
para 0s registos de palavras podera ter promovido a utilizagdo, como numerais, dos
mesmos simbolos utilizados na escrita. De facto, aparte utilizarem um sistema de
numeracao de base 10, os sistemas de registo dos nimeros usados quer pelos gregos quer
pelos hebreus, ndo revelam avango substancial, podendo até argumentar-se que vdo no
sentido do aumento de complexidade: ha necessidade de fixar um maior ndmero de

correspondéncias simbdlicas com 0s nimeros.

A utilizacdo dos mesmos simbolos para a escrita das palavras e dos nimeros tera
tido como efeito secundario o surgimento de uma “pseudo-ciéncia” dos numeros que
procurava explicar as relagdes entre nimeros e as suas representagdes enquanto palavras...
(Parece que gente tdo insuspeita quanto Isaac Newton (1643-1727) ainda se dedicava a
especulacbes deste tipo e, a cada passo, ouvimos falar de cabalas e outras ideias
relacionadas com aquilo a que se chama Gematria... Embora a primeira vista pareca
razoavel pensar que a mistica nimeros ou numerologia pudesse ter origem na utilizacao
dos simbolos fonéticos do alfabeto na escrita dos nimeros, Ifrha pde-nos ao corrente de
gue em Susa e na Babilonia tera havido quem usasse 0s nimeros de forma cifrada para a
transposicdo de palavras, dando origem a um complexo simbolismo numeroldgico, usado,

entre outros objectivos, como arte divinatoria ou de predizer o futuro. (Ifrah, 1994)
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1.6.4 — Os romanos

O sistema de numeragdo romano continua em uso nos tempos que correm, 0 que
ndo deixa de ser um pequeno mistério. Mistério, no sentido em que nao sendo adequado ao

uso na maior parte das aplicac@es vulgares, continua a ser ensinado na escola...

O sistema de numeragdo romano é, originariamente, aditivo e ndo posicional, sendo
o valor do numero representado pela soma dos valores representados por cada uma das
letras. Mais tarde, os romanos complicaram o sistema, introduzindo uma regra de acordo
com a qual um simbolo colocado a esquerda de um simbolo de maior valor teria que ser

subtraido daquele...

Os simbolos romanos, aparentemente relacionados com as letras do alfabeto
romano, deverdo ser antes considerados como evolucdo de formas mais antigas de registo

de tipo concreto, entalhes em paus ou 0ssos. (Ifrah, 1994, p. 191).

1.6.5- Na China

As mais antigas fontes reveladoras da existéncia de numerais chineses s&o 0s Ossos
do oréculo de Shang, um conjunto de 0ssos e de carapacas de tartaruga, com inscrigdes
gravadas, que remontam entre 1500 a 1200 a.C., em que é possivel verificar que o sistema
de representacdo dos nimeros: trata-se de um sistema decimal, posicional, com 9 simbolos
para as primeiras unidades e simbolos diferentes para as quatro primeiras poténcias
naturais de 10. A unidade é representada por uma linha horizontal e a dezena por uma linha
vertical. Este sistema de representacdo esta intimamente ligado a utilizagdo, para o célculo,

de pequenos cilindros, com o0s quais se replicava 0s nUmeros escritos.

Outros sistemas do Extremo - Oriente revelam influéncias chinesas.

1.6.6 — Na India, passando pela Arabia

O sistema de escrita de numeros que usamos actualmente e que se generalizou é
originario da India e comecou a ser divulgado na Europa no fim da Idade Média. E
habitualmente referido como sendo arabe devido ao facto de ter sido introduzido na Europa

através da civilizacdo arabe.
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Kline sugere que a Matematica Hindu é sucessora da Matematica grega, apesar de
as proezas e desenvolvimentos daquela surgirem muitos séculos depois da influéncia desta
(Kline, 1972). As fontes mais antigas estdo associadas a textos sagrados e referem-se a
construgio de altares e de templos. E significativo e merece referéncia o facto de
aparecerem, cerca do séc. Ill a.C. simbolos para nimeros que apresentam um aspecto

importante: nove simbolos distintos, um para cada nimero de 1 a 9.

O periodo aureo da Matematica Hindu situa-se entre 200 e 1200 d.C. Numa
primeira parte deste periodo terd havido uma influéncia importante de Alexandria
(relevando os aspectos praticos do uso dos numeros e dando a conhecer a Geometria
grega). No que a Aritmética diz respeito parece ter havido um dom especial dos grandes
matematicos hindus para esta ciéncia, sem descontar possiveis influéncias da Babildnia e
da China.

As motivacOes fundamentais relacionavam-se com a astronomia e é o reforco das
motivagOes arabes a respeito da astronomia que vai proporcionar, mais tarde, um contacto
préximo entre as duas civilizagdes e a divulgacdo dos processos hindus na escrita dos
numeros e no seu uso no calculo escrito, 0 que veio a produzir uma auténtica revolucao na

iletrada Europa do final da Idade Média.

Cerca do ano 600 d.C. a notagao posicional de base 10 com 9 “figuras” e o simbolo
zero tornou-se standard; e o zero, que até aqui fora, quando muito, um “marcador de lugar”

passou a ter um estatuto de namero.
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2 - Numeros e Medicao: as frac¢oes

“As fraccOes sdo de longe os topicos mais complexos
estudados no ensino basico. A sua profundidade esta a

par de muitos topicos universitarios” (Aharoni, 2008)

As descri¢bes sumarias que fizemos da evolugdo dos nimeros e dos varios sistemas

de registo ndo incluiram, deliberadamente, as fraccdes.

Um dos marcos fundamentais na histéria das ideias que foi estabelecido pela
Matematica, na sequéncia da descoberta dos numeros, foi a medi¢cdo. A medicéo utiliza o
conceito de nimero, ja consolidado, e amplia-o para comportar a contagem de quantidades
ndo inteiras, através de sistemas de subdivisdo da unidade de contagem que tomaram

designacdes e representacdes diversas ao longo da histodria.

Numa primeira abordagem importa entender como evoluiu a ideia e a representacao
da fraccdo (como numero ou ndo!) e as diversas formas conhecidas e correspondentes a

origens e abordagens diferentes.

Assim e verificando que o sistema de notagdo posicional sexagesimal da Babilonia,
estava em intima relacio com notagdes metroldgicas, (“o sistema sexagesimal terd
naturalmente aparecido para facilitar os calculos com certas unidades de medidas de
capacidade, de peso e de area” (Estrada, 2000, p. 71) é absolutamente extraordinario
podermos verificar a permanéncia e a importancia de concepgfes tdo antigas na nossa
vivéncia didria. Na verdade, no que respeita a divisdo da hora e do grau em minutos e
segundos, mantemos em vigor um sistema sexagesimal incrustado no sistema decimal
dominante, que “controla” a parte inteira da medida assim como as fracgdes dos segundos,

mas que mantém presente, no restante, o antiquissimo sistema sexagesimal.

O desenvolvimento do comércio e da necessidade de controlar o processo de troca,
a existéncia de cunhagem de moeda podem explicar o sistema de numeracdo babildnico,
que usa o conceito valor posicional e apenas dois simbolos (para um e para dez), permite a
extensdo da referida base 60 para incluir fraccOes: de facto, trata-se de um sistema de

escrita dos nimeros em que a unidade esta dividida em 60 partes, assim como cada uma
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das sub-unidades seguintes, e deste modo as fracgdes “encaixam” directamente no sistema,
sem necessidade de nova simbologia. Escreve-se, para a parte fraccionaria, apenas oS
numeradores, sendo o denominador uma poténcia de 60, dependendo da posicdo. Basta
colocar cada uma das partes na posicdo adequada e usar algum processo de separacao entre

a parte inteira e a parte fraccionaria, para evitar confusao sobre a ordem de grandeza.

A designacdo de minutos e segundos para as unidades das ordens 60 e 60 deriva
da traducdo latina, correspondendo a palavra minuta o significado de pequenas , que ficou
a usar-se para a primeira das partes pequenas e secunda, significando a segunda parte
pequena, que tomou esta designacdo. Para maior precisdo podiam ser ainda,
eventualmente, utilizadas as partes terceira, quarta, etc>. O sistema sexagesimal é um
sistema de escrita dos numeros superior a todos os conhecidos (McLeish, 1991), que,
combinando as suas caracteristicas préprias com 0 uso de uma base 60 para pesos e
medidas, s6 foi igualado ha cerca de 200 anos com a adopcdo do sistema métrico decimal
conjugado com a utilizacdo de fraccdes decimais, inventadas por Simon Stevin (1548-
1620) no seculo XVI. Ainda assim, como é facil de prever, este sistema decimal actual
conduz, inevitavelmente, a um maior nimero de situagdes de repeticdo infinita dos restos
do que aquele. Por isso, o sistema decimal apresenta mais situacOes de imprecisdo de

medida que o sexagesimal.

O sistema sexagesimal em inteiros e frac¢des ainda foi usado por Copérnico (1473-

1543) no séc. XVI e como vimos, na que respeita a parte fraccionaria ainda persiste.

No que diz respeito a fracgdes, no antigo Egipto foi criado um processo muito
diferente que exige uma interpretacdo diversa da forma como o problema da sub-divisdo da
unidade foi colocado: os egipcios antigos, na auséncia de sistema de cunhagem de moeda e
mantendo-se procedimentos de troca directa, terdo tido condi¢es para o desenvolvimento

daquilo a que chamamos fraccGes unitérias.

Tais fraccdes terdo surgido, no Egipto antigo, como consequéncia da necessidade
da divisdo de unidades concretas de bens de troca, a broa de pdo ou o jarro de cerveja, de
forma que se procedesse ao seu abastecimento de forma equitativa. Trata-se sempre de

fraccBes cujo numerador é a unidade (fracgdes unitarias), escrevendo-se de forma

2 Um astrénomo do Cairo, no séc. XV, calculou a divisdo de 45° 50° por 1° 25’ até a parte décima ( Smith,
History of Mathematics)
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simplificada um pequeno ponto colocado por cima do “denominador”. Este ponto, que
aparece na escrita hieratica, é equivalente & “boca aberta” dos hieroglifos. E esta boca
aberta deste tipo de escrita “solene” que sugere que na origem das frac¢des se encontram
os problemas de divisdo ou partilha da bebida e da comida. (McLeish, 1991).

O sistema de representacdo dos nimeros egipcio (sem valor de posicdo, onde nem
sequer é importante a posicdo porque ha diferentes simbolos para unidades de diferentes
ordem de grandeza), apresenta apenas um avanco relativamente ao sistema mesopotamico:

saber-se, inequivocamente, qual € a parte fraccionaria.

As fraccBes unitarias dos egipcios antigos perduraram muito para além da
civilizacdo que as inventou, tendo sido usadas pelos matematicos gregos da escola de
Alexandria e aparecendo ainda na Europa nos séculos Xl e XIV.

A forma como os gregos representavam os numeros ndo era muito benéfica para a
possibilidade de lidar com eles de forma pratica, mesmo nas nogles aritméticas
bésicas...Apesar disso, a escrita grega dos nimeros perdurou na Europa até ao seculo X,

altura em que foi suplantado pela escrita romana. (McLeish, 1991).

As razbes (fraccOes) representadas de forma adaptada na complicada escrita de
numeros usando 27 simbolos alfabéticos, ndo teriam feito histdria se tivessem ficado pela
aplicacdo pratica da “logistica”, designacao que corresponde a parte menos nobre, do ponto
de vista helénico, do trabalho matematico, a qual pode ser entregue ao escravo letrado: o

calculo.

A Grécia recebeu grande influéncia da cultura babilonica no que respeita aos
conhecimentos matematicos e astrondémicos e Pitagoras, (que se supde ter viajado e
estudado no Egipto e na Mesopotamia), e seus seguidores imprimiram uma orientacéo
muito especial na exploracdo cientifica do numero. As frac¢des, designadas por razdes,
adquiriram estatuto quando os Pitagoricos estabeleceram que tudo é numero, incluindo na
sua definicdo de nimeros os inteiros (0s que hoje chamamos numeros naturais) e as razoes

entre ndmeros inteiros.

A importancia dos nimeros e das razdes entre eles ja ndo € sé a relativa a resolucao
dos problemas relacionados com a medida, de interesse para a logistica (a arte de calcular),
mas refere-se também a medida dos comprimentos dos segmentos de recta, das areas e das

suas relagcdes dum ponto de vista puramente intelectual.
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As concepcdes pitagodricas relativas as proporcdes partiram da descoberta de que a
harmonia musical estd relacionada com a relacdo entre os comprimentos das cordas do
instrumento utilizado. Ha aqui uma relacdo geométrica entre segmentos de recta traduzida
por uma relacdo entre os numeros que medem 0s comprimentos dos segmentos. A
conclusédo de que tudo é nimero obriga a aceitar a possibilidade de dois segmentos terem,
relativamente a uma unidade de medida, uma traducdo em ndmeros inteiros. Dito doutro

modo, haverd sempre um segmento divisor comum (u) que permita exprimir ambos o0s

segmentos como quantidades inteiras (me n ) de u.

A nocdo de maximo divisor comum, um conceito essencialmente numérico, aparece
assim como uma noc¢do geométrica. O matematico grego da época usa indistintamente as
abordagens numérica ou geométrica na sua actividade de interesse puramente filoséfico de
procura da verdade, desligada de quaisquer interesses praticos ... Para os pitagoricos a
disciplina prioritaria seria a Aritmética, tendo explorado o processo de procura do divisor
comum, que passava pela utilizacdo de uma sequéncia em que o maior dos dois nimeros
era substituido pela diferenca dos dois, recomegando o processo. Por exemplo, para
determinar o m.d.c. (64,12)

64 12
52 12
40 12
28 12
16 12
4 8
4 4 Om.d.c. é 4.

(Este processo era designado por antifairese ou antinairese ou subtraccdo reciproca

e o0 algoritmo de Euclides € uma versdo condensada deste (Estrada, 2000, p. 238)).

Toda a teoria Pitagdrica assentava na ideia de que tudo € nimero: ou nimero inteiro
ou um quociente (razdo) entre inteiros. De um ponto de vista puramente geométrico tudo

parecia adequado, quer raciocinado sobre os comprimentos dos segmentos (ponto de vista
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geométrico) quer raciocinando sobre o0s numeros representativos desse comprimento

(ponto de vista aritmético). Por definicao, todos os comprimentos seriam co-mensuraveis.

A utilizagdo de um procedimento geométrico pode ter estado na origem da
descoberta da incomensurabilidade, isto €, da impossibilidade de encontrar uma unidade de
medida que possa servir a uma representacdo de certos comprimentos em valores inteiros
dessa unidade. E sabido que o simbolo pitagdrico era o pentagrama, pentagono estrelado
formado pelas diagonais de um pentagono regular. Baumgart (Baumgart, 1989) sugere a
possibilidade de o primeiro par de segmentos incomensuraveis descobertos ter sido o lado
e a diagonal no pentagono regular, visto poder apresentar-se uma prova geométrica que
envolve um argumento intuitivo de limites. Uma demonstragdo visual deste facto é

apresentada em http://www.ams.org/featurecolumn/archive/visual2.html

No que diz respeito a teoria Pitagdrica de que tudo € ndmero ou relagdo entre
numeros (inteiros ou relacdo entre inteiros) a demonstracéo (feita pelo processo de reducéo
do absurdo), atribuida a um discipulo de Pitagoras, da impossibilidade de estabelecer a
razdo entre a diagonal e o lado do quadrado abalou por completo o edificio da Aritmética e

criou obstaculos de monta ao desenvolvimento cientifico durante muitos séculos.

A diagonal ¢ “incomensuravel” com o lado do quadrado, isto é, ndo ¢ possivel
“medir” a diagonal e o lado com uma unidade de medida comum, ou seja com uma
unidade que “caiba” um numero exacto de vezes na diagonal e no lado, de forma que
aparecesse uma razdo ou quociente de inteiros traduzindo a relacdo entre o lado e a

diagonal.

A incomensurabilidade, a par com as questfes de racionalidade levantadas pelos
paradoxos de Zendo levara a um bloqueio daquilo que parecia promissor como construcao
de uma ciéncia dos nimeros ou baseada neles. Mesmo o génio de um Arquimedes e de
Heron de Alexandria, que, dum ponto de vista pratico ndo pareciam ter problemas em lidar
com 0s incomensuraveis, se submeteu aos critérios racionalistas e fez depender em muito o
seu trabalho cientifico da possibilidade de apresentar justificagcbes que evitassem a

incomensurabilidade e as questdes relacionadas com o infinito ou os processos infinitos...

Os romanos usavam um completo sistema de fraccdes de base 12, apesar de 0 seu
sistema de contagem ser decimal. Este método fraccionario pode ter sido inicialmente

relacionado com a unidade de peso, o as, cujo duodécimo, a uncia deu origem a onga em
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portugués e a ounce e inch em inglés e cuja permanéncia atesta a importancia do sistema
romano de fraccdes. (Fleg, 1983). Como consequéncia da forma como foi estabelecida a
Uncia, todas as fracgbes do as, de 1/12 a 11/12, podem ser expressas em numeros inteiros
de unciae. A uncia era também subdividida em 24 scrupuli e o scrupulus em oito calci,

tornando-se possivel uma divisdo tdo pequena quanto 1/2304.
Outras unidades romanas eram divididas da mesma maneira.

As fracgOes decimais terdo sido utilizadas na China no sec. Il , mas ndo houve
uma disseminacdo desse uso. SO por volta do séc. XV terdo sido redescobertas, em
simultdneo no mundo &rabe e na Europa. Al-Kashi (1390-1450), um astronomo de
Samarcanda, tera sido o primeiro a notar a possibilidade de estender, com vantagem, o
sistema decimal a representacdo de fracgGes e Simon Stevin, de Bruges foi o primeiro a
sistematizar a escrita e calculo com fraccdes decimais, embora ndo usando ainda da
notacdo actual. Resta referir que Leonardo de Pisa (1170-1250) escrevia fraccoes

- - . ~ 9 . . .
ordinarias de forma que fazia antever a evolugédo: por exemplo, STIETY significaria para o

10
Fibonacci sete décimas e nove centésimas, 0 que estd a um passo da notacdo decimal, se

bem que com a ordem inversa... (Fleg, 1983)
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3 - Os numeros e o calculo

S0 objectivos do programa de Matematica do Ensino Basico, entre outros,
“efectuar procedimentos e algoritmos de calculo rotineiros” e utilizar instrumentos
matematicos, entre os quais as calculadoras. A utilizacdo destas é um tema de discussao

recorrente e a questdo que mais se coloca é: quando comecar a sua utilizacao?

O conhecimento da evolucao dos processos de calculo pode trazer alguma luz a esta

discusséo.

N&do temos, muitas vezes, a percepcdo de que 0S nossos processos de célculo
aritmético resultam de uma longa evolucao histdrica e que teremos, possivelmente, a nossa
disposicdo, os melhores métodos possiveis, em resultado da “depuracao” nos
procedimentos feita, ao longo de toda a historia do calculo aritmético... Supomos também,
naturalmente, que dispomos do melhor método de escrita de nimeros que 0S mMesmos
processos de “depuragdo” nos ofereceram. Nao estaremos n0s, actualmente, perante
processos de nova mudanca de paradigma que tornem obsoletas, a curto prazo, algumas

das convicgdes ainda consideradas fundamentais?

Qual é o papel do célculo aritmético no futuro do aprendizagem da Matematica?
Sera relevante como tem sido? Ou, a maneira como 0S gregos tratavam 0S Seus
“calculadores”, voltara a ser um trabalho de escravos, escravos tecnoldgicos agora, com o

uso indiscriminado das calculadoras?

Sera imprescindivel saber realizar o célculo aritmético como o fazemos? Sera que

nos ndo apercebemos que nao foi sempre assim?

A primeira questdo que se pode colocar, a quem conhece a numeracdo romana (e
quase toda a gente estd mais ou menos familiarizada com a numeragdo romana) é: como
calculavam os romanos? Facilmente verificamos que é muito pouco provavel, sendo
impossivel, que os romanos utilizassem procedimentos de papel e lapis. Por duas razdes:
primeiro porque o seu sistema de numeracdo nao é adequado aos processos que utilizamos;
depois porque ndo havia disponibilidade de papel para o efeito. Teremos entdo que admitir
que cada civilizagdo usou, da melhor forma possivel, a tecnologia e 0os meios de que

dispunha.
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Os nossos procedimentos de célculo fazem parte da heranca hindu trazida a Europa
pelos arabes, em condicBes que adiante referiremos. Vejamos, primeiramente, outros

procedimentos mais antigos.

3.1 - A primeira calculadora: 2 méos, 10 dedos.

Ha quem
argumente que a origem do
sistema sexagesimal
mesopotamico possa ter
tido origem num processo
de contagem pelos dedos
utilizando o polegar da

mao direita como

“contador”, 0 qual
percorria as falanges dos
outros dedos na mesma

mao, funcionando os dedos

da méo esquerda como
“acumuladores” dobrando-
se de forma a registar o

nimero de vezes que se

repetia o0 processo, até
5x12... (Ifrah, 1994)

Os romanos

dispunham de um processo

de representacdo dos numeros

Fig. 7 -Ilustragdo contida na “Summa de arithmetica, geometrica,

de 1 a 10 000 usando 0S proportioni et proportionalita, de Luca Pacioli (1445-1509) de 1494 ,
. figura retirada de

dedos de ambas as méos, uma http://mathdl.maa.org/mathDL//46/?pa=content&sa=viewDocument&

. nodeld=2591&bodyld=3055
forma de representacdo que

supera em muito as praticas ancestrais de contar com os dedos, uma forma de “finger-

writing”. Este processo era ainda muito vulgar na Europa na ldade Média e fazia parte,
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seguramente, da heranca cultural deixada pela civilizagdo romana. Ainda hoje este modo
de representacdo é usado, com naturais modificacdes, é certo, por comerciantes arabes e
indianos no Médio Oriente, permitindo-lhnes o0 negbcio discreto ou quase
secreto...(Menninger, 1969).

Esta técnica devera ter sido transmitida oralmente visto ndo ser conhecido nenhum
livro de texto da época romana. Também ndo parece indispensavel que uma técnica

destinada a iletrados fosse transmitida por processos inacessiveis aos destinatarios.

Da antiguidade ndo sdo conhecidas sendo referéncias literarias que permitem
garantir a existéncia do procedimento. Um exemplo é a referéncia de Plinio, o Velho, a
estatua de Janus em Roma, em que se via a representacdo de 365 nos dedos das mdos como
atributo que o identificava como deus do tempo e do ano (““ manus dextera trecentorum, et

JJ3

sinistra sexaginta quingue numerum retinens’”). Esta € uma prova da familiaridade do

povo romano com o processo de contagem com os dedos...

Da Idade Média conhecem-se alguns livros de texto com ilustracdes relativas ao
processo e destinadas a sua divulgacdo. O Veneravel Bede, monge inglés do século VIII e
Luca Paccioli no século XV séo dois autores que apresentam representacdes deste sistema,

mostrando algumas variantes.

O processo seria certamente muito interessante pelo facto de poder ser utilizado

como uma espécie de “lingua franca” entre comerciantes de origens diversas.

E ainda referida por alguns autores a utilizacio de representacdes com os dedos,
nos processos de célculo com &baco, provavelmente para “registo “ de resultados
intermédios, mas ndo se conhecem pormenores do processo. No seu “Liber Abacci”,
Leonardo de Pisa, o Fibonacci, adverte que “quem quiser conhecer as subtilezas da arte do

célculo deve conhecer os niimeros com as maos, uma invengdo sabia dos antigos”.

3 , T .
“Apresenta o nimero trezentos na mao direita e o sessenta e cinco na esquerda”.
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3.2- O célculo a maneira egipcia

Na civilizacdo egipcia utilizavam-se processos de calculo muito originais,
nomeadamente na multiplicacdo, que eventualmente poderiam usar o célculo mental e o
registo separado, em suporte escrito, dos resultados intermédios. E muito interessante esse
processo, designado por “duplicar ¢ dividir ao meio” que também era utilizado na divisao e
nas operacdes com fraccBGes unitarias. Multiplicar 16 por 13, por exemplo, levaria a
escolher, por exemplo, o 16 para ser repetido 13 vezes, o que fazia por sucessivas
duplicacdes, escrevendo:

\ 1 \ 16

2 32

\' 4 \ 64

\ 8 \ 128
Total 13 208

Na coluna da esquerda assinalavam-se os multiplicadores parciais cuja soma é

treze; os resultados correspondentes eram adicionados para obter o resultado final.

3.3 — Abacos

O célculo aritmético mais elementar consiste na reorganizagdo ou reagrupamento
das quantidades para que se mantenha a especificidade do sistema de contagem. Tal nao
exige qualificacdes especiais e, tratando-se de aplicagdes concretas, estd ao alcance de

qualquer individuo que tenha compreendido o seu sistema contagem.

Num primeiro estadio civilizacional, as operacdes basicas, realizadas em relacdo a
nameros representando individuos ou objectos concretos, terdo sido realizadas com o0s

prc')prios ou com representantes concretos.

O mais facil, no estadio seguinte, & promover a representacdo da quantidade
utilizando algo que simbolize 0s objectos contados e trabalhando com eles. A propria
palavra “calculo”, (que ainda hoje mantém a significacdo original quando denomina os
calculos renais...) significando pequena pedra, pequeno seixo, ¢ a prova disso. Calcular ¢

utilizar as pedras para obter um resultado da operacédo aritmética. Para tal utilizava-se uma
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mesa com marcagdes adequadas a uma representacdo do valor de tipo posicional usando os

“calculos” ou as “contas”. Representando dois numeros, lado a lado, utilizando os célculos

necessarios, a adicao consiste na reorganizacao dos calculos para que sejam respeitadas as

regras do sistema.

As outras operaces sdo, de igual modo, realizaveis, utilizando algumas regras

aritméticas cuja formulagdo e deducdo foi sendo descoberta a medida que as necessidades

0 impunham.

A utilizacdo dos &bacos era
independente do processo de escrita dos
nimeros. Sendo assim, a utilizacdo de
processos ineficientes de escrita de
nimeros, como é o caso dos sistemas
romano e grego, ndo impedia nem
dificultava o procedimento de célculo. O
registo final era realizado

independentemente do processo utilizado.

E estranho e espantoso imaginar-se
0 volume de necessidades de célculo de
uma organizacdo imperial exigente, capaz
de movimentar meios humanos e materiais
em grande numero e confrontar-se com
auséncia de sistemas eficientes de calculo e
de escrita de numeros. O mesmo se diga no
que respeita ao dominio das técnicas,
nomeadamente técnicas de construgdo civil
e militar, exigentes no célculo. Por outro
lado, o conhecimento das capacidades de

realizacdo de Heron de Alexandria, com a
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Fig. 8 — Mesa de célculo de Salamis - figura de
http://www.historyofscience.com/G2l/timeline/index.ph
p/index.php?era=-300

sua “Fabrica automatorum” e as suas constru¢des mecanicas sofisticadas poderia levar-nos

a perguntar porque nao foi possivel automatizar o calculo... E a resposta, provavelmente,

seria que o sistema de escrita dos nimeros ndo era adequado e ndo o permitiria. Apesar de

tudo... calculava-se, muito e bem... S80 disso exemplo a tabela de cordas de Ptolomeu
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(85-165 d.C.), as grandes obras de engenharia, a astronomia, o calendario romano (s

corrigido 15 séculos depois para um acerto de 24 horas por 400 anos...)

Georges Iphra refere que as civilizagdes mesopotamicas mais antigas ja utilizavam
algum tipo de abaco, visto aparecerem referéncias, ndo s6 a instrumentos mas também a
operadores dos mesmos. (Ifrah, 1994, pag. 139). A complexidade do sistema sexagesimal
para efeitos de célculo devera ter sido superada com o auxilio de tabelas (tdbuas ou
tabuadas, como ainda se diz) e com algum tipo de &baco.

Os gregos usavam o abaco. A etimologia da palavra parece referir mais do que um
significado original: mesa sem pernas, para 0s gregos, estabelecendo referéncias para a
palavra semita “abq”, que se refere a poeira, sendo certo que os povos semitas usavam
mesas semelhantes, cobertas de areia, onde desenhavam figuras ou faziam calculos.
Também os romanos tinham mesas semelhantes para os arenari ou calculadores de areia,
que eram 0s gedmetras que desenhavam nessas mesas de areia, 0s quais eram distintos dos
calculones e dos
calculatores, palavras
que, para um mesmo
conteudo  funcional,
distinguiam 0S
escravos dos cidadaos
que se dedicavam
profissionalmente ao
calculo. (Menninger,
1969)

e M

O historiador
L Fig. 9 — Abaco de bolso romano — Foto do Museo Nazionale Ramano at Piazzi
Polibio (c.210 -128 a.C.) delle Terme, Rome, retirada de http://tertisco-
. alexandru.com/abacus_project.nhtml
referia-se, com toda a
certeza, a um &baco quando colocou na boca de Sélon as seguintes palavras: “ aqueles que
vivem na corte dos reis sdo exactamente como as contas (“fichas”,“counters”...) na mesa
de célculo (4baco). E a vontade do calculador que lhe da o valor: ou um chalkos ou um
talento...”). E o calculador que atribui a posi¢do na mesa de calculo; chalkos é a moeda
grega de menor valor, talento a de maior valor e correspondem as linhas extremas da Mesa

de Salamis, exemplar de &baco grego descoberto na Ilha de Salamis no século XIX.
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Para além de outras referéncias na literatura € também bem conhecida a
representacdo incluida no famoso Vaso de Dario, onde aparece bem visivel o tesoureiro do

rei da Pérsia e a sua mesa de célculo.

O &baco romano portétil, de que se conhecem muito poucos exemplares, pode ser
considerado o precursor do abaco que ainda hoje é usado extensivamente no Japao e na

China e que tem vindo a ser reintroduzido, para fins puramente educacionais, no Ocidente.

O éabaco japonés, largamente
usado na actualidade®, por tradicéo
mas também por conviccdo das suas
virtualidades na aprendizagem, é

analogo ao abaco de méo romano.

Podemos verificar que 0s

romanos e 0s gregos, apesar de nédo

disporem de um sistema de escrita de
numeros  eficiente, pratico e Fig. 10 - “Soan-Pan” chinés — Foto retirada de http:/tertisco-
) ; alexandru.com/abacus_project.html

extensivel a todos os numeros,

possuiam um eficiente sistema de calculo. Podemos constatar ainda que estavam presentes,
na utilizacdo do abaco, as mesmas leis e as mesmas regras que utilizamos no célculo
escrito com a numeracao indo-arabe. Na verdade, apesar dos sistemas de representacdo dos
numeros ndo serem de valor posicional e ndo existir 0 zero nestas representagdes, o abaco

utiliza uma disposicéo de valor posicional e 0 vazio de uma coluna representa o zero.

Pode ter sido a utilizacdo do abaco a abrir caminho para o sistema de representacéo

indo-arabe.

3.4 — O célculo escrito, a invencéo do zero e dos nUmeros negativos.

* Segundo K.Meninger, no final do século XIX esteve em declinio mas recuperou nos anos 30 do séc.XX. Ha
grandes competigdes (escolares e de profissionais de contabilidade...) de “soroban” com 40 000
participantes.
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No sub-continente indiano existiu, desde as suas mais antigas civilizages, uma
sofisticada consciéncia e conhecimento dos numeros: os povos de Mohenjo Daro, uma
civilizagdo do Vale do Indo de ha 5000 anos, usava um sistema decimal simples e tinha
métodos de contagem, pesagem e medida de longe mais avancados que 0s dos seus
contemporaneos no Egipto, na Babildnia e na Grécia. (McLeish, The story of numbers,
1991).

A civilizagdo Hindu criou o sistema posicional decimal utilizando inicialmente
palavras para representar os valores correspondentes as diversas posi¢des no &baco,
incluindo uma palavra adequada a auséncia de valor. Os sabios hindus exprimiam-se
habitualmente em verso e aquela forma de escrever os numeros, que usava alguma
liberdade poética para a escolha das palavras correspondentes aos nove valores de base do
sistema e ao lugar vazio, remonta pelo menos ao séc. VI da era comum. Ifrah (Ifrah, 1994)
apresenta diversos exemplos e suas transcricdes onde fica claro que, para além da poesia
dos textos, € nitida a paixao pelos numeros grandes. A utilizacdo da poesia tinha também
por objectivo a transmissdo oral dos nimeros, que tera sido assim muito mais fidvel do que
se usasse a notacao simbolica, muito bem estabelecida e divulgada nessa altura, mas que,
na auséncia de um contexto simbdlico, perderia precisdo. E, atendendo também a
precariedade dos registos escritos (precariedade adveniente do suporte da escrita e das
condigcdes do clima) a opcdo da transmissédo oral de nimeros em recitacbes de versos

parece sabia.

A escrita simbolica dos nimeros adoptou os simbolos do sistema Brahmi para as
unidades e o sistema posicional, inspirando-se no abaco de mesa, eventualmente coberto de
fina camada de areia e substituindo os “calculos” pela escrita dos referidos simbolos
(Ifrah, 1994, p. 434) dentro das colunas correspondentes as suas ordem decimais.
(Menninger, 1969, p. 397). Desta forma, podemos dizer que nédo foi a invencéo do zero que
tornou possivel a invengao do sistema de valor posicional mas as proprias “figuras” (a que
hoje habitualmente chamamos os digitos), que se “libertaram” do abaco com a ajuda do
zero para seguirem um processo de abstraccdo crescente que conduziu & actual utilizagdo

universal do sistema.

A invencdo do zero aparece, desta forma, inserida num contexto de escrita de
nimeros que ndo era novidade absoluta, jA que quer gregos quer babil6nios tinham,

anteriormente sentido a necessidade de um “marca — lugar” para a posi¢do vazia do
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sistema. Mas 0s matematicos hindus ndo tinham as dificuldades de aceitar o que para 0s
gregos era "’horror do vazio”. Para os hindus era perfeitamente aceitavel o vazio € o
infinito, numa linha de pensamento em que a dualidade era comum e desejavel. Alias, a
paixdo dos numeros grandes, j& referida, era acompanhada pela dos nimeros pequenos
(que o sistema de numeragdo e de escrita, alias, comportavam perfeitamente). E neste
ambiente que Brahmagupta (598-c.665) define o zero como o resultado da subtraccédo de
um nuamero por si proprio e descreve as suas propriedades. O zero passou a ser um

elemento fundamental do conjunto a que chamamos nimeros.

O sistema hindu de escrita de nameros proporcionou a abordagem do calculo com
nameros escritos, dispensando a utilizacdo de &baco. Brahmagupta descreveu quatro
métodos relativos a multiplicacdo, um dos quais semelhante ao método que actualmente

utilizamos, e abordou a radiciac&o e as poténcias.

Além disso, no mesmo texto, apresenta as propriedades dos numeros negativos,
usando uma linguagem de débito e fortuna: “ um débito subtraido de zero ¢ um crédito; o
produto ou quociente de uma fortuna multiplicado por um débito é um débito ”. De uma
assentada, Brahmagupta, criou as bases de toda a algebra moderna, com tudo o que ela
viria a trazer ao desenvolvimento da Matematica. Por muito tempo ainda, como se vera,

havera dificuldade em fazer aceitar os nimeros negativos como nimeros.

Um longo caminho haveria a percorrer por estas novidades orientais até a sua
difuséo e aceitagdo plena na Europa. Nesse caminho acompanharam o processo de criagao
do Império Arabe, desde o séc.VIII, tendo provavelmente entrado na Europa pela Espanha,
com 0s conquistadores. Por essa razéo ficou a numeragdo hindu a ser conhecida como

numeracao arabe.

3.5 - Na China e na América

Um paragrafo para salientar que paralelamente ao desenvolvimento da Matematica
e da ciéncia ocidentais, em que a relativa proximidade geografica nos permite relevar
algumas semelhancas e diferencas na evolugdo dos conceitos, do seu registo e das suas
aplicacdes, outra civilizacdo floresceu, procurando resolver 0s mesmos problemas,
alcancando conclusdes idénticas em muitos casos e antecipando em séculos, noutros casos,

as descobertas do ocidente. Trata-se da civilizagdo chinesa. Em “textos anteriores a
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dinastia Qin (221-201 a.C.) permitem afirmar que nessa época 0s chineses adquiriram o
conceito de numero, criaram a notacdo decimal, desenvolveram os cilindros de contagem
com os quais efectuavam as operacgdes aritméticas e escreveram os primeiros livros para o
ensino da Matemaética” (Estrada, 2000, p. 112). Entre as “antecipagdes” da civilizagdo

chinesa relativamente a civiliza¢ao ocidental esté a utilizacdo dos nUmeros negativos.

Um outro paragrafo para relevar a importancia das descobertas da civilizagdo Maia,
na Ameérica Central, com relevancia nos resultados das observacdes astrondmicas (a
astronomia parece estar sempre presente quando se fala de descobertas Matematicas). Os
astronomos e sacerdotes Maias criaram e utilizaram em tabelas astrondmicas um sistema

de numeragdo posicional de base vinte, utilizando um zero de marcagéo de lugar.

Registe-se a singularidade de o sistema de numeracdo posicional ter sido
descoberto quatro vezes distintas na Histéria da Humanidade (Babilonia, China, Maias e
india), tendo apenas trés destas civilizagbes descoberto e utilizado o zero. Porém, apenas
uma dessas descobertas do zero avangou ao ponto de o considerar como um ndmero de

pleno direito.
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4 - Problemas com niimeros. A Algebra

A evolucédo do conceito de numero foi largamente influenciada, como se vera, pela
resolucédo de problemas com nameros. E resolucdo de problemas com numeros devera ser
uma actividade tdo antiga quanto o trabalho de calculo com os mesmos. Os problemas com
nimeros que remontam ao papiro de Rhind ou as placas de argila da Babildnia, para além
de aparecerem repetidos ou sucessivamente reformulados, umas vezes referem-se a
questdes praticas e outras vezes a puras especulacfes, nomeadamente especulacdes a

respeito de numeros e de relacGes entre eles.

Na Babildnia eram colocados e resolvidos problemas conduzindo a equagbes de
segundo grau. E sdo conhecidos problemas, e a respectiva solucdo, que apelam a cinco
equacOes e cinco incognitas. Eram ainda resolvidos problemas de juros compostos que

remetiam para a procura de valor desconhecido de um expoente. (Kline, 1972)

Os problemas eram colocados e resolvidos utilizando palavras, usando as palavras
correspondentes a comprimento, largura e area para a incognita ou incognitas, mesmo nao
se tratando de problemas de geometria. Eram colocados (e resolvidos!) problemas que

conduziam a raizes cubicas, calculadas com recurso a tabelas.

Parece ter havido motivagfes de indole econdmica e de interesse pratico no
desenvolvimento das técnicas de resolucdo de problemas. N&o ha registo de preocupacdes
com a demonstracdo das técnicas utilizadas ou de organizagdo de uma estrutura articulada
de argumentacdo logica com vista a garantia de fiabilidade dos processos. Na préatica, as

coisas funcionavam e isso bastava.

No Egipto, as fontes existentes comprovam a colocagéo e resolugéo de problemas
simples com uma quantidade desconhecida, de que era fornecida a solucdo sem explicacao
do método utilizado. EquacBes quadraticas simples eram também colocadas. N&o era

utilizado qualquer simbolismo.

E curioso verificar-se a persisténcia, na historia, de alguns problemas ja
encontrados nos papiros egipcios e de notar a utilizacdo de formularios para areas e

volumes.
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A escola classica grega, centrando-se na geometria em consequéncia dos pruridos a
respeito dos ndmeros irracionais, deu origem ao que pode chamar-se geometria algébrica,

retardando a evolucdo quer da aritmética quer das técnicas algébricas.

A escola de Alexandria, porém, adoptou uma orientacdo mais préatica e virada para
os resultados Uteis e sob o impulso de génios como Arquimedes (287-212 a.C.),
Nicomacus (60 — 120d.C.) e Heron ( 10 — 70 d.C.), traduziu mesmo os resultados da
algebra geométrica classica em processos geométricos e algébricos. Foram elaborados
novos livros de problemas e a ciéncia dos nUmeros tornou-se mais popular que a geometria
a partir da época de Nicomacus, cuja Introdutio Aritmetica se tornou um texto de
referéncia por mais de mil anos. Muitos dos problemas retomados nesta época sdo 0s

mesmos dos papiros antigos.

Inovador, do ponto de vista da evolucdo da algebra foi o trabalho de Diofanto
(c.200 -298), que introduziu algum simbolismo nos procedimentos. Apesar de tudo e ao
contrério de Heron e de Arquimedes, que aproximavam sem reserva o0s resultados
irracionais para obterem valores utilizaveis, Diofanto rejeitava simplesmente todos as
solucdes que ndo fossem racionais e positivas e mesmo a mais pequena das positivas se

havia mais do que uma. (Kline, 1972) (pag. 143)
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5 - A construcao de uma ciéncia baseada nos nimeros

“Deus fez 0 Mundo por conta, peso e medida”
Saloméo.
5.1 - A Escola Grega

Vimos, até aqui, a aplicacdo pratica dos nimeros na contagem, na medicdo e no
calculo. A maioria das civilizagdes que referimos ndo registou preocupagfes de ordem
filoséfica, no sentido de explicar o porqué dos fendmenos, nomeadamente dos fendmenos

astrondémicos, que aparecem sempre relacionados com as questdes relativas aos numeros.

E o “génio” grego que vai levantar estas questdes filosoficas, ao procurar entender
o universo. Para Caraga, “pensando no Universo e procurando (...) compreender os
fendmenos, descobrir as suas razdes e ligacdes, os primeiros pensadores foram levados a
por as seguintes questdes fundamentais: 1) (...) existe um principio Gnico, ao qual tudo se
reduza? 2) Qual a estrutura do Universo? Como foi criado? Como se movem 0s astros e
porqué?”’ (Caraca, 1978 ( 72 edigdo), p. 65).

Um ambiente propicio ao desenvolvimento do estudo destas questdes tera surgido
em época em que a produgdo de excedentes agricolas, viabilizando o seu comércio bem
como a producdo de outros bens transaccionaveis e a riqueza disponivel permitiram a
libertacdo da mente para as questes filosoficas, as viagens e contactos com outras
civilizagdes... A primeira das questdes referidas, comegaram a aparecer respostas na Jonia

(Mileto).

Sabe-se pouco da vida de Pitagoras (sec.VI1 a.C.) mas € indubitavel que a escola (ou
seita?) que fundou teve extraordinéria influéncia por toda a Grécia quer dum ponto de vista
mistico quer de um ponto de vista cientifico. A originalidade da escola Pitagorica residia
na resposta que pretendia dar a questdo da possibilidade de existéncia de um principio
Unico para explicacao das coisas: no essencial, a explicacdo racional do universo seria dada
pelas diferengas na quantidade e no arranjo de forma, no numero e na harmonia: “todas as

coisas tém um numero e nada se pode compreender sem 0 nimero”.
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Como foi possivel o aparecimento desta crenca na explicagdo do Universo pelos
nimeros, como surgiu uma tal relagdo, “uma das ideias mais grandiosas e mais belas que
até hoje tém sido emitidas na histdria da Ciéncia — a de que a compreensdo do Universo
consiste no estabelecimento de relagdes entre numeros, isto é de leis Matemaéticas (...) uma

ordenacdo Matematica do Cosmos”? (Caraca, 1978 ( 72 edigdo)).

Tudo pode ter comecado pelo estudo experimental dos sons emitidos pela corda de
uma lira, elaborado por Pitdgoras. Os intervalos de uma escala musical que se relacionam
de forma harmoniosa podem ser expressos em termos de razbes (quocientes, resultados de
divisdo) entre comprimentos da corda: 1:2 para a oitava, 2:3 para a quinta, 3:4 para a
quarta. Os nUmeros mais pequenos que seguem este padrdo sdo 6,8 9 e 12; 9 é a média
aritmética de 6 e 12; 8 é a média harmonica entre 6 e 12; a soma dos ndmeros 1,2,3 e 4
forma o numero triangular 10, o nimero perfeito, que por sua vez gera todas as outras

combinagGes de numero e figura que estdo na base do cosmos (Baumgart, 1989).

Passando de uma constatagdo musical de harmonia para uma representacao
numero-forma em que a unidade é o ponto (da mesma forma que nas civilizagdes mais
primitivas a unidade era representada por um “calculo”, a pequena pedra usada no calculo
com numeros), aparece a recta em analogia com o dois (sdo necessarios dois pontos para
definir a recta) o plano com o 3 e o sélido com o 4... Entdo o dez, a soma destes nimeros
seria um poder sagrado e omnipotente pelo qual faziam o seu juramento. Tudo isto
conduziu a crenca na “harmonia das esferas”, a conviccdo de que tudo no universo é

composto e mantido unido por principios de harmonia e de numero.

Os gregos posteriores a Pitagoras ficaram convencidos de que a Aritmética foi
invencdo sua: na verdade Pitagoras (ou a sua escola) terd transmitido & Aritmética a
caracteristica que manteve durante muito tempo, criando mitos e mistérios a volta dos

ndmeraos.

Em termos de teoria de nimeros, dum ponto de vista pitagérico, o “um” (a moénada)
ndo € numero mas o principio deles, o dois, primeiro dos pares, tem estatuto semelhante e a
dicotomia par — impar, 0s nimeros — forma (triangulares, quadrados, ...) € suas relag¢des, a
consideracdo de que alguns nimeros sao “perfeitos”, outros “amigaveis” ou compativeis
levou ao estabelecimento como que de uma teologia dos nimeros, em gque 0 matematico

era como que o tedlogo que descobre e proclama a ordem divina (McLeish, 1991).

42



Interessa-nos, de acordo com o propdsito de descrever a evolugdo do conceito de
numero, mais do que registar caracteristicas esotéricas da teoria pitagorica, referir a
evolucdo do método cientifico grego, onde a demonstracdo se torna o fundamento do
desenvolvimento da ciéncia, nomeadamente da Aritmética e da Geometria. E a
demonstracdo podia revestir dois aspectos: a demonstracdo pelo raciocinio usando regras
aceites e comprovadas ou a demonstracdo por absurdo, que procura provar que o contrario

daquilo que queremos provar é um absurdo.

O fracasso da teoria pitagérica juntamente com o absurdo das conclusdes de Zendo,
0 criador dos paradoxos que contrapunham de forma chocante a racionalidade dos
argumentos com a evidéncia dos factos observados, levaram a Matematica a grega a uma

crise tremenda.

Por um lado, pela defesa arreigada da racionalidade, refutava-se a observagdo. Por
outro lado, evitava-se a discussdo do infinito, ou antes, do infinitamente grande e do
infinitamente pequeno, dificultando a criagdo de fundamentos de racionalidade para a

Aritmética.

A descoberta da incomensurabilidade provocou a primeira crise de “fundamentos’:
a geometria, através das grandezas incomensuraveis, provava que nem tudo era numero
como pretendia a ciéncia pitagorica, segmentos havia que ndo admitiam medida comum e a
“geometria ndo poderia reduzir-se a aritmética. As questdes da geometria teriam de ser

abordadas por outra via.” (Estrada, 2000).

As dificuldades criadas pelos incomensuraveis foram superadas, na Geometria, pela
formulacdo de uma nova teoria das proporcBes, no sentido de encontrar bases onde
assentassem as descobertas ja feitas e que pudesse ser aplicada quer a grandezas
mensuraveis quer a grandezas incomensuraveis. A0 mesmo tempo, procurou-se encontrar

novos métodos de prova que evitassem a utilizacdo da teoria pitagérica das proporgoes.

A particularidade de ter havido, na Geometria, um processo de supera¢cdo dos
paradoxos da incomensurabilidade deu origem a uma énfase nesta ciéncia, que passou a ser
considerada a ciéncia por exceléncia, porque dotada de fundamentos sélidos e assente e no
método dedutivo que, aparentemente, a tornavam inatacavel. A importancia da Geometria

na Historia da Ciéncia que esta bem patente no valor e importancia dos “Elementos de
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Euclides”, o livro que perdurou por mais de 20 séculos como fonte do conhecimento

matematico (ndo apenas geométrico...).

Euclides (360 — 295 a.C.) estabelece os fundamentos para o raciocinio
demonstrativo, sem preocupacdo com a aplicacdo ou verificacdo experimental (ndo
relevando sequer a origem da disciplina “geo-metria = medida da terra), a partir de
asser¢oes aceites sem demonstragdo, por serem ‘“auto-evidentes” e construindo dai um

sistema fechado de argumentos l6gicos,

Nos “Elementos”, a teoria das proporcdes que € creditada a Eudoxus (410-355 a.C.)

pretende superar as dificuldades da incomensurabilidade.

Na Aritmética, porém, o abalo da descoberta dos incomensuraveis foi profundo e
aceita-se quase sem discussao que esse facto perturbou o desenvolvimento da ciéncia dos
nimeros por muitos séculos. Basta observar os “malabarismos” de Arquimedes para
demonstrar os seus resultados sem sair do rigor dos métodos aceites pelos cientistas da sua
época, com quem se correspondia e (se calhar, o maior obstaculo) sem afrontar o “tabti” da
utilizacdo de processos que envolvessem os infinitamente grandes e os infinitamente

pequenos...

Uma referéncia a forma como se processava o trabalho cientifico de Arquimedes
foi feita por Pedro Nunes (1502-1578) citado por Gomes Teixeira em livro cuja leitura

integral é possivel “on-line”: (Teixeira)

«Oh ! que bom fora se 0s autores que escreveram nas ciéncias Matematicas nos deixassem
escritas as suas invencdes pelos mesmos discursos que fizeram até que as encontraram. E
ndo como Aristételes diz dos artifices que mostram na maquina que fizeram o que esta de
fora e escondem o artificio, para parecerem admiraveis. E a invengdo muito diferente da
tradicdo em qualquer arte, nem penseis que aquelas tantas proposi¢cdes de Euclides e

Arguimedes foram todas achadas pela mesma via pela qual as trouxeram até nos».

No mesmo livro, é o proprio Gomes Teixeira a afirmar: Estas palavras aplicam-se
em especial as questdes em que intervém quantidades indefinidamente decrescentes, nas
quais os gedmetras helenos recorriam ao chamado método de exaustdo, para descobrir os
teoremas, e depois, para os firmar, empregavam longas demonstra¢des por absurdo, que
encobriam os meios de os achar. Arquimedes & assombroso em questdes dificeis desta

natureza, e ndo se podem explicar os triunfos que obteve na resolucdo de questdes relativas
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a medida de volumes de solidos, de areas de superficies planas e curvas e de determinagdes
de centros de gravidade, sem admitir que empregava métodos aritméticos, para inventar 0s
seus teoremas, e que depois 0s apresentava vestidos de roupagens geometricas, para

satisfazer as exigéncias de rigor dos matematicos do seu tempo.

Aparentemente, a questdo da irracionalidade, em termos numéricos, permaneceu
latente por muitos séculos, apesar de superado, como foi, por via geométrica, o “absurdo”

da existéncia de nimeros irracionais...

Passaram muitos séculos até que se pudesse integrar os ditos no sistema...

5.2 — A escola de Alexandria

Alexandria, a cidade fundada no Egipto por Alexandre Magno (365-323 a.C.) para
se tornar o centro da cultura helénica, substituiu Atenas como centro cultural da civilizagao
grega. Por |4 terdo passado todas ou quase todas as grandes cabecas da ciéncia da época,

como alunos ou como professores no seu Museu.

Enquanto Atenas manteve a primazia relativamente aos estudos filosoficos,
Alexandria tornou-se, a breve trecho, o centro de divulgacdo cientifica ao longo de varios
séculos. Ndo havia, aparentemente, em Alexandria uma recusa tdo nitida em relacdo ao
trabalho com nimeros ndo racionais e as questdes relacionadas com nimeros continuaram

a ser trabalhadas ao nivel da investigacédo da época.

Entre os grandes cientistas do Museu conta-se 0 nome do ja referido Teon, (335 —
405 DC) matematico bem conhecido pelas contribui¢fes para os Elementos de Euclides e
para a Aritmética de Diofanto. Cerca de 700 anos depois de Pitagoras, considerava-se um
Pitagorico e educou a filha, Hypatia (370-415 d.C.), um caso rarissimo de mulher com
acesso a cultura cientifica, de tal forma que ela veio a tornar-se professora de Matematica e
filosofia no referido Museu, onde as suas licdes se tornaram muito populares (McLeish,
The Story of Numbers, 1991).

Duzentos anos apds a morte de Ptolomeu, numa época em que as discussdes
cientificas, em consequéncia do aumento da influéncia do cristianismo, comecaram a
transforma-se em discussdes de fé e a divulgacdo do platonismo e do pitagorismo

ameacavam, de alguma maneira, a preponderancia crescente das influéncias cristés,
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Hypatia foi vitima do fanatismo dos seus opositores, arrastada pelas ruas e queimada ...
Uma historia para um filme que simboliza o declinio de uma civilizacdo e o fim de uma
escola. A sua morte (415 DC) ocorre muito perto do final do Império Romano do Ocidente

e do inicio da “longa noite medieval”.

Em 640 a cidade de Alexandria é invadida pelos Arabes e aquilo que ainda restava
da grande Biblioteca foi destruido. A maior parte do acervo cientifico da antiguidade
perdeu-se. Durante cerca de 1000 anos a civilizagcdo ocidental, a civilizacdo da Europa

cristd da ldade Média nédo faz progressos cientificos.

5.3 - Os arabes e a sua importancia na historia dos nimeros

No periodo subsequente a destruicdo da Biblioteca de Alexandria, sob a orientacdo
de alguns califas mais iluminados em tempo de florescente império muculmano, foi
iniciada a traducdo para &rabe de alguns dos textos mais significativos ainda disponiveis e

o centro cientifico da civilizagdo deslocou-se para Leste.

A viséo dos califas de Bagdad deu origem a um programa de salvaguarda de
obras cientificas da antiguidade e da sua traducéo para &rabe. A Casa da Sabedoria era o
centro de toda a actividade cientifica que se disseminou depois por outras grandes cidades

do grande império, onde se criaram academias ou casas de sabedoria idénticas.

As principais caracteristicas da expansdo arabe criaram condigdes para um
desenvolvimento cientifico sem paralelo: o respeito pela cultura dos povos conguistados (e
a sua incorporacgdo na sua propria cultura e a expansao da lingua (pela obrigatoriedade de
leitura do Cordo em arabe). A acumulacdo de enormes riquezas em consequéncia de todo o
poderio guerreiro demonstrado permitiu a criacdo de todo um programa cultural. Criou-se
deste modo um clima que levou a colaboracéo entre tradutores de obras de diversas origens
e foi possivel ndo s preservar muitas obras da ciéncia e da literatura gregas como criar

nova ciéncia.

As lutas religiosas dos primeiros séculos da era Cristd tinham conduzido
Alexandria ao declinio e o encerramento da Academia de Atenas haviam conduzido a que

alguns dos seus mestres se deslocassem para a Pérsia ou para Bizancio. A procura da
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informacgdo permitiu que a corte de Al-mansur (712-775) em Bagdade recebesse livros
indianos de Brahmagupta (589-68 ) (Siddhanta, um original, ao que parece, (Wieleitner,
1932) . O sistema posicional decimal dos hindus tera chegado ao conhecimento dos arabes

através da visita a Bagdad de uma delegacdo de sabios hindus nessa mesma época.

Distinguiu-se, neste periodo, como astronomo e gedgrafo, o persa Muahammad
ibn-Musa al-Khwarismi (780-850) cuja obra escrita, no dominio da aritmética, uma vez
traduzida, trouxe ao ocidente europeu 0s numeros arabes e a sua aplicagdo pratica. O
tratado original perdeu-se mas sdo conhecidas traducfes latinas, por vezes pouco fiéis e
com acrescentos. Supfe-se que o nome original do livro fosse O livro da adicdo e

subtraccao segundo o célculo dos hindus. (Estrada, 2000)

Importa salientar que al-Khwarismi desde logo passou por cima da concepgéo
grega de aritmética como teoria dos numeros por oposicdo a logistica (- utilizacéo pratica
dos mesmos). O nome do autor, deu origem as designacfes de algarismo, algorismo e

algoritmo, ainda hoje utilizadas.

O livro que divulgou a utilizacdo dos nove numerais juntamente com o sinal de zero
(aparentemente tratado diferentemente do numero...) tornou-se na ferramenta basica da
ciéncia. Noutro livro, em que se propunha a dar uma coleccdo de regras e exemplos
destinados em especial a operacOes ligadas a testamentos, a comerciantes e banqueiros é

dado o nome a algebra, a partir da palavra usada no titulo.

E curioso notar que s a parte inteira dos nimeros ¢é representada, nesta época, no
sistema decimal (Estrada, 2000). As fraccOes usadas sdo representadas no sistema
sexagesimal (na mesma época, 0s astronomos usavam o sistema sexagesimal para inteiros

e fracgOes). SO mais tarde se passou a usar o sistema decimal nas fraccdes.

5.4 — O Renascimento e 0s nimeros complexos

A evolucdo da historia da Matematica em geral e do conceito niumero, em particular
desenvolveu-se em novo e muito distinto cenario a partir do declinio do Império Arabe: a

Europa Central e Ocidental.
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Na sequéncia da ocupagdo romana e mesmo apos a queda do império romano nao
havia nestas paragens da Europa uma verdadeira ciéncia. Alids, os romanos, que foram
autores de obras de arte de grande substrato técnico e cientifico desdenhavam a ciéncia que

ndo se traduzisse em utilidade.

Alguma instrucdo era proporcionada pelas escolas das catedrais, para efeitos
religiosos, 0s poucos livros existentes eram repositérios de algumas ideias traduzidas por
Boécio (475-524) do grego para o latim, as quais continham alguma aritmética bésica e
alguma geometria, nomeadamente no que respeita ao uso do abaco. Outros nomes que
importantes para o inicio da Idade Média sdo o de Isidoro de Sevilha (560-636), que nas
suas “Etymologies” apresenta, no Livro III “De Mathematica” e o do Veneravel Bede
(672-735), um monge inglés que, entre outros temas, se dedicou aos problemas do

calendario e da fixacdo da data da Pascoa.

A Aritmética, a musica, a geometria e a astronomia constituiam o “quadrivium” de
um curriculo escolar cuja outra parte, o “trivium” , incorporava a Retorica, a Dialética e a

Gramatica.

Nos usos praticos, o célculo era feito & maneira romana, usando 0s numerais e as
fraccbes romanas, o &baco e, tal como no Império Romano, eram mal vistos 0s
“matematicos”, pela associagdo feita no Império aos astrologos e praticantes de “magia

negra”.

A aplicacdo da ciéncia conhecida, pelo menos no que respeita aos problemas
matematicos relacionados com o comércio e a governagdo, estaria entregue a judeus,
nomeadamente no caso da peninsula ibérica, onde eles estiveram sempre em destaque até a
expulsdo no século XVI. A astronomia e as suas ligagdes com a astrologia e a medicina
eram outros dos dominios cientificos relacionadas com o povo judeu. A sua
preponderéncia terd continuado durante a ocupagdo muculmana, considerada, de modo
geral, compreensiva para com o0s ocupados. Os sabios judeus poderdo ter sido a ponte para
a transmissdo de conhecimentos que, através de traducdes arabes, comecaram a chegar a

Europa.

Pela Peninsula Ibérica, para adquirir os conhecimentos cientificos disponiveis,

incluindo os das Matematicas arabes, passou Gerbert (¢.946 — 1003) mais tarde tornado
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Papa com o nome de Silvestre 11, que impressionou a Europa culta do tempo (séc. X) com

0 que tinha aprendido em Sevilha e Cérdova.

Como exemplo da forma como foi abordada a difusdo da ciéncia mesmo apos o
inicio da reconquista do territorio deve referir-se a cidade de Toledo, onde uma escola de
tradutores incluindo arabes, judeus e cristdos, protegida por Afonso o Sabio (1221-1284),
se dedicou a re-traducdo dos textos classicos do arabe ou do hebraico para o latim, bem
como das obras de Al-Kwarismi (tendo a tentativa de traducao para latim do nome do autor

dado origem as palavras algarismo e algoritmo).

As cruzadas e os contactos dai decorrentes com o médio oriente foram outra forma
de acesso a fontes que haveriam de
criar 0 movimento designado por

Renascimento.

O expoente  maior da
transferéncia  de  conhecimentos
matematicos para a Europa foi
Leonardo de Pisa (1170-1250), cujas
obras  Liber Abaci e Liber

Quadratorum constituiram o principal
meio de difusdo dos numerais, dos
processos de calculo e da algebra
utilizados pelos arabes, incluindo

também materiais de origem grega e
alguma contribuicéo pessoal

importante. O Liber Abaci, apesar do

Fig. 11 — Arithmetica de Gregor Reich, 1503. Simbolicamente,
Boécio ( algorista) compete com Pitagoras, (abacista) no
célculo aritmético. Figura retirada de
http://www.mlahanas.de/Greeks/Counting.htm

titulo, ndo é propriamente o livro sobre
0 uso do dbaco mas sobre o uso das
“nove figuras” que com o zero vieram
transformar completamente as praticas aritméticas. A introducdo dos novos processos de
escrita dos numeros e de calculo a maneira arabe néo foi pacifica. Algumas representacdes
de competi¢des entre “abacistas” e “algoristas” ddo conta da resisténcia a introducdo do

novo paradigma.
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A forma como passou a ser vista a aquisicdo do conhecimento a partir das
contribuicbes de Roger Bacon (1214-1294) e William de Ockham (1285-1387), em
contraste com as concepgdes aristotélicas dos escolasticos, permitia antever progressos na
evolucdo cientifica. A criagdo de Universidades em diversos paises e, mais tarde, a
invencdo da imprensa, despoletaram o movimento renascentista que, no que diz respeito

aos numeros, suas concepcdes e aplicacdes, ndo teve consequéncias imediatas.

Com a entrada no Renascimento, com a grande divulgacéo das obras traduzidas e
agora impressas, com o desenvolvimento das Universidades, grandes avangos foram feitos
na Astronomia, onde Copérnico (1473-1543) e Kepler (1571-1630) provocaram mudancas
completas na visdo que se tinha do Universo, que Galileu (1564 -1642) ajudou a
comprovar com a observagéo directa. Os trabalhos destes cientistas deram grande impulso
e motivacdo a Matematica, sobretudo na sua ligacdo as aplicacfes préaticas, a maneira do

que tinha acontecido antes em Alexandria,

Com o novo cenério, verifica-se também alguma alteracdo no “programa”: em vez
das preocupag0es gregas de entendimento do Universo, cuja esséncia é o nimero e usando
a razdo, agora, acreditando ser Deus o0 supremo gedmetra que criou 0 Universo com 0
correspondente rigor, 0 objectivo passa a ser a descoberta das leis Matematicas do

funcionamento da natureza. E, essencialmente, um programa religioso.

O estado da arte, no final da Idade Média, era de utilizacdo relativamente livre dos
nUumeros irracionais, & maneira arabe (apesar de se manter em aberto se deviam ou nao ser
considerados numeros), de aceitacdo do zero como numero, de repulsa na aceitagdo dos
nimeros negativos. Mesmo 0s matematicos que aceitavam 0s nUmeros negativos
recusavam a aceitd-los como solucdo de equagbes. Absurdos, eram eles designados por
muitos matematicos. Cardano (1501-1576) apresentou-0s como solucdo de equagfes mas
considerou-as solugdes impossiveis, meros simbolos: chamou-lhes raizes ficcionadas
enquanto chamava reais as positivas. Vieta (1540-1603) desprezou-os e Descartes (1596-

1650) s6 parcialmente os aceitava (Kline, 1972).

Apesar de ndo terem superado as dificuldades com os irracionais e 0s negativos, 0s
matematicos europeus entraram decididamente pelo caminho dos nUmeros a que
chamamos actualmente nimeros complexos. A resolucdo de equacBes de terceiro grau
através de processos algébricos conduziu ao estabelecimento de formulas cuja aplicacao

conduzia, em certos casos, a estranhas situacdes de resolucdo impossivel: raizes quadradas
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de nameros negativos. A evidéncia, porém, da existéncia de solucdo real para algumas
dessas equacdes (p.e. x*=15x+4 admite a solucdo 4) levou a admitir trabalhar com esses
nameros, visto permitirem obter uma solucéo real valida, como provou Bombelli (1526-
1572). Sem hesitacdes, estenderam a aplicacdo da raiz quadrada a todos os nimeros que

aparecessem na resolucdo de equacOGes quadraticas. Cardano obtém as raizes 5+

vV—15e 5 —+/—15 para a equacdo x(10 — x) = 40 , verifica o resultado e escreve “pondo
de lado todas as torturas mentais envolvidas”, e concluindo que “assim progride a

subtilmente a aritmética, para uma conclusdo tao refinada quanto inutil” (Kline, 1972),

pag. 253.

Outros autores oscilavam entre a aceitacdo e a rejeicdo mas o caracter utilitario e
programatico presente na posicdo expressa por Girard (1595-1632) prevaleceu: “ Podera
perguntar-se para que servem (as raizes complexas)? Eu respondo: para trés coisas: para
garantir a certeza das regras gerais, para a utilidade que tiverem e porque ndo ha outras”
(Kline, 1972). Descartes “cunhou” a palavra “imaginarias” , considerando que “nem as
verdadeiras nem as falsas (negativas) raizes sdo sempre reais; as vezes elas sdo
imaginarias”, defendendo que, enquanto as negativas podem, pelo menos tornar-se reais
por transformacao da equacdo noutra de raizes positivas, isto ndo pode ser feito com raizes

complexas. Estas, portanto, ndo sao reais mas imaginarias”. (Kline, 1972)

E muito estranho que se aceite mais facilmente o resultado da radiciacdo de um

numero negativo do que o proprio nimero negativo...

Galileu tinha introduzido a ideia de descrever os movimentos usando férmulas
algébricas para representar funcdes. O ideal pitagorico do tudo é numero é modificado
agora para a definicdo o de relagdes entre nimeros, procurando interpretar a linguagem do
Universo (0 Universo esta escrito em linguagem Matematica, nas palavras de Galileu).
Descartes e Fermat (1601-1665) criaram a “geometria algébrica”, cuidadosamente definida
como “analitica”, a fim de evitar a critica sobre um processo que acreditavam ser mais arte
do que ciéncia e o seu poder rapidamente se revelou maior do que o antevisto pelos seus
criadores. As curvas passaram a poder ser representadas por equagfes e as suas

propriedades estudadas de forma muito mais pratica.

As ferramentas algébricas estavam disponiveis para o estudo da geometria e das
funcdes de tal modo que o poder da algebra foi reconhecido ao ponto de tomar a anterior

posicdo da geometria no comando das Matematicas, embora com criticas e insisténcias dos
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mais puros, como Pascal (1623-1662), que insistiam no rigor dos métodos e provas
geométricas e apontavam a auséncia de fundamentos logicos da algebra. Outros, como
Newton, renderam-se, esperando que alguém haveria de demonstrar que aquilo que, como

resultado da experiéncia prética, funcionava, ndo podia deixar de ser terreno sélido.

No ambito da Teoria das EquacOes, para além de Vieta e Bombelli destacam-se as

contribuicdes de Descartes e Newton.

Pascal e Fermat contribuiram para o desenvolvimento da teoria das Probabilidades.
A Teoria dos NUmeros teve as suas mais importantes contribui¢cbes com Pierre de Fermat,
que defendia que a Aritmética tinha sido negligenciada porque submetida, em boa medida,
a Geometria e acreditava que havia, partindo do trabalho de Diofanto, um importante
caminho a percorrer. Anotando nas margens do livro que continha a versao grega e a
traducao latina da “Arithmetica”, escreveu teoremas que nao se deu ao trabalho de
demonstrar. Os melhores matematicos dos seculos seguintes, que Ihe seguiram as pisadas,
trabalharam duro para fazer as demonstragdes. E, no caso bem conhecido do “Gltimo*

teorema de Fermat so foi finalmente demonstrado em 1994...

Ao nivel do calculo aritmeético verificou-se um desenvolvimento no uso de fracgdes
continuas, com vista ao célculo aproximado de irracionais e foi dado um passo de gigante
no sentido da simplificagdo do calculo com a invencdo dos logaritmos, por Napier (1550-
1618) e por Just Burgi (1552-1632), de forma independente, quase simultanea, usando
ambos bases diferentes entre si e diferentes das que séo hoje utilizadas. Ambos tinham por
objectivo obter facilidades no calculo astrondmico, o que foi conseguido apds construgédo
de tabelas de logaritmos. Ha bem poucos anos ainda as tabelas (“tabuas”) de logaritmos
faziam parte das “ferramentas” do estudante do ensino secundario e de profissionais de

muitas oficios.

A “régua de calculo”, instrumento de trabalho que desapareceu da circulagdo téo
depressa quanto as Tabuas de Logaritmos com o advento das calculadoras electronicas

tinha como principio de funcionamento os logaritmos neperianos.

E também na época renascentista que Pascal cria a sua calculadora mecanica, a que
se seguiram outras invencbes que realizavam apenas operacGes aritméticas. Charles

Babbage (1791-1871), no século XIX procurou antecipar uma maquina programavel capaz
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de executar sequéncias de calculos pré-definidos mas a engenharia da época ndo esteve a

altura das concepcdes do inventor.

No que respeita & algebra, o grande desenvolvimento foi a melhoria da simbologia,
desde o sinal de igual aos sinais das operacdes e aos simbolos das poténcias. Até aqui,

eram usadas palavras inteiras (como “a coisa” e “o censo’’) muitas abreviaturas,

5.5 - Base da ciéncia Matematica: a geometria ou 0s nimeros?

Numa primeira fase, Francois Vieta promoveu a separacdo das aguas entre a
Aritmética e a Algebra, recorrendo as designacgdes curiosas de “Logistica numerosa” ou
dos nimeros para a Aritmética e de “Logistica speciosa”, operando com espécies, formas

OU coisas.

Numa época em que 0 rigor matematico estava associado a Geometria, dado o
processo dedutivo utilizado na construcdo de todo o seu edificio tedrico desde o tempo dos
gregos e em que a boa parte da motivacdo da algebra foi a resolucdo de problemas
geométricos, devia ser de algum modo frustrante, para quem se sentia seguro e confiante
na aplicacdo de métodos algébricos, ndo poder contar com solidez cientifica como tinha a
Geometria (pelo menos naquela época). Objeccdes de monta a algebra, a geometria
analitica e ao calculo foram feitas por Pascal e por Barrow (1630-1677), por falta de
fundamentacéo, isto €, por ndo serem compativeis com as exigéncias de rigor herdadas dos

Gregos.

A visdo de Vieta foi de que havia necessidade de desenvolver a algebra no sentido
de poder lidar com a proporcdo de magnitudes, fossem elas de que tipo fossem: o seu
sonho seria a criagdo de uma ciéncia dedutiva das magnitudes empregando simbolismo
algébrico. Usando a algebra como caminho para a Geometria, Vieta sonhava para ela uma
vida e um sentido préprios. Bombelli ja havia apresentado demonstracBes aceitaveis sem
recurso a geometria e Stevin garantia que o se podia fazer na Geometria era possivel na
Algebra. ..

Descartes da uma contribuicdo tedrica importante no mesmo sentido, considerando
que “a algebra precede os outros ramos da Matematica, & uma extensdo da logica Util para
manusear a quantidade e, neste sentido, € mesmo mais fundamental que a geometria”

(Kline, 1972), mas ndo completa o caminho encetado no sentido de uma Matematica
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universal, utilizando principios l6gicos e simbdlicos e todo o conjunto utilizado para

mecanizar o raciocinio....

Outros, como Barrow, encaravam a &lgebra mais como uma formalizagdo da logica
do que como parte da Matematica. Newton usou a linguagem da algebra no
desenvolvimento do célculo e essa necessidade fez crescer a importancia do célculo face a

geometria.

De qualquer forma, a algebra tinha direito ao seu lugar mas continuava assente na
intuicdo e na tentativa e erro desde os tempos babilonicos e de Alexandria; novas
contribuicbes e mais trabalho tinham-lhe dado importancia e visibilidade, mas,
fundamentos anéalogos aos que Euclides tinha dado & Geometria, ndo os havia. E fora
algumas objeccgdes, ja referidas, ndo parecia haver excessiva preocupa¢do com o facto:
parecia haver auto-evidéncia nas propriedades dos numeros e das fracgdes, tdo
directamente derivadas da experiéncia. Se o proprio Euclides tinha sido parco em fornecer
as bases logicas da teoria dos nimeros nos livros dos Elementos que a eles respeitam... O
sistema dos nimeros tinha crescido com a introdugdo de novos tipos de numeros, as regras
das operacBes anteriormente aceites para os inteiros positivos e para as fraccdes eram
aplicadas a esses novos elementos, as letras tratadas como nameros... A Geometria ndo

podia fornecer a base logica para os negativos, para os irracionais e para os complexos...

Mesmo assim, a coisa resultava em termos praticos e continuou a avancgar-se
confiantemente no emprego da nova algebra. O problema de criar fundamentos I6gicos
para 0 sistema de numeros era dificil demais para a época. Um periodo de grande
criatividade estava em marcha e a criatividade precede a formalizacdo e a l6gica. (Kleine,
1980).

5.6- Newton, Leibnitz e os infinitésimos e infinitamente grandes

Newton e Leibnitz (1646-1716) construiram o calculo diferencial e integral
utilizando o conceito de funcdo, apoiando-se na algebra e na geometria analitica,

utilizando, indistintamente, todos os tipos de numeros: irracionais, negativos, complexos.
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Desta forma, todo o edificio I6gico que faltava ao tratamento dos numeros, faltava ao

desenvolvimento do trabalho com fungdes.

Newton e Leibnitz introduzem dois novos conceitos, a derivada e o integral
definido, no¢des complexas a requerer, também elas, fundamentos I6gicos. Ambos, se
“apoiaram nos ombros de gigantes” que os precederam para criar ferramentas que se
revelaram da maior importancia. Mas falharam a fundamentagéo das suas teorias. De facto,
tornou-se necessario adoptar alguma flexibilidade para utilizar processos que envolvem
acréscimos h ( “indivisiveis”, “quantidades infinitamente pequenas”), que sdo “levados” a
zero para realizar uma divisdo, em que, sendo o denominador, ndo podem ser zero... Ou,
por outro lado, a subdivisdo da area abaixo da curva representativa da funcdo poderia ser
dividida em n intervalos, fazendo n “tender” para infinito... E porqué desprezar os termos

do tipo 1/n ou 1/n? que de seguida podem surgir?

Escreveu Leibnitz, numa das respostas as muitas criticas que recebeu, que
“infinitésimos ndo sdo realmente nimeros mas ficgdes. NO entanto estes nimeros
ficcionados ou ideais regem-se pelas mesmas leis dos numeros ordinarios”

“infinitesimals are nor real but fictious numbers...” (Kleine, 1980, p. 137).

Acreditava-se que se poderiam encontrar justificagbes precisas, provavelmente
baseadas no método de exaustdo, a maneira de Arquimedes. E a eficiéncia e a importancia
dos resultados praticos obtidos na utilizacdo do calculo promoveram a imediata aceitacéo
da nova ciéncia. Nova ciéncia que por sua vez deu origem a novos ramos (alguns dos quais
vieram acrescentar algumas dificuldades de fundamentacdo), numa arvore frondosa mas

sem raizes.

5.7 —NUmero, 0 que €?

Os espectaculares resultados obtidos no século XVIII conduziram a uma situacao
pouco confortavel em que, no que respeita aos nimeros, 0S racionais eram aceites sem
objeccgdes, mas ndo os negativos e os complexos. Ainda no século XIX havia discusséo
exacerbada sobre estas duas entidades, com a mesma forca dos séculos anteriores.
Publicavam-se livros em que se ridicularizavam os nimeros menores do que nada, em que

se defendida como inaceitdvel que a multiplicacdo de dois negativos pudesse dar um
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resultado positivo ou que uma equacgdo tivesse duas raizes impossiveis ou que houvesse
numeros impossiveis cuja multiplicacdo resultasse na unidade. Nomes sonantes como
Carnot ( 1753- 1823) defendiam que a nocao de algo inferior a zero era absurda e que, se
usadas nas equacdes, era porque se revelavam Uteis, devendo ndo ser consideradas

quantidades para que ndo se tirem conclusdes erradas e outros, como Cauchy (1789-1857)
recusavam tratar como n(imeros expressdes do tipo a + bv/—1 , evitando utilizar v/—1 por
n&o se saber o que significa.. De Morgan, em 1831, foi mais longe ao dizer que tanto v—a
qguanto —a Sa0 imaginarios porque sdo tdo inconcebiveis um como o outro. (Kleine,
1980).

A representacdo geométrica dos complexos, proposta por Argand em 1806 e depois
por Gauss (1777-1855), teve o conddo de reconciliar os matematicos sobre a questdo dos
complexos (e eventualmente reconciliou Gauss consigo mesmo, visto ter revelado antes
algum cepticismo). Depois de descrever a adicdo e a multiplicacdo geométrica dos
complexos teve ocasido de referir que as fracgdes, nUmeros reais € nimeros negativos ja
estavam bem compreendidos e que os complexos tinham sido apenas tolerados, apesar do
seu grande valor. A interpretagdo geométrica de +/—1 permitia-lne fundamentar
convenientemente uma demonstracdo do seu significado intuitivo, nada mais sendo
necessario para integrar a coisa no dominio dos objectos aritméticos. Gauss ficou satisfeito
com a intuigdo. (Kleine, 1980, p. 158).
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6 - Complexos e Hipercomplexos

A utilizacdo da representacdo geométrica dos complexos no plano de Argand como
vectores e a possibilidade de realizar as operacdes de adicdo, subtrac¢do, multiplicacédo e
divisdo de vectores utilizando essa sua representacdo pelos complexos permitiu a criacéo
de uma algebra dos vectores: os vectores podem, desde entdo ser também tratados
algebricamente e ndo apenas geometricamente. A regra do paralelogramo para somar dois

vectores € substituida pela soma dos complexos correspondentes.

Os numeros complexos, na perspectiva geométrica, seriam como que numeros de

duas dimensdes enquanto 0s numeros ordinarios corresponderiam a uma Unica dimensao.

Pensando nos problemas concretos em que, quando varias forcas actuam sobre um
corpo € pouco normal que estejam todas no mesmo plano e verificando a vantagem dos
complexos para o tratamento algébrico dos vectores (logo, das for¢as) no plano, tornava-se
desejavel que pudesse encontrar-se o correspondente tri-dimensional dos numeros
complexos. O programa de pesquisa incluia a possibilidade de realizar as operacgdes usuais,
tal como no caso dos complexos e a permanéncia das propriedades dos reais e dos

complexos para uma liberdade total de manipulagéo algébrica.

N&o houve, neste caso, 0 surgimento ocasional ou imposto pelas circunstancias de
uma nova entidade numérica que os resultados obrigaram que fosse aceite. Neste caso
empreendeu-se um processo insistente de procura da entidade que correspondesse ao
caderno de encargos. William R. Hamilton, em 1843, o visionario desta pesquisa, teve a
intuicdo genial que lhe faltava para a resolucdo da questdo e deixou o essencial dessa
“iluminac¢iio” gravada a canivete na ponte de Brougham, em Dublin: i? = j? = k? = ijk =

—1, ponto essencial da algebra dos “ntimeros” que acabava de criar.

O resultado da persistente pesquisa de Hamilton foi uma entidade a quatro
dimensdes, o quaternido, representdvel por H=a-1+ bi+cj+ dk, com a,b,ced
reais, utilizavel e utilizado para os objectivos pretendidos, se bem que ndo contando com a
comutatividade da multiplicacdo. Os quarternides sdo um exemplo de uma classe mais
vasta de nimeros, designados por Hipercomplexos, que tém propriedades comuns aos reais

e aos complexos. (http://mathworld.wolfram.com/HypercomplexNumber.html)
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Chegados a este ponto e olhando todo o “edificio” matematico suportado em bases
que ndo parecem ldgicas e solidas e procurando refazer a pergunta basica “o que ¢ um
namero”, parece termos chegado a conclusdes tao estranhas como ““ € o par (a,b)” (com a e
b ambos reais) com que se aceita iniciar a definicdo de complexos ou é o quarteto (a,b,c,d)

com que se comega a definicdo dos quaternides ?

“Ha muitos e importantes sistemas que ndo sdo designados por numeros, em
resultado de acidente histérico ou da psicologia humana; mas que se revelam em
determinadas circunstancias tdo praticos quanto esses sistemas a que chamamos nimeros.
Por vezes tém propriedades em comum com 0s nUmeros e podem ser mesmo usados para
investiga-los. A distingdo entre o numérico e o ndo-numérico é tdo arbitraria quanto é

ilusoria a crenca de que os nimeros sdo dadiva de Deus” (Stewart, 1975, p.29).
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7 - A procura dos fundamentos

O século XIX trouxe consigo novas preocupagdes de rigor que obrigaram o0s

grandes matematicos a reflectir.

Primeiro porque o edificio da Geometria, que se julgava sélido desde a sua
construcdo axiomatica apresentada nos “Elementos” ha mais de dois mil, ficou abalado em
consequéncia do “ataque” feito ao 5° postulado de Euclides. Tratava-se de assunto em
aberto ha muitos séculos e pretendia-se uma de duas coisas: substitui-lo por postulado mais
auto-evidente ao nivel dos restantes ou arruma-lo por desnecessario, provando que pode
ser deduzido dos restantes axiomas. Em golpes de génio e contra a corrente, foi-se mais
longe e criaram-se as Geometrias ndo-Euclididanas. Entretanto, a pressdo para por em
ordem o edificio recente da analise e do calculo, dando-lhe alicerces l6gicos seguros, levou
homens como Cauchy (1789-1857) a decidir que tal teria de ser baseados no numero:
tentativas de arranjar fundamentos na Geometria para o trabalho de Newton tinham falhado
redondamente, e a crise da Geometria ndo era um bom augurio. A criacdo dos complexos
por Hamilton ndo perturbou a confianca no sistema numerico mas o sistema precisava de

obras.

Cauchy procurou definir rigorosamente os conceitos base da analise e fundamentar
o calculo no conceito de limite, mas parece ter persistido em alguma falta de rigor no seu
proprio trabalho, que foi completado por Weirstrass (1815-1897). Todo o trabalho foi feito
confiando nas propriedades do sistema de nimeros reais e complexos, eles préprios sem
fundamentos. Hamilton tinha tido necessidade de estudar profundamente os complexos
como ponto de partida para a descoberta dos quaternides e apresentou a definicdo dos
complexos como par de reais e definiu as operacGes com estes pares. Assim, tomou como
pressupostas para a criacdo da teoria dos pares (complexos) as propriedades dos nimeros

reais.

Weirstrass foi o primeiro a dar conta de que néo seria possivel completar o trabalho
de fundamentacdo da analise sem um melhor entendimento do sistema de nameros reais e
foi o primeiro a propor uma definicdo rigorosa das propriedades dos irracionais a partir dos

racionais.
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Dedekind (1831-1916) e Cantor (1845-1918), confiados nas propriedades dos
racionais, definiram os irracionais e estabeleceram as suas propriedades. S0 depois cairam
na conta da necessidade de bases claras e rigorosas para todo o edificio da Aritmética:

faltavam as bases logicas para 0s nimeros racionais.

Dedekind, no seu “ The Nature and meaning of numbers”, descreveu as base para
uma abordagem axiomatica e, quase no final do século XIX, Giuseppe Peanno (1858-
1932) apresentou uma tal abordagem axiomatica para 0s nUmeros inteiros positivos. Cerca
de seis mil anos depois de os Babilonios e Egipcios terem comecgado a usar numeros -
inteiros, fracgbes e irracionais - podiam, finalmente, os matematicos demonstrar 0s

resultados das operacdes elementares.

60



11 - Concluséo

A tradicéo filosdfica impunha a procura da verdade como a finalidade da ciéncia,
ciéncia matematica incluida. As dificuldades relacionadas com a abordagem do infinito e o
horror do vazio criaram dificuldades ao desenvolvimento da Aritmética, desprezando os
numeros irracionais, e relevando a importancia da Geometria, fundada na Ldgica e tida por

construcéo segura e rigorosa.

Ao longo dos séculos a utilidade dos numeros comegou a forcar o reconhecimento
da sua importancia. Os numeros irracionais sdo a pouco e pouco aceites. O zero e 0s
negativos adquirem estatuto de numeros, ndo sem reacc¢Ges adversas. A evidéncia de se
poderem obter solucbes validas de equacOes de terceiro grau a partir de expressdes
algébricas contendo raizes quadradas de numeros negativos fez aceitar os nudmeros
complexos, aceitacdo que se tornou pacifica quando descoberta a sua representacéo
geomeétrica no plano e a sua utilidade. A procura intencional duma relacdo geométrica tri-
dimensional com um ente matemético idéntico aos complexos levou a invencdo dos

quaternides e de outros entes de outras dimensoes.

Digamos que a intuicdo e a utilidade prevaleceram sobre a logica, visto que nem
mesmo nas partes dos Elementos que Euclides dedicou aos nUmeros aparece uma

fundamentacédo adequada.

O grande passo em frente de Newton e de Leibnitz na criacdo do Calculo foi um
passo no escuro em termos de fundamentagdo com direito a durissimas criticas de George
Berkeley (1865-1763), o Bispo Berkeley. Foi mais uma vez o utilitarismo a prevalecer.
Dava-se razéo aos criticos mas reconhecia-se a validade dos resultados praticos. Mesmo
assim, do mesmo modo que os gregos “encostaram’ os irracionais, encostaram-se agora 0s
“infinitésimos”. Entretanto procurava-se a fundamentacdo da Andlise Infinitesimal e os
obstaculos pareciam ser os mesmo de antigamente: o infinito ( e o infinitamente pequeno)

e 0s irracionais.

Cantor, Dedekind e outros abordam a criagdo de uma teoria dos irracionais.
Dedekind encontra em Eudoxo a inspiragdo para o seu trabalho: os “cortes” de Dedekind
partem da observacao que em qualquer divisdo da recta dos numeros em duas classes ha
um anico ponto que produz a divisdo. E ha “cortes” que ndo sdo feitos por niimeros
racionais: se colocarmos na classe da esquerda todos 0s nimeros racionais negativos e

todos os numeros cujo quadrado é menor que 2 e no lado direito todos os outros, o corte
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ndo é determinado por um numero racional. Para cada corte deste tipo temos um nimero
irracional criado por este corte. Para alguns, esta criagdo ndo passa de um “monstro
intelectual”, mas ¢é aceite. Otto Stolz (1842-1905) mostrou que 0s irracionais S&o
representados por dizimas ndo periddicas (Kline, 1972) e isso traz-nos algum conforto,

pelo menos de um ponto de vista didatico.

O passo seguinte foi a definicdo dos nimeros racionais e das suas propriedades,
assumindo a natureza e as propriedades dos naturais ndo sdo discutiveis e que o problema é
estabelecer logicamente os negativos e as fraccOes. Weirstrass introduziu os racionais
positivos como pares de nimeros naturais e 0s negativos como outros pares de nimeros
naturais. Era nestes que se encontrava a dificuldade para a fundamentacao do sistema dos
nameros racionais e para o estabelecimento das suas propriedades. A ideia de Weirstrass

foi retomada por Peano.

Para Kronecker o problema nao se pde: “Deus criou os inteiros, o resto ¢ obra do
homem”. Dedekind avangou com uma teoria dos inteiros mas foi de Peano a abordagem
axiomatica melhor sucedida, apoiada numa simbologia muito cuidada, servindo-se da
Ldgica na sua argumentacdo. Russel (1872-1970) e Frege (1848-1925), influenciados por

Peano e numa onda de axiomatizacdo de a Matematica, procuraram funda-la na Logica.

A partir da fundamentacdo dos naturais foi possivel estabelecer as propriedades dos
inteiros relativos. As propriedades destes derivam de definicbes adequadas para as
operagdes. De modo pratico, podemos dizer que a existéncia dos negativos torna sempre
possivel a operagdo a—b entre dois naturais e que a existéncia dos racionais torna sempre

possivel a operacdo a/b, desde que b ndo seja nulo.

Ficava criado o edificio dos numeros por uma ordem historica inversa da ordem

l6gica.

Porém, o programa nao estava completo. Para David Hilbert (1862 - 1943), “apesar
do alto valor heuristico e pedagogico do método genético, merece, no entanto, a minha
preferéncia 0 método axiomatico para a representacao definitiva do nosso conhecimento e
a sua fundamentagdo 16gica”. (Hilbert, 1930). E definiu de seguida os axiomas que devem
ajustar exacta e completamente as relacdes entre os entes (de um sistema) a que chamamos
numeros, bem como uma “teoria da demonstra¢do”, “que nos presta um servico mais

geral. Pois qual seria o estado de veracidade do nosso saber em geral e da existéncia e do
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progresso da ciéncia se nem na Matematica existisse a verdade certeira? A teoria da
demonstracéo (...) proporciona-nos a exaltacdo da convic¢ao de que o comportamento da
Matematica, pelo menos, ndo tem limites e que ela é capaz de descobrir as leis do seu

proprio pensamento”.

Hilbert ndo estava ciente, nessa altura, das dificuldades que estavam a surgir para

provar a consisténcia dos axiomas dos numeros reais (Kline, 1972).

Apesar de tudo, parece poder considerar-se que todo o trabalho a volta dos nimeros
reais tinha proporcionado bases solidas para resolver os problemas l6gicos que haviam sido
levantados e que havia finalmente fundamentos relativamente seguros tanto para a

Avritmética como para a Algebra e para a Analise.

A procura de rigor na Analise havia revelado a necessidade de compreender a
estrutura do conjunto dos nimeros reais. Cantor percebeu a necessidade de estudar os
conjuntos infinitos (a dificuldade que remontava ao tempo dos gregos) e os paradoxos
relativos a divisdo infinita da recta ou do entendimento da recta como um conjunto de
infinitos pontos discretos. Permanecia ainda a questdo do infinito actual e do infinito
potencial, com o qual os gregos, eventualmente, evitavam o0 problema de saber se o
namero de circunferéncias obtidas por divisdo por um didmetro, sendo o0s didmetros uma
infinidade, deveria ser uma dupla infinidade. Galileu tinha dado um primeiro passo ao
estabelecer que, apesar de podermos fazer corresponder, um a um, 0s nUMeros inteiros e 0s
seus quadrados e verificarmos que ha numeros que ndo sdo quadrados perfeitos, nao

podemos dai concluir que a infinidade destes € maior do que a daqueles.

A questdo do infinito ndo foi pacifica e muitos preferiram ignora-la, evitando
reconhecer a existéncia de conjuntos infinitos, como o sistema de nameros reais: poderia
falar de pontos da recta e evitar referir que a recta é constituida por um infinito nimero de

pontos.

Cantor, o criador da teoria dos conjuntos infinitos e dos nameros transfinitos teve
que enfrentar a oposicdo de poderosos antagonistas. Cantor ultrapassou o problema do
“infinito potencial” considerando conjunto uma colecgdo de objectos definidos e separados
que possam ser considerados pela mente e em relacdo aos quais podemos decidir se um
objecto pertence ou ndo pertence... Um conjunto ¢ infinito, para Cantor, se pode ser posto

em correspondéncia, elemento a elemento, com uma parte de si proprio. Depois definiu
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como numeravel o conjunto que se pode colocar em correspondéncia um a um com 0
conjunto dos inteiros positivos e provou gue o conjunto dos nimeros racionais € numeravel
tal como o conjunto dos numeros algébricos, sendo ndo numeraveis o conjuntos dos

transcendentes e dos nUmeros reais.

A um nivel préatico, a teoria de Cantor permite-nos entrever a possibilidade de
justificar a utilizacdo da representacdo dos nimeros na recta real, considerando que a cada
namero racional corresponde um ponto e que em cada intervalo hd um ndmero infinito de
pontos que ndo se esgotam com a atribuicdo a cada um deles de uma correspondéncia com
um namero racional. E que ainda ha os irracionais, que até s&0 mais nuUMerosos que

aqueles.

A teoria de Cantor ndo estava imune ao aparecimento de paradoxos e Hilbert,
reconhecendo isso e procurando “ndo trair a nossa ciéncia” definiu os objectivos a
alcangar e as considerag¢des para a descoberta dos caminhos, sentenciando que “ninguém

nos expulsara do paraiso que Cantor criou para nés”.

O desenvolvimento da Matematica, no século XX, ndo seguiu a previsao de Hilbert
de construcdo de um sistema solido de verdade irrefutavel. Pelo contrario, verificou-se ser
impossivel fazé-lo. Dum ponto de vista pedagdgico, podemos considerar que “a
Matematica ndo é o estudo de uma realidade ideal, pré-existente e intemporal”, “nem é um
jogo com simbolos e regras inventadas”, “é um facto”, “nem mais nem menos que a
existéncia de modos de raciocinio e argumentos acerca de ideias, que sdo aliciantes e
conclusivas, que ndo sdo controversas uma vez compreendidas”. “Devemos aceitar a
legitimidade da Matematica tal como ela é: falivel, corrigivel e com significado”. (Philip
J. Davis, 1995, pags. 377 e 378).
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ACTIVIDADES MATEMATICAS

PARA A FEIRA MEDIEVAL DA ESCOLA
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Pretende-se neste trabalho definir algumas actividades préaticas destinadas a alunos
do Ensino Basico, organizadas de modo a apresentar as actividades matematicas antigas,
relacionadas com a evolucdo da cultura e do modo de vida, que tem uma histéria
relacionada com a histéria da humanidade e que acompanhou e deu forma a evolucdo

cultural da humanidade.

As propostas de actividades que se seguem enquadram-se na iniciativa da Escola de

realizar uma “Feira Medieval” no final do ano ,
§ EIETS ST

lectivo.

-

*Contal.aceemig forummeor phadofoptin |/ wdes s

Imagina-se que as actividades poderdo
decorrer numa tenda, orientadas por um

matematico ( Boécio ? ) vestido a rigor,

dispondo de um “contador” (uma mesa baixa

sobre a qual se colocard um pano preto com
linhas, de modo a servir de &baco), de alguns

bancos tradicionais para os visitantes (alunos)

*wmn S aput pasanod - mmie) sy a'?qm]

e de alguma estante para dispor as diversas

fichas de orientacdo das actividades. Podemos

ainda antever a presenca em simultdneo de um
“abacista” ( matematico que utiliza o é&baco
como ferramenta de trabalho e sd conhece a
numeracdo romana) e de um “algorista”,
matematico experimentado na utilizagdo dos
algarismos e dos algoritmos indo-arabes,
introduzidos na Europa a partir da Peninsula
Ibérica e que demoraram varios séculos a

impor-se...

A decorar a tenda podera aparecer a

reproducdo de algum quadro (por exemplo, a
competicdo entre Pitdgoras e Boécio sob o0s

olhares da personificada Aritmética, figura incluida na “Margarita Philosophica”, de

Gregor Reisch, 1503) e de alguns simbolos que relacionem a astronomia, astrologia,
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medicina e matematica tendo em conta a importancia dada na Idade Média aos aspectos

astrologicos na medicina...

A animacdo do espaco durante a feira devera basear-se na utilizacdo de varios

materiais preparados para o efeito e que se poderdo agrupar nas categorias seguintes:

e PROCESSOS DE CALCULO ANTIGOS USADOS NA IDADE MEDIA:

-Uso do é&baco romano para somar, subtrair, multiplicar e dividir

(apresentando exemplos em numeragao romana);

- Multiplicacdo e divisdo a maneira egipcia (dobrar e partir ao meio) (com
exemplos em escrita egipcia e, sobretudo, em escrita indo-arabe visto tratar-se de processo

interessante para o desenvolvimento de capacidades de calculo...);
- Multiplicag@o “a russa”;
- FraccgOes egipcias (fraccBes unitarias) na multiplicacdo e na diviséo;

- Multiplica¢do por “Gelosia”

e PROCEDIMENTOS E PROBLEMAS MAIS VELHOS QUE....

- Problemas tipicos de épocas diversas...
- Resolucéo de equagdes pelo método da falsa posi¢ao;

- Resolucéo de equacdes de 2° grau pelo

método de completar o quadrado;

e JOGOS

- Jogo do moinho

- O alquerque dos doze




e ENIGMAS E PROBLEMAS

- “SATOR AREPO...” (quadrado magico)

As fichas seguintes apresentam algumas das actividades matematicas possiveis.

Outras, a seu tempo, poderdo completar o projecto.

70


http://images.google.pt/imgres?imgurl=http://img231.imageshack.us/img231/9564/sator2yf1.jpg&imgrefurl=http://desdeeloestealeste.wordpress.com/&usg=__0JIMzc5aeYdL33WodW19vKZ4iak=&h=349&w=366&sz=126&hl=pt-PT&start=9&um=1&tbnid=PlTBXOOEfFRh2M:&tbnh=116&tbnw=122&prev=/images?q=sator+arepo&hl=pt-PT&rlz=1T4GGLL_pt-PTPT316PT316&sa=N&um=1

Os Calculos dos
Romanos

A escrita dos ndmeros a maneira dos
Romanos ainda é utilizada em muitas situagdes e
ensinada nas escolas. Naturalmente que ndo é
propriamente por causa da Matemdtica que se
aprende a numeragdo romana, porque na Matemadtica
jd ndo se usa esta maneira de escrever os nimeros.
E uma questdo cultural, que revela como se mantém
a influéncia de uma civilizagdo antiga.

Quem gosta de Matemdtica e de Histéria
pode ser desafiado a responder a uma pergunta
interessante: como € que os Romanos faziam para
adicionar, subtrair, multiplicar e dividir? E que, se pensarmos na maneira como actualmente
fazemos essas operagSes e na maneira romana de escrever os nilmeros, rapidamente
concluimos que ndo "joga” uma coisa com a outra.

A imagem mostra um dbaco romano de bolso. Trata-se de uma espécie de calculadora
manual, portdtil. Repara nas colunas relativas ds unidades (I), ds dezenas (X), as centenas (C),
etc. Nota que, a direita das unidades aparecem ainda trés ranhuras mais pequenas: referem-se

a partes da unidade (fracgdes no sistema adoptado pelos ) &) 5
romanos).

A forma mais vulgar do dbaco romano e que [em (XM I Mlc Ix [T
continuou a ser utilizada durante séculos, depois da queda
do Império Romano do Ocidente, terd sido uma pequena ® ® e ®
mesa (banca) onde, em vez das ranhuras que a figura ® ®l®
mostra, haveria marcagdes a separar as colunas ® ol ®
correspondentes as diversas ordens de grandeza, como se

® ®

pode ver no esquema abaixo.
As palavras banqueiro e bancarrota sdo derivadas

de banca, no sentido referido.

Para representar um nimero sdo colocadas, em cada coluna, pequenas pedras
(chamadas “cdlculos”, que deram origem a palavra calcular..) em nimero correspondente ds
unidades, as dezenas, ds centenas. Repara que por baixo de cada simbolo (por exemplo das
dezenas X) podemos colocar, no mdximo, 4 “contas” ou “cdlculos”. Isto porque vamos colocar
uma na parte de cima a representar 5, sempre que necessdrio.

Como primeiro exercicio, responde a pergunta: Qual € o nimero representado no dbaco
de bolso ( primeira figura) ? 1069 181? Acertaste.. E na segunda figura? 94826? Muito bem...
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Ha algumas variantes na maneira de representar as classes de nimeros elevados como

mil, dez mil, cem mil e um milhdo mas, com um pouco de atengdo, é fdcil fixar o que estd em

cada coluna.

ACTIVIDADE
PROPOSTA:

Utilizando pedrinhas,
feijoes, caricas ou fichas
no esquema do dbaco
romano desenhado abaixo,
experimenta adicionar os
ndmeros romanos

MMMMDCCXXXIX
MCCCCLVI e
MMMMMMCXCV

Comega por representar o primeiro dos trés nimeros.

MM

M

XM

Depois adiciona ("acrescenta”) o segundo, comegando da direita para a

esquerda... Basta representar os nimeros e reagrupar os “cdlculos” de acordo

com regras que sdo fdceis de descobrir: cinco pedras ha parte de baixo sdo

substituidas por uma na parte de cima, duas na parte de cima sdo substituidas

por uma na coluna da esquerda...

No final regista o resultado em numeragdo romana.

Outros exemplos:

Adiciona MMMCCVII com MXXII
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Os Calculos

dos Romanos

A escrita dos nlimeros d maneira dos
Romanos ndo permite que se realizem
cdlculos de papel e ldpis com facilidade.

Os cdlculos eram feitos com um
dbaco que podia ter um aspecto como o da
imagem, utilizando pequenas pedras a que
chamavam “cdlculos”. Calcular ndo €, por
isso, mais do que contar as pedrinhas para

descobrir o resultado de uma operagdo.

Repara nas colunas relativas ds unidades (I), as dezenas (X), as centenas
(C), efc., do dbaco de bolso da figura. Nota que, a direita das unidades
aparecem ainda trés ranhuras mais pequenas: referem-se a partes da unidade
(fracgdes no sistema adoptado pelos romanos).

A forma mais vulgar do dbaco romano e que continuou a ser utilizada
durante séculos, depois da queda do Império Romano do Ocidente, terd sido
uma pequena mesa (banca) onde, em vez das ranhuras que a figura mostra,
haveria marcagdes a separar as colunas correspondentes as diversas ordens de
grandeza, como se pode ver no esquema abaixo.

Para representar um nimero sdo colocadas, em cada coluna, as pequenas
pedras em ndmero correspondente as unidades, as dezenas, as centenas, etc.
Repara que por baixo de cada simbolo (por exemplo das dezenas X) podemos
colocar, no maximo, 4 "contas” ou “cdlculos”. Isto porque vamos colocar uma na
parte de cima a representar 5, sempre que necessdrio.

A subtracgdo no dbaco € intuitiva: € sé retirar "pedras” nas quantidades
pedidas. Pode haver necessidade de fazer algumas mudangas de posigdo para
tornar mais evidente o modo de proceder.
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ACTIVIDADE:

Experimenta
representar no dbaco o
ndmero MCCCCLVII e
subtrair-lhe
DCCCCXXTIIT

MM

M

XM
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Os Calculos
dos Romanos

Para multiplicar no dbaco exige-se o conheamen’ro da Tabuada sobr'e
isso ndo hd solugdo sendo aprendé-la ou té-la o
a mdo...

Imagina que pretendes multiplicar dois
nimeros e que tinhas cada um deles
representado no dbaco romano. Para efectuar
a multiplicagdo terds de multiplicar cada
valor que estd em cada coluna de um dos
nimeros por todos os valores de todas as
colunas do outro e somar tudo...

A dificuldade maior é a de saber em que coluna colocar o "cdlculo” ou
pedrinha correspondente a cada multiplicagdo parcial.

Ha uma regra que era seguida pelos abacistas ( as pessoas que usavam o
dbaco) medievais que diz que a coluna onde comegar a colocagdo do resultado
(pelo valor mais baixo) € a coluna a+b-1 , sendo a o nimero de colunas do
multiplicando e b o nimero de colunas do multiplicador.

Para multiplicar, por exemplo, 23 por 3,

vamos usar 3 como multiplicador x x
e temos de multiplicar 3 por 2 e colocar o
resultado ( 6 ) na segunda coluna porque estamos C X I
um ndmero da primeira coluna com um da segunda,
logo 1+2-1=2. - -
Depois temos 3x3 ( =9) para a primeira
coluna porque ( 1+1-1=1). *
A leitura do dbaco dad o resultado: 69
*
Vejamos ainda como exemplo a multiplicagdo
de 42x23.
Na multiplicagdo de 4 (de quarenta e dois) *
por 2 e de 4 por 3 obtemos a disposigdo seguinte

(a preto a primeira, a vermelho a segunda):
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Temos de seguida a multiplicagdo de
2 (de 42) por 2 e por 3 ( a verde, a primeira
na posicdo 1+2-1, a azul a segunda, na
posigdo 1+1-1)

Falta apenas reorganizar o dbaco de
acordo com as regras e registar o
resultado: CMLXVI

x x x
C X I
*xkkx *x *

XXX

X%

XXk xk Xk

O multiplicador e o multiplicando podiam ser recordados de cabega ou
registados ao lado (em papel ou em tabuinha coberta de cera ou mesmo em

zona do dbaco preparada para o efeito).

O multiplicador (no exemplo, o

ndmero 42) podia ser colocado na mesa e

XM M

as pedras correspondentes serem
retiradas a medida que avangava a

multiplicagdo
PROPOSTA

Calcula, usando o dbaco, CCIX vezes

CLXIII

1. Calcula, usando o dbaco, o

quadrado de CCLXV

2. Explica como multiplicar um ndmero por X, por C e por M
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Os Calculos
dos Romahos

A divisdo realiza-se por subtracgdo repetida do
divisor, usando para isso um pequeno truque que
consiste em verificar se se pode subtrair o divisor &
PELO MENOS 100 VEZES, ou PELO MENOS 10
VEZES, o que aumenta a rapidez do processo.

Além disso, como subtrair corresponde a retirar
“cdlculos”, podera tornar-se necessdrio passar cdlculos
de uma coluna para outra a sua direita ou de cima para
baixo para se poder continuar até ao fim.

Vejamos, por exemplo, como dividir 808 por 35 ( para facilitar a
compreensdo, ndo usamos, por agora, 0S humerais romanos).

Verificamos que podemos retirar 10 vezes 35.

A T
y C 4/ X [ C X ,
m * *kkk *
* *
*kkk*k
* . )
808-350=458

Podemos ainda retirar 10 vezes 35.

* 458-350=108

77



Retiramos agora 35, uma vez. E necessdrio fazer algumas mudangas ho dbaco:

/ *% *
P
C Xv [
” * 108 -35=73
*
*kkkk

*

Retiramos novamente 35, uma vez.

|
C[X/I

*
* 73-35=38
*%
* Retiramos, finalmente, ainda mais uma vez 35
KKKk

38-35=3

Temos entdo finalmente que o quociente é 10+10+1+1+1=23 (retiramos 35
unidades 23 vezes) e o resto é 3.

ACTIVIDADE

Experimenta agora com o dbaco a mesma operagdo: DCCCVIII a dividir por
XXXVIII
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MULTIPLICACAO A
MANEIRA EGIPCIA

O sistema de escrita de nimeros dos EglpClos an’rlgos era compllcado e
pouco prdtico. Interessam-nos, por isso, "l n
mais os processos de cdlculo do que a ',|1 “2“'3"4'"5 I“G ""7““8"|9 10
maneira de escrever os ndmeros. Vamos " " l" "
entdo usar os processos egipcios de cdlculo
com o0s nossos numeros. Na realidade 2
estamos a fazer o que jd faziam os gregose | W
0s romanos, que fambém tinham sistemas de ! 1,000 10,000 100,000 1,000,000
escrita de ndimeros préprio. I‘

Na Idade Média ainda era comum usar o processo egipcio de
multiplicagdo, que consistia em fazer duplicagoes sucessivas de um dos
ndmeros a operar realizando-se a seguir a soma das parcelas que perfazem o
outro nidmero.

Exemplo: 16x13

/1 16/
2 32
/4 64/
/8 128/
13 208

Para perfazer 13 vezes o nimero 16 entram a primeira, a terceira e a quarta
parcelas, tal como assinalado acima..

ACTIVIDADE

Calcula 287x13 por este processo
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DIVISAO A
MANEIRA EGIPCIA

O sistema de escrita de ndmeros dos ‘ |1 “2'“3 "4“|5 “IG "“
Egipcios antigos era complicado e pouco [Tl
prdtico. Interessam-nos, por isso, mais os
processos de cdlculo do que a maneira de
escrever os nimeros. Vamos entdo usar os
processos egipcios de cdlculo com os nossos @ 1, 000 10,000
nimeros. Na realidade estamos a fazer o
que ja faziam os gregos e os romanos, que também tinham sistemas de escrita
de nldmeros préprio.

~
——
e
—_——
<o {
e e——me——
1
—_—
o

—— p— —

100,000 1,000,000

A divisdo a maneira egipcia é feita com a multiplicagdo, pensando que se quero,
por exemplo, dividir 1120 por 80 vou procurar o nimero que multiplicado com
80 dd 1120.

1 80

2/ 160 /
4/ 320/
8/ 640 /

(Ndo interessa continuar porque a duplicagdo jd excede 1120. Vamos procurar
nas parcelas a soma mais proxima de 1120. Como obtemos esse valor com as 3
dltimas parcelas, o nimero que interessa é 14, resultado obtido somando os
ndmeros correspondentes na outra coluna.

Proposta: 102 a dividir por 12, quanto é?
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MULTIPLICACAO
POR GELOSIA

Os numerais que usamos hoje em dia sdo
designados por “Indo-Arabes” porque sdo
origindrios da India e porque foram adoptados e
depois divulgados pelos Arabes. Num periodo que
durou vdrios séculos e que comegou no século
VII, os governantes mugulmanos langaram um
programa de tradugdo para drabe de todas as
obras cientificas que pudessem encontrar,
fossem dos sdbios da antiga Grécia ou da India.
Na "Casa da Sabedoria”, em Bagdad, viveram e
trabalharam os grandes cientistas da época. Um
dos sdbios drabes mais referidos nesse processo
de aquisicdo do conhecimento e posterior
divulgagdo foi Al-Kwarizmi, que escreveu livros
sobre o uso dos numerais e sobre dlgebra, cuja
tradugdo para Latim promoveu a divulgagdo da
aritmética drabe na Europa. A tentativa de
traduzir o nome do autor dos livros deu origem as palavras algarismo e algoritmo.

Com os “algarismos”, os europeus aprenderam a usar “algoritmos” para calcular.
E em vez de registar apenas os resultados do cdlculo, como se fazia com o dbaco
romano, passaram a registar tudo, em papel e escrito a tinta, de forma que se passou
a poder verificar, passo por passo, se havia erros.. (E isto foi certamente, uma
grande vantagem). E tudo isto s6 foi possivel depois de os drabes terem decidido que
o zero devia ser tratado como um nimero e definido as regras para trabalhar com ele.

Uma das operagdes que com maior dificuldade se fazia no dbaco antigo era a
multiplicagdo. Para realizar esta operagdo com os numerais indo-drabes hd vdrios
algoritmos. Na escola primdria ensinaram-te um deles.

S\ afibXopeam

Vé agora como §g

proceder para realizar : 9/ ’/ 4_ 3\6 ; ;z \f"

a multiplicagdo por z ' > e

"Gelosia (mas, cuidado, z‘{; {/9' {; 3 3}'%? {_}[4 ¢

que ndo irds longe sem 9l 91/ 3l/ali loN\JoN\Jo\]il2

a tabuada...). J'}/ i ;‘4 7{\9 \z.’ }
sl/el 2l 6le 2 NJoNJiNI5[2

F

2 6 Somma.  z 9 3

FIRST PRINTED CASE OF GELOSIA MULTIPLICATION
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Por exemplo, para multiplicar 134 por 15, colocamos os dois nimeros assim:
Neste  processo  colocamos
sempre ambos os algarismos das

C e . o 1 3 4
multiplicacées parciais que se vdo
fazendo (repara por exemplo que 1
colocamos 20 no cruzamento da linha 1 3, 4
do 5 com a coluna do quatro; e 15 no / /
cruzamento da linha do 5 com a coluna 5 5 0 5
do 3). 2 0 1 0

As somas finais sdo efectuadas
segundo a diagonal, conforme indicado pelas setas.

ACTVIDADE
Utiliza o método de
gelosia para calcular

456x223

Utiliza o método de
gelosia para calcular
3127%285=




FRACCOES
EGIPCIAS

Na Idade Média, os matematicos ainda usavam as fracgées que os
antigos egipcios, 2000 anos antes, tinham
inventado. O que estas fracgdes tinham de
especial era que o numerador era sempre 1,
pelo que lhe podemos chamar também
fracgdes unitdrias. (Havia uma excepgdo: a
fracgdo dois tergos também se usava e era
muito importante). Com estas fracgoes
unitdrias, qualquer resultado de divisdo que
ndo fosse inteiro era apresentado como a
soma de fracgées unitdrias todas diferentes.

~ 6 ’ .
Por exemplo, a fracgdo -, para os egipcios era

111

T31 interpretada como a soma das 3

fracgdes.

Como é que sabemos que era assim?
Sabemos porque foi completamente decifrado
um papiro de 5 metros de comprimento por 30 cm de altura, escrito em 1650
a.C. por um escriba chamado Ahmes, que o copiou de um ainda mais antigo. Este
papiro foi comprado por um advogado escocés chamado Rhind, em 1858 num
mercado de Luxor e encontra-se actualmente no Museu Britdnico. Ha ainda
mais alguns documentos da época, mas também se encontram fracgdes egipcias
em documentos matemdticos muito mais recentes.

\ 1 5 \ Os egipcios realizavam as multiplicagdes pelo
processo de “dobrar e partir ao meio” e as divisdes
procurando, pela multiplicagdo, o ndmero que serve para
4 20 obter o dividendo. Por exemplo, para dividir 95 por 5,

vou multiplicar o 5 para ver com quantas vezes chego a
8 40 95

\ 2 10 \

\ 16 80 \ Para isso, colocamos o 5 e vamos duplicando
sucessivamente, sem passar de 95. Depois procuramos
19 95 as parcelas com chegamos a 95, assinaldmo-las e

somamos as parcelas correspondentes da outra coluna.
Facil, ndo é?
O resultado da divisdo ¢é 19.
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Se o resultado ndo for inteiro, comega-se a partir ao meio o nimero com
que se comegou para procurar o que falta.
Por exemplo 39 a dividir por 6:

1 6
\ 2 12 \

\ 4 24\
v 13
2
1
6> 39

, 1 = = . P
O resultado é 65, que se pode escrever 6 2. E curioso verificar como este

processo permite atribuir sentido aos nimeros mistos, que quase ndo
utilizamos.

Os egipcios dispunham de tabelas para ajudar a escrita das fracgdes unitdrias
evitando qualquer repetigdo, mas na base das fracgdes estd o processo de
divisdo.

ACTIVIDADES

- Representa 2 na forma egipcia. (Para dividir por 4, opera com o 4 até dar 3.
Como ndo dd para dobrar, parte ao meio...)

- Representa > ha forma egipcia
2 :
5 ~ . N , .
- Compara 3 com 3 quando estdo escritos na forma egipcia. Que comentdrio

podes fazer?
- Como farias a divisdo de 5 broas de pdo por 8 pessoas? E como fariam os
egipcios?

- Um dos problemas do papiro de Rhind é o de dividir 6

ﬁ
broas de pdo por 10 homens. Verifica que % , para os
1fz

egipcios é %+% (também se podia escrever 210 ) e
explica como fariam a distribuigdo. < ,\
- Investiga a lenda das fracgdes do olho de Horus 154 1!’329

1/8

/16
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RESOLUCAO DE

EQUACOES - méTopo ba

FALSA POSICAO

A resolugdo de equagdes, na Idade
Média, baseava-se em processos muito antigos,
ja conhecidos dos egipcios ou dos babildnios.
(Os métodos que utilizamos hoje, a que

divulgados pelos drabes a partir do séc. VIII
e s6 comegaram a aparecer na Europa depois
do séc. XII).

No papiro de Rhind aparece o seguinte
problema:

Uma quantidade e a sua quarta parte,
somadas, perfazem 15. Qual € a quantidade?

A tradugdo, para nds, deste problema é
x+ %x = 15.

O escriba Ahmes ensina a resolver este
problema por um processo que, muitos séculos
mais tarde, chamaram método da falsa posigdo:

Faz de conta que a solugdo € 4 (repara na
fracgdo!). Se a solugdo fosse 4, % de 4 é 1, mais

4 dava 5 e ndo 15, como nés queremos. Mas 15 é
3 vezes mais do que 5. Entdo a solugdo também
tem de ser 3x4.

Gaspar Nicolas, aritmético portugués que
escreveu o Tratado da pratica Darismetica,
publicado pela primeira vez em 1519, apresenta
um problema parecido: Um homem comprou um
cavalo por um tanto prego que se o comprara
por mais um tergo da quarta parte do que lhe
custou, o cavalo teria custado 100 cruzados.,
Pergunto: quanto custou o cavalo?”

Gaspar Nicolas sugere escolher um
ndmero em que aches quebrados, o 60. Como 1/3
¢ 20 e 7 deste valor é 5, temos 60+5 o que dd

2 i

e o N T T . B P
TRATADO,E ARTE
D E

ARISMETICA

PARA FAZER HUM PERFEYTO
Cayxceyro,
SEU AUTOR

GASPAR NICOLAS,
E emendada, & accrecentada

POR .
MANOEL DE FIGUEYREDO,
Comofgrafo Mor que foy das Conquiftas
deftes Reynos de Portugal, '

E no fim com varias esviofidades de Avifmetica,
OFFERECIDA A’ INCLYTA DOUTORA

s*CATHERINA

hum tergo do quartodo quelte cuRou,o ca-

vallo lhe cuftira cem cruzados. Demando
quito lhe cuftou. Faze aflim toma,bit nume-
roem §aches quebrados,o qual he 6o. ora vé
qual heotergo doquarto deé6o. & velohds
nefta maneyra,diris affim 3 vezes 4 fad 12.&
affim § o tergo do quarto de hii dozavo. Ora
toma o dozav o de €0.4 fad 5. & porque diz §
fc cuftara mais o ter¢o do quarto de6o.§ fad
§.reaes,diras affim, pondo eftes 5.fobre 60. fe
6 s5.foflem 60.q feriae roo.de que elle fez mé-
do.Faze porregra de tres, & achardsqva-
em 92.& quatro tre zavos,& tanto cuftou o
cavallo. Se quizeres provar,tomaotergo do
quarto de 92.& gitrezavos,& ajiita-o com os

molrmac na Ry 4 cuannerns R Lo PP - LRy



65 em vez do 100 que custou o cavalo. Basta ver por quanto multiplicar 65 para
dar 100. Como 65 sé cabe uma vez em 100, o resultado é 1% ( 35 € o que sobra

depois de tirar uma vez 65). Este nimero misto equivale a 1

A

5+ Que vamos

multiplicar pelo nimero escolhido inicialmente: 60 x 1% =60+ 60 x é = 92%

Outros problemas

O problema n°. 32 do papiro de Rhind propunha:

Uma quantidade, a sua ter¢a parte e a sua quarta parte adicionadas

perfazem 2. Qual € a quantidade?

. ~ 1 1
Em termos actuais, trata-se de resolver a equagdo x + Xt x=2. )

valor de x obtém-se dividindo 2 por 1 + % +% . O escriba egipcio procurava por

quanto multiplicar 1+ § +§ para

obter 2, o que era um bom desafio
a sua pericia para trabalhar com
fracgdes unitdrias.

Este tipo de problema,
aparece também no livro de
Gaspar Nicolas: "“busca-me um
ndimero gque, tirado o gquinto e o
sétimo figue 981"

Este problema traduz-se
—Zx—2x=981 e a

por x—cx—-Xx
resolugdo apresentada aparece
sob forma de regra sem qualquer
justificagdo. Mas bem podia
pensar-se em  comegar  por

Numexos, 107

B Ufcame numero,§ tirido o quinto, & o
{etimo,fiqué 981.digo § multipliques as
figuras debaixo hua pela outra:onde diras g,
vezesy.ao 35 ora tiradaqui hii quinto,& h
fetimo,q {ad 12,qué os tirade 35.ficio 23, ora
vay a regra de 3 dizédo afim:fe 23.fofs€ 15 §
ferido g¥1.pois multiplica 981.por 35 &faris
343 2§.parteos por 23.8 V€ em particio 1492
& dezanove vinte & tres avos,&efte heo nu-
mero § te foy demandado. E {e quizeres pro-
varfards tudoem 23.avos , & ferioos ditos
34335 &deftes tira o quinto,&o fetimo como
te foy demidado,& acharis g ficao 2256 3ecfe
tes parte por 23.q foy o teu partidor, & vem
juftamente ¢81 §foy o numero § te deman-
dardo:& defta maneyra faris as femelhantess

1 1_23

experimentar o ndmero 1: o primeiro membro da fracgdo daria 1 —=—-=—

5 7 35 °

Falta saber por quanto multiplicar g para obter 981, o que se faz dividindo

981 por g . Obtemos 1492 % . ( Aqui o processo de cdlculo mais fdcil é fazer

.23 _
981735_

19
1492 23

34335
23

35
981 XE—

Propostas:
Resolve o seguinte problemas:

= 1492 e resto 19, pelo que o ndmero exacto é

-Qual € a quantidade que adicionada com a sua hona parte perfaz 20.
-Uma quantidade adicionada com a sua terga parte e a sua sexta parte perfaz

11. Qual é a quantidade?
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PROBLEMAS COM

NUMEROS INTEIROS

Os problemas de ndmeros sdo muito
antigos e muitas vezes sdo praticamente os
mesmos, repetindo-se em livros ao longo de
séculos. No "Sun Tsu Suan Chin", também
conhecido como “"Manual de Matemdtica do
Mestre Sun“, do séc. I, aparece um
problema assim:"uma mulher estava a lavrar
pratos no rio quando um funciondrio que
supervisionava as dguas lhe perguntou:
Porgque hd tantos pratos aqui? - Porque
houve uma festa, respondeu a mulher.
Depois o funciondrio perguntou o nimero de
convidados. Nédo sei, disse a mulher,
quantos Ild estiveram. Por cada dois foi
usado um prato para arroz, por cada trés,
um prato para caldo; por cada quatro, um

10

TRATADO, E ARTE
D E
ARISMETICA

PARA FAZER HUM PERFEYTO
Cayxcyro,
SEU AUTOR

GASPAR NICOLAS,

E ¢mendada, ¢ accrecentada
POR ’
MANOEL DE FIGUEYREDO,
Comolgrafo Mor que foy das Conquiftas
deftes Reynos de Portugal, )

E no fim com varias cuviofidades de Arifmetica,
OFFERECIDA A’ INCLYTA DOUTORA

$*CATHERIN A

TEe10
T

prato para carne, e havia 65 pratos no
total’.

Gaspar Nicolas, o portugués que
escreveu o "Tratado e Arte de Arismética”
apresenta o seguinte:

"Uma mulher trazia uns poucos de ovos para
vender e um homem encontrou-a e quebrou-
lhe os ovos todos. E a mulher disse-lhe que lhe
pagasse os ovos. E sobre esta disputa foram
ambos ao tribunal. O Juiz mandou que Ihe
pagasse os ovos e o homem perqguntou-lhe
guantos eram os ovos. A mulher disse gue ndo
sabia mas que guando os meteu na cesta os
contou dois a dois e sobrou um, que depois os
contou trés a trés e lhe sobrou um; que os
contou guatro a quatro e lhe sobrou um e

168 Preguntas.
Uma molher trafia hiis poucos deovbs
avéder,& nao fabia quatos erad, & hiz
homé deu por ella,& quebroulhe os ovos to~
dos:& a molher lhe diffe § Ihe pagafie os o
vos:& fobre eftarefertaforad ambos a juizas
o Juis m idou que lhe pagafle os ovos, & clle
lhe pregantou quantos erad paralhos pagar, .
& a molher diffe que nio fabia quantes erag,
porém queq os meteu na cefta os co«
tira dous,& dous,8 que lhe fobejara hi : &.
defpois que 0s tornou a contar tres, tres:&
que lhe fobejirahi : & que os contou qua-
tro,& quatro,X que fobejira hum,Xdefpois
ue os contou finco,& finco,& que lae fobe-~
jara hum : & defpois que os contira feis, &
{eis, & que fobejira hum : & defpois § os c5-
tira (ere,& fete,8 nio fobejou neahum. Ora
eu dem ido quantos erad es ovos quea boa

depois cinco a cinco e lhe sobrou um, e depois contou-os seis a seis e lhe
sobrou um, e depois os contou sete a sete e ndo sobrou nenhum. Ora eu

pergunto, quantos eram os ovos?”
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NUMEROS E
SEQUENCIAS

No papiro de Rhind ( 1650 a.C ) o problema 79 parece querer dizer o
seguinte: "hd sete casas, em cada casa hd sete gatos, cada gato mata sete
ratos; cada rato tinha comido sete grdos de trigo; cada grdo de trigo teria
produzido sete medidas de cereal. Qual a soma
disto tudo?”

O escriba fez o cdlculo. Consegues fazé-lo
também?

Este problema parece ser o modelo seguido
por Leonardo de Pisa, o Fibonacci, no seu “Liber
Abacci”, de 1212 e que diz:

Hd sete velhas mulheres na estrada para
Roma,

cada mulher tem sete mulas;

cada mula carrega sete sacos,

cada saco contém sete pdes;

e com cada pdo estavam sete facas;

e cada faca estd colocada em sete bainhas;
quantos hd ao todo na estrada para Roma?

Uma cangdo de embalar inglesa diz assim:

As I was going to St. Ives I met a man with seven wives,
Each wife had seven sacks, each sack had seven cats,
Each cat had seven kits: kits, cats, sacks and wives,
How many were going to St. Ives?

( Quando eu ia par a feira de S.Yves, encontrei um homem com sete mulheres,
cada mulher tinha sete sacos, cada saco tinha sete gatos, cada garo sete
gatinhos: gatinhos, gatos , sacos, mulheres, guantos iam para S.Yves? )

No Manual de Matemdtica de Mestre Sun ( sec. I), aparece o seguinte problema:

Vemos 9 aterros, cada aterro tem 9 drvores, cada drvore tem 9 ramos, cada
ramo tem 9 ninhos, cada ninho tem 9 pdssaros, cada pdssaro tem 9 filhotes, cada
filhote tem 9 penas e cada pena tem 9 cores. Quantos hd de cada?
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PROBLEMAS E
DESAFIOS

Alcuino de York, ( 735-804)
foi um grande educador da
Idade Média, tendo sido
convidado  por  Carlos
Magno, em 782, para fazer
a reforma do ensino na sua
corte. No que respeita a
matemdtica, Alcuino de
York escreveu o livro
intitulado “Propositiones ad
Acuendo Juvenes"
(Problemas para estimular
0s jovens), que pode ndo ser
mais do que uma recolha de
problemas tradicionais mais
antigos. A sequéncia em que
surgem os problemas ndo
revela grandes
preocupagdes de organizagdo pedagdgica e alguns sdo simples desafios Iégicos, quase
que adivinhas. Alguns desses problemas, como o do coelho, a cabra e a couve, nunca
terdo saido dos livros escolares.

No conjunto, os problemas incluidos no livro de Alcuino permitem uma visdo da
situagdo da Matemadtica na Europa, em plena Idade Média.

Diverte-te com alguns dos problemas de Alcuino:

Problema 11
Se cada um de dois homens casa com a irmd do outro, qual € o parentesco entre os
filhos e cada um deles?

Problema 13
Um certo rei ordenou ao seu servo que reunisse um exército de 30 cidade da seqguinte
forma: deveria trazer consigo tantos homens [de cada cidade sucessiva] como os que

tinha ai levado. Assim, [o servo] foi a primeira cidade sozinho, foi com outra pessoa d
cidade seguinte, trés pessoas foram a terceira cidade.
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Quantas pessoas foram reunidas nas 30 cidades?

Problema

14

Quantas pegadas deixa um boi que esteve a lavrar todo o dia no seu dltimo sulco?

Problema

17

Havia trés homens, cada um tendo uma irmd solteira, que precisavam de atravessar
um rio. Cada homem desejava as irmas dos seus amigos. Ao chegar ao rio, encontraram
um pequeno barco no qual, de cada vez, s podiam atravessar o rio duas pessoas.
Como € que atravessaram o rio, de tal forma que nenhuma das irmds seja desonrada

por um dos homens.

Problema 18

Um lobo, uma cabra e uma couve tém de atravessar um rio num barco que transporta
um de cada vez, incluindo o remador. Como € que o remador os levard para o outro
lado de forma que a cabra ndo coma a couve e o lobo ndo coma a cabra?

Problema 19

Um homem e uma mulher, cada um pesando um carro carregado, que tinham
dois filhos, cada um pesando um pequeno carro, precisavam de atravessar um

rio. No entanto, o barco em que o
atravessaram podia levar apenas o
peso de um carro.
Deixe-o descobrir [uma forma] de
atravessar o rio de maneira a que o
barco ndo se afunda.

Problema 35

Um certo pai morreu deixando para
trds criangas, uma mulher grdvida e
960 solidi dos seus bens. [No leito de
morte] estipulou que se um filho
nascesse, entdo o filho deveria
receber trés quartos da heranga - ou
seja, nove doze avos. A mae deveria
receber a quarta parte [dos bens], ou
seja, trés duodécimos. No entanto, se
nascesse uma filha, esta deveria
receber sete duodécimos, e a mae
cinco duodécimos. Mas, aconteceu que

‘Ra hil homé, & tinha hiia manceba pre-

nhe,& cfte- homé eftava para morrer, &
fez ha teftamento neftama Scminha
miceba pariefitho,levard meu hitho-deuster-
¢os da fazenda,& minha manceba leve hume
tergo. E fe minha manceba panr filha, leve
minha manceba os dous rergos da minha fa-
z€da,& minha: filha leve bii tergon Ora efte
homé levou-o.Deos defte mido,& a-miceba
acertou deparir-filho,&filha:ora cu demido
em G maneyra fedevede partir cita_fazenda:
& feo quizeres faber pée quecfte bomé dey-
xou 700.cruzados defazenda. Ora pée que
afilhaouvefle humcruzado, & elle mandow
que 2 miy ouveflecmrdobro da filka, onde
bhavia de haver dous,& clle mandou Go filho
ouvefle em dobre da miy, ende o &ilho havia
de haver 4.Ora foma eftes todos, £ hi,& 2.&
4.& f20:7.&efte he o teu partidor para todos
3.ora faze logo primeisaméte para o'fitho,ene

ela deu a luz dois gémeos - um rapaz e uma rapariga.
Quanto € que a mde, o filho e a filha receberam?
Este dltimo problema € apresentado também por Gaspar Nicolas, com

alteragées: descobre as diferengas!

90



PROBLEMAS de
"QUARTO E VINTENA"

Toda a mercadoria que as naus
que atracavam no porto de Lisboa
nele  descarregavam  estava
sujeita ao pagamento de um
imposto chamado “quarto e
vintena”.

"Tirar o quarto e vintena sequndo
se tira na Casa da India ndo é
outra coisa salvo saber de uma
certa guantia o quarto e dos trés
guartos dela mesma a vintena,

_ .. Buarto > Vintena. 47
we quarto faz mégio de 4.& vintena faz mé-
. ¢aade 20.0ra mudtiplica hii poroutro f.4.ve-
2es 20.&fards 80.0ra dize oquarto de 8o.fdo ~
20.& tira-os de 80.&ficio 60,Ora dize a vin- 4
tena de 60.1ao 3. tira-os de 6o, & ficdo §7. & — %
por efta regra podes fazer todas as outras,Pois — ;g —
 yatabes quede 8o.pagado quarto & vintena, 8
- ficdo §7.fazede 37.quintaes, pagido quarto, g4
& vintena quato te fica neto: & para o fabe-
res,ja fabes aregra quede 8o.ficao netos 57. 37
orafaze porregradetres,d ficiriode 73.8&fe____7
0 quizercs {aber, multiplica §7. por 37. & fa- ;3 9
~ras2109.cftes parte por 80s & vem 26. quin- ———e

{- . - + - . 2109 .
! ta‘caj,& ficio 2 9;neﬂ:-a lrepa'rt'lgaq,e{{‘cshr_rlillt‘:- 6a'

quantos serdo e tirados dela, quantos ficardo”, explica um matemdtico num

livro da época.

Tendo em conta esta explicagdo, calcula o imposto (em mercadoria) a pagar por

80 quintais de pimenta.
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"PREGUNTAS" .. de
Gaspar Nicolas,
aritmético

Em linguagem actualizada, o texto diz:

Um rato estd em cima de uma torre de 58
bragas de altura e em baixo estd um gato. Ora
o rato anda cada dia um tergo de braga e de
noite torna atrds um quarto de braga. O gato
ndo anda coisa nenhuma.

Ora eu pergunto quantos dias demora o rato a

chegar a baixo. E se o quiseres saber .. é

muito fdcil...

dq hi tergo hi: gumoiﬁda hi dozivoyonde

|Fyi &&3J. LEFT Y[ ly-l_ & Ja.

H Unm rato eftdenfima dé hia torre § té
4 58.bracas,& embaixo de tedo eftabi
gato,orao rato anda ‘cada dia hii tergo; 3c de
noite tornd atrs ha quam&ogemmé;m-
da nenhiia coufa. Ora en.demido emquitos
dias feri o rato embaixos - E feo quizeres far
ber,muiboa he de tazer,por§dizd de dia an-
dahi tergo,& de noite anda hi quarpo, L2

%

€Ss

_ - Preguntas. 183
tés fabido § cada dia anda hii dozavo de bra-
gaxnfiirh § em 12.diasanda bt hragaora por-
g a torrc té s8.brat S,Em’:st' regra de tresy
dizédo aflim. Seitoflt 12, qferdd 8. mulric
plica 12.vezes 58 & (36 696.parte por h(,8&
vé aquillo mefmosconvem a {aber 695.& em
tacos dias foy 6 rato émbayxo. :
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