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RESUMO

As constantes transformacdes nas sociedades modernas repercutem-se
necessariamente em todo o sistema de ensino o que exige a revisdo continua de
principios, processos e objectivos do ensino/aprendizagem. Em particular no ensino
da Matematica, tornou-se imperativo a aquisicao de aprendizagens significativas
gue proporcionem o contacto com situacdes do quotidiano e enfatizem a resolucao
de problemas. O repensar da ac¢ao escolar tem de ter em conta, também, as novas
tecnologias com o objectivo de reforcar a motivacdo para a aprendizagem e
permitir a aquisicdo de competéncias capazes de ultrapassar, com sucesso, 0s

desafios sociais.

Até ao ano lectivo 2004/2005, o estudo da Programacdo Linear era contetdo
programatico de leccionagdo facultativa. Actualmente, a Programacao Linear é um
dos temas obrigatdrios das disciplinas de Matematica A do 112 ano e Matematica B
do 122 ano do Ensino Secundario e no mdédulo A10 (designado por Optimizacdo) no
Ensino Profissional. Esta dissertagao, “A Programacao Linear no Ensino Secundario”,
pretende mostrar os beneficios da Programacao Linear enquanto aprendizagem
matematica obrigatdria no Ensino Secundario. Consiste numa abordagem sobre os
possiveis modos de resolucdo de problemas de Programacao Linear, salientando-se
as potencialidades das novas tecnologias, nomeadamente a calculadora grafica e o
computador, enquanto suporte de novos ambientes educativos, de demonstragao e
discussdo e como instrumentos de motivacdo, exploracdo, investigacdo e

consolidacao de conceitos matematicos.



ABSTRACT

The constant changes in modern societies certainly have repercussions on the
education system which demands the continuous revision of principles, processes
and aims of teaching and learning. Especially in the teaching of Mathematics, it is
imperative to acquire significant learning which lead to the contact with everyday
situations and emphasize problem solving. Thinking about school action has also to
bear in mind new technologies aiming the reinforcement of motivation towards
learning and allowing skill acquisition able to successfully overcome social

challenges.

Until the school year 2004 / 2005, the study of Linear Programming was an
optional content in the syllabus. Currently, it is a compulsory topic in Mathematics
Ain 11" grade and Mathematics B in 12 grade in Secondary Education and in the
module A10 (called Optimization) in Professional Courses. This dissertation “Linear
Programming in Secondary Education”, aims to show the advantages of Linear
Programming as compulsory mathematical learning in Secondary Education. It
consists of an approach to the possible ways of solving Linear Programming
problems, with emphasis on the potentialities of new technologies, mainly graphic
calculator and computer, as a support of new educational atmosphere, of
demonstration and discussion and as an instrument of motivation, exploration,

investigation and consolidation of mathematical concepts.
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CAPITULO 1

Introducao

1.1 Introducao

Até ao ano lectivo 2004/2005, o estudo da Programagdo Linear era contetdo
programatico de leccionagdo facultativa. Actualmente, a Programacao Linear é um
dos temas obrigatdrios das disciplinas de Matematica A do 112 ano e Matematica B
do 122 ano do Ensino Secundario e no mdédulo A10 (designado por Optimizacdo) no

Ensino Profissional.

A abordagem proposta pelo Ministério da Educacdo neste nivel de ensino é
“(...) uma abordagem geométrica para a solu¢do de problemas de mdximos ou de
minimos de uma expressdo linear com duas varidveis, sujeitas a um conjunto de
restricOes também lineares. Consegue-se, ao mesmo tempo, uma concretiza¢do (a
custa de enunciados apelativos e diferenciados) de técnicas algébricas de resolu¢éo”

[ME98]. Define como objectivo primordial da Programacdo Linear “motivar os

alunos para a aprendizagem da Matemdtica, mostrando-lhes verdadeiros



Introducéo

problemas reais nos quais a Geometria que estdo a aprender é actualmente usada

na industria, na Economia, etc.” [ME98].

Os objectivos especificos desta rubrica programdtica prendem-se
fundamentalmente com [ME98]: “ (...) a tradu¢do Matemadtica das ideias expressas
em linguagem corrente; a representac¢do grdfica de sistemas de inequagdes
lineares; a conexdo entre a solu¢éo de um sistema de inequagdes lineares e um
plano factivel de produgdo; a ligagéo grdfica entre uma fungdo objectivo e uma
regido possivel do plano, de forma a obter a “melhor” solugéo para o problema; a
interpretagdo da solugdo obtida para o problema; a andlise do impacto, em
problemas reais, da adi¢do de novas restricbes.” E, portanto, um contetdo que
possibilita ao aluno uma melhor compreensdo dos capitulos de Geometria e

Equacgdes.

Tendo em conta os objectivos propostos, neste trabalho destaca-se o ensino
da Programacdo Linear numa perspectiva de utilizacdo das Tecnologias de
Informacdo e Comunicacdo (abreviadamente, TIC). As TIC proporcionam o
desenvolvimento da curiosidade, base essencial do gosto pela aprendizagem,
conseguindo proporcionar a criacdo de contextos de aprendizagem ricos e
estimulantes onde é incentivada a criatividade. A utilizacdo das novas tecnologias
na aula de Matematica ajuda os alunos a desenvolverem outras capacidades para
além das que estdo associadas as competéncias de cdlculo, compreensdo de
conceitos e relagdes matematicas simples. O seu uso na sala de aula é uma mais-
valia no desenvolvimento das capacidades relacionadas com o raciocinio
matematico: promove a confianga, a autonomia, o espirito de tolerancia e
cooperacado, e permite que os alunos tenham um papel mais activo na sala de aula,
possibilitando uma experiéncia matematica onde ha lugar para a investigacao,
formulacdo e teste de conjecturas préprias, e para a discussdo e comunicacao

matematica.
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1.2 Breve Sintese Historica

A Programacao Linear é uma técnica da Matematica Aplicada que constitui
um dos ramos da Investigacdao Operacional. Envolve a pesquisa, o estudo e
desenvolvimento de modelos de optimizagdao sobre operagdes, sendo aplicada a
problemas que envolvem a conducdo e coordenacgdo de operac¢des. Dentro do
universo dos modelos de optimizacdo, existem os modelos de Programacao
Matemadtica que permitem determinar em que condicdo é possivel, ou nao,
optimizar um dado objectivo face a um conjunto de limitagdes. Nos modelos de
Programacdo Matematica, integram-se os modelos de Programacdo Linear que
constituem a base da Investigacdo Operacional. Na sua designa¢do, o termo
Programacao esta relacionado com a planificacdo e resolugdo de tarefas e o termo
Linear com o facto das expressdes ou condi¢Ges envolvidas em cada modelo serem
lineares. Como se trata de uma técnica de Modelacdo Matemadtica desenhada para
optimizar o uso de recursos limitados, a Programacdo Linear tem como objectivo
optimizar problemas de decisdo através da utilizacdo de modelos que representem
uma realidade, em que o éptimo é um minimo ou um maximo a ser alcangado nas

condicdes existentes.

O problema de optimizar uma funcao linear sujeita a restri¢cdes lineares teve a
sua origem, em 1826, com os estudos de Jean-Baptiste Joseph Fourier sobre
sistemas lineares de inequacdes. Em 1939, o matemadtico russo Leonid Vitalyevich
Kantorovich apresentou um algoritmo para a resolugdo de um conjunto de
exemplos ligados a optimizagdo na administragdo das organizagbes, em que a
Programacdo Linear era aplicada, mas que sé se tornou conhecido em 1950. O
objectivo de cada exemplo era a obtengdao da maior produgdo possivel com base

numa utilizacdo dptima dos recursos disponiveis.

O estudo da Programacao Linear desenvolveu-se, em finais dos anos 40, nos
Estados Unidos da América, com a necessidade de resolugdo de problemas de

optimizacdo formulados a partir de questGes logisticas da Forca Aérea. Embora a

13
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logistica fosse uma base de retaguarda muito importante, os problemas logisticos
eram resolvidos por tentativa e erro. Em 1947, George Dantzig, enquanto consultor
matemadtico do USAF (US Air Force Comptroller) do Departamento da Forca Aérea
Americana, apresentou uma forma sistematizada de resolucdo de problemas de
Programacao Linear, o Algoritmo Simplex. Este algoritmo veio permitir determinar
com mais facilidade e rapidez a solugdo de um problema principalmente em

problemas que envolvem varias varidveis.

A Programacgao Linear veio dar resposta, mais ou menos eficiente, aos
problemas de gestdo organizacional, o que propiciou que grandes organizagoes
encarassem de forma diferente o trabalho dos matematicos. Saliente-se o grande
impacto no desenvolvimento da Economia resultante dos desenvolvimentos
tecnolégicos dos computadores e da Informdtica, que constituiram factores
decisivos para a evolucdo acelerada da Programacao Linear, permitindo a resolucdo
de problemas mais elaborados. As inovag¢bes da ultima metade do Século XX
fomentaram a eficiéncia dos algoritmos de Programacdo Linear na resolucdo de
uma grande variedade de problemas, envolvendo questdes de decisdo em vdrios
dominios: planeamento da distribuicao e produgdao de produtos, planeamento de
curto prazo em aproveitamentos hidroeléctricos, decisGes ligadas as politicas micro
e macroecondmicas e na sua utilizacdo como subrotinas para suporte de tarefas

especificas em codigos de Programacdo Ndo Linear.

Em 1975, a Academia Real de Ciéncia atribuiu o prémio Nobel da Ciéncia em
Economia a Kantorovich e Koopmans pelas suas contribuicbes na Teoria da
Alocagdao de Recursos, considerando a contribuicdo de Dantzig no ambito
matematico. Ndo havendo prémio para o ramo cientifico da Matematica, a
Academia ndo atribuiu qualquer prémio a Dantzig. No entanto, Dantzig
permanecera para a historia da construcdao da Programacdo Linear como um dos

arquitectos fundamentais.

14



Introducéo

1.3 Estrutura da Dissertacao

Esta dissertacdo inclui quatro capitulos, cujo conteldo se passa a descrever.

No primeiro capitulo, é introduzido o tema “Programacdo Linear no Ensino
Secundario”. Descreve-se a abordagem e os objectivos especificos desta rubrica
programatica proposta pelo Ministério da Educa¢cdo como conteldo programatico
de leccionacdo obrigatdria nas disciplinas de Matematica A do 112 ano e
Matematica B do 122 ano do Ensino Secundario e no mdédulo A10 (designado por
Optimizacdo) no Ensino Profissional. Apresenta-se uma breve sintese histérica da

evolucdo da PL.

O segundo capitulo retrata todo o processo que envolve o
ensino/aprendizagem da disciplina da Matematica. Descrevem-se sucintamente os
programas do Ministério da Educacdo para as disciplinas de Matematica A e
Matemadtica B, os recursos fisicos sugeridos, a importancia da interdisciplinaridade
gue devera existir entre a Matematica e as Tecnologias de Informacdo e

Comunicagao e os objectivos do mdédulo de Programagao Linear.

No terceiro capitulo aborda-se o ensino da Programacao Linear. Descreve-se o
funcionamento do Método da Investigacdo Operacional, os seus passos, fases e
técnicas de resolucdo de um problema de Programacao Linear, desde a formulacdo
a pos-optimizacdo - adicdo de novas restricbes a formulacdo inicial do problema.
Apresenta-se a estrutura geral do processo de formulacdo e os métodos de
determinacdo da solugdo Ooptima para problemas de Programacdo Linear e
Programacdo Linear Inteira com duas varidveis de decisdo: método grafico e
métodos com recurso as capacidades da calculadora grafica (modelo TI-84 Plus
Silver Edition da calculadora Texas e o modelo fx-9860G SD da calculadora Casio) e
do computador (o suplemento Solver do Microsoft Excel). Os métodos sdo
ilustrados, recorrendo a apresentacdo de problemas de situagbes do quotidiano,
que se formulam, resolvem e interpretam, e de problemas com diferentes cenarios.

Destacam-se as especificidades de cada ferramenta e a utilizacdo dos resultados

15



Introducéo

gue se obtém. Em particular, enfatiza-se a importancia da interpretacdao econémica

e analise critica dos resultados obtidos.

No ultimo capitulo deste trabalho apresentam-se as conclusdes finais e
propostas para a realizacdo de trabalhos futuros ligados ao tema tratado nesta

dissertagao.

16



CAPITULO 2

A Matematica no Ensino Secundario

“A Matemdtica tem duas faces: é a
ciéncia rigorosa de Euclides, mas é
também outra coisa. A Matemadtica,
apresentada no estilo euclidiano, revela-
se como uma ciéncia dedutiva,
sistemdtica; mas a Matemdtica em
criacdo apresenta-se como uma ciéncia

indutiva experimental” [ARP0O3, p.13].

2.1 Introducao

O objectivo primordial do ensino da Matematica nas Escolas Secundarias esta
em consonancia com o principal objectivo da Lei de Bases do Sistema Educativo
Portugués [LBSE87]: “Formar cidaddos autonomos e responsdveis”. Ou seja, formar
pessoas a altura de responder as exigéncias de uma sociedade activa que requer e
exige a Escola que proporcione aos alunos a oportunidade de adquirir

conhecimentos matematicos e desenvolver o pensamento matematico para a



A Matemdtica no Ensino Secunddrio

resolucio de situacdes do quotidiano. E nesta perspectiva, tornando a
aprendizagem da Matematica motivadora e valorizando a aplicacdo dos seus
conteudos a vida real, que os programas de Matematica do Ensino Secundario
devem ser abordados, podendo assim constituir um trampolim para o sucesso

escolar da disciplina.

Dada a grande importancia da Matematica no dia-a-dia dos individuos, a
maior parte dos cursos que hoje sdo ministrados na Escola/Institui¢cdo integra-a nos
seus curricula. Em particular, a disciplina de Matematica A integra o elenco das
disciplinas nos Cursos Gerais de Ciéncias Naturais, Ciéncias e Tecnologias, Ciéncias
Socioecondmicas; a disciplina de Matematica B é destinada aos Cursos Tecnoldgicos
de Electrotecnia/Electrdnica, Informatica, Construcdo Civil, Mecéanica, Quimica e
Controlo Ambiental, Ambiente e Conservacdo da Natureza, Desporto,
Administracdo, Técnicas Comerciais e Servicos Juridicos. E, assim, evidente que
nenhuma ciéncia deve ser trabalhada isoladamente numa dada disciplina ou drea: o

conhecimento matematico é exigido em diferentes cursos.

Nas secc¢Oes seguintes, aborda-se todo o processo que envolve o
ensino/aprendizagem da disciplina da Matematica. Descrevem-se os programas do
Ministério da Educacdo para as disciplinas de Matematica A e Matematica B, os
recursos fisicos sugeridos nesses programas, a importancia da interdisciplinaridade
gue existe ou devera existir entre a Matematica e as TIC e os objectivos do médulo

de Programagao Linear.

2.2 Os Programas das disciplinas de Matematica A e

Matematica B

Os programas das disciplinas de Matematica A (homologado em 2001) [MEO1]

e Matemadtica B (homologado em 2005) [MEO5] definidos pelo Ministério da
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Educacdo para o Ensino Secunddrio sdo organizados por grandes temas,

subordinados a finalidades, objectivos e competéncias gerais bem definidos.

Os temas matemadticos foram escolhidos de acordo com as principais areas da
Matematica, atendendo a que as competéncias fundamentais, que a sua
aprendizagem pode favorecer, sejam contempladas e estejam associadas a
necessidades reais, fornecendo instrumentos de compreensdo do real com utilidade
compreensivel e imediata. Assim, para a disciplina de Matematica A, foram
escolhidos os seguintes temas: Calculo Diferencial, Geometria (no plano e no
espaco), Funcbes e SucessOes, Probabilidades (com inclusdo de Analise
Combinatdria) e Estatistica. Para a disciplina de Matematica B: Func¢des e Célculo
Diferencial, Geometria (no plano e no espaco), Probabilidades, Estatistica e
Matematica Discreta. E ainda recomendada especial atencdo para os temas
transversais explicitos no corpo do programa dado e que assumem uma

importancia significativa ao nivel das técnicas especificas e das estratégias:
- Comunica¢do Matematica;
- Aplicagdes e Modelagdo Matematica;
- Historia da Matematica;
- Légica e Raciocinio Matematico;
- Resolugao de Problemas e Actividades Investigativas;
- Tecnologia e Matematica.

Para as duas disciplinas em andlise, Matematica A e Matematica B, sdo
especificadas as seguintes finalidades: “Desenvolver a capacidade de usar a
Matemadtica como instrumento de interpretagdo e intervengéo no real; desenvolver
as capacidades de formular e resolver problemas, de comunicar, assim como a
memdria, o rigor, o espirito critico e a criatividade; promover o aprofundamento de
uma cultura cientifica, técnica e humanistica que constitua suporte cognitivo e

metodoldgico tanto para o prosseguimento de estudos como para a inser¢éo na
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vida activa; contribuir para uma atitude positiva face a Ciéncia; promover a
realizagdo pessoal mediante o desenvolvimento de atitudes de autonomia e
solidariedade; contribuir para o desenvolvimento da existéncia de uma consciéncia
critica e interventiva em dreas como o ambiente, a satide e a Economia entre outras,

formando para uma cidadania activa e participativa.”

Para a disciplina de Matematica B, é acrescentada ainda uma outra finalidade:
“Desenvolver a capacidade de seleccionar a Matemadtica relevante para cada

problema da realidade.”

Os objectivos e competéncias gerais sdo definidos em termos de
Valores/Atitudes, Capacidades/Aptidées e Conhecimentos. Os Valores/Atitudes e
Capacidades/Aptidoes a desenvolver no aluno sdo comuns a ambas disciplinas:
“Desenvolver a confianga em si proprio; desenvolver interesses culturais;
desenvolver hdbitos de trabalho e persisténcia; desenvolver o sentido da
responsabilidade; desenvolver o espirito de toleréncia e de cooperagéo,; desenvolver
a capacidade de utilizar a Matemdtica na interpretacGo e intervengio no real;
desenvolver o raciocinio e o pensamento cientifico;, desenvolver a capacidade de

comunicar.”

Em relacdo aos conhecimentos a transmitir, os programas diferem. Na
disciplina de Matematica A, pretende-se ampliar os conceitos de Numero, os
conhecimentos de Geometria no Plano e no Espaco, de Estatistica e Probabilidades,
iniciar o estudo da Analise Infinitesimal e o conhecimento de aspectos da Histdria
da Matematica. Na disciplina de Matematica B, pretende-se iniciar a Modelagdo
Matematica, ampliar os conhecimentos de Estatistica e Probabilidades e construir e

estudar Modelos Discretos e Continuos.

Os programas de Matemadtica para o Ensino Secundario recomendam a
utilizacdo das novas tecnologias na sala de aula, como ferramentas essenciais para
melhor veicular a informacdo. A sala de aula deve ser um cenario pedagdgico
interactivo que envolve a turma e o professor. Ao professor cabe escolher e

diversificar estratégias conducentes a uma melhor transmissdo dos conteudos a
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leccionar, de acordo com a heterogeneidade ou homogeneidade da turma. E aqui
gue assenta a grande vantagem das TIC na sala de aula. Elas sdo, ndo s6 objecto de
motivagdao e predisposicdao para a aprendizagem, mas também permitem que
através do seu manuseamento no decurso da aula, o aluno desenvolva a
capacidade de resolucdo de problemas, de investigacdo e exploracdo de situacdes

problematicas.

2.3 As Novas Tecnologias no Ensino da Matematica

A didactica que se preconiza para a Matematica no Ensino Secundario
pressupde a possibilidade do uso de materiais e equipamentos diversificados
conducentes a aprendizagens significativas capazes de proporcionar nos
individuos/alunos flexibilidade intelectual, espirito critico, capacidade de formular

problemas e de modelar situagGes desconhecidas [MEQ1]:

“ Material de desenho para o quadro e para o trabalho individual (régua,
esquadro, compasso, transferidor, ...); Material para o estudo da Geometria no
espaco (sdlidos geométricos, construidos em diversos materiais: placas, arames,
palhinhas, acetatos, acrilico, pldstico, “polidron”, sdlidos de enchimento, ...); Quadro
quadriculado e papel milimétrico; Meios audiovisuais (retroprojector, acetatos e
canetas, diapositivos, video, ...); Livros para consulta e manuais; Outros materiais
escritos (folhas com dados estatisticos, fichas de trabalho, fichas de avaliagdo, ...);
Calculadoras grdficas com possibilidade de utilizacdo de programas; Computadores;
Sensor de recolha de dados quer para as calculadoras grdficas quer para os
computadores.” O uso dos restantes recursos fisicos existentes na sala de aula:
papel, lapis/giz, quadro, etc.,, facilita, obviamente, todo um processo de

ensino/aprendizagem da Matematica.
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No sentido de desenvolver no aluno a capacidade de usar a Matemadtica como
instrumento de interpretacdo e intervengdo na vida sécio/pessoal, em [MEO1],
pode ler-se: “Todas as Escolas Secunddrias devem dotar-se quanto antes de
Laboratdrios de Matemdtica”. As normas da Associacdo Portuguesa de Matematica
[NCT91] referem que: “Mdquinas de calcular e computadores com programas
adequados transformardo as aulas de Matemdtica num laboratorio com um
ambiente muito semelhante ao das aulas de ciéncias onde os alunos utilizam a
tecnologia para investigar, conjecturar e verificar as suas descobertas”. Neste
sentido, as novas tecnologias vieram assumir um lugar de relevo no ensino da
Matematica. Facilitam a comunica¢do aluno/conteido/professor, devendo ser
implementadas na Escola o mais cedo possivel com o objectivo de ajudar a erradicar
o insucesso escolar na Matematica e ajudar a preparar os cidadaos para a sociedade
actual, cada vez mais, fungcdo da uma Economia competitiva e tecnoldgica. Porém,
torna-se necessdrio ter em atencdo que a tecnologia na sala de aula ndo deve ser
utilizada em substituicdo de raciocinios basicos mas como enriquecimento da
aprendizagem Matematica, tornando-a mais profunda e mais significativa. Isto &, a

tecnologia deve intervir como facilitadora na resolucdo de problemas.

Actualmente, e de acordo com os novos programas, o uso da calculadora
grafica é obrigatdrio para os alunos do secundario [MEO1, p.15; MEQ5, p.14]. Assim,
o uso da calculadora grafica deve ser entendido também como meio incentivador
do espirito de pesquisa. Tendo em conta que a Matematica integra investigagao e
experimentacdo, o uso da calculadora grafica facilita a resolucdo e concretizacdo de
inumeras actividades conducentes a formulacdo e resolugdo de problemas,
realizacdo de investigacdo e argumentacdo, critica dos resultados obtidos, etc. Em
[MEO1], sugere-se a sua utilizacdo exaustiva nas seguintes actividades Matematicas:
“Abordagem numeérica de problemas; uso de manipulagcdes algébricas para resolver
equagdes e inequagcbes e posterior confirmagdo, usando métodos grdficos;
modelagdo, simulagdo e resolugo de situagbes problemdtica; uso de cendrios
visuais gerados pela calculadora para ilustrar conceitos matemdticos; uso de
métodos visuais para resolver equagdes e inequag¢des que ndo podem ser resolvidas,

ou cuja resolugdo é impraticavel com métodos algébricos; condugéo de experiéncias
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Matemadticas, elaboracdo e andlise de conjecturas; estudo e classificacGo do
comportamento de diferentes classes de funges; investigagdo e exploracdo de

vdrias ligacbes entre diferentes representagdes para uma situagdo problemdtica.”

Entendida a aprendizagem como “um meio de construgdo cognitiva favorecido
por meios de estimulagdo e incentivo da investigagdo por parte dos alunos” [ECE88],
€ importante que os alunos sejam capazes de auto-critica, formular questdes-chave,
analisar e definir problemas, identificar o seu objectivo, encontrar um modelo que
se aplique ao problema, procurar dados relacionados com a situacao, experimentar
e utilizar estratégias e capacidades de adaptacdo a outras situacGes. Neste
contexto, devem ser capazes de entender os dados que a calculadora apresenta no
seu ecrd. O trabalho feito com a maquina calculadora deve ser, sempre,
confrontado com conhecimentos tedricos, assim como o trabalho tedrico deve ser
finalizado com uma verificacdo na maquina. E importante que os alunos descrevam
os raciocinios utilizados e interpretem aquilo que se lhes apresenta, ndo se
limitando a copiar o que véem, pois tal poderd conduzir a uma aprendizagem
ineficaz. De acordo com experiéncias efectuadas em Portugal e noutros paises
[MEO1], a calculadora grafica favorecera positivamente a melhoria do ensino da

Matematica desde que os alunos tenham sempre estes cuidados presentes.

O uso do computador ao servico do ensino/aprendizagem da Matematica
deve ser encarado de duas maneiras distintas: por um lado, € uma maquina que
todos os alunos desejam utilizar, pois desperta interesse e curiosidade e, por outro,
dadas as suas potencialidades e rapidez, permite realizar actividades ndo sé de
exploracdo e pesquisa como de recuperacdao e desenvolvimento. Actualmente,
existem varios tipos de programas computacionais, nos dominios da Geometria
Dindmica, Calculo Numérico e Estatistico, Gréficos, Simula¢cdes e Algebra
Computacional, que se enquadram no espirito do ensino/aprendizagem da
disciplina de Matemética. E recomendado [MEO1] que a Escola disponibilize, em
salas apropriadas, computadores suficientes para os alunos poderem dar largas a
sua imaginacdo e realizar trabalhos praticos e, ao mesmo tempo disponibilize

computadores na sala de aula para que possa servir o ensino como ferramenta de

23



A Matemdtica no Ensino Secunddrio

demonstracdo usando um “data-show” com retroprojector ou projector de video.
Este serd o caminho mais viavel a transmissdo do conhecimento, dada a aceitacdo

gue as novas tecnologias tém no mundo moderno.

No documento entregue ao Ministério da Educacdo em Novembro de 1995
juntamente com a versdo final da proposta de ajustamento do programa de
Matematica, elaborado por A. Martins, G. Fonseca e J. Carvalho e Silva, é definida
como opcdao fundamental a obrigatoriedade de utilizacdo de tecnologias com
capacidades graficas no ensino da Matemadtica. Segundo estes autores, os
programas de Matematica devem ser adequados a evolucdo da ciéncia e tecnologia.
Pretende-se usar a tecnologia como meio facilitador do ensino/aprendizagem,
utilizad-la ndo de uma forma abstracta, mas sim ligada a assuntos concretos do
quotidiano, promover as novas tecnologias no ensino da Matematica ndo pela
tecnologia em si, mas pelas aprendizagens significativas que ela propicia, que os
alunos saibam ndo sé fazer calculos e raciocinios matematicos mas reconhecam que
de uma forma mais rdpida conseguem os mesmos e/ou melhores resultados
matematicos. Em concreto, pretende-se adequar os programas, fazendo depender

a leccionacgdo de alguns contelddos dessa mesma utilizacao.

Desta forma, o uso da tecnologia permitird que o aluno nao fique preso nem a
tratamentos analiticos complexos nem a um reduzido nimero de exemplos, mas
consiga observar e raciocinar sobre multiplos exemplos em menor espaco de
tempo. E a partir destes exemplos que deve desenvolver o seu raciocinio e a sua
forma de pensar matematicamente podendo construir generalizagoes

concretizaveis no dia-a-dia com maior facilidade.

Terminando “(...) a sociedade actual espera que as Escolas garantam que
todos os estudantes tenham a oportunidade de se tornar matematicamente
alfabetizados, sejam capazes de prolongar a sua aprendizagem, tenham iguais
oportunidades de aprender e se tornem cidadé@os aptos a compreender as questdes
em aberto numa sociedade tecnoldgica. Tal como a sociedade muda também as

Escolas devem transformar-se.” [NCT91, p.5]
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Dada a grande importancia das TIC no processo do ensino da Matematica, na
seccdo seguinte, analisa-se a horizontalidade entre os dois programas, Matematica

e TIC.

2.4 Ainterdisciplinaridade entre a Matematica e as TIC

A interdisciplinaridade é parte importante em todo o Sistema Educativo.
Sendo a Matematica uma ciéncia entre as ciéncias, fornece dados a outras areas do
saber ao mesmo tempo que as coloca ao seu servico. Como seria possivel
desenvolver nos alunos o conhecimento matematico sem recorrer ao suporte de
outras disciplinas? Na disciplina de Matematica, dado ser uma drea do saber cuja
aprendizagem é facilitada com o apoio das TIC, pretende-se que o professor utilize
programas informaticos sem ensinar Informatica, cabendo aos professores que

leccionam as TIC ensinar como estas funcionam.

E de salientar ainda a importancia da horizontalidade nos programas nas
diferentes disciplinas, contemplando a necessaria diferenca temporal. Isto ¢é, é
necessario ter em atencdo que ao usar os programas das TIC na leccionacdo dos
conteudos da disciplina de Matematica estes ja sejam do conhecimento do aluno,

pois podem e devem servir de base instrumental a lecciona¢do da Matematica.

Concretizando, a determinacao da solucdo de problemas de Programacado
Linear (conteudo inserido nos programas do 112 ano de Matematica A ou do 12¢
ano de Matemadtica B) pode ser efectuada com recurso ao comando “Solver” do
Microsoft Excel. O item “Folha de Calculo” é uma unidade essencial do programa da
disciplina de TIC, onde sdo ensinados os conceitos basicos: como criar e elaborar
uma folha de célculo e como gerar graficos e listas. Assim, os conhecimentos gerais
do Excel aprendidos na disciplina de TIC preparam, antecipadamente, o aluno para

a sua aplicacdo a disciplina de Matematica.
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2.5 O Mddulo de Programagao Linear nas disciplinas de

Matematica

A Programagdo Linear é um dos temas obrigatdrios das disciplinas de
Matematica, sendo sugerida “(...) uma abordagem geométrica para a solugcdo de
problemas de mdximos ou de minimos de uma expresséo linear com duas varidveis,
sujeitas a um conjunto de restricbes também lineares. Consegue-se, ao mesmo
tempo, uma concretizacGo (a custa de enunciados apelativos e diferenciados) de
técnicas algébricas de resolu¢do.” [ME98]. Os objectivos deste conteldo sao
“motivar os alunos para a aprendizagem da Matemdtica, mostrando-lhes
verdadeiros problemas reais nos quais a Geometria que estdo a aprender é
actualmente usada na industria, na Economia, etc.” [ME98] e “ (..) a tradugdo
Matemadtica das ideias expressas em linguagem corrente; a representacdo grdfica
de sistemas de inequacgles lineares; a conexdo entre a solu¢Go de um sistema de
inequagdes lineares e um plano factivel de produgdo; a ligagdo grdfica entre uma
funcdo objectivo e uma regido possivel do plano, de forma a obter a “melhor”

solugdo para o problema; a interpretacéo da solugdo obtida para o problema; a

andlise do impacto, em problemas reais, da adi¢éo de novas restricbes.” [ME98].

Assim, a abordagem pretendida sobre a Programacdo Linear visa dar ao aluno
ferramentas a aplicar na resolugao de problemas de extrema simplicidade e
utilidade no ambito da Economia e de outras dareas do desenvolvimento
Socioecondmico como, por exemplo, transportes e telecomunicacdes, construcao
civil, militar, industria, agricola, planeamento financeiro, assisténcia médica e

servigos publicos.

No médulo de Programacdo Linear, é requerido o desenvolvimento das

seguintes aptidOes e competéncias matematicas:

- a aptiddo para reconhecer as vantagens na escolha de referenciais, no

uso das coordenadas e de condi¢des para modelar situacGes e resolver problemas;
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para elaborar, analisar e descrever modelos para situacdes reais, em especial as de
planeamento de producdo ou outras; para reconhecer, sobre os modelos, os valores

Optimos para cada situacao e capacidade para tomar boas decisdes;

- a capacidade de comunicar oralmente e por escrito situacoes
problematicas e os seus resultados; de apresentar de forma clara, organizada e com
aspecto grafico cuidado os trabalhos escritos, individuais ou de grupo, quer sejam

pequenos relatdrios ou monografias;

Os objectivos de aprendizagem, que se pretende que os estudantes atinjam,

sdo os seguintes:

- utilizar sistemas de coordenadas para obter equacdes e inequagdes que

representem determinados lugares geométricos (rectas e dominios planos);

- utilizar os estudos grafico, numérico e analitico de fung¢des afins, com

resolucao de equacgbes e inequacgoes;

- relacionar os efeitos das mudancas de parametros nos graficos das

funcdes afins, bem como entre os sinais dos coeficientes e a monotonia;

- resolver numérica, graficamente e com recurso a programas

computacionais (na folha de cdlculo) problemas de programacao linear;

- abordar a histéria da programacao linear como ferramenta de gestdo e

nos contextos da sua criacdo e desenvolvimento;

- resolver numérica, grafica e algebricamente sistemas de equacdes e

inequacoes;

- utilizar tecnologia e programas computacionais especificos para gestao e

planeamento;

- reconhecer o contributo da matematica para a tomada de decisGes, assim

como as suas limitacdes;
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- comunicar, oralmente e por escrito, aspectos dos processos de trabalho e

critica dos resultados.

No ambito dos conteldos, pretende-se:

- a resolucdo de problemas envolvendo sistemas de eixos coordenados,
equacdes de rectas ou fungdes afins e resolucdo de sistemas de equacgdes e/ou

inequacoes;

- a resolucdo de problemas de programacdo linear, com referéncias
expressas a identificagdo das varidveis de decisao, das restricdes e da fungao

objectivo, bem como a sua formulacdo matematica.

Pretende-se familiarizar os estudantes com situacdes de gestdo. Devem ser
abordadas situagGes de trabalho em que a utilidade do planeamento seja marcante,
e a colaboracdo da Matematica para a tomada de decisbes em empresas seja
benéfica. O aluno deve ser colocado perante a necessidade de tomar decisGes em
termos de, por exemplo, planeamento da producdo, de maximizacdo de lucros,
minimizacdo de custos ou consumos, de seleccio de novos investimentos que
alterem as condigdes de fabrico de modo a responder a novos desafios. Os
problemas a tratar deverdo ser problemas simples. Seguidamente, é apresentada
uma pequena seleccdo de enunciados de problemas, propostos em alguns livros

escolares.

“Uma agéncia de viagens pretende organizar uma excursdo a Paredes de
Coura, para 500 pessoas assistirem a um concerto de verao. Para o efeito terd de
alugar autocarros a uma empresa que apresentou o seguinte: dispde de 7
autocarros de cinquenta lugares e de 15 autocarros de trinta lugares; o aluguer de
um autocarro de cinquenta lugares custa 1000 euros e de um de trinta lugares custa
450 euros; no dia da excursao apenas estarao disponiveis 14 motoristas. Quantos
autocarros de cada tipo deverdo ser alugados pela agéncia, para minimizar o custo

da viagem?” [MBO06]
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“Um empreiteiro comprou um terreno para construgdo de um
empreendimento turistico. De acordo com o Plano Director Municipal tem
possibilidade de construir prédios no maximo com 3 andares, havendo apenas uma
habitacdo por andar, e vivendas. A construcdo de cada andar custa ao empreiteiro
7000 euros e permite obter um lucro de 11000 euros. A construgdo de cada vivenda
custa ao empreiteiro 13000 e da um lucro de 12000 euros. O empreiteiro pretende
obter o lucro maximo na construcdo do empreendimento, mas tem duas
condicionantes. Por um lado, a Camara ndo autoriza a construcdo de mais de 50
habitacGes e, por outro, o empreiteiro ndo dispée de mais do que 560 000 euros

para investir na constru¢ao do empreendimento.” [MBO06]

“Uma pequena fabrica de artesanato produz vasos e potes em ceramica. Estes
objectos sdo moldados por oleiros e depois pintados a mdo. Cada pote demora 3
horas a moldar e 2 horas a pintar. Cada vaso demora 2 horas a moldar e 4 horas a
ser pintado. Na fabrica ha 2 oleiros e 3 pintores e todos eles trabalham 40 horas por
semana. Cada pote da um lucro de 100 euros e cada vaso um lucro de 150 euros.
Qual é o numero de objectos de cada tipo que deve ser fabricado semanalmente de

modo a maximizar o lucro?” [MG11]

“Um investidor tem um maximo de 45000 euros para investir em duas
modalidades: A com menos risco e B com mais risco. A modalidade A da um
rendimento anual de 6% e a modalidade B um rendimento anual de 10%. Por
guestdes de seguranca o investidor decidiu investir, na modalidade B, no maximo
um terco do que investiu na modalidade A. Qual serd o maximo lucro anual

possivel?” [MG11]

“O Antdnio decidiu fazer uma dieta que contenha no minimo 420 unidades de
vitaminas, 500 unidades de minerais e 2100 calorias. Dispde de dois tipos de
produtos: P; e P,. Cada unidade de P, contém 2 unidades de vitaminas, 1 unidade
de minerais e 5 calorias; cada unidade de P, contém 1 unidade de vitaminas, 2

unidades de minerais e 6 calorias. Por unidade, P; custa 40 céntimos e P, 60
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céntimos. Quantas unidades de P; e P, o Antdnio deve comprar, de modo a gastar o

minimo possivel na dieta?” [MG11]

Os exemplos apresentados sdo prova evidente da aplicabilidade da
Programacao Linear em situacdes da vida real. No capitulo seguinte, descreve-se o
método da Investigacdo Operacional e estuda-se a Programacdo Linear: as

hipdteses e as técnicas de formulacao, resolucdo e pds-optimizacdo de problemas.
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CAPITULO 3

O Ensino da Programacao Linear

“Um problema ndo pode ser bem formulado
antes da sua solugdo ser conhecida, porque
perguntas e respostas tém de estar em completa
concorddncia reciproca." Niels Bohr

A Programacdo Linear é um ramo da Investigacdao Operacional, e como tal,
implica a aplicagdo de um método cientifico a resolugdao dos problemas. Neste
capitulo, descreve-se o método da Investigacdo Operacional e sugere-se uma
abordagem ao ensino da Programacado Linear no Ensino Secundario: a formulagao,
resolucdo e pds-optimizacao de problemas. Na resolucdo, é enfatizada a utilizagdo
da calculadora grafica e do comando Solver do Microsoft Excel, na perspectiva de
possibilitar ndo s6 a resolucdo de problemas mais complexos mas também o

desenvolvimento da analise de resultados de forma critica.



O Ensino da Programacdo Linear

3.1 O Método da Investigagao Operacional

A Investigacdo Operacional é a aplicagdo de um método cientifico a resolugao
de um problema: o processo inicia-se por observar cuidadosamente e formular o
problema, construindo um modelo matematico que inclua a sua esséncia, isto &,
gue represente a realidade de forma precisa mas simplificada e de tal modo que as
solugdes retiradas do modelo sao também validas para o sistema real. Ao modelo
sdo aplicadas as técnicas necessdrias para a determinacdo dos parametros que
constituem as incoégnitas do problema. E através da sua manipulacdo que se
analisam os resultados associados a cada solugdo alternativa e se selecciona, entre
elas, a melhor. A simplificacdo, que corresponde a passagem do sistema real para o
modelo, envolve um processo de abstrac¢do bietdpico. Na primeira etapa, deve ser
seleccionado, do elevado numero de variaveis que o sistema real envolve, as que se
revelam como dominantes. Na segunda etapa, deve ser definido um modelo que
represente o sistema, identificando e simplificando as relagbes entre as

caracteristicas dominantes, de forma mais adequada a analise.

Na aplicacdo do método da Investigacdo Operacional, identificam-se

tipicamente as seguintes fases:
Fase 1 - Formulacdo do problema
Fase 2 - Construcdo de um modelo
Fase 3 - Obtengdo da solugao
Fase 4 - Validacdao do modelo e teste de solucdo

Fase 5 - Implementacdo da solucdo

A sequéncia indicada corresponde a ordem pela qual as fases sdo iniciadas, no
entanto cada fase, depois de iniciada, estende-se até ao final do estudo,

sobrepondo-se no tempo e interagindo continuamente com as restantes.
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Quando nos encontramos perante um problema pratico, a primeira atitude
devera ser a de andlise do que é relevante no enunciado do problema a ser
considerado. Isto é, determinar o(s) objectivo(s) apropriado(s), as restricdes
(limitacOes) sobre o que pode e/ou deve ser feito, possiveis caminhos alternativos,
relacdes de interdependéncia entre as componentes integrantes, limites de tempo
para a tomada de decisdo, etc. Este processo de definicdo do problema é de crucial
importancia pois dele dependem as conclusdes do estudo. A formulagdo inicial do
problema devera ser reformulada tantas vezes quantas as necessdrias até que se
alcance a que melhor representa a situacdo real em estudo - é dificil obter uma
resposta “correcta” a partir de um problema “incorrecto”. O inicio do processo para
encontrar a solucdo 6ptima consiste em formular correctamente o problema.
Torna-se necessario descrevé-lo através de expressdes matematicas de forma tdo

exaustiva e fidedigna quanto possivel.

A fase de “Formulagao do Problema” inicia-se pela identificacdo do problema

e dos seus elementos estruturais:

- a funcdo objectivo (funcdo econdmica ou funcdo critério) que traduz a
relagao existente entre uma medida da eficiéncia global do sistema analisado, as

varidveis de decisdo (controlaveis) e os parametros (incontrolaveis);

- um conjunto de restricdes, que traduz os limites dentro dos quais as

varidveis de decisdo podem ser manipuladas.

Formular um problema n3o é mais do que representar em termos
matematicos os aspectos que traduzem a situagdo real que se pretende estudar: o
objectivo, o conjunto de decisdGes alternativas (varidaveis controldveis e suas
restricGes) e os parametros, que ndo sendo controlaveis, podem afectar os

resultados das decisoes.

Depois da identificacdo das componentes do modelo, a fase “Construgdo do
modelo” consiste na reproducdo das relacOes existentes entre elas. Podemos

identificar as duas etapas:
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- identificacdo da estrutura de relacdes do tipo causa/efeito entre variaveis

de decisdo, variaveis incontrolaveis e medida de eficiéncia do sistema;

- quantificacdo das relacdes identificadas e das restricdes (ajustamentos

sucessivos)

A fase de “Obten¢ao da solucdo” é a mais técnica do método. O objectivo
consiste em determinar a solugdo éptima, entre as solucdes possiveis definidas pelo
conjunto de restricdes. A obtencdo da solucdo pode ser feita através de dois tipos
de métodos: de optimizagdo ou heuristicos. Os métodos de optimizagdo sao
aplicados a problemas bem estruturados, isto €, problemas representaveis por um
modelo que cobre todo o dominio das solucdes possiveis, com um critério bem
definido para julgar a utilidade de qualquer solucdo, em que o esforco envolvido na
recolha de dados é comportdvel e para os quais existe um método de resolucdo que
permite a obtencdo da solucdo éptima com esforco computacional ndo excessivo,
relativamente a quantidade de cdlculo necessario. Os métodos heuristicos
constituem a Unica alternativa a resolucdo de problemas que pela sua
complexidade e estrutura tornam invidvel a tentativa da obtencdo de solucao
Optima. Estes métodos envolvem, basicamente, o desenvolvimento de regras
inteligentes cuja aplicacdo conduz a obtencdo de solugdes que, sem a garantia de
serem 6ptimas, sdo, no entanto, satisfatdrias, traduzindo uma melhoria em relacao

as solucbes até entdo adoptadas.

A fase de “Validagdao do modelo e teste de solugdo” é dindmica: a medida
gue o modelo é construido, as hipdteses em que se baseia devem ser
continuamente validadas. A validacao global do modelo pode ser feita através de
testes globais que detectem potenciais deficiéncias, tais como avaliacdo imprecisa,
exclusdo ou inclusao de varidveis relevantes, definicdo nao apropriada da medida
da utilidade do sistema, adop¢do de uma estrutura inadequada de relagGes entre
variaveis de decisdo, varidveis incontrolaveis e medida de eficiéncia do sistema. O
processo de validacdo global do modelo pode ainda ser feito através da andlise
critica do modelo e das solugGes ou através da anadlise de sensibilidade - estudando

de que modo as alteragdes nos parametros afectam a solucao éptima do modelo e,
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assim, estabelecendo tolerancias de controlo. Antes de ser implementado, o
modelo deve passar por um teste final, onde deve ser verificado se as solugGes
propostas possuem impacto positivo no processo de decisdo em causa. O teste da
solucdo podera ser efectuado comparando a eficiéncia do sistema com a eficiéncia

que resultaria da adopg¢ao da solucdo proposta pelo modelo.

Quando o modelo é correctamente formulado, a solucdo obtida serd, com
certeza, muito préxima da solugdo a implementar na situacdo real, tendo em conta
gue qualquer modelo possui um certo grau de incerteza devido as simplificacbes
efectuadas; ndo se pode afirmar que a solucdo 6ptima do modelo é sempre a
solugdo Optima na situagao real. Nesta fase, é incorporada a "andlise de
sensibilidade e pds-optimizagcdo", em que é estudado o comportamento da solucdo
Optima quando sdo efectuadas alteracbes nos parametros do modelo. Sao
determinados quais os parametros do modelo que mais influenciam a solugdo
Optima - parametros “sensiveis”. A andlise de sensibilidade e pds-optimizagéo
possibilita um espectro mais alargado de solugGes quando ocorrem alteragGes
nestes parametros “sensiveis”. Uma vez concluido este passo, ja é possivel avaliar

varias propostas de modelos e as respectivas solucdes dptimas.

A fase “Implementagdo da Solu¢do” compreende a execucdo de todas as

tarefas necessdrias para que a solugdo proposta seja implementada.

Para concluir, ao analisar um problema com vista a sua modelizagdo
matematica, hd que ponderar, caso a situacdo real a estudar ndo permita a sua
formulacdo, se é possivel enveredar pela alteracdo ou simplificacdo da descricdo.
Neste caso, deve-se ter o cuidado de manter presente o teor e/ou o tipo de
simplificacbes efectuadas quer ao longo das fases identificadas, ndo esquecendo
que qualquer modelo serd tanto melhor quanto menos simplificacdes ou

transformacdes forem efectuadas.
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3.2 As Hipoteses da Programagao Linear

A Programacao Linear (abreviadamente, PL) é uma subclasse de problemas de
Programacdao Matematica, em que as funcbes matematicas no modelo (funcdo

objectivo e restricdes) sdo descritas através de relagdes lineares.

Do ponto de vista matematico, o modelo deve ser constituido por uma fungao
objectivo linear sujeita a restricdes lineares. O modelo de PL formula o problema

em termos de tomadas de decisdo em relagdo aos niveis de actividades X, X v ,

X , que se denominam varidveis de decisdao e as constantes de entrada para o
n

modelo, os valores ¢ , b ,a , em quei=123...mej=123...n que se
j J ij

denominam parametros. E utilizada a seguinte terminologia:

- a familia de fung¢bes Max z = CXFCX Fonnnn +c x € designada por
n n

funcdo objectivo,

- as desigualdades a x +a 2+...+a x <b , i=12.,m sao designadas
i1 1 ]

i2 in n i

por restricGes funcionais,

- e as restrigdes x;> 0, j = 1,2..,n sao designadas por restrigdes de ndo

negatividade.

Do ponto de vista da modelizacdo, as propriedades matematicas implicam
que certas hipéteses devam de ser satisfeitas em relacdo as actividades (varidveis),
funcdo objectivo e restricGes (funcionais e de ndo negatividade) do problema. As
condicbes ou hipdteses definem as propriedades de um modelo geral e sdo as
seguintes: proporcionalidade, divisibilidade, ndo negatividade, aditividade e

linearidade.

A proporcionalidade é uma condicdo que se refere tanto a funcdo objectivo
como as restricdes funcionais. Esta hipdtese traduz a condigao de que qualquer

operacdo estudada apresenta rendimentos de escala constantes para todo e
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qualquer nivel de actividade. Segundo esta condicao deve-se verificar, sempre, uma
proporcdo directa constante entre todos os parametros do problema. Logo, os
coeficientes da func¢do objectivo e os coeficientes técnicos das restricdes tém que
ser os pesos reais das grandezas a medir cujas proporg¢des sdo fixas, ndo havendo

lugar a qualquer variagdo condicionada a intervalos de valor das variaveis.

A hipotese da divisibilidade pressupde que qualquer actividade considerada
num problema de PL possa ser uma grandeza divisivel, de forma a evitar situagdes
de arredondamento de valores fracciondrios de varidveis de decisdo, na
implementacdo de solugbes dptimas. Este arredondamento para valores inteiros iria
adulterar a solucdo optima. Acontece, por vezes, que o valor éptimo das varidveis
de decisdo é fraccionario mesmo que todos os parametros do problema inicial
sejam numeros inteiros. Esta hipotese que traduz uma generalizagdo muito
simplificada da realidade nem sempre pode ser considerada, pois existem muitas
grandezas que, na realidade, sé podem traduzir quantidades inteiras (pessoas,
viaturas ou qualquer tipo de objecto indivisivel). Nestes casos sera de todo

conveniente aplicar algoritmos especificos de Programagao Inteira.

A ndo negatividade é uma condi¢ao imposta a qualquer problema de PL. Em
qualquer problema de PL, as varidveis de decisdo ndo podem assumir valores
negativos. Esta hipdtese é imposta pelos algoritmos de resolugdo a aplicar, podendo
esta condicdo ndo existir ao formular o problema. Assim, quando existem variaveis
gue ndo verificam esta hipdtese, antes da implementacdo da solucdo adoptada, sao

sujeitas a uma codificacdo especial.

A hipotese de aditividade diz que toda a funcdo (funcdo objectivo ou a funcao
gue se encontra no lado esquerdo da restricdo), num modelo de PL é a soma das
contribuigdes individuais das respectivas actividades. Esta hipdtese nao permite a
possibilidade da existéncia de termos envolvendo o produto de duas ou mais
varidveis. Na realidade, esta hipdtese é frequentemente verificada. No entanto,
existem casos em que a hipdtese ndo se verifica (quando a producdo de um produto
afecta a producdo do outro, pois existem relacdes de causalidade entre as variaveis

de decisdo). Nestes casos, deve-se optar por uma simplificagdo da representagdo da

37



O Ensino da Programacdo Linear

situagdo real de forma a evitar as relagdes de causalidade entre as varidveis de
decisdo. Quando isto ndo se justificar deve-se optar por uma melhor forma de
interpretar a solucao final para que os resultados de uma formulacdo adulterada do

problema ndo afectem negativamente a implementacdo da solugdo éptima.

A hipdtese de linearidade pressupde que o valor atribuido a cada parametro
de um modelo de PL seja uma constante. Pode-se afirmar que esta regra ja estd, de
certa forma, incluida na hipétese da proporcionalidade pois traduz a ideia de que a
contribuicdo de cada actividade para o valor da funcdo objectivo é proporcional as
guantidades produzidas. Em aplicacOes reais a hipdtese da linearidade da funcdo
objectivo raramente ¢é satisfeita, dado que os modelos da PL sdo, em geral,
formulados para seleccionar alguma medida futura. Isto introduz um certo grau de
incerteza. Face a um problema real hda que encontrar a melhor forma de
representar o critério de decisdo para que se possa traduzir numa expressao linear.
Quando isto ndo é possivel, pode-se optar por tentar novas definicdes para as
varidveis de decisdo, de tal modo que permitam a constru¢do de uma funcdo
objectivo linear ou tentar a reformulacdo do objectivo. Esta medida sé deve ser
aplicada em ultimo caso, sendo porém muito Util pois obriga a repensar quais os
objectivos do problema e a sua possivel redefinicao, e a concluir que ha diferentes

formas de encarar uma mesma realidade.

3.3 Os Problemas de Programagao Linear

No nivel de ensino em foco neste trabalho, e qualquer que seja a disciplina a
considerar - Matematica A ou Matematica B, sugere-se que a escolha dos
problemas de PL seja cuidadosa, que envolva somente duas varidveis de decisdo e
gue a resolucdo - numérica e grafica, de problemas seja elaborada com referéncias
expressas a identificacdo das variaveis de decisdo, das restricoes e da funcdo

objectivo, bem como a sua formulacdo matemadtica. A formulacdo deve ser
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encarada como a simples tradugdao matematica dos problemas expressos em

linguagem corrente.

Nas subseccdes seguintes apresentam-se, utilizando diferentes problemas
destinados a alunos de 112 ano — Matematica A ou de 122 ano — Matematica B, as
metodologias utilizadas na PL para a formulacdo de problemas, resolucdo e analise
do impacto resultante da adicdo de novas restricdes. Os conceitos basicos serdo
introduzidos em paralelo com a resolucdo dos problemas. Em particular, é dada
énfase aos problemas de Programacdo Linear Inteira (abreviadamente, PLI), um
caso particular dos problemas de Programacdo Linear nos quais as varidveis de
decisdo s6 podem assumir valores inteiros. Estes problemas podem ser resolvidos
ignorando as condi¢des de integralidade e usando, na fase de resolugdo, a mesma
metodologia dos problemas de Programacdo Linear Continua (abreviadamente,

PLC).

Sdo exploradas as capacidades da calculadora grafica e do computador, que
podem ser entendidos como recursos educacionais dindmicos. Sera explorado o uso
da calculadora grafica com o objectivo de melhor visualizar os exercicios
trabalhados, e analisadas as potencialidades do comando Solver do Microsoft Excel,
gue permite ao aluno resolver problemas mais complexos, que por exemplo
envolvam mais que duas varidveis de decisdo, verificar, analisar e interpretar os

resultados dos problemas de forma critica.

3.3.1 AFormulag¢ao de um problema de PL

O processo de formulacdo de um problema pode ser separado em duas

etapas:

1. Entender o problema: se o enunciado do problema for claro e a situacgdo
subjacente nado suscitar davidas de interpretacao, construir uma tabela ou desenhar

um esquema que agregue os dados;
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2. Construir um modelo: identificar, pela seguinte ordem, as varidveis de
decisdo, a funcdo objectivo e as restricbes — funcionais, de ndo negatividade e de

integralidade, quando necessarias.

Um dos objectivos do conteddo do mddulo de PL é a familiarizacdo dos
estudantes com situacdes de gestdo reais e de extrema simplicidade e utilidade; é
sugerida a abordagem a situagcGes de trabalho em que seja necessario tomar
decisGes em termos de, por exemplo, planeamento da producdo, de maximizacao
de lucros, minimiza¢do de custos ou consumos, de seleccdo de novos investimentos

gue alterem as condi¢Ges de fabrico de modo a responder a novos desafios.

Para ilustrar as etapas do processo de formulacdo e de acordo com estas
orientacdes, seleccionou-se um conjunto de problemas extraidos de manuais

escolares.

O primeiro problema, que a seguir se formula, é um problema de composicdao
de mistura, em que as caracteristicas do problema ndo obrigam a imposicdo da

condicdo de integralidade aos valores possiveis.

Problema 3.1 [MGO06]: Uma empresa produz dois tipos de misturas de café,
M1 e M2. Nestas misturas utiliza-se café de alta qualidade proveniente de trés
paises A, B, C. A fdbrica dispoe de 320 kg proveniente de A, 180 kg de B e 200 kg de
C. 6kg de mistura M1 levam 3 kg de A, 2 kg de B e 1 kg de C e sdo vendidos por 120
euros. 6kg de mistura M2 levam 4 kg de A, 1 kg de B e 1 kg de C e sGo vendidos por
100 euros. Com o café disponivel, quantos quilogramas de cada uma das misturas

deve fazer a fabrica para obter a mdxima receita possivel?

Apds a leitura atenta do enunciado do problema, e antes da construcdo do
modelo matematico que formaliza este problema, pode ser elaborada uma tabela
ou um esquema que organize e sintetize os dados relevantes. Os dados encontram-

se organizados na tabela seguinte:
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. . uantidade
Café originario do pais Mistura M1 Mistura ?:Iisponl’vel
(ke) M2 (ke) )
A 3/6 4/6 320
B 2/6 1/6 180
C 1/6 1/6 200
Preco de venda unitario
(euros/Kg) 120/6 100/ 6

De acordo com as fases do processo de formulagdo, comeca-se por identificar
as varidveis de decisdo, a funcdo objectivo e as restricbes (funcionais e de ndo

negatividade):

1. Asvaridveis de decisdo sdo as quantidades acerca das quais é requerida a
tomada de uma decisdo. Neste problema, pretende-se saber a quantidade de
mistura de café do tipo M1 e de café do tipo M2. Designando estas quantidades por

x e y, respectivamente, tem-se as seguintes variaveis de decisdo:
x — “quantidade, em kg, de mistura de café do tipo M1”
y — “quantidade, em kg, de mistura de café do tipo M2”

2. A fungdo objectivo, orientard a escolha da solucdo Optima. Neste
problema, pretende-se determinar a quantidade de mistura M1 e M2 que permite

obter a receita maxima total, logo a funcdo objectivo sera:
z — “receita total em euros”

Sendo a receita directamente proporcional ao numero de produzidas, o
contributo obtido pela venda de x kg de mistura de café do tipo M1 é “120x/6”
euros e de y kg de mistura de café do tipo M2 é “100y/6” euros. O lucro total,

expresso em euros, é dado pela fungao:
z=120x/6+100y /6

3. O conjunto de restricdes funcionais que reflecte as limitagdes impostas
pela capacidade de producdo. Neste exemplo, identificam-se trés restricdes

funcionais, cada uma relativa as quantidades de café produzido no pais A, B e C que
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deverdo ser incorporadas nas misturas finais. Primeira restricdo: se na producdo de
mistura de café do tipo M1 sdo necessarios 3/6 kg provenientes do pais A, entdo a
producdo de x implica “3x/6” kg; e se a producdo de mistura de café do tipo M2
necessita de 4/6 kg de café da mesma origem, entdo y necessita “4y/6” kg. Deste
modo, a quantidade gasta a produzir x kg de mistura de café do tipo M1 e y kg de
mistura de café do tipo M2 é dada pela expressdo: “3x/6 + 4y/6”. Dado que a
fabrica dispde apenas de 320 kg de café provenientes do pais A, a restricdo

associada sera definida pela desigualdade:

3x/6+4y /6 <320 (restricdo relativa ao café do pais A)

Segunda restricao: relativamente a quantidade de café proveniente do pais B,
sabe-se que a mistura de café do tipo M1 tem de incluir 2 kg, logo a produgdo de x
incluird “2x/6” kg; a mistura de café do tipo M2 precisa 1 kg, entdo y precisara “y/6”
kg. Tendo em conta que a fabrica sé dispée de 180 kg de café provenientes do pais

B, a restricdo referente a esta situacao é dada pela desigualdade:

2x/6+y/6 <180 (restricdo relativa ao café do pais B)

Terceira restricao: relativamente a quantidade de café proveniente do pais C,
sabe-se que a mistura de café do tipo M1 tem 1 kg, logo a producdo de x terd “x/6”
kg; a mistura de café do tipo M2 tem 1 kg, entdo y tera “y/6” kg. Tendo em conta
que a fabrica sé dispde de 200 kg de café provenientes do pais C, a restricdo

referente a esta situacdo é dada pela desigualdade:

x/6+y/6 <200 (restricdo relativa ao café do pais C)

4. As restricoes de ndo negatividade garantem que as variaveis de decisdo
sejam nado negativas. No exemplo ndo faz sentido produzir misturas de café em

guantidades negativas. Tem-se:

x20 e y=20

Assim, o problema enunciado pode ser formulado (modelizado

matematicamente) do seguinte modo:
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Max. z= 120x/6 + 100y/6

s.a: 3x/6 + 4y/6 < 320
2x/6 + y/6 < 180
x/6 + y/6 < 200
x,y20

em que “Max." e “s.a” sdo as abreviaturas de “maximizar” e “sujeito a”,

respectivamente. O

No exemplo seguinte, apresenta-se com detalhe o processo de formulacao de

um problema que envolve a maximizagdo do lucro.

Problema 3.2 [MGO06]: Uma fdbrica de banheiras de hidromassagem em fibra
de vidro produz banheiras redondas e banheiras rectangulares. Cada banheira
redonda necessita de trés horas na linha de fabrico e uma hora no acabamento.
Cada banheira rectangular necessita de uma hora na linha de fabrico e duas horas
no acabamento. A empresa tem um lucro de 600 euros por cada banheira redonda e
300 euros por cada banheira rectangular. Sabendo que tem disponivel, no mdximo,
por dia, 90 horas no fabrico e 80 horas no acabamento, quantas banheiras de cada
tipo devem ser produzidas de modo a que a empresa obtenha o mdximo de lucro por

dia?

Na tabela seguinte organizam-se os dados do enunciado do problema:

Tipo de banheiras Redondas | Rectangulares Tot'al de,ho.ras
disponiveis
Tempo dispensado no fabrico 3 1 90
(em horas)
Tempo dispensado no acabamento 1 5 80
(em horas)
Lucro unitario (em euros) 600 300

De seguida, identificam -se variaveis de decisdo, funcdo objectivo e restricbes

(funcionais, de ndo negatividade e, neste caso, de integralidade):
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1. Varidveis de decisdo: de acordo com o enunciado, pretende-se decidir a
guantidade de banheiras redondas e rectangulares que devem ser produzidas por
dia (no periodo das 90 horas de fabrico e 80 horas de acabamento). Designando
estas quantidades por x e y, respectivamente, tem-se as seguintes varidveis de

decisdo:

X — “numero de banheiras redondas produzidas diariamente”

y — “numero de banheiras rectangulares produzidas diariamente”

2. Funcgdo objectivo: neste problema, pretende-se maximizar o lucro diario

da empresa, logo a fungdo serd, numa primeira abordagem:

f— “lucro didrio obtido com a venda das banheiras produzidas, em euros”

Sendo o lucro directamente proporcional ao nimero de banheiras produzidas,
o contributo obtido pela venda de x banheiras redondas é “600x” euros e de y
banheiras rectangulares é “300y” euros. O lucro total, expresso em euros, é dado

pela funcao:

f=600x+300y

Para simplificar, podemos considerar o lucro expresso em unidades de 100 euros e

redefinir a fungao objectivo:

z — “lucro didrio obtido com a venda das banheiras produzidas, em centenas de

euros”

z=f/100=6x+ 3y

3. Restri¢des funcionais: identificam-se duas restri¢des funcionais, uma para
a linha de fabrico e outra para o acabamento. Primeira restricdo: se a producdo de
uma banheira redonda demora 3 horas no fabrico, entdo a producdo de x demorara
“3x” horas, e se a producdo de uma banheira rectangular demora uma hora no
fabrico, entdo y demorardo “y” horas. Deste modo, o tempo total gasto a produzir x

banheiras redondas e y banheiras rectangulares é dado pela expressdo: “3x+y”.
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Dado que a linha de fabrico esta limitada a 90 horas de produgdao semanal, a

restricdo associada sera definida pela desigualdade:

3x +y <90 (restrigdo relativa a linha de fabrico)

Segunda restricdo: relativamente ao tempo dispensado no acabamento, sabe-
se que cada banheira redonda requer 1 hora, logo x banheiras redondas requerem x
horas; cada banheira rectangular necessita de 2 horas, logo y necessitardo de “2y”
horas. Tendo em conta que sé podem ser dispensadas no maximo 80 horas, a

restricao referente a esta situacao é dada pela desigualdade:

x + 2y < 80 ( restrigdo relativa ao acabamento )

4. As restricoes de ndo negatividade, que garantem que as varidveis de
decisdo sejam ndo negativas. Neste problema, como ndo faz sentido produzir

banheiras em quantidades negativas, tem-se:

x20 e y=20

e, como nao faz sentido, também, a producdo de quantidades ndo inteiras de
banheiras, as solu¢des possiveis do problema restringem-se a quantidades ndo

negativas e inteiras:

x,y=20 e inteiros

Assim, o problema enunciado pode ser formulado (modelizado

matematicamente) do seguinte modo, como um problema de PLI:

Max. z= 6x + 3y

s.a: 3x +y 90
X + 2y < 80
x, y 20 einteiros

IA

O problema seguinte tem caracteristicas semelhantes ao anterior.
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Problema 3.3 [MGEOQ6]: Uma empresa decidiu-se pela criagdo de centros de
apoio as familias com criancas em idade Pré-Escolar (CAFC). A empresa tinha duas
situagdes completamente diferentes: uma dizia respeito aos trabalhadores na sede
da empresa no centro da cidade, outra dizia respeito aos trabalhadores em
unidades da empresa sedeadas na provincia. Cada CAFC criado na cidade
necessitava de 1 professor, 9 auxiliares de educagéo e 5 mil euros. Cada CAFC criado
na provincia necessitava de 1 professor, 5 auxiliares de educagdo e 8 mil euros. Para
pbér em prdtica o projecto, a empresa dispunha de 20 professores, 144 auxiliares de
educagdo e 136 mil euros. Determine o numero mdximo de CAFC que a empresa

pode criar.

O processo de formulacdao deste problema comeca pela elaboracdo de um

guadro que resume os dados do problema.

Recursos CAFC/cidade | CAFC/provincia | Total de recursos disponiveis
Professores 1 1 20
Auxiliares de educacao 9 5 144

Capital a investir

(em milhares de euros) > 8 136

Para este problema, tem-se:

1. Varidveis de decisdo:

x — “numero de CAFC criados na sede da empresa no centro da cidade”,

y — “numero de CAFC criados em unidades da empresa sedeadas na provincia”

2. Funcdo objectivo: neste problema, pretende-se determinar o numero
maximo total de centros na cidade e na provincia que a empresa pode criar, logo a

funcdo objectivo sera:

z— “numero total de centros de apoio a criar”

Z=X+Yy
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3. Restrigdes funcionais: de acordo com as limitagdes referidas no
enunciado, identificam-se trés restricoes funcionais, cada uma associada a

utilizagao de um recurso especifico.

Primeira restricdo: se cada CAFC/cidade e CAFC/provincia precisa de 1
professor, entdo x precisam de “x” professores e y precisam de “y” professores.
Como a empresa s6 dispOoe de 20 professores, entdo a restricdo associada sera

definida pela desigualdade:
x +y < 20 (restricdo relativa aos professores)
Segunda restricdo: se cada CAFC/cidade precisa de 9 auxiliares de educacéo,
entdo x necessitam de “9x” auxiliares; se cada CAFC/provincia precisa de 5
auxiliares de educacdo, entdo y precisam de “5y” auxiliares de educag¢do. Tendo em

conta que a empresa so6 dispde de 144 auxiliares de educacao, a restricdo referente

a esta situacdo serd definida pela desigualdade:
9x + 5y < 144 (restrigdo relativa aos auxiliares de educagdo)
Terceira restricdo: para a criacdo de um CAFC/cidade sdo necessarios 5 mil
euros e de um CAFC/provincia sdo necessarios 8 mil euros; entdo x CAFC’s/cidade e

y CAFC’s/provincia precisam “5x+8y” mil euros; como a empresa sé dispoe de 136

mil euros a restricdo associada é definida pela desigualdade:
5x + 8y < 136 (restrigdio relativa ao capital)
4. Restricoes de ndo negatividade e integralidade: como ndo faz sentido
criar centros em quantidades negativas e ndo inteiras, tem-se
x20 e y=20 e inteiros

O problema pode ser formulado do seguinte modo:

Max. z= x +y

s.a: X +y < 20
9% + 5y < 144
5 + 8 < 136

x, y 20 e inteiros
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O problema seguinte é um problema de minimizacdo de custos, em que as

restricGes envolvidas sdo desigualdades do tipo > .

Problema 3.4 [MGEO6]: Um criador de cdes pretende alimentd-los com uma
composicdo minima de 25 unidades de uma substdncia o e 45 unidades de uma
substdncia B. No mercado encontram-se dois tipos de produtos, que contém estas
substdncias, embalados em sacos. Cada saco do produto tipo A tem 5 unidades da
substdncia o e 5 unidades da substdncia B. Cada saco do produto tipo B tem 3
unidades da substdncia o e 11 unidades da substéncia B. Cada saco do produto, A
ou B, custa 10 euros. Quantos sacos o criador de cdes deve comprar de cada

produto para gastar a menor quantidade de dinheiro possivel?

Comega-se por elaborar uma tabela com a informagao do problema

esquematizada:

Substancias nutrientes Produto tipo A | Produto tipo B | Composigao minima
Substancia o 5 u./saco 3 u./saco 25 u.
Substancia B 5 u./saco 11 u./saco 45 u.

Custo unitario (euros/saco) 10 10

Para formular este problema, define-se:

1. Varidveis de decisdo:
X — “numero de sacos do produto tipo A a comprar”
y —=“numero de sacos do produto tipo B a comprar”

2. Funcdo objectivo: determinar o nimero de sacos de cada produto a

comprar de modo que o custo total seja minimo. Logo, a fungdo objectivo sera:
z— “custo total dos sacos tipo A e Ba comprar”

z=10x + 10y
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3. Restrigdes funcionais: identificam-se duas restricdes funcionais, relativas
a quantidade de substancia ¢ e B na composicdo dos sacos de cada tipo de

produto a comprar.

Primeira restricdo relativa a quantidade de substancia a: se cada saco de
produto do tipo A precisa de 5 unidades da substancia, entdo x precisam de “5x”
unidades, e se cada produto do tipo B precisa de 3 unidades, entdao y sacos
necessitam de “3y”; o criador pretende alimentar os cdes com a composicdo

minima de 25 unidades desta substancia. A restricdo sera:

5x + 3y > 25 (restrigcdo relativa a substdncia o)

Segunda restricdo relativa a quantidade de substancia B: cada saco de
produto do tipo A precisa de 5 unidades e cada saco de produto tipo B precisa de 11
unidades; o criador pretende alimentar os cdes com a composicdo minima de 25

unidades desta substancia. Entdo, a restricdo sera:

5x + 11y > 45 (restri¢do relativa a substéncia B)

4. Restricoes de ndo negatividade e integralidade: a quantidade de sacos de

cada tipo ndo podera ser um valor negativo e deverd ser um inteiro,

x20 e y20 e inteiros

A formulacdo do modelo de PL para o problema é:

Min.z= 10x + 10y
s.a: 5 + 3y 2> 25
5+ 11y 2> 45
x, y 20 einteiros
em que “min" é abreviatura utilizada para “minimizar”. O

O problema seguinte é um problema de maximizacdo, em que ndo é
necessaria a constru¢ao de uma tabela que sintetize os dados, e que se caracteriza

pela existéncia de umas restricoes em que o sentido da desigualdade é > e outras,

<.
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Problema 3.5 [MGO06]: Um comboio de mercadorias pode comportar, no
madximo, 20 carruagens. Numa certa viagem transporta madeiras e blocos de
granito. Os blocos de granito devem ocupar pelo menos 9 carruagens e a madeira
ocupard, pelo menos, um numero de carruagens igual a um terco do numero de
carruagens ocupadas com os blocos de granito. Sabendo que cada carruagem
carregada de granito rende a companhia 2500 euros e cada carruagem carregada
de madeira rende 1500 euros, calcule como devem ser distribuidas as carruagens de

maneira que a companhia obtenha o madximo lucro.

Para formular o problema, definir:

1. Varidveis de decis3o:

x — “numero de carruagens atribuidas ao transporte de granito”

y —“ numero de carruagens atribuidas ao transporte de madeira”

2. Funcgdo objectivo: determinar o nimero de carruagens do comboio de
mercadorias que transportardo granito e o numero de carruagens que
transportardo madeira de modo que o lucro resultante seja maximo. A funcao

objectivo sera:

f—“lucro total do transporte, em euros”

f=2500x + 1500y

Para simplificar, podemos considerar o lucro expresso em unidades de 100

euros e redefinir a fungao objectivo:

z=f/1000 - “lucro total do transporte, em centenas de euros”

Z=25x+ 15y

3. Restricbes funcionais: no enunciado, identificam-se trés restricoes
funcionais. Primeira restricao relativa ao nimero de carruagens do comboio em

cada viagem.
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x +y < 20 (restri¢do relativa ao numero de carruagens)

Segunda restricdo: os blocos de granito devem ocupar pelo menos 9

carruagens.

x 2 9 (restrigdo relativa ao numero de carruagens com granito)

Terceira restricdo: o niumero de carruagens com madeira deve ser pelo menos

igual a um terco do niumero de carruagens ocupadas com os blocos de granito.

y 2 x/3 (restrigdo relativa a relagéo numero de carruagens com madeira e com

granito)
4. Restricoes de ndo negatividade e integralidade:
x20 e y20 e inteiros

A formulacdo do modelo de PL para o problema é:

Max.z= 25x + 15y

s.a: X +y < 20
X 2 9
x/3 +y > 0

X, ¥y 20 einteiros

3.3.2 AResolug¢ao Grafica de um problema de PL

A resolugdo grafica de um problema de PL é um método frequentemente
utilizado quando o modelo se restringe a duas variaveis de decisdo. Este método é
sempre aplicavel e muito util para identificar as caracteristicas dos problemas e a
natureza das solugdes. Permite, além de encontrar rapidamente a solugdo éptima, a
visualizacdo do processo de aproximacao a solucdao do problema. Os problemas de
PL, de interesse neste nivel de ensino, podem incluir ou ndo restricdes adicionais
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relativas a integralidade das varidveis de decisdo, o que tem implicacdes ébvias no
método utilizado para a sua resolugdo. Estes problemas designam-se por problemas

de PLI.

Uma abordagem frequente para a resolucdo de problemas de PLI consiste em
resolver o problema PL associado, que resulta de relaxar as varidveis inteiras, e se a
solugdo optima obtida ndo for inteira, arredondar a solugcdo. Porém, apds o
arredondamento, a solugao pode nem ser admissivel nem éptima para o problema
de PLI. Um problema de PLI com regido de admissibilidade limitada tem um nimero
finito de solucdes admissiveis, pelo que serd sempre de admitir um processo
enumerativo para a determinagdo de uma solugao optima. No entanto, esse
numero pode facilmente tornar-se demasiado grande, tornando inclusivamente

invidvel a utilizagdo de computadores.

A metodologia de resolucdo grafica de um problema de PL (Continua) com

duas variaveis de decisao, inclui trés passos:

12 Passo:  Representacdo das restricées funcionais e das restricées de ndo

negatividade.

22 Passo: Identificagdo do conjunto das solugbes admissiveis do problema,
também designado por regiGo admissivel ou dominio das solu¢des admissiveis,
constituido pelo conjunto de pontos (x,y) € R que satisfazem as restri¢coes funcionais
e as de ndo negatividade. Como as restricoes definem semiplanos de R 2 este
conjunto constitui, em termos geométricos, o dominio poliédrico convexo que

resulta da intersecgdo desses semiplanos.

32 Passo:  Obtengdo da solugdo dptima, isto é, determinagdo do(s) ponto(s)
da regido de admissibilidade que melhor se ajusta(m) a solugcdo do problema —

solugéo optima.
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Exemplifique-se este método de resolucao, considerando o Problema 3.1:

Max.z= 120x/6 + 100y/6

s.a: 3x/6 + 4y/6 < 320
2x/6 + v/6 < 180
x/6 + v/6 < 200
x,y=20

12 Passo: Representacao das restricdes funcionais e das restricbes de nao

negatividade.

Antes da representacdo das restricOes, considere-se a definicdo de recta no

plano XY.

Defini¢do: O conjunto dos pontos (xy) € R que satisfazem a equacdo
a;x+a,y=b, com a;, a, e b constantes, é uma recta perpendicular ao vector (a;, a,) €
R. A equacéo define uma recta no plano que o divide em dois semiplanos abertos

aix+a,y<b e ax+a,y>b.

Analise-se a primeira restricdo funcional, a inequacdo linear 3x/6 + 4y/6 < 320.
O conjunto de pares ordenados (x,y) que satisfazem esta inequacdo é um semiplano
cuja fronteira é a recta de equacdo 3x/6 + 4y/6 = 320. Para representar a restricao,
comeca-se por desenhar a recta e, seguidamente, verificar se, por exemplo, a
origem satisfaz a inequacdo — neste caso, verifica-se que o semiplano definido pela
inequacdo contém a origem, como representado na figura seguinte.

7
1000

4’6”/ 1000

/3x/6 + 4y/6= 320

77

Figura 1: Representacdo grafica da restri¢do 3x/6 + 4y/6 < 320
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Repetindo o procedimento para a segunda restricdo funcional 2x/6 + y/6 <
180, verifica-se que o semiplano definido pela inequagdo contém a origem,

resultando a seguinte representacao.

7

<

1,500

|
(7

2x/6+y/62180

%/

Figura 2: Representacdo grafica da restri¢cdo 2x/6 + y/6 < 180

w X

Repetindo o procedimento para a terceira restri¢do funcional x/6 + y/6 < 200,
verifica-se que o semiplano definido pela inequacdo contém a origem, resultando a

seguinte representacdo.

éx/6 + y/é} 200 ///

7

Figura 3: Representacdo grafica da restri¢do x/6 + y/6 < 200

As duas restricdes de ndo negatividade x > 0 e y > 0 impdem que o conjunto
de pares ordenados (x,y), que representam as solu¢des possiveis do problema, se

situe no primeiro quadrante.
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X =0
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Figura 4: Representacdo grafica das restricoes de ndo negatividadex20ey 20

WX

=
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o

22 Passo: Identificacdo da regido admissivel

Dado que o conjunto solucdo de um sistema de inequacodes lineares - designe-
se por S, resulta da interseccdo de um numero finito de semiplanos, entdo podem

ocorrer as seguintes situagoes:

* S é ndo vazio e limitado. O problema tem éptimo finito: uma ou multiplas

solugdes éptimas;

e S é ndo vazio e ndo limitado. O problema pode ter ou ndo ter dptimo finito,
dependendo do gradiente da funcdo objectivo, isto é, o valor da funcdo objectivo

pode crescer indefinidamente;

* S évazio e o problema ndao tem solugao.

A regido admissivel, ou seja, o conjunto de pontos que verifica todas as
restricoes do problema, corresponde a intersec¢do dos conjuntos das solucgées
admissiveis de cada inequacdo. Para este problema, a regidao de admissibilidade é
dada pelo conjunto de pontos na regido colorida do grafico, que corresponde a um
poligono convexo limitado pelas trés restrigdes funcionais e pelas restricdes de nao
negatividade. Na figura seguinte, estd representado o conjunto de solugGes

admissiveis do problema.
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4001

200
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Figura 5: Representagao grafica da regiao admissivel

(3x/6 + 4y/6 <320 (02x/6 +y/6 <180 [1x/6 +y/6 <200 Oy =20 [x 2 0)

32 Passo: Obtengdo da solugao éptima.

Definicdao: Chama-se vértice (ou ponto extremo) dum politopo ou poliedro
convexo S, a um qualquer ponto P // S que ndo possa Ser expresso como

combinacdo linear de outros pontos Q//S (Q=P).

No exemplo anterior, a solugao dptima encontra-se num vértice do poligono
convexo que representa o dominio das solugdes admissiveis. Esta situacdo ndo
ocorre por acaso, tendo sido provada, em 1826, pelo matematico francés Jean

Baptiste Fourier.

Teorema: O dominio das solugdes admissiveis de qualquer problema de PL é
convexo, e o ponto doptimo, quando existe, situa-se num dos vértices do dominio

das solucdes admissiveis.

O teorema seguinte é designado por Teorema Fundamental da Programacao
Linear e garante a existéncia de uma solucdo éptima, desde que o valor dptimo da

funcdo objectivo seja finito.

Teorema: Seja S a regido admissivel de um problema de PL e z a funcdo

objectivo. Se S é limitada, entdo z tem mdximo e minimo em S e cada um destes
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ocorre em pelo menos um dos vértices de S. Se S é ndo limitada, entdo o valor

maximo ou minimo de z pode ndo existir; se existir, ocorre num vértice de S.

A representagao grafica de problemas de PL com duas varidveis de decisao
permite que a determinacdo da solucdo 6ptima do problema possa ser efectuada

por dois processos alternativos:

Processo 1. Por determinacdo das coordenadas de cada vértice da regido

admissivel e do valor da funcdo objectivo correspondente a cada vértice.

Processo 2. Por analise da ligacdo grafica entre a funcdo objectivo e a regido

admissivel.

O primeiro processo &, obviamente, o mais atractivo para os alunos, embora
se possa tornar trabalhoso se envolver a resolucdo de varios sistemas de equacgdes

lineares.

Para determinar a solucdo Optima, aplicando o primeiro processo, é
necessario efectuar o cdlculo das coordenadas de cada vértice da regido através da
resolucdo do sistema de equacles lineares constituido pelas rectas que se

intersectam em cada ponto.

2500;

20001

15004

10004

T seelB

-200 A 200

X
. ! >
12 1400

Figura 6: Identificagdao dos vértices da regiao admissivel

-5001
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Neste problema, é preciso determinar as coordenadas dos quatro pontos: A,
B, C e D. O Ponto A coincide com a origem, logo as suas coordenadas sao: A (0,0). O
ponto B é a interseccdo da recta 3x/6 + 4y/6 = 320 com o eixo das ordenadas (recta

x=0):

{x=0 {x=0
3x/6 + 4y/6 = 320 < |y = 480

As coordenadas do ponto B sdo: (0,480). O ponto C corresponde a interseccdo
das rectas 3x/6 + 4y/6 =320 e 2x/6 + y/6 = 180:
{3x/6 + 4y/6 = 320 {x = 480
2x/6 +y/6 =180 < ly = 120

As coordenadas do ponto C sdo: (480, 120). O ponto D é a interseccdo da

recta 2x + y = 180 com o eixo das abcissas (recta y=0):

{2x/6 +vy/6 =180 {x = 540
=
y = 0 y = 0

As coordenadas do ponto D sdo: (540,0). Apds a determinacdo das
coordenadas dos vértices, constréi-se uma tabela com essa informacao e o valor da

funcdo objectivo correspondente:

Vértice X Y z = 120x/6+ 100y/6

A (0,0) 0 0 120x 0/6 + 100 x0/6 =0

B (0,480) 0 480 120 x 0/6 + 100 x 480/6 = 8 000

C (480,120) 480 120 120 x 480/6 + 100 x 120/6 = 11 600
D (540,0) 540 0 120%x90/6 + 100x0/6 = 10 800

Como se trata de um problema de maximizacdo da receita, a solugdo 6ptima

encontra-se no vértice em que o valor de z é maximo: o ponto C.

Interprete-se a solucdo dptima: para obter a receita maxima de 11 600 euros
diarios, é necessdario produzir 480 kg de mistura de café do tipo M1 e 120 kg de
mistura de café do tipo M2. A interpretacdo da solucdo dptima ndo deve restringir-
se a leitura dos valores das variaveis de decisdo e fung3o objectivo. E importante ter

conhecimento da utilizacdo 6ptima dos recursos: os 320 kg de café proveniente do
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pais A e 180 kg provenientes do pais B sao completamente utilizados mas os 200 kg
provenientes do pais C, ndo sdo totalmente utilizados. Como se obtém esta
informacao? Substituindo os valores da solucdo dptima, x =480 e y = 120, em cada

restricao:

- na primeira, relativa ao café proveniente do pais A, verifica-se que os 320 kg

de café sdo totalmente utilizados: 3 x 480/6 + 4x120/6 = 320 (<320);

- na segunda, café proveniente do pais B, verifica-se também a utilizacdo total

dos 180 kg de café: 2 x 480/6 + 1 x 120/6 = 180 (<180);

- na terceira, café do pais C, constata-se que so sdo utilizados 100Kg dos 200

kg de café disponiveis, sobrando 100 Kg: 1 x 480/6 + 1 x 120/6 = 100 (<200).

Para determinar a solucdo Optima, aplicando o segundo processo, é
necessario analisar o comportamento da fungao objectivo na regiao admissivel:
interessa encontrar o maior valor de z tal que a recta correspondente contenha
pelo menos um ponto da regido admissivel. A funcdo objectivo, z=120x/6+100y/6,
define uma familia de rectas paralelas. A sua maximiza¢do passard pela deslocagdo
das rectas paralelas representadas pela funcdo objectivo, de forma a aumentar o
maximo possivel o valor de z. Como o valor de z ndo é conhecido, para tracar uma
destas rectas, basta atribuir a z um valor aleatério, por exemplo O:
120x/6+100y/6=0; esta recta é uma recta de nivel, sendo suficiente desloca-la
paralelamente a si prépria, para encontrar a solugdo procurada. Note-se que o
sentido da deslocacdo é ditado pela prépria funcdao objectivo: aumentando x e y

aumenta z, uma vez que ambas as variaveis tém coeficientes positivos.

Portanto, na pratica, é suficiente o uso de uma régua para encontrar a solugao
Optima: a partir da recta z=0, tracando rectas paralelas na regido admissivel, de
acordo com o sentido do crescimento da fungdo objectivo. Este processo permite
identificar, de forma simples, o ponto éptimo, caso exista. Se o objectivo do
problema fosse minimizar, as rectas paralelas seriam tracadas de acordo com o

decrescimento da fungdo objectivo. A maximizacdo de z serd atingida no ultimo
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ponto de contacto da regido admissivel que corresponder a maxima deslocacdo da

funcdo objectivo.

25004

20004

10004

-5001

Figura 7: Representagao grafica da familia de rectas da fungdo objectivo

(z = 120x/6 + 100y/6) e determinagdo da solugio 6ptima.

Para este problema, foi encontrada apenas uma solucao que corresponde a
um ponto extremo do conjunto das solu¢gGes admissiveis, resultante da intersec¢do
das rectas originadas pelas duas restricdes funcionais: 3x/6 + 4y/6 < 320 e 2x/6 +
y/6 < 180. Para determinar as coordenadas do ponto éptimo de forma analitica,

resolve-se o sistema de equagdes lineares:

{3x/6 +4y/6 = 320 {x = 480
2x/6 +y/6 =180 < |y = 120

A solucdo do problema encontra-se no ponto de coordenadas (xy) =

(480,120). Isto é, para obter a receita maxima didria:
z=120x480/6 + 100 x 120/6 = 11600 euros

é necessario produzir 480 kg de mistura de café do tipo M1 e 120 kg de mistura de

café do tipo M2.
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Quando o problema a resolver inclui as restrigdes adicionais de integralidade
das varidveis de decisdo, isto €, um problema de Programacdo Linear Inteira, entdo,
atendendo a que a correspondente regidao de admissibilidade esta contida na regido
de admissibilidade do problema que se obtém ignorando as restricbes de

integralidade, pode ser resolvido do seguinte modo:

12 Resolu¢cdo do problema que se obtém ignorando as restricées de
integralidade — designe-se por problema relaxado, utilizando a metodologia atrds

descrita.

22 Se a solugdo optima do problema relaxado for inteira, entdo é também a

solugdo optima do problema de PLI.

Caso contrdrio, identificar apenas a parte do conjunto das solugées
admissiveis inteiras, na vizinhang¢a da solugdo néo inteira, e determinar a “melhor”
solugdo inteira (pode ndo ser unica), deslocando as rectas da fung¢do objectivo no

sentido “Optimo”.

Seguidamente, ilustra-se a resolucdo grafica de um problema de PLI, em que a
solugdo do problema relaxado é uma solucdo inteira, logo coincide com a solucao
Optima do problema de PLI. Recorde-se, para tal, a formulacdo do problema do

Problema 3.2:

Max. z= 6x + 3y

s.a: 3x +y
X + 2y < 80
x, y 2 0 e inteiros

IA
o
(=}

Primeiro, resolva-se o problema relaxado:

Max. z = 6x + 3y

s.a: 3x +y < 90
X + 2y < 80
x,y20

12 Passo: Representacdo das restricdes funcionais e das restrices de ndo

negatividade.
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Analise-se a primeira restricdo funcional, a inequacao linear 3 x + y £ 90. O
conjunto de pares ordenados (x,y) que satisfazem esta inequacdo é um semiplano

cuja fronteira é a recta de equacdo 3 x +y = 90:

3x + y< 90

7 / 55 oo
.

Figura 8: Representacgdo grafica da restri¢do 3x + y <90

w X

[
a
o

Repetindo o procedimento para a segunda restricdo funcional x + 2 y < 8:

-

100t

0

X+2y<80

Figura 9: Representagao grafica da restrigdo x + 2y < 80

As duas restricdes de ndao negatividade x > 0 e y > 0 imp&em que o conjunto

de solucbes possiveis do problema, se situe no primeiro quadrante:

S

>0eyO
s

| |
-100  -50 50 100 150

-1001

Figura 10: Representagdo grafica da intersec¢do das restricoes de ndo negatividade

(x200y=0)
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22 Passo: Identificacdo da regido admissivel

Na figura seguinte, esta representado o conjunto de solugdes admissiveis do

problema relaxado.

\p

80

Figura 11: Representagao grafica da regiao admissivel

(3x+y<900x+2y<80[0x=200y=20)

32 Passo: Obtencdo da solugao dptima.

A funcao objectivo, z = 6x +3y, define uma familia de rectas, todas com declive
igual a -2, paralelas. Para determinar a solugdo éptima, que maximiza z, analise-se o
comportamento da funcdo objectivo na regidao admissivel: a maximizacdo da funcao
objectivo passara pela deslocagao das rectas paralelas de forma a aumentar o
maximo possivel o valor de z. Tracando rectas paralelas na regido admissivel, de
acordo com o sentido do crescimento da funcdo objectivo, determina-se o ponto

Optimo, como ilustrado na figura seguinte.
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» Solugéio optima

w X

L |

L] : [ 0
-20 20 % 40 60 8 100 120
2014

Figura 12: Representagdo grafica da familia de rectas da fungao objectivo

(z = 6x + 3y) e determinagao do ponto 6ptimo.

Para este problema, foi encontrada apenas uma solucdo que corresponde a
um ponto extremo do conjunto das solugdes admissiveis, resultante da intersecgao
das rectas originadas pelas duas restricées funcionais: 3 x+y <90 e x+ 2y < 80.
Para determinar as coordenadas do ponto dptimo de forma analitica, resolve-se o
sistema de equacses lineares:

{3x+y = 90©{x =20

x+2y=80""(y=30
A solucdo do problema encontra-se no ponto de coordenadas inteiras
(x,y)=(20,30), a solucdo também verifica a restricdo de integralidade imposta, logo é

também a solucdo 6ptima do problema de PLI, terminando a resolucdo do

problema. Interprete-se a solucdo obtida: para obter o lucro maximo didrio
z=6x+3y =6 x20+3 x 30 = 210 centenas de euros

E necessario produzir 20 banheiras redondas e 30 banheiras rectangulares. Em

relacdo aos recursos disponiveis, 90 horas para fabrico e 80 horas para acabamento,
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estes sdo completamente utilizados, como facilmente se verifica, analitica e

graficamente. O

No problema anterior, a solugdo 6ptima do problema sem considerar as
restricdes de integralidade, coincidiu com a solugdo inteira. Mas, nem sempre o
problema possui caracteristicas que permitem que tal acontega, como sucede no

problema seguinte. Considere-se a formulagdao do Problema 3.4:

Min.z= 10x + 10y
s.a: 5x  + 3y
5« + 11y
x, y 2 0 einteiros

25

2
> 45

Na figura seguinte, encontra-se representada a regido de admissibilidade do
problema relaxado. Note-se que a regido de admissibilidade é um conjunto ndo

limitado:

Figura 13: Representacao grafica de uma regiao de admissibilidade ilimitada
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Para determinar a solucdo dptima, analise-se o comportamento da funcao
objectivo z = 10x +10y na regido admissivel: interessa encontrar o menor valor de z
tal que a recta correspondente contenha pelo menos um ponto da regido
admissivel. A minimizagdo de z exige a consideracdo de valores para x e y tao
pequenos quanto possivel. A deslocacdo das rectas em direccdo a regido admissivel
para no primeiro ponto de contacto com a regido admissivel, isto é, no ponto de

coordenadas (x,y) de menor valor que sera a solugdo dptima.

24 Max 7 AN

Figura 14: Representagdo grafica da familia de rectas da fungdo objectivo e identificagdo
do ponto éptimo.

Uma vez identificada a solugdo 6ptima, o ponto B, é necessario calcular as
suas coordenadas analiticamente. Considerando que corresponde ao vértice obtido
pela intersec¢do das rectas originadas pelas duas restrigdes funcionais 5x + 3y > 25

e 5x + 11y > 45, resolve-se o sistema:

5x+3y=25 |*T5  (x=3,5
5x+11ly = 45 y 10
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A solucdo ndo faz sentido para o problema original, dado que os valores
optimos ndo sdo inteiros: aquisicao de 3,5 sacos de produto tipo A e 2,5 sacos de
produto tipo B. O vértice B ndo é um resultado adequado, sendo preciso procurar,

na regido admissivel, uma solugdo inteira.

Neste problema, a regido de admissibilidade é ilimitada, tornando-se
fundamental a analise cuidada do problema, no sentido de detectar alguma
possibilidade de examinar apenas uma parte do conjunto das solu¢des admissiveis.

Para este problema, sugere-se a seguinte abordagem:

1. Identificacdo das solugcdes admissiveis inteiras na vizinhanca da solucdo

Optima ndo inteira (ponto B)

2. Deslocacdo das rectas da fungdo objectivo, na regido de admissibilidade,

até a primeira solugao inteira identificada.

14+

12+

M i

2+ B SIS P8I0 I PP s I
L 4 L ) ' L ] ()
X
| | | | | e 4 ! | %
) 1 T T 1 e T I I | 4
-2 2 4 6 8 C 10 12 14 16
-2+ 7|

Figura 15: Processo de determinac¢ao da solugdo optima inteira numa regiao de
admissibilidade ilimitada

Com se pode verificar, existem quatro solucdes inteiras localizadas sobre a

recta de nivel 10x + 10y = 70:
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(2,5),(3,4),(4,3)e(5,2)

o que significa que o problema possui multiplas solugbes dptimas, isto €, solugGes
gue conduzem ao mesmo valor éptimo do custo. Interpretando o resultado, o

criador de cdes tem quatro alternativas para gastar o menos possivel, 70 euros:

Al - comprar 2 sacos do tipo A e 5 sacos do tipo B, a que correspondem 25
unidades de substancia a e 65 de B (mais 20 unidades além das 45 unidades que

devem integrar, no minimo, a composi¢ao da mistura);

A2 - comprar 3 sacos do tipo A e 4 sacos do tipo B, a que correspondem 27
unidades de substancia a (excedendo em 2 unidades o minimo) e 59 de B (mais 14

unidades além das 45 minimas);

A3 - comprar 4 sacos do tipo A e 3 sacos do tipo B, a que correspondem 29
unidades de substancia a (excedendo em 4 unidades a quantidade minima) e 53 de

B (mais 8 unidades além do minimo);

A4 - comprar 5 sacos do tipo A e 2 sacos do tipo B, a que correspondem 34
unidades de substancia a (excedendo em 9 unidades a quantidade minima) e 47 de

B (mais 2 unidades além do minimo).

O

Como referido, o Ministério da Educacao propde que, neste nivel de ensino,

"

sejam resolvidos geometricamente “... problemas de mdximos ou de minimos de
uma expressdo linear com duas varidveis...” [ME98]. Porém, ha problemas com mais
varidveis que podem ser convertidos a problemas de duas varidveis de decisdo e
serem resolvidos graficamente pelos métodos anteriormente descritos, como
exemplificado no problema seguinte. Neste problema, sdo identificadas trés
varidveis de decisdao, mas como existe uma restricdo do tipo igualdade envolvida, o

numero de variaveis pode ser reduzido a duas, eliminando (por substituicdo) uma

das variaveis.
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Problema 3.6 [XMATO04]: Para arranjar dinheiro para a viagem de finalistas,
uma turma do 122 ano vai organizar uma festa. A festa comega as 21 horas e
termina as 2 horas da manhd. Vdo contratar um grupo de teatro e duas bandas:
Bandaqui e Bandolé. A peca de teatro tem de durar pelo menos 45 m e nGo mais que
uma hora e meia. A Bandaqui tem de tocar pelo menos 1 hora, mas o seu repertorio
ndo dd para mais de 2 horas. A Bandolé exige tocar pelo menos 2 horas. Investiga
como deve ser organizado o espectdculo, de modo que a despesa seja minima,
sabendo que o grupo de teatro cobra 60 € por hora, a Bandaqui custa 40 €/hora e a

Bandolé é a mais dispendiosa: o seu prego por hora é 90 €.

As variaveis de decisdo:
x — “numero de horas que o grupo de teatro vai actuar”,
y — “numero de horas que a banda Bandaqui vai actuar”,
w — “numero de horas que a banda Bandolé vai actuar”.

O objectivo é determinar o numero de horas que serdo atribuidas ao grupo de

teatro e a cada banda de modo que a despesa total seja minima:
z — “despesa total da festa, em euros”
Z = 60x + 40y + 90w

As restri¢cdes funcionais relativas a:

- duracao da actuacdo do grupo de teatro, 0,75<x<1,5
- duragdo da actuag¢do da banda Bandaqui, l<y<2
- duracdo da actuacdo da banda Bandolé, w22
- duracdo da festa, X+y+w=5
As restricoes de ndo negatividade: x20,y>20ew=0
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Resulta a seguinte formulacdo do problema:

Min.z= 60x + 40y + 90w
s.a: 0,75<x<1,5
1<y<2
w22
X+y+w=5
Xy, w20

A ultima restricdo permite definir, por exemplo, w em funcdo das varidveis x e y, e

reformular o problema sé com duas varidveis de decisao: w=5-x-y
Minz = -30x-50y+ 450
s.a: 0,75<x<1,5
1<y<2
xX+y<3
x,y=0

Resolvendo graficamente, determina-se a regido admissivel representada na

figura seguinte.

-

-

2.5t

14

h ¥l

1.51

H

0.5t

1 1 1
-0.2 02 04 06 [08 1 12
Figura 16: Representacgdo grafica da regiao admissivel

(0.75<x<1501<y<20x+y<300x200y20) e identificagdo dos seus vértices.

Da tabela com a informacdo das coordenadas de cada vértice e o valor da

funcdo objectivo correspondente:
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Vértice X y z = -30x - 50y +450
A 0,75 1 -30x0,75-50x 1 +450=377,5
B 0,75 2 -30x 0,75 -50 x 2 + 450 =327,5
C 1 2 -30x1-50x2+450=320
D 1,5 1,5 -30x1,5-50x1,5+450=330
E 1,5 1 -30x1,5-50x1+450 =355

conclui-se que a solugdo éptima que minimiza o custo total, z=320, éx=1ey=2.

Para terminar, determina-se o valor éptimo de w:
w=5-1-2=2,

Interprete-se a solugao Optima: para ter a despesa minima de 320 euros, o

grupo de teatro actua 1 h, as bandas Bandaqui e Bandolé actuam 2h. Portanto:

- a peca de teatro terd a duracdo de 1h, sobrando meia hora da duragdo

possivel, ja que 1 < 1,5 (horas),

- abanda Bandaqui, tera de usar o seu repertorio completo, 2 < 2 (horas).

- abanda Bandolé ndo podera tocar mais de duas horas! O

A resolucdo grafica dos problemas de PL, até agora efectuada, identificou a
ocorréncia de duas situacdes: ha problemas que podem ter uma sé solucdo ou
multiplas solucdes. Mas, nem sempre um problema de PL tem solucdo éptima, o

gue pode ser provocado por uma de duas diferentes causas:

(i) ndo existe solucdo admissivel;
(ii) existindo solucdo admissivel, a solugdo dptima é ilimitada, porque a funcao
objectivo cresce, no caso da maximizacdo, ou decresce, no caso da

minimizacdo, indefinidamente.

Todas estas situagdes possiveis, algumas ja exemplificadas e outras que a
seguir se exemplificam, sdo perfeitamente identificaveis na resolucdo gréfica.

Resumindo, os casos possiveis sdo:

Caso 1. O conjunto das solugdes admissiveis é limitado e a solugcdo 6ptima é

Unica

71



O Ensino da Programacdo Linear

Caso 2. O conjunto das solucdes admissiveis é limitado e existem solucbes

Optimas alternativas

Caso 3. O conjunto das solu¢des admissiveis é ilimitado e existe uma solucdo

Optima Unica

Caso 4. O conjunto das solucdes admissiveis é ilimitado e existem solucbes

Optimas alternativas

Caso 5. O conjunto das solucdes admissiveis é ilimitado e o valor éptimo da

fungdo objectivo é infinito (a solugdo éptima é ilimitada)

Caso 6. O conjunto das solucdes admissiveis é vazio e o problema é impossivel.

A resolucdo grafica do Problema 3.2, ilustra o Caso 1. No Problema 3.4,
anteriormente resolvido pelo método grafico, apresentou-se um problema de PLI
caracterizado por um conjunto de solu¢des admissiveis ilimitado e existéncia de um
conjunto finito de solugGes dptimas alternativas - Caso 4; e, simultaneamente, a
resolucao do problema relaxado do Problema 3.4 exemplificou o Caso 3. A situacao
gue agora se analisa diz respeito ao Caso 2: o conjunto das solu¢des admissiveis é

limitado e existem solugdes dptimas alternativas.

A deteccdo de um problema de PL com multiplas solugdes dptimas - solucdes
gue determinam o mesmo valor dptimo da func¢do objectivo, pode ser antecipada
pela observacdo atenta do modelo: quando existe uma restricdo com coeficientes
iguais ou proporcionais aos coeficientes correspondentes da funcdo objectivo, isto
é, uma restricdo que pertence a familia de rectas da funcdo objectivo,
provavelmente esta-se perante uma solugdo éptima multipla. Isto € uma condicdo
necessaria, mas nao suficiente pois, a restricdo “paralela” terd também de ser a que
contém os pontos de fronteira da regido admissivel que se encontra na direc¢do do
movimento da func¢do objectivo que se esta a optimizar. Esta condicdo adicional
nem sempre se pode verificar pela simples analise da formulacdo, principalmente

guando estamos perante casos em que existem restricdes redundantes (dificeis de
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identificar a partida). Para estudar este caso, considere-se o seguinte problema de

PL Nao Inteira:

Max. z = 3x + 2y
s.a: X < 4
2y < 12
3x + 2y < 18
x,y=20

Observando os coeficientes da terceira restricdo - sdo iguais aos coeficientes da
funcdo objectivo, pode-se suspeitar estar perante a existéncia de multiplas solu¢des
Optimas. Resolvendo graficamente o problema, verifica-se que a funcdo objectivo
alcanga o seu maximo em qualquer ponto do segmento de recta [CD]. Entdo, a
solugao 6ptima nao é uUnica, constatando-se a existéncia de um conjunto infinito de
solugbes: todos os pontos do segmento de recta [CD] sdo solugdo dptima do

problema, conduzindo ao valor maximo da fungao objectivo, z = 18.

Figura 17: Representagao grafica de um problema de PL com muiltiplas solugGes éptimas

Teorema: Uma funcdo linear sobre um poliedro convexo limitado, S, atinge o
6ptimo num ponto extremo de S. No caso de atingir o dptimo em mais de um ponto
extremo, qualquer combinagdo linear convexa destes pontos corresponde ainda a

uma solugdo éptima. A expressao geral das solugdes éptimas é dada por:
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(x, y) =AC+(1-A)D, A€ [0, 1] <= (x,y)=A(2, 6)+(1-A)(4, 3), A€ [0, 1]

A solucdo de um problema de PL diz-se ilimitada quando o valor éptimo tende
para infinito, isto é, existem varidveis que podem aumentar indefinidamente o seu
valor, provocando um aumento indefinido no valor da fung¢do objectivo. Para a
existéncia de uma solucdo ilimitada é, condicdo necessdria, mas ndo suficiente, que
a regido admissivel seja um conjunto ilimitado. Para exemplificar esta situagao -

Caso 5, considere-se o seguinte modelo de PL:

Max. z = 2x +y

s.a: X -y < 2
X < 4
x,y=20

A regido de admissibilidade é:

Figura 18: Representagdo grafica de um problema de PL em que a regido admissivel é um
conjunto ilimitado e possui um dptimo finito

A regido de admissibilidade é ndo limitada e o valor da fun¢do objectivo

cresce indefinidamente nesta regido. Logo, o problema nao possui éptimo finito.

A inexisténcia de solu¢des admissiveis pode ser originada por erros que se

cometem na formulacdo do problema e resulta na ndo existéncia de quaisquer
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valores das varidveis que verifiguem todas as restricdes (restricdes funcionais e
restricGes de ndo negatividade). Neste caso, S é vazio e o problema ndo tem solugdo
- diz-se que o problema tem solucdo impossivel (Caso 6). Considere-se o seguinte

modelo de PL:

Max.z= x +y

s.a: X +y < 1
2x + 3y 2 6
x,y20

A regido de admissibilidade encontra-se representada na figura seguinte e mostra,
perfeitamente, como é impossivel obter qualquer solugdo admissivel, uma vez que
a interseccdo das quatro restricbes é um conjunto vazio. Logo, o conjunto de

solugdes admissiveis é também um conjunto vazio!

-

Ty

Figura 19: Representagao grafica de um problema de PL com solugdo impossivel —
conjunto vazio.

Para terminar, apresenta-se um exemplo interessante, pouco usual, em que a

regido admissivel é limitada e definida, apenas, por um ponto. Considere-se:

75



O Ensino da Programacdo Linear

Max.z= x + 2y

s.a: 2x +y < 6
X +y = 4
X + 3y 2> 8
x,y20

A regido de admissibilidade encontra-se representada na figura seguinte -
corresponde um conjunto singular S = {A}, sendo A a Unica solugdo admissivel do

problema e solugdo éptima: z=6,x=2,y = 2.

10

¥

N
= X
5V

12 14

Figura 20: Representagao grafica de um problema de PL com regido admissivel limitada e
definida, apenas, por um ponto

3.3.3 Utilizagao das TIC

Actualmente, a pedagogia no ensino da Matematica apoia-se, em muito, na
utilizagdo das novas tecnologias. Se por um lado, a maquina de calcular é uma
ferramenta necessaria e indispensavel ao ensino da Matematica, fazendo parte do
dia-a-dia, por outro, actualmente, é impensdvel ndo se saber manusear um

computador. O computador tornou-se ferramenta indispensdavel em todo o
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processo de ensino e aprendizagem na disciplina de Matematica, tendo provocado

uma melhoria de atitude perante a disciplina na maior parte dos alunos.

A calculadora e o computador permitem o desenvolvimento da capacidade de
resolucdo de problemas, proporcionando o desenvolvimento de novas estratégias,
tornam possiveis abordagens numéricas e de natureza grafica sem necessidade de
recurso ao Calculo ou Algebra e ajudam a estruturar problemas que envolvem um
maior numero de varidveis, de funcdes, logo de cdlculos, como é o caso da
generalidade dos problemas de optimizagdo. Assim, com o seu auxilio, o aluno
poderd dedicar mais tempo a modelacdo matematica, testar a razoabilidade do
modelo, analisar e simular diversos cendrios alternativos e estudar a sensibilidade

das solugdes a variagoes dos parametros.

Antes da utilizacdo da calculadora grafica ou do computador para a resolugao
de um problema de PL, a situacdo tem de ser entendida e o seu modelo matematico
construido. E fundamental que o aluno seja capaz de interpretar o problema e
utilizar um processo de resolucdo sem recurso a qualquer ferramenta de calculo. A
resolucdao com a calculadora grafica deve ser sempre testada com conhecimentos
tedricos. E importante que o aluno ndo se limite a copiar resultados, que saiba

descrever correctamente os raciocinios utilizados e interpretar os resultados.

Seguidamente, apresenta-se a resolucdo de alguns problemas de PL,
recorrendo a utilizacdo da calculadora grafica e do computador. Destacam-se as
especificidades de cada ferramenta e o uso que pode ser feito dos resultados que se

obtém.

3.3.3.1 A Utilizagao da Calculadora Grafica

Neste trabalho, para ilustrar as vantagens e limitacbes da utilizacdo da
calculadora grafica na resolucao de problemas de PL, utiliza-se o modelo TI-84 Plus

Silver Edition da calculadora Texas e o modelo fx-9860G SD da calculadora Casio. As
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marcas Texas e Casio estdo bastante implantadas na Escola sendo, por sugestao do
professor e/ou por opgdo do préprio aluno ou familia, as mais adquiridas. A escolha
dos modelos deve-se ao facto de serem recentes e integrarem o conjunto de
calculadoras permitidas pelo Gabinete de Avaliacdo Educacional (GAVE) em

situagdes de avaliagao.

A resolucdo dos problemas de PL é feita de forma distinta nas duas
calculadoras: no modelo utilizado da calculadora Texas, a partir da aplicagao

“Inequality Graphing” e no modelo da Casio, do menu “Graph”.

Como exemplo de aplicagdo, para ilustrar o uso das duas calculadoras,

considere-se o problema de producdo formalizado no seguinte modelo de PL:

Max. z = 3x + 2y

s.a: X +y < 10
3x + vy < 15
x,y=20

em que x e y sao as decisdes de producado dos produtos e as restricdes reflectem a
utilizacdo dos recursos matéria-prima e tempo no plano de produc¢do. O objectivo é

maximizar o lucro resultante da producao e comercializagdo dos produtos.

Calculadora Texas

Na calculadora Texas, a aplicagao “Inequality Graphing” permite representar

graficamente equagdes e inequagdes e avaliar as suas relagdes, nomeadamente:
- introduzir inequagdes com simbolos de relagao,

- representar graficamente inequacdes e sombrear regides de unido ou de

interseccgao,
- introduzir inequacgdes (apenas linhas verticais) num X=editor,

- tracgar pontos de interesse (como intersecg¢Bes) entre relagdes,
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- armazenar pares de coordenadas em tabelas.

Esta aplicacdo funciona apenas no modo de funcdo. Se a calculadora ndo
estiver neste modo, a aplicagdo altera o modo automaticamente. Para ser
executada de forma eficiente, a calculadora deve ter pelo menos 600 bytes de RAM

livre.

Para aceder ao menu que lista todas as aplicagdes instaladas, premir a tecla
(abreviatura de “Applications”) e seleccionar a opgao “Inequal” (“Inequality
Graphing”) ou “Inequalz” na versdo internacional. Aparece o ecra “Inequality

Graphing” — o que significa que a aplicagdo esta activada.

EEE 1nance...
tALG1ICHS

tHLG1PRET1
:HreaForm
tC5heetDe
:C5heetE=s
JCS5heetFr

{?TE{ES

INETETRH{ENTS

tFrancais
tFunSci

IMEGUALITY
: GecMastr
Ine=ualz ER?EE}HE
tLearnChik FEESS ANY HEY
JLo3aln & zo01 TEXAZ INSTRUMENTE

Figura 21: Aplicagao “Inequal” da calculadora Texas.

12 Passo: Introduzir as inequacdes correspondentes as restricdes funcionais e

de ndo negatividade

As restricOes ndo sdo inseridas na sua forma normal. Por exemplo, a primeira
restricao, “x +y < 10”, é inserida na forma equivalente “y; £ 10— x”, em que o indice
de y indica a ordem da restricdo. A forma equivalente da segunda restricao
funcional, “3x + y <157, é “y,< 15 - 3x”. As duas restricdes de ndo negatividade das
variaveis de decisdao sao tratadas de forma distinta: “x > 0” é inserida como “x; > 0”
e “y > 0” é inserida como “y3> 0”. Premindo a tecla IE inserem-se as expressoes de

I II=II

V1, ¥2 € y3 no editor. A colocacdo do cursor no sina para qualquer variavel “Y”
apresenta todos os simbolos de relacdo na parte inferior do ecra. Para inserir um
simbolo de relagcdo, premir |ALPHA| e [F1] — [F5]; por exemplo, para inserir “<”

premir [F3].
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W= Flatl  Flotz  Flaks W= Flatl  Flotz  Flots
=10 b1 E1E—E
wMez= b 2B 1S3
wMa= ] L5
“Ny= “Ny=
“Me= “Me=
“Me= “Me=
=)= === M=

Figura 22: Introdugao de restrigdoes na calculadora Texas.

Para introduzir a restricao “x; > 0“, é necessario, alterar a variavel para x (na

primeira linha da janela de visualizagdo): mover o cursor para a op¢do X= (no canto

superior esquerdo), premir ENTER| para aceder ao editor “X=", premir [F5]

para seleccionar > e premir @ para armazenar a expressao de xj.

I Fietl  Fletz  Flotz Flotl  Flotz  Flots
“H1= A1 8

wHE= =

R EE =

“HAY= wE Y=

W E= W E=

“HE= “AET
=ICEIENCIED

Figura 23: Introdugao da restricao “x 2 0” na calculadora Texas.

22 Passo: Configurar a janela de visualizagao do grafico

Uma das principais limitacdes da calculadora grafica é que o que é
visualizado no ecrd é condicionado pelas definicdes da janela de visualizagdo. A
definicao do rectangulo de visualizagdo é um aspecto fundamental na obtengao da
representacdo grafica. Se a janela ndo for adequada, pode ndo ser possivel detectar
pontos de interseccdo com os eixos coordenados, extremos da regido admissivel,
etc. A janela de visualizacdo é a parte do plano de coordenadas definidas por Xmin,
Xmax, Ymin e Ymax. A distancia entre as marcas é definida por Xscl (escala de X) no
eixo dos xx e Yscl (escala de Y) no eixo dos yy . A opcdo Xres define a resolugdo e
pixéis (de 1 a 8) apenas para graficos de funcdes. A predefinicdo é 1. Esta
calculadora possui 95 pixéis “horizontais” por 63 pixéis “verticais”, num total de
5985 pixéis. Para Xres=1, a funcdo é calculada em cada pixel no eixo dos xx . Para
Xres =8 , as fungdes sdo calculadas e tracadas de oito em oito pixéis ao longo do
eixo dos xx , ou seja, sdo calculados somente 12 pontos pertencentes ao grafico e
portanto a precisdao é muito menor. Quantos mais pixéis tiver o ecra, melhor serd a

sua resolugdo e apresentacdo grafica. Se escolhermos as variacdes de x de ami, até
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bma; € 0s valores de y de cmin até dmax, €ntdo a parte do grafico que estd no

rectangulo ou janela de visualizacdo é
[a,b]-[c,d]l={(x,y):asx<b,c<sy=<d}

Para configurar a janela de representacdo grafica, premir Window|. Para o

problema em estudo, tendo em conta as duas restricdes de ndo negatividade,
alterar as definicdbes de Xmin e Ymin para “-5” e, tendo em conta as restrigdes

funcionais, de Xmax e Ymax para “15”.

LML
ShadeRes=3
Amin=-3

Ymax=15
Y=o l=1

Figura 24: Configura¢ao da janela de visualizagdo na calculadora Texas.

32 Passo: Obter a representacdo grafica da regido admissivel

Premir |GRAPH| para representar as desigualdades seleccionadas. Quando
desenhar o grafico, aparecem as opc¢des “Shades”, “Pol-Trace” e “?”. Premir |ALPHA
[F1] para seleccionar a opgdo “1:lneq Intersection”: a aplicagdo desenha o grafico

novamente, sombreando a regido de intersec¢do das inequacdes.

e T T |

e " T e T e T ) ﬁﬁﬁDEﬁ I|
* Oridinal hads

EHInca Interseckion
............ i H i h \I_]
T D D Fhades JFoI-Trace)l *

c: Union
Figura 25: Representagao da regidao admissivel, na calculadora Texas.

42 Passo: Determinacgdo das coordenadas dos vértices da regido admissivel

Premir |[ALPHA| [F3] para seleccionar a opc¢do “Pol-Trace”: aparecem as
coordenadas do primeiro ponto de interesse na parte inferior do ecra e as variaveis
X e Y, no canto superior esquerdo (neste caso, Y1 e Y2). Orientando o cursor,

obtém-se as coordenadas dos restantes pontos de interesse.
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H=Z.B ¥=r.t n=n V=10

Figura 26: Localizagdo dos pontos de interesse

Premir para acrescentar as coordenadas para o ponto na posicao do
cursor as listas LINEQX (coordenada x) e LINEQY (coordenada y). Localizar e

armazenar os restantes pontos que limitam a regido sombreada.

INEQY [InEay |[WAEE (]
z.k E
0 ii
il il
£ 0
Hame=

Figura 27: Tabela com as coordenadas dos vértices da regido de admissibilidade

52 Passo: Determinar a solugao éptima.

Premir e seleccionar 1:Edit no menu Edit. Inserir uma lista nova

designada LUCRO.

c.k R [——
0 in

) 0

2 L

LUCKD =3 | JHEGIR+E..

Figura 28: Criacdo da lista de valores da fun¢ao lucro

Adicionar a expressdo do lucro: 3* LINEQX+5* LINEQY:

[x] [LIST] = seleccionar LINEQX e [+ 2| [x] Rnd [UST]
—seleccionar LINEQL e
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INEQA InNEQY |LUCEOD 19
z.k 7.k i
0 10 ci
0 1 ]
2 0 it
LUCKEDMI=22 . 5

Figura 29: Tabela com os valores da fun¢ao objectivo calculados

Analisando os valores obtidos, o valor mais elevado da funcdo LUCRO (LUCRO

(1)), fornece os valores x (LINEQX) e y (LINEQY) correspondentes a maximizacdo do
lucro: z = 22,5, para x=2,5 e y=7,5

O

A apresentagdao deste exemplo mostra como o uso da calculadora grafica

pode agilizar a resolucdo dos problemas de PL que envolvem duas varidveis de
7

decisdo, mas nado dispensa o correcto conhecimento do procedimento da
determinacdo da solucdo dptima

Calculadora Casio

Na calculadora Casio, o menu principal (“MAIN MENU”) apresenta um
conjunto de icones que integra o modo “GRAPH”. Este modo permite representar

graficamente equacgGes e inequacgdes e avaliar as suas relagées, nomeadamente

introduzir inequagdes com simbolos de relagdo

- representar graficamente inequagdes e sombrear regides de intersec¢do

- tracar pontos de interesse (como intersecgbes) entre relagdes

Figura 30: Menu principal da calculadora Casio
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12 Passo: Introduzir as inequagdes correspondentes as restricdes funcionais e

de ndo negatividade

Para inserir os simbolos de relagdo das inequagdes, <, >, < e 2, premir a
sequéncia [F3] (para aceder ao menu TYPE) [>] [F3] ou [F4], conforme se pretende
o sinal > ou <. Nesta calculadora, ndao é possivel introduzir desigualdades do tipo “x
> 0“ Para ultrapassar esta impossibilidade, simula-se a condicdo através da
configuragdo da janela de visualizagao do grafico, reduzindo-a apenas a visualizagao
do primeiro e quarto quadrantes. Para aceder a configuragdo da janela, no menu
“V-Window”, premir . Se a configuracdo da janela for adequada,
conseguem-se detectar pontos de intersecgdo com os eixos coordenados e/ou
extremos da regido admissivel. Para este problema, tendo ja em conta um estudo
prévio das restrigdes, as definicdes ideais dos parametros sao: Xmin: 0, Ymin: -5,

Xmax: 11 e Ymax: 15.

Grarkh Func 4= 5rarkh Func =h=

L SH [—1] L SH [—1]
Wi [—1] Wi [—1]
NS [—1] NS [—1]
NE: [—1] L 1=H [—1]
[FEL [0 (RTTF I AR [orawi | |[r= [F= [Farm [<=c @I ©

Hrarh Func  h< e

hF
(5 [—
a=3A [—1]

F'
1
1
5]

e ik e [T}

[ T | g e |
L= | I ) N N}
[

]I—I [N}

el FE
[ |

VE: [—]
[ZEL [ T BEW AGlE! [oRAL

Figura 31: Passos necessdrios para inserir restrigdes na calculadora Casio

T e ™
jmm&w

[we |wa [we

LI e W1 miclcw

319;1
dot. 56598?35158

max 115

[THIT TRIG[ETD ENOPCTW |

Figura 32: Configuragao da janela de visualizagao na calculadora Casio

32 Passo: Obter a representacdo grafica da regidgo admissivel

Premir DRAW,| para representar as desigualdades introduzidas.
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Figura 33: Representagao da regiao admissivel na calculadora Casio

42 Passo: Determinacdo das coordenadas dos vértices da regido admissivel.

Premir para seleccionar a fungao “G-Solv” (abreviatura de Graph
Solve), que permite, entre outras facilidades, a determinac¢do das coordenadas de
pontos de intersec¢do. Para determinar as coordenadas do ponto de interseccao de
uma restricdo com o eixo do yy, premir , isto é, Y-ICPT (abreviatura de Y-
InterCePTion). Para os restantes vértices, seleccionar ISCT (abreviatura de
InterSeCTion) e indicar as restricOes relativas as rectas que se intersectam no
vértice de interesse: consequentemente, no canto superior esquerdo do ecra

aparecem as restricdes seleccionadas e, em baixo, as coordenadas do vértice.

IZECT

[R00T [MAX [MIM [WIFT|ISCT | [

IZECT N=ICFT
=5 Y0 =0 Y10

Figura 34: Determinagdo das coordenadas dos vértices da regido admissivel com a
calculadora Casio

52 Passo: Determinar a solucdo éptima.

Esta calculadora nao possui nenhuma fungao que permita sintetizar os
resultados da analise grafica, as coordenadas dos vértices determinadas no passo
anterior, numa tabela. Consequentemente, é necessario efectuar o procedimento
de determinacdo da solucdo optima, construindo uma tabela que se completara

com uma coluna destinada a fungao objectivo.
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Vértice X Y z=3x+2y
(0,0) 0 0 3x0+2x0=0
(2,5;7,5) | 25| 75| 3x25+2x75=22,5
(5,0) 5 0 3x5+2x0=15
(0,10) 0 | 10 3x0+2x10=20

Observando os valores obtidos, o valor correspondente a maximiza¢do do

lucro é z = 22,5 para x=2,5 e y=7,5.

3.3.3.2 A Utilizagdo do comando Solver do Microsoft Excel

Os problemas de PL que envolvem a determinacdo da solucdo optima de duas
varidveis de decisdo, admitem, do ponto de vista geométrico, a representacao no
plano. Se o problema envolver trés variaveis de decisdo a sua regido de
admissibilidade é limitada por uma superficie poliédrica convexa e a solugao dptima
€ um dos vértices. Se o nUmero de varidveis de decisdo for superior a trés, s6 com a
ajuda de software adequado é possivel obter todos os vértices da superficie
poliédrica que satisfazem as restricdes e avaliar a fungdo objectivo a optimizar para
obter o resultado éptimo (caso exista). Neste caso, a resolucdo de problemas de PL
com qualquer nimero de varidveis pode ser feita utilizando o comando Solver do

Microsoft Office Excel 2007.

O Solver é um suplemento® do Microsoft Office Excel. Antes de o utilizar, é
necessario verificar se esta disponivel com o nome “Solucionador” no separador
Dados - grupo Analise (Figura 35). Caso contrdrio, é necessdrio instald-lo, seguindo

o procedimento que a seguir se ilustra nas figuras 36 a 38:

1¢ Em “Personalizar Barra de Ferramentas de Acesso Rapido”

seleccionar a opc¢ao “Mais comandos” (Figura 36).

1 . . . . .
Suplemento - programa que adiciona comandos ou funcionalidades personalizadas
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29 Seleccionar, na janela “Opc¢bes do Excel”, a opcdo “Suplementos”,
que abre uma janela de listagem dos suplementos e onde se escolhe “Suplemento

Solver” (Figura 37).
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| | tudo~ == Editar Ligacdes ¥ avancadas || colunas Duplicadios =2~ j&}iuhtuta[
Ligagdas Ordenar e Filtrar Ferramentac de Dados Destagues (F} Analise
3 T T T T T T T T T
a
5
E 11
/|
.o N N ——
4 4 » | Folhal - Folha? | Foha3 - #J _ N e im
Pronto | | HOEm
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Al Movo ¥
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2 Correio Electronico
-3 | Impressdo Rapida
4 Pré-visualizar
3 | Ortografia
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7 I |_|7| Refazer =
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14| -
15 il
o
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Pronto | H@i'

Figura 36: Primeiro passo de instalacdo do suplemento Solver do Microsoft Excel

39 Abre-se uma nova janela “Suplementos”, onde se selecciona a caixa
de verificagdo “Suplemento Solver” (Figura 38). Se, nesta janela, o Suplemento
Solver ndo constar da lista, antes de ser instalado deve primeiro ser localizado,
seleccionando “Procurar”. Depois de instalar este suplemento, o comando Solver

fica disponivel no separador Dados, no grupo Analise.
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- —
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Descricio: Uma ferramenta para resolucd §woptimizacdo de equacbes

Gerir: :Su;ﬂementos do Excel IZ.[

Figura 37: Segundo passo de instalacdao do Solver
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Figura 38: Terceiro passo de instalagao do Solver

Escolheu-se, como primeiro problema, e para ilustrar a simplicidade de
utilizacdo e as capacidades do Solver na resolucdo de problemas de Programacao
Linear, o modelo de Programacao Linear Inteira formulado para o Problema 3.2. e

anteriormente resolvido pelo método grafico:
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Max.z= 6x + 3y

s.a: 3x + vy < 90
X + 2y < 80
X, y 20 e inteiros

Seguidamente, é apresentada a sequéncia de passos desde a introducdo dos
dados até a leitura dos relatérios gerados apds a determinagao da solugao dptima

deste problema.

12 Passo - Criagdao de uma folha de calculo com a informagao do modelo, onde

devem estar definidos, de forma inequivoca, os seguintes itens (Figura 39):

- as células onde serdo colocados os valores das variaveis de decisdo, os
coeficientes da funcdo objectivo, os coeficientes das restricdes e as constantes que

constituem o lado direito das restricoes;

- a férmula que relaciona os coeficientes da funcdo objectivo com as variaveis

de decisdo — a funcdo objectivo;

- as férmulas que relacionam os coeficientes das restricbes com as variaveis

de decisdo — as restricdes funcionais.

Na folha de célculo, também pode ser colocada informacdo adicional que
possa servir de ajuda a compreensao dos valores apresentados, mas sem qualquer

funcdo especifica para o Solver.

22 Passo - Atribuir as variadveis de decisdo, valores iniciais, por exemplo x=0e
y = 0. Automaticamente, os valores das células “Funcdo objectivo” e “Lado

esquerdo” sdo actualizados (Figura 40).

32 Passo — No separador Dados - grupo Andlise, seleccionar a ferramenta
Solver — “Solucionador”, que abre a janela “Parametros do Solver” (Figura 41) onde
é definida a localizacdo, na folha de célculo, das células onde serdo guardados os
valores resultantes da optimizacdo e onde estdo definidas as formulas do modelo, o
sentido da optimizacdo (maximizacdo ou minimizacdo), as restricGes e o tipo de

varidveis do modelo (inteiras ou binarias).
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Figura 40: Atribuigao de valores iniciais as variaveis de decisao
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' -
Pardmetros do Solver L&J
Célula de desting: || B3 Solucionar
Iguala: @ Mawimo ) Minimo () Valor de 0 -ﬂ
Por alteracio das células:
. Estimar |
Sujeito as restriches: Opches
Adidionar |
Alterar |
Repor tudo
- Eliminar |
Ajuda

Figura 41: Janela “Parametros do Solver”

Para o problema em estudo, inserir os seguintes dados:

- em “Célula de destino”, indicar a localizacdo da célula da folha de calculo

onde esta definida a férmula da funcdo objectivo, neste caso, “G9”;

- em “lgual a:” seleccionar a opg¢do do sentido da optimizacdo da funcdo

objectivo; neste caso, dado tratar-se de um problema de maximizacao selecciona-se

a opcdo “Maximo”;

- no campo “Por alteragao das células”, indicar a localizagdao das células da

folha de célculo onde se armazenam os valores das varidveis de decisdo, x e y, neste

caso, em “A5” e “B5”, respectivamente (Figura 42).

r

Parametros do Solver

il

Célula de destino: SG59 EF Solucionar
Igual a:< @ Maximo) () Minimo () Valor de 0 =
Por alteracao das células:
| EETS 5] | Estmer |
Sujeito as restrighes: Opches
- Adicionar
Alterar
Repor tudo
Eliminar

l

Ajuda

-

Figura 42: Introdugdo dos parametros do Solver: localizagao das células da fungdo
objectivo e variaveis de decisdao na folha de calculo
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- Para introduzir as expressdes das restricdes funcionais e de integralidade
(quando necessarias), seleccionar “Adicionar”, que abre a caixa de didlogo
“Adicionar restri¢do” (Figura 43). Note-se que as restricdes de ndo negatividade
podem ser definidas também neste conjunto de restricdes ou, alternativamente,
como indicado no 42 Passo, como parametro do modelo, seleccionando “Assumir

ndo-negativos”.

F - |
Adicionar restricdo L&

Referénda da célula: Restricdo:

[ oK ] I CancelarI:= dicionar I [ Ajuda |

h, Iint
Il:uin * T‘

Figura 43: Janela de adicdao de uma restrigao

Para cada restricdo, em “Referéncia da célula” introduzir a localizacdo da
célula onde se encontra a férmula relativa ao lado esquerdo da restricdo (definida
no 12 Passo), em “Restri¢do”, a localizacdo da célula com o valor do lado direito da
restricdo. No menu do meio, selecciona-se o sinal da restricdo em causa (<, = ou
=). Note-se que é neste menu que se pode declarar se as varidveis sdo inteiras ou
binarias (quando o modelo o exige). Guardar os dados referentes a cada restricdo
pressionando “Adicionar” e terminar a introducdo de todas as restricdes
pressionando “OK”. Neste ponto, obtém-se a janela, apresentada na Figura 44, com

toda a informacdao do modelo.

r -y
Pardmetros do Solver w
Celula de destino: G5 @Qﬂ | Solugionar
Iouala: @ Méxi “) Minima (7 0
guala: (@ Méximo ") Minima () Valor de IW

Por alteracdo das células:

§AS5:5B55 £ Estimar

Sujeito as restricbes: | Cpces
SASD:8B55 = inteiro
SFE13 <= 55513

= | Adicionar

§F§14 <= SG514
|E{'E|:lort..|do
: —

| Ajuda |

-

Figura 44: Resultado da introdugdo dos parametros do Solver relativos as restricoes
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42 Passo — Verificar os parametros da resolucdo de problemas na caixa de
didlogo de “Opg¢oes”. Nesta caixa, é possivel configurar, ndo so varios parametros
da resolucdao de problemas, mas também guardar modelos distintos para uma
mesma folha de calculo. Neste caso, verificar se as opcoes “Assumir modelo linear”

e “Assumir ndo-negativos” estdo seleccionadas.

[ Opgdes do Solver lﬁ1
Tempo maximo: 00 segundos [ (04 ]
Iteraccies: 100 | [ Cancelar |
PredsSo: '0,000001 ' | carregar modelo... |
Toleranda: ] %o [ Guardar modelo. .. |
Convergéndar i) ,DUIII-l : l Ajuda |

|| Assumir modela linear ™| vtilizar escala automatica

: ] Mostrar os resultados de iteracio
Estimativas Derivadas Procura

@ Tangendiais 1@ Posteriores @) Mewton
(7 Quadraticas 7 Centrais (71 Conjugada

Figura 45: Janela “Opgoes do Solver”

52 pgsso — Solucionar o problema, premindo o botdo “Solucionar”. Se nem o
modelo nem as definicdes na folha de cdlculo apresentarem erros, surge a caixa da
Figura 46. E muito importante ler a mensagem que surge no cimo da janela. Neste
caso, informa que o Solver encontrou uma solucdo éptima que se pode analisar na

folha de calculo onde foi inicialmente introduzido o modelo (ver Figura 47).

Resultados do Solver ﬁ

1 Solver encontrou uma solugdo. Todas as restrigbes e
condicies de optimizacio foram satisfeitas. Relatarios

.
Sensibilidade
Limites

1@ Aceitar a solucio do Solver

71 Repar valores originais

[ QK ] [ Cancelar ] [ Guardar cenario.. | [ Ajuda

Figura 46: Janela “Resultados do Solver”
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O Solver pode, ainda, gerar relatdrios que analisam a solucdo encontrada:
“Resposta”, “Sensibilidade” e “Limites”. Cada relatério é criado numa nova folha
de calculo do mesmo livro, com o respectivo nome. Note-se que, para este
problema, so é gerado automaticamente o relatério de respostas, como se verifica
na Figura 47, ndao sendo gerado nenhum dos outros dois relatorios possiveis: de
sensibilidade® e de limites®. Embora estes dois tipos de relatérios surjam na lista,
ndo sdo gerados por ndo fazerem sentido em problemas de Programacdo Linear
Inteira. O relatdrio de respostas gerado para este problema pode-se observar na
Figura 48. Neste relatério, a solucdo 6ptima é apresentada de forma detalhada e a

sua leitura permite a interpretagao seguinte:

- 0 valor éptimo da fungao objectivo em “Célula de destino”; neste caso, o

valor é 21 000, logo o lucro maximo é de 21 000 euros, por dia;

- 0s valores éptimos das varidveis de decisao em “Células ajustaveis”; o valor
de x é 20 e de y é 30, logo a producdo Optima corresponde a producdo de 20

banheiras redondas e 30 banheiras rectangulares;

- 0 estado de cada restricdo na solugdo Optima em “Restrigbes”. As
conclusdes seguintes resultam de analise da informacgdo sobre a distancia a que, na
solugdo Optima, se esta do limite da restricdo. Neste caso, para a primeira restricao
pode-se ler: “Valor da célula” = 90, “Estado”= Arquivar e “Tolerancia”=0; entao, sdo
utilizadas as 90 horas disponiveis no fabrico, o que da uma folga nula em relagdo a
guantidade disponivel, o que significa que esta restricdo esta arquivada ou, melhor,
activa®, isto é, o vértice correspondente 3 solucio dptima encontra-se sobre esta
restricdo. O mesmo se pode concluir sobre a restricdo respeitante ao tempo

dispensado no acabamento.

2 0 relatério de sensibilidade fornece informacgdes sobre a sensibilidade da solugdo relativamente a
pequenas alteragdes.

* O relatério de limites lista a célula de destino e as células ajustaveis com os respectivos valores,
limites inferior e superior e valores alvo.

*Uma restricdo de um problema de PL diz-se activa para uma dada solugdo éptima, quando define o
ponto 6ptimo. Num problema de duas varidveis de decisdo, corresponde a uma restrigdo que passa
pelo ponto que representa a solugdo optima.
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N I & 9 | = Utilizagdo do Solverxds [Modo de Campaﬂb_iida_r_ff] - Microso...

15

I+ 4-+ MI Rebtdrio de respostas 1 | Folhal “Folha2 =
Pronto |

Base Inserir Esquema de Pagina Formulas Dados Rever Ver @) — o X
G9 (a fe | =A9*A5+B9*BS ¥
i MODELO Wl
2 |
3 EVariaiveis de decisdo
4 X Y
5 Jpo 30
6 L
7 Coeficientes da fungdo objectivo
| ¥ Funcao ohjectivo
600 300 | 21000 |
10|
11 iCoeficientes das restrigbes
12 | X v Lado esquerdo  Lado direito
13 liTempudispensado nofabrico 3 1 90 a0
14 |Tempo dispensado no acabamento 1 2 80 20

Figura 47: Apresentagao da solugdo 6ptima do modelo

S
EEE— e

@ s __Uﬁti}agér:, I oot T I B
= Base Inserir Esquema de Pagina Farmulas Dados Rever Ver @ - T X
Al + (> Je I Microsoft Excel 12.0 Relatdrio de respostas ¥
IFlal B | € g D g E F | & z
i_b:cmsoft Excel 12.0 Relatdrio de respostas
2 Folha de cdlculo: [Utilizacdo do Solver.xlsx]Folhal
_3 Relatério gerado: 09-08-2008 20:35:26
4|
5
1 _5 _zCéIuIa de destino (Max)
7 Célula Nome Valor original ~ Valor final
|8 $6%9 Fungioobjectivo 0 21000
g |
| é“. =
11 |Células ajustaveis
12' Célula Nome Valor original ~ Valor final
13| S5A55 x a 20
14| dss y 0 30
15|
I| 17 Restrigées
E{ Célula MNome Valor da célula Formula Estado Tolerdncia
19| 8F513 Tempo dispensado no fabrico Lado esquerdo 90 SF513<=5G513 Arquivar 0
E) SF514 Tempo dispensado no acabamento Lado esquerdo B0 SF514<=5G514 Arquivar 0
! 21| SASS x 20 SASS=inteiro  Arquivar 0 .
| 22 SBS5 vy 30 SBS5=inteiro  Arquivar ] [
|44 ¥ ¥| Relatério de respostas 1 - Folhal  Folhaz . Folhas . ¢3 20/ ML
Pronta |

Figura 48: Relatdrio de respostas gerado pelo Solver
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A resolucdo deste problema através do Solver confirma, naturalmente, o valor
da solucdo obtida pela resolucdo grafica anterior e a sua interpretacdo. Porém, no
caso de problemas com um numero de varidveis de decisdo superior a dois, como é
o caso do seguinte problema de Programacdo Linear Inteira, a resolugdo grafica ndo
é possivel. Neste caso, a utilizagdo desta ferramenta apresenta-se de grande

utilidade.

Problema 3.7 [IOPL99]:A Universal é uma companhia mineira que explora trés
minas de cobre. O cobre retirado de cada mina é separado seqgundo a sua qualidade
(alta, baixa). No quadro seguinte sdo indicadas as capacidades didrias de produgdo

de cada uma das minas, e o seu custo de funcionamento didrio.

CGZ(;C’CZZZE ngna Cobre de alta Cobre de baixa ;;;Ljvsg:)g;inn:ndtz
p .g qualidade qualidade .
(ton./dia) (u.m./dia)
Mina | 4 4 20
Mina Il 6 4 22
Mina Il 1 6 18

A Universal comprometeu-se a fornecer 54 toneladas de cobre de alta
qualidade e 65 toneladas de cobre de baixa qualidade nos proximos sete dias. O
acordo laboral em vigor impbe que os empregados em qualquer das minas recebam
o saldrio integral por cada dia em que a mina esteja a operar. Determine o numero
de dias que cada mina deve operar durante os proximos sete dias, de modo a que a

Universal cumpra os seus compromissos, com um custo minimo.

Para este problema, identificam-se trés varidveis de decisao:

x — “numero de dias que mina | vai operar”,

y — “numero de dias que mina Il vai operar”,

w — “numero de dias que mina Il vai operar”.

O objectivo é determinar o numero de dias que cada mina deve operar num

periodo de sete dias de modo que o custo total de exploragdao seja minimo:
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z — “custo total de exploracéo, em u.m.”

z=20x+22y + 18w

Identificam-se cinco restricbes funcionais, as duas primeira relativas aos
compromissos assumidos com o fornecimento de cobre de alta e baixa qualidade e
as restantes relativas ao numero maximo de dias que cada mina pode operar. O

problema enunciado pode, entdo, ser formulado do seguinte modo:

minz= 20x + 22y + 18z
s.a: 4 + 6y + z 2 54
4 + 6y + z 2 65
X < 7
y < 7
z <7
X, ¥, 220 e inteiros

12 e 22 Passos: Criagao da folha de calculo com a informagao do modelo e

atribuicdo as variaveis de decisdo, de valores iniciais, por exemplo x =0, y = 0 e

z=0.
D — ]
—‘J/ Base Inserir Esquema de Pagina Farmulas Dados Rever Ver "',_.'J - T X
AL - £ ¥
Aa 8 [ c | o | & [ & | 6 [ H 3
1| ! MODELO
2
3 |Varidveis de decisdo
4 X ¥ z
5 2 7 5
6
7 |Coeficientes da fungdo objectivo Fungdio objectivo |
8| x y 2 i
9 |20 22 18
10 |
11 |Coeficientes das restrigbes
12 X y z Lado esquerdo Lado direito
13 Cobre de alta qualidade 4 6 1 =D13*SASS+E13*SBSS+F13*5C55 |54
14 | Cobre de baiza qualidade 4 4 6 =D14*SASS+E14*SBS5+F14*5C85 |65
15 :I\ﬁx.dadiasqnaamina[pndanpaﬁ: 1 0 (1] =D15*SASS+EIS*SBS5+F15%5CS5 |7
16 |Mix. d dias que 2 mina T pode operar 0 1 0 =D16*3AS5+E16*SBS5+F16%5C35 |7
17 Max de dizs que 2 mina Il pode operar | 0 o 1 =D17*SASS+EIT*SBSSHF1T*SCS5 |7
44 b ¥ Folhal , Folha2 - Foha3 0 & ol m
Pranto uﬁ & L%:i—g ()

Figura 49: Introducao dos dados do modelo de PL do Problema 3.7 na folha de cdiculo

32 Passo — No separador Dados - grupo Andlise, seleccionar a ferramenta Solver —
“Solucionador”, que abre a janela “Parametros do Solver”.
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Parametros do Solver

Célula de destino: Solugionar

Iguala: ) M&ximo @ Minimo (7) Valor de U
Por alteragdo das células:

| SAS5:SCE5 Estimar |
Sujeito as restrighes: ——
SAS5:5CE5 = inteiro P
§G513 »= §Hs513 [_

A Alterar |
86515 <= §HS15 Al

Sesty <= st [ emina |
§G517 <= §H517 - Eliminar

Fechar

P

l

Ajuda

Figura 50: Introdugao dos parametros do Problema 3.7

42 pPagsso — Verificar os parametros da resolucdo de problemas na caixa de didlogo

de “Opgoes”.

Opgdes do Solver ﬁ

Tempo maximo: m | segundos m
Iteraccoes: iUD .
Precisdo: D,UDUDUl | Carregar modela...

Toleranda: 5 %

Convergénca: |0,0001 Ajuda
|¥] assumir modelo linear || Utilizar escala automatica
[¥] Azsumir ndo-negativos [7] Mostrar os resultados de iteracio
Estmativas Derivadas Procura
(@ Tangendiais (@ Posteriores @ Newton
) Quadraticas | Centrais ") Conjugada
i E

Figura 51: Verificagdo dos parametros de resolugao do Solver

52 Passo — Solucionar o problema, premindo o botdo “Solucionar”.

Resultados do Sclver ﬁ

0 Solver encontrou uma solucdo. Todas as restricies e
condictes de optimizacdo foram satisfeitas. Relatarios

Resposta I8

Sensibilidade

@ Aceitar a solucdo do Solver h
- ca Lirmites

{1 Repar valores originais

[ (o4 ] [ Cancelar ] [ Guardar cenaria. .. ] [ Ajuda ]

Figura 52: Mensagem do resultado da resolu¢ao do Problema 3.7
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E encontrada uma soluc¢do dptima como se pode observar na folha de célculo

onde foi inicialmente introduzido o modelo:

._pmb%_' ¢ = Microsoft E"w @@g
-—/J Base Inserir Esquema de Pagina Farmulas Dadaos Rever Ver '@;‘ - T X
H8 - f« | =n9*As+B9*BS+CI*CS ¥
A | B ] c | D E F_] G _ H _ E
1 MODELO
2 1
3 Varidveis de decisdo
4 x ¥ z
5 2 7 5
E 1
7 |Coeficientes da funcio objectiva Funcdo objectiva. |
8| y z I 284 _| 3
9 20 22 18
10/
11 | Coeficientes das restrigties
12| X ¥ z ladoesguerdo Ladodireito
13 Cobre de alta qualidade 4 6 1
14 Cobre de baina qualidade 4 a4 B
15 |Max. de dias que a mina I pode oparar 1 0 ]
16 | Mix. de dias que 2 mina 1T pods operar 0 1 0
17 |Max. de dias que a mina IIT pode operar (1] o 1
W 4 » M| Relatério de respostas 1 | Folhal .~ Fohaz [ [l
Pronto Uﬁ 31/

Figura 53: Apresentacgdo da solugdo 6ptima do Problema 3.7
O relatdrio de respostas caracteriza detalhadamente a solucdo 6ptima:

- valor éptimo da fung¢do objectivo: o custo minimo total de exploracao é 284

u.m.;

- valores dptimos das variaveis de decisdo: x=2,y=7ez=5. Aminal opera 2

dias, a mina ll, 7 dias e a mina lll, 5 dias;

- estado de cada restricdo na solucdo éptima: para a primeira restricdo (cobre
de alta qualidade) pode-se ler: “Valor da célula” = 55, “Estado” = Ndo Arquivar e
“Tolerancia” = 1; o que significa que é produzida mais uma tonelada de cobre de
alta qualidade, além das 54 toneladas assumidas. O mesmo se pode concluir sobre a
segunda restricdo (cobre de baixa qualidade). Em relacdo ao nimero de dias que
cada mina pode operar, a mina | opera apenas 2 dos 7 dias, o que implica estar
parada 5 dias; a mina Il vai operar os 7 dias; e a mina trés opera 5 dos 7 dias,

estando inactiva 2 dias.
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[ _dﬂ\;iﬂ 2557 prob.xlsx - Microsoft Excel [E=NEETH s
__\.'i Base Inserir Esgquema de Pagina Férmulas Dadaos Rever Ver @ - = x
Al - I I | Microsoft Excel 12.0 Relatdrio de respostas ¥
A B c D E F G !E
1 _ﬁcrosuﬂ: Excel 12.0 Relatorio de respostas
2 Folha de cédlculo: [prob.xlsx]Folhal
3 |Relatdrio gerado: 09-08-2008 21:39:40
a
5
6 |Célula de destino (Min)
7 Célula Nome Valor original Valor final
8 SH328 z Funglo objectivo 284 284
9
10
11 |Células ajustaveis
;L Ccélula Nome Valor original Valor final
13 SASS X 2 2 =
14| S$BSS vy 7 7
15| SCS5 z 5
16
17
18 Restrices
19 Célula Nome Valor da célula Farmula Estado Tolerdncia
20 53513 Cobre de alta qualidade Lado esquerdo 55 $5513>=5H513 Mo arguivar 1
21 5G514 Cobre de baixa qualidade Lado esquerdo 66 5G514>=5H514 Nio arguivar 1
22 SGS15 Max. de dias que a mina | pode operar Lado esquerdo 2 $G515<=5HS15 Mio arguivar 5
23 $GS16 Maéx. de dias que a mina |l pode operar Lado esquerdo 7 3GS16<=SHS16 Arguivar 0
24 5G517 Max. de dias que a mina |ll pode operar Lado esquerdo 5 $G517<=5H517 Mo arguivar 2
25 SASS X 2 SASS5=inteiro  Arguivar 0
26 SB35 vy 7 $BSS=inteiro  Arguivar (s}
27 SCS5 2z 5 5CS5=inteiro  Arguivar 0
W 4 ¥| Relatério de respostas 1~ Folhal | Folhaz | Folhad . 0 0 m | I
Pranta B 0 o

Figura 54: Relatdrio de respostas do Problema 3.7 gerado pelo Solver

A resolugao do problema anterior comprova a facilidade com que o Solver
determina a solucdo optima de problemas de Programacdo Linear Inteira, mesmo

guando os problemas implicam mais de duas variaveis.

Este suplemento do Excel quando utilizado para a resolucao de problemas de
Programacao Linear Continua gera para além do relatdrio de respostas, o relatério
de sensibilidade que contém anota¢Ges suplementares sobre a variacdo das

constantes do problema, como se exemplifica a seguir.

Problema 3.8 [MBO06]: Uma mercearia encomendou a um pasteleiro dois tipos de
bolos para vender na quadra de Natal. Cada quilograma de bolo do tipo A dd um
lucro de 5 euros e cada quilograma de bolo do tipo B dd um lucro de 7 euros.
Relativamente aos produtos necessdrios a confeccdo dos bolos, o pasteleiro so tem
limitacdes em dois: dispbe apenas de 10 kg de acucar e de 6 kg de farinha. Sabe-se
que cada quilograma de bolo do tipo A leva 0,4 kg de agtcar e 0,2 kg de farinha e
que cada quilograma de bolo do tipo B leva 0,2 kg de acucar e 0,3 kg de farinha.
Quantos quilogramas de bolo do tipo A e quantos quilogramas de bolo do tipo B,

deve o pasteleiro fabricar para ter o maior lucro possivel?
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De acordo com o enunciado deste problema, identificam-se as seguintes

variaveis de decisdo:
x — “quantidade, em kg, de bolo do tipo A”
y —“quantidade, em kg, de bolo do tipo B”

O objectivo é determinar a quantidade de bolo do tipo A e B que o pasteleiro

deve fabricar para que o lucro seja maximo. Logo a fungdo objectivo sera:
z — “Lucro obtido no fabrico dos bolos do tipo A e B, em euros”
z=5x+7y

As duas restricoes funcionais dizem respeito a quantidade de farinha e de

acucar utilizada na confec¢ao dos bolos, respectivamente. A formulagdo do

problema é a seguinte:

Max.z= 5x + 7y

s.a: 0,4x + 0,2y < 10
0,2x + 0,3y < 6
x,y20

12 e 22 Passos: Criagao da folha de calculo com a informagao do modelo e

atribuicdo as variaveis de decisao, de valores iniciais, por exemplox=0ey = 0.

32 Passo — No separador Dados - grupo Analise, seleccionar a ferramenta Solver —

“Solucionador”, que abre a janela “Parametros do Solver”.

42 pgsso — Verificar os parametros da resolucdo de problemas na caixa de didlogo

de “Opg¢oes”.

52 passo — Solucionar o problema, premindo o botdo “Solucionar”.
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u Base Inserir Esquema de Pagina Farmulas Dados Rever Ver @ - =2 X |
Al - £ | |
Plasal 8 | ¢ | B | E | F | G '
1 MODELO
2 | I
2 | Varidveis de decisdo "
4 ¥
50 0
6 | =
7 |Coeficientes da funcdo objectivo J
8| x ¥ Fungdo objectivo
95 7 =$ASI*SASS+SBIIIBSS
10
11 ;Coeficientes das restricbes
17| X ¥ Lado esquerdo Lado direito
13  Ousntidade de Acucar (k) 0,4 0,2 =D13*SASS+EI3*SBSS 10
14 quantidade de Farinha fke) 0,2 0,3 =D14*SASS+EI4*SBSS 6
15
1« « » +i| Folhal -~ Folha2 , Foha3 _ #J &

| Pronto |

-

Parémetros do Solver

Célula de destino: .@

Iguala: @ M&ximo () Mimimo () Valorde |0 ’
Por alteracdo das células:
|$AS5:5885 (= Estimar
Sujeito as restricies: Opciies
§F513 <= 8G513 A Adicionar
EF514 <= 5G514 e
Repor tudo
-| () Ajuda

Figura 56: Introducao dos parametros do Problema 3.8 do Solver

r = 5 |
Opgdes do Solver S |
Tempo méximo: | 100 : segundos [ oK

Tteracches: |00 ( Cancelar |
Precisdo: |0,000001 [ carregar modelo. .. |
Tolerandia: s | % [ Guardar modelo... |
Convergénga:  |0,0001 [ Ajuda ]

[¥| Assumir modelo inear [ | Utilizar escala automatica

[FAssumir nao-negativos: |~ | Mostrar os resultadas de iteraco

Estimativas Derivadas Procura
@ Tangendais @ Posteriores @ Mewton
(71 Quadraticas 73 Centrais (71 Conjugada

"

Figura 57: Verificacdo dos parametros de resolugdo do Solver
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F b
Resultados do Sclver lﬂ

0 Solver encontrou uma solugdo, Todas as restricoes e
condicies de optimizacao foram satisfeitas. Relatdrios

1@ Aceitar a solucio do Solver

7 Repor valores originais

[ 0K ] [ Cancelar ] | Guardar cendrio, .. ] [ Ajuda J

Figura 58: Mensagem do resultado da resolu¢do do Problema 3.8

O Solver determina uma solugdo éptima como se pode observar na folha de

calculo onde foi inicialmente introduzido o modelo:

.'E':l\' = & problinearcontxst - Microsoft Excel =| &
—di/ Base Inserir Esquema de Pagina Formulas Dados Rever Ver @ - ™ X
63 - fe | =5A3375AS5+383975B35 Y
A | B | €& | D S T I
1| MODELO
2 4
3 | Varidveis de decisdio
4] X i
5| 225 5
6 | =
7 |Coeficientes da funcdo objectivo
8 | X ¥ Funcdo objectivo
) E 7 | 147,5 _|
10
11 |Coeficientes das restricbes
12| X ¥ Lado esquerdo  Lado direito
13 ‘Quantidade de Acucar [kg) 04 0,2 10 10
14 |Quantidade de Farinha [kg) 0,2 0,3 & 6
15
W 4 b W[ Relatorio de respostas 1, Relatorio de senshiidade 1 | Folhal . {IHI[ Il
Pronto uﬁ ]

Figura 59: Apresentac¢ao da solugdo 6ptima do modelo

Como este problema é um problema de PL Continua, o Solver gera, para além
do relatdrio de respostas, o relatério de sensibilidade que contém anotagGes

suplementares sobre a variacdo das constantes do problema.

O relatdrio de respostas fornece as informacgGes seguintes de acordo com a

caracterizacdo detalhada dada sobre a solucdo optima:

- 0 valor éptimo da funcdo objectivo correspondente ao lucro maximo é de

157,5 euros;
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- os valores Optimos das varidveis de decisdo sdo: x = 22,5 e y = 5, isto &,

fabricam-se 22,5 kg de bolo do tipo A e 5 kg de bolo do tipo B;

- em relagdo &s restricGes pode-se verificar que sdo utilizados os 10 kg de
Acucar e 6 kg de farinha no fabrico dos bolos, o que da uma folga nula em relacao a

quantidade disponivel.

E;! \ l_g—__\ = , problinearcont.dsx - Microsoft Excel = | B |t S
—'3/) Base Inserir Esquema de Pagina Farmulas Dados Rever Ver Y_'J - 7 X
Al hdl I | Microsoft Excel 12.0 Relatdrio de respostas ¥
Al B C D z F G 5
1 @cmsoft Excel 12.0 Relatdrio de respostas
2 |Folha de cdlculo: [problinearcont.xlsx]Folhal
3 |Relatorio gerado: 11-08-2008 20:09:00
i 4 I
Ml 5
6 |Célula de destino [Max)
7 Célula Nome Valor original  Valor final
B 8G9 Funcdo objectivo [i] 147,5
g ==
10 1
11 |Células ajustaveis
12| cCélula Nome Valor original ~ Valor final
13 SASS X 0 22,5
4| $BSS y 5
15
16
17 RestrigGes
18 Célula Nome Valor da célula Férmula Estado Tolerdncia
19 | 5F513 Quantidade de Agucar (kg) Lado esquerdo 10 SF513<=5G513 Arquivar 1]
20 SFS14 Quantidade de Farinha (kg) Lado esquerdo 6 SF514<=53514 Arquivar [}
4 4 ¥ Relatério da respostas 1 .~ Refatdrio de sensbiidade 1 [/ [l I
Pronto |J@ 5] E‘Lm (=
L

Figura 60: Relatdrio de respostas gerado pelo Solver

O outro relatdrio gerado é o de sensibilidade. Permite efectuar uma critica ao
modelo tendo em conta possiveis alteracdes que possam afectar o resultado pois
informa como podem variar os coeficientes da funcdo objectivo e os lados direitos
das restricoes, sem que a solucdo Optima sofra alteragGes substanciais. Na tabela
“Células ajustaveis”, é apresentada a analise de sensibilidade aos coeficientes da
funcdo objectivo, sendo de interesse a interpretacdo dos valores que constam nas
colunas “Permissivel aumentar” e “Permissivel diminuir”: indicam a variacdo dos
valores dos coeficientes da funcdo objectivo permitida sem que haja alteracdo da
solugdo éptima. A consequéncia da alteracdo desses coeficientes para valores fora
do intervalo determinado implica a mudanga da estrutura da solugao éptima. No

relatdrio gerado para este problema, em relacdo a varidvel x o coeficiente (lucro de
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um quilograma de bolo do tipo A) se aumentar 9 euros ou diminuir 1/3 euros, a
solugdo déptima continuara a incluir a confeccdo de bolos deste tipo, ou, este
coeficiente pode variar entre 5 — 1/3=14/3 euros e 5+9= 14 euros. Em relacdo a
varidvel y o coeficiente (lucro de um quiilograma de bolo do tipo B) se aumentar 0,5
euros ou diminuir 4,5 euros, a solucdo dptima continuara a incluir a confeccao de
bolos deste tipo, ou, este coeficiente pode variar entre 7 - 4,5 = 2,5 euros e

7+0,5=7,5euros.

ﬁ'l'?;' \Ei_ 5 — -.;.]roi}ﬁnearcont.xlsx_— Microsoft Bxcel |E|Elﬂ
[ -—ﬁj Base Inserir Esquema de Pagina Formulas Dados Rever Ver '-!Eé" - T X
Al b I | Microsoft Excel 12.0 Relatdrio de sensibilidade ¥

Al B c D E F G H i

1 @crosoft Excel 12.0 Relatdrio de sensibilidade
2 |Folha de calculo: [problinearcont.xlsx]Folhal
3 |Relatorio gerado: 11-08-2008 20:09:00

4

5

6 |Células ajustaveis

7 Final Reduzido Objectivo Permissivel Permissivel |=
8 Célula Nome Valor Custo Coéficiente Aumentar  Diminuir

9 SAS5 X 22,5 4] 5 9 0,333333333

10| S$BSS vy 5 0 7 0,5 4,5

12 Restricties

13 Final Sombra Restricio Permissivel Permissivel
14 Célula Nome Valor Preco Ladodireito Aumentar  Diminuir
15 5F513 Quantidade de Agucar (kg) Lado esquerdo 10 1,25 10

16 SF514 Quantidade de Farinha (kg) Lado esquerdo & 22,5

W A
4 4+ M| | Relatério de sensibilidade 1 ~Fohal Foha2  Foha3 (1l
Pronto [

Figura 61: Relatdrio de sensibilidade gerado pelo Solver

Na tabela “Restrigbes" pode analisar-se o resultado do estudo de
sensibilidade dos valores do lado direito das restricdes. A consequéncia da alteracao
para valores diferentes dos permitidos é a obtencdo de uma regido admissivel
diferente e uma possivel mudanca de solugdo dptima. Os valores dados nas colunas
“Permissivel Aumentar” e “Permissivel Diminuir” s3o os valores que se podem
somar e subtrair ao valor inicial, coluna “Restri¢ao Lado direito”, sem que a solucdo
O6ptima mude. O “Pre¢o Sombra” informa qual a variacdo no lucro por cada unidade
de recurso (quantidade de agucar e quantidade farinha) que se possa adquirir
adicionalmente. Neste caso, por cada quilograma de aglcar que se possa passar a

dispor, além dos 10 kg actuais, o lucro aumenta 1,25 euros e por cada kg de farinha
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o lucro aumenta 22,5 euros. Portanto, se for possivel adquirir recursos em

quantidades extra, € mais rentavel a aquisicdo de farinha!

Problemas 3.9 [PT06]: Na loja do Sr. Nicolau estdo armazenados sacos de batata e
de cebola. Para poder atender as solicitagdes, o Sr. Nicolau tem de ter em armazém
no minimo 100 sacos de cebola e 200 de batata. Sabe-se que a loja tem capacidade
para armazenar 2000 sacos e que hd mais sacos de batata do que sacos de cebola.
Por razées de ordem comercial, deve haver em stock pelo menos 500 sacos. O custo
de armazenagem de um saco de cebola é de 0,10 € e de um saco de batata é de 0,15
€. Quantos sacos de batata e de cebola devem ser armazenados para que a despesa

com a armazenagem seja minima?

Identificam-se as duas variaveis de decisdo:

x — “quantidade de sacos de batata”

y —“ quantidade de sacos de cebola”

O objectivo é determinar numero de sacos de batatas e de cebola que devem

ser armazenadas com custo de armazenagem minimo:

z — “custo total de armazenagem, em euros”

z=0,15x+0,1y

As restrigdes funcionais:

7

“..tem de ter em armazém no minimo 100 sacos de cebola e 200 de batata.

y=2100 e x2=200

“..deve haver em stock pelo menos 500 sacos.”

x+y=2500

“..a loja tem capacidade para armazenar 2000 sacos...”

X +y <2000
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“...hd mais sacos de batata do que sacos de cebola.”

x2y+1

A formulagdo do problema, tendo em conta que as varidveis devem assumir

valores inteiros, é a seguinte:

Min.z= 0,15x+ 0,1y
s.a: X > 200
y 2 100
X +y 2 500
X +y < 2000
X -y 2 1
x, y 20 e inteiro

Na figura seguinte, ilustra-se a aplicacdo do método grafico a determinacdo da

solucdo 6ptima do problema relaxado.

Figura 62: Representacao gréafica da regido admissl da familia de rectas da fungéo
objectivo e identificacdo do ponto 6ptimo do problea 3.9

O ponto éptimo corresponde ao ponto de intersec¢do das rectas “x—y=1"e “x+y
= 500”, de coordenadas (250,5 ; 249,5). Dado que os valores dptimos ndo sdo
inteiros, a solugdo ndo faz sentido para o problema original, sendo necessario

determinar, na regido de admissibilidade, a solucdo optima inteira. Como
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facilmente se observa, graficamente ndo é possivel determinar o valor exacto da

solugdo dptima inteira: armazenamento de 251 sacos de batatas e 249 sacos de

cebolas, dada a dificuldade de representar as solu¢des admissiveis inteiras na

vizinhanga da solugdo o6ptima ndo inteira. Esta solugdo sé é passivel de ser

encontrada se o problema foi resolvido, recorrendo ao comando Solver do

Microsoft Excel, como ilustrado nas Figuras 63 a 66.

Base Inserir Esquema de Pagina Farmulas Dados Rever WVer '@J - O X
Al - 5| 2
s B € | D E =
1 | .I MODELO
2 4
3 | Variaveis de decisdo
4 | X ¥
50 0
s
|| 7 Coeficientes da fungio objectivo Fungdo objectivo
8| X ¥ =5A$9°$A35+5B597$BS5 |
9 10,15 0,1
10
1 :Coeficientes das restrigbes
12 | X ¥ Lado esquerdo Lado direito
131 0 =AI3*SAS5+B13*3BSS 200
14 |0 1 =A14*SAS5+B1475B55 100
1511 1 =AI5*SASSHB1S*SBSS 500
16 1 1 =A16*5A55+B16*5BS5 2000
171 -1 =A17*SAS5+B17+3BSS 1
[« v Folhal “Foha? ~Foha3 73 A 0|
| Pronto | !

-

Fardmetros do Solver

Sujeito s restricoes:

Célula de destino: 5]
Iguala: (7 Maximo @ Minimo () Valor de
Por alteracao das células:

5AS5:$8S5 =

SASS1ERES = inteiro
SC513 »= 80513
SC514 == 5DE14
8C515 == 8D515
sCs516 <= 50816
SCE17 »=gDE17

Figura 64: Introdugao dos parametros do Problema 3.9 do Solver
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Opcoes do Solver

Tempo maximo: '._10[1 | segundos

Iteraccoes: .‘JJZIIII Cancelar |
Preds3o: EI!ZI;IIIUUDEII Carregar modelo, ., I
Tolerandia: 5 | o
Convergénda: 0,001 Aiuda

Iif

[7] Assumir modelo linear

[T] Utilizar escala automatica

[¥]:Assumir no-negativos: [~| Mostrar os resitados de iteracdo | |
Estimativas Derivadas Procura
1@ Tangendais (@ Posteriores (@ Mewton {

(71 Quadraticas {71 Centrais () Conjugada

o4

Figura 65: Verificagdo dos parametros de resolugao do Solver

-

{:'f?n |_ (- ) - )i Prob.xlsx - Microsoft Excel = B
. Base | Inserir | Esquema de Pagina | Farmulas | Dados | Rever | Ver .'@ - 02X
ES vi Fe | =$A39*3A35+5B59°3BSS ¥
Al Bl c D | E i
L | MODELO
2 4
3 | Varidveis de deciséo
4 X ¥
5| m 243
ﬁ !
7 |Coeficientes da funcdo objectivo Funcdo objectivo
. x y | 62,55 1=
9 | 015 01
10
11 ;Coeficientes das restrigbes
12| X ¥ Lado esquerdo  Lado direito
12 1. o 251 200
B 0 1 249 100
15 | 1 1
16 | 1 1
17 1. -1

BT = SRR S LR
-4+ M| Folhal - Folha2
Pronta |

Figura 66: Apresentacgdo da solugdo 6ptima do Problema 3.9

Em modelos com este tipo de problema, a utilizagdo de ferramentas como o

comando Solver do Microsoft Excel deve ser fomentada pois é a Unica maneira do

aluno conseguir determinar a sua solugao éptima.

109



O Ensino da Programacdo Linear

3.3.4 P6s-Optimizacao: Adicao de Novas Restrigoes

Nos objectivos especificos do ensino da Programagao Linear [ME98], consta
“(...)a andlise do impacto, em problemas reais, da adi¢éo de novas restrigoes.”
Este objectivo enquadra-se na andlise de pds-optimizacdo onde é estudado o

impacto, na solugdo dptima, resultante de alteragdes no modelo inicial.

A adicao de uma nova restrigdo nado altera o gradiente da fungao objectivo,
mas pode restringir o conjunto das solucGes admissiveis do problema original, pelo
gue o novo valor dptimo da funcdo objectivo nunca poderd ser “melhor” que o
correspondente do problema original. Desta forma, o primeiro passo consiste em
verificar se a solugao éptima ja obtida satisfaz a nova restrigao: em caso afirmativo,
a solugdo permanece éptima para o novo problema e o processo termina; caso
contrario, é necessario determinar a nova solucdo dptima. A introducdo de uma

nova restrigdo, pode conduzir as seguintes situagdes:
- ndo alterar a regidao admissivel, mantendo a solugao 6ptima;
- alterar a regido de admissibilidade, ndo alterando a solucdo éptima;

- alterar a regido de admissibilidade e a solucdo dptima.

Para ilustrar a analise de pds-optimizagao, considere-se, no Problema 3.2., a
ocorréncia de diversas situacGes alternativas que implicam a ndo alteracdo da
solugdo dptima. Suponha-se que as alteracdes a estudar ndo terdao impacto no valor
do lucro unitario de cada banheira (o diferencial entre os novos custos e precos de

venda actualizados mantém-se).

12 Caso: Considere-se a necessidade de empacotar as banheiras produzidas.
Para cada banheira redonda sdo necessarias quatro horas e para cada banheira
rectangular cinco horas. Sabendo que a empresa tem, diariamente, 300 horas
disponiveis na sec¢cdo de empacotamento, a restricdo adicional sera:

4x + 5y < 300
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A solugdo 6ptima do problema inicial é x = 20 e y = 30. Substituindo-a na nova

restricdo, observa-se que a solugdo verifica a restricdo:

4 x20+5x30=230<300 (V)

A solucdo obtida permanece 6ptima, como se pode confirmar pela representacdo
grafica na Figura 67, em que se confirma a ndo alteracdo da regido admissivel.
Conclusdo: o lucro maximo didrio mantém-se, 210 centenas de euros,
correspondentes a producao diaria de 20 banheiras redondas e 30 rectangulares; os
recursos inicialmente disponiveis, 90 horas para fabrico e 80 horas para
acabamento, sdo completamente utilizados e das 300 horas disponiveis para o
empacotamento sdo utilizadas 230 horas (4 x 20 + 5 x 30 = 230 < 300), sobrando 70

horas.

(Max A

Figura 67: Determinacdo da solugdo optima apds adi¢do da restricdo 4x + 5y <
300 a formulagao inicial do problema 3.2

22 Caso: Para acompanhar as novas tendéncias do mercado, a empresa tem
em estudo a viabilidade da instalagao do sistema de hidromassagem em todas as

banheiras produzidas. Como ndo possui técnicos especializados para sua
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montagem, terd de contratar uma equipa externa que exige no minimo 120 horas
de contratacdo diaria. Para instalar o sistema sdo necessarias 3 horas em cada
banheira redonda e 4 horas em cada banheira rectangular. A restricdo adicional
respectiva é:

3x+4y 2120

Substituindo a solucdo 6ptima nesta restricdo, observa-se que a solucdo verifica a

restricao:

3x20+4x30=1802 120 (V)

A solucdo 6ptima manteve-se, mas a regido admissivel foi alterada, como se pode
comprovar através representacdo grafica na Figura 68. Conclusdo: a equipa de
instalacdo do sistema de hidromassagem tera de ser contratada por 180 horas (3 x

20 +4 x30=1802120).

Solugcdo optima

20+

Figura 68: Determinacgdo da solugao optima apds adi¢do da restrigcdo 3x + 4y > 120 a
formulacao inicial do problema 3.2
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32 Caso: A fabrica decidiu colocar uma base anti-derrapante nas banheiras.
Para colocar as bases sdo necessarios sete minutos para cada banheira redonda e
trés para cada banheira rectangular. Sabendo que a empresa tem, no maximo, 175

minutos disponiveis por dia para essa tarefa, a restricao adicional respectiva é:

7x+3y <175

Substituindo a solugcdo 6ptima nesta restricdo, observa-se que ndo verifica a

restricdo, deixando de ser admissivel para a nova regido de admissibilidade:

7x20+3x30=230>175

O passo seguinte sera determinar a nova solucdo dptima. Na Figura 69 apresenta-se
a respectiva resolucdo grafica: a nova solugdo 6ptima x = 10 e y = 35, corresponde

ao ponto de interseccdo das rectas associadas as restricbes x + 2y < 80 e

7x+3y<175.
A
y
20+
106
S0+
60
\O' Solugcdo optima
Max . 2
20
X
I . I . I I P
-20 20 \ 40 60 8 100 120
-2014 \

Figura 69: Determinacdo da solugdo optima apds adi¢do da restricdo 7x + 3y < 175

a formulagao inicial do problema 3.2
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O lucro total diminui (em relagdo a solugao dptima inicial) para 165 centenas de
euros (z=6 x 10 + 3 x 35 = 165), passando a ser produzidas 10 banheiras redondas e
35 banheiras rectangulares. Os tempos disponiveis para o acabamento e colocagao
das bases anti-derrapantes sdo completamente utilizados, mas dado que a
producdo de banheiras diminuiu, das 90 horas para o fabrico passam a sobrar 25

horas (3 x 10 + 35 =65 < 90).

42 Caso: Nova situacdo: colocacdo de pegas nas banheiras. Para aplicar este
acessoOrio, sao necessarios 6 minutos para cada banheira redonda e 3 para cada
banheira rectangular. No maximo, por dia, podem ser disponibilizados 120 minutos
para a execucdo deste servico. A restricdo adicional respectiva é:

6x +3y <120

Substituindo a solugdo éptima nesta restricao, constata-se que a solugao nao
verifica a nova restricdo, deixando de ser admissivel para a nova regido de

admissibilidade:
6x20+3x30=210>120

E necessério determinar a nova solugdo 6ptima. Da resolugdo gréfica, na
Figura 70, conclui-se que ndo existe apenas uma solucdo éptima: todos os pontos
de coordenadas inteiras que pertencem ao segmento de recta de extremos (20,0) e

(0,40) sao solucdo do novo problema.

O lucro maximo serd 120 centenas de euros, por dia (z=6 x 20 + 3 x 0 = 120).
O tempo disponivel para a fixacdo das pegas é completamente utilizado, mas,
relativamente aos restantes recursos disponiveis, a sua utilizacdo dependerd da
solugao 6ptima alternativa escolhida. Por exemplo, se for escolhida s6 a produgao
de 20 banheiras redondas, as 90 horas disponiveis para fabrico e as 80 horas
disponiveis para acabamento, ndo sao totalmente utilizadas: sobram 60 horas (3 x
20 + 0 = 60 < 90) na linha de fabrico e 60 horas (20 + 2x0 = 20 < 80) do tempo
disponivel para o acabamento. Mas, se for escolhida s6 a produgao de 40 banheiras

rectangulares, sé as 90 horas disponiveis para fabrico é que ndo serdo totalmente
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utilizadas: sobram 50 horas (3 x0 + 40 = 40 < 90); o tempo disponivel para

acabamento é completamente utilizado (0 + 2x40 = 80).

201

20+

Figura 70: Determinacdo da solug¢do dptima apds adicdo da restricdo 6x + 3y <120

a formulagdo inicial do problema 3.2

52 Caso: A administracdo da empresa pretende saber se é possivel produzir no
minimo 60 banheiras por dia, com os recursos que dispde. A restricao adicional
respectiva é:

X+y260

Substituindo a solucdo éptima nesta restricdo, observa-se que nao verifica a

restricdo, deixando de ser admissivel para a nova regido de admissibilidade:

1x20+1x30=50<60

Da resolugdo grafica, na Figura 71, conclui-se que ndo existe solugdo dptima
pois a intersec¢ao das restrigdes resulta num conjunto vazio. Conclusao, nao é
possivel produzir pelo menos 60 banheiras, por dia, com as 90 horas para fabrico e

80 horas para acabamento.
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Figura 71: Determinacgdo da solugdo 6ptima apds adi¢do da restricdao x +y = 60

a formulagdo inicial do problema 3.2
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CAPITULO 4

Conclusao

Nos programas definidos pelo Ministério da Educacdo para o ensino da
Programacao Linear nas disciplinas de Matematica A do 112 ano e Matematica B do
129 ano do Ensino Secunddrio sdo claramente definidos o objectivo primordial, os
objectivos especificos e a abordagem a seguir: “motivar os alunos para a
aprendizagem da Matemdtica, mostrando-lhes verdadeiros problemas reais nos
quais a Geometria que estGo a aprender é actualmente usada na industria, na
Economia, etc.”; como objectivos especificos “(...) a tradugdo Matemdtica das ideias
expressas em linguagem corrente; a representa¢do grdfica de sistemas de
inequacgdes lineares; a conexdo entre a solu¢do de um sistema de inequa¢des
lineares e um plano factivel de producdo; a ligagdo grdfica entre uma fungdo
objectivo e uma regido possivel do plano, de forma a obter a “melhor” solu¢do para
o problema; a interpretacGo da solugdo obtida para o problema; a andlise do
impacto, em problemas reais, da adicdo de novas restricées.” [ME98] e “(...) uma
abordagem geométrica para a solugdo de problemas de mdximos ou de minimos de
uma express@o linear com duas varidveis, sujeitas a um conjunto de restricées
também lineares. Consegue-se, ao mesmo tempo, uma concretizacdo (a custa de

enunciados apelativos e diferenciados) de técnicas algébricas de resolucéo.” [ME98].

Ao longo de todo o trabalho, pretendeu-se dar cobertura a totalidade dos
objectivos definidos. Em particular, enfatizaram-se os aspectos considerados de
maior importancia no ensino da Programacao Linear: a distingao entre a formulagao
e técnicas de resolucdo de problemas de programacdo linear restritos a valores

inteiros, a interpretacdo de resultados (cuja amplitude é directamente dependente
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do método e da tecnologia utilizada) e as diferencas e as vantagens decorrentes da

utilizacdo de calculadoras gréaficas e do comando Solver do Microsoft Excel.

No Capitulo 1, introduziu-se o tema “A Programacao Linear no Ensino
Secundario”. Referiram-se a abordagem e os objectivos especificos propostos pelo
Ministério da Educacdo e destacou-se a importancia da utilizacdo das TIC no seu

ensino.

No Capitulo 2, descreveu-se todo o processo e organizacdo que envolve o
ensino/aprendizagem da disciplina de Matemadtica: programas, recursos fisicos,

interdisciplinaridade com TIC e objectivos da aprendizagem da Programacao Linear.

No Capitulo 3, descreveu-se o método da Investigagdo Operacional e
trabalharam-se as diversas etapas desde a formulacdo, passando pela resolugdo,
até a pos-optimizacdo de problemas de Programacdo Linear. Apresentou-se a
estrutura geral do processo de formulacdo de problemas de Programacdo Linear
continua e Programagao Linear Inteira. A selec¢ao de problemas efectuada, para
ilustrar esta fase, aposta no desenvolvimento da capacidade de reconhecimento do
tipo de problema: a distingao entre os dois tipos de problemas é estabelecida pelas
restricdes de integralidade, que garantem que solucdo 6ptima seja composta por
valores inteiros. Introduziu-se o primeiro método de determinacdo da solugdo
Optima para problemas de Programacdo Linear com duas varidveis de decisdo
baseado na representacdo grafica da regido de admissibilidade. Como a
integralidade das varidveis de decisdo tem implicacdes ébvias no método utilizado
para a sua resolucdo, é apresentado um procedimento sistematizado de resolugdo
dos problemas inteiros que se baseia na resolucdo do problema relaxado. Os
métodos sdo ilustrados, recorrendo a apresentacdo de problemas com diferentes
cenarios: o conjunto das solugdes admissiveis é limitado e a solugdo éptima é unica,
o conjunto das solucdes admissiveis é limitado e existem solucbes Optimas
alternativas, o conjunto das solu¢des admissiveis é ilimitado e existe uma solugdo
Optima Unica, o conjunto das solugdes admissiveis é ilimitado e existem solugdes
Optimas alternativas, o conjunto das solu¢Ges admissiveis é ilimitado e o valor

optimo da fungdo objectivo é infinito (a solugdo dptima é ilimitada) e o conjunto das
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solugdes admissiveis é vazio e o problema é impossivel. Foi apresentada a resolucao
de alguns problemas de PL com recurso ao uso da calculadora gréfica e do
computador. Destacaram-se as especificidades de cada ferramenta e o uso que
pode ser feito dos resultados que se obtém. Mostrou-se como o uso da calculadora
grafica pode agilizar a resolucdo dos problemas de PL que envolvem duas varidveis
de decisdo, mas ndo dispensa o correcto conhecimento do procedimento da
determinagdo da solugdo Optima. llustraram-se as vantagens e limitagGes da
utilizagdo de duas calculadoras graficas na resolugdo dos problemas de
Programacao Linear continua e nos de Programacdo Linear Inteira: o modelo TI-84
Plus Silver Edition da calculadora Texas e o modelo fx-9860G SD da calculadora
Casio. As maquinas foram escolhidas por serem as mais utilizadas na Escola.
Apresentou-se ainda a outra das ferramentas exploradas neste trabalho: o
computador, através do suplemento Solver do Microsoft Excel, mostrando-se como
o Solver proporciona um ambiente rico para o ensino da PL - embora ndo possibilite
observar a evolucdo do processo de obtencdo da solugdo éptima, permite aos
alunos explorar os modelos por um processo flexivel, resolvendo com a mesma
facilidade problemas de Programacgdo Linear continua e de Programagdo Linear
Inteira; pode ser usado em diferentes problemas contendo varias varidveis de
decisdo e os relatérios gerados (distintos para cada tipo de problema) permitem a
analise completa dos resultados, incluindo a facil observacdo dos efeitos
provocados por alteracdes feitas as restricdes ou a funcdo objectivo. Destacou-se a
vantagem da sua utilizagdo em problemas em que ndo é facil determinar
graficamente a solugdo dptima inteira, apresentando um problema enquadrado na
Programacao Linear Inteira em que a solucdo do problema relaxado ndo é inteira e
a escala de representacdo da regido de admissibilidade impossibilita a
representacdo e identificacdo de todas as solucbes admissiveis inteiras e
consequentemente da solugdo dptima inteira. Ao longo deste capitulo, destacou-se
a importancia da interpretacdao econémica e analise critica dos resultados obtidos.
Em particular, foram analisadas as consequéncias, tanto na regido admissivel como

na solugdo éptima, da adi¢ao de novas restrigdes a formulagao inicial do problema.
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Conclusao

Atendendo a que este médulo é comum aos cursos de Ciéncias e
Tecnologias, Socioecondmicos e Profissionais que ddo seguimento a cursos
superiores como Engenharia, Economia, Gestdo, Matemadtica, etc., é importante
levar a cabo discussGes com o objectivo de rever a forma de como deve ser
leccionada a PL, com base nas praticas aqui relatadas, dado que o grande problema
a implementacdo no terreno da leccionacdo da Programacado Linear reside na falta
de preparacao cientifica dos docentes, ndo so porque é uma novidade programatica
mas também porque poderao mesmo desconhecer as matérias relacionadas com a
Investigacdo Operacional, onde se insere a Programacao Linear.

Neste trabalho, estdo presentes as principais estratégias para ultrapassar os
erros mais frequentes cometidos na resolucdo de exercicios de PL, podendo ser
uma contribuigao - apoio tutorial - para melhorar a competéncia dos docentes ao

nivel da PL e as suas aplicaces.

Sugere-se entdo a insercdao de um novo mddulo, no 122 ano, que trabalhasse
o paralelismo entre o método analitico e o0 método de Simplex, na resolucdo de
problemas de PL, com duas varidveis, e que introduzisse conceitos bdsicos de
Calculo Matricial necessarios ao ensino do método Simplex, que surgiria como mais-

valia na interpretacdo econdmica (mais detalhada e completa) das solucges.
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