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Introducao

Quando nos propomos fazer um trabalho o mais dificil € ter uma boa ideia que
conduza a um bom projecto.

O que sdo e para que servem as Equacdes de Diferencgas vai ser o objectivo
principal deste trabalho.

Vamos debrugar-nos, no primeiro capitulo, sobre alguns conceitos matematicos
basicos como sucessdo e relagdo de recorréncia, que sdo usados para estudar alguns
modelos matemdticos, tais como, as taxas de juro composto, 0 nimero de movimentos
da Torre de Handi, entre outros.

As relacdes de recorréncia sdo também chamadas equacdes de diferencas, que
podem ser resolvidas usando iteracdes. No entanto a finalidade deste estudo € dar-nos a
conhecer a possibilidade de outros métodos de resolucao.

As equagdes de diferencas sdo divididas em lineares e ndo lineares estudando-se
no capitulo dois as equagdes de diferencas lineares, homogéneas e ndo homogéneas. O
primeiro caso que iremos tratar possui um método de resolugdo sistemdtico, serd o das
equacdes de diferencas lineares com coeficientes constantes. Posteriormente sdo
fornecidos métodos de resolucdo para equacdes de diferencas de primeira, segunda e
enésima ordem.

Surge neste ponto uma dificuldade clara. Até esta fase do trabalho existia sempre
uma foérmula para a solugdo da equagdo de diferencas. Mas caso essa férmula ndo
exista, qual serd a estratégia de resolu¢do? Surge-nos no capitulo trés um método
grifico que, de alguma forma, nos soluciona esta dificuldade. Este método gréfico é
conhecido como Teia de Aranha e permite-nos saber através da andlise do grafico se as
solucdes encontradas, sdo ou nao estdveis.

O método gréfico, Teia de Aranha, é uma ferramenta importante no estudo das
equacdes de diferengas ndo lineares. Outro método grafico usado nas equagdes ndo
lineares € o método das fases, que embora ndo permita determinar a solu¢cdo da equagao,
permite determinar a natureza da sua trajectéria. Neste trabalho foi apenas estudada a

equacdo de diferencas logistica, no dominio das equagdes de diferengas nao lineares.



As equagdes de diferencas tém aplicacdes em muitas areas, tais como na
Matematica, na Fisica, em Engenharia, na Economia, na Sociologia, em estratégias de
guerra, entre outras.

Foram abordadas aplicacdes, no ultimo capitulo, em quase todas as dreas citadas,
a vastidao de aplicagdes, implicou que se tivesse feito uma selec¢do criteriosa dos

exemplos a incluir.



1) Recursividade e Iteracao

Uma sucessao ¢ uma aplicagdo cujo dominio € IN. Consoante o conjunto de
chegada seja £, @ ou IR, dizemos respectivamente que estamos perante uma sucessao
de niimeros inteiros, racionais ou reais.

Como o dominio de uma sucessio {an} € sempre IN, a sucessdo fica bem

definida, pelas imagens, a,,a,,...,a,,..., a que chamamos termos da sucessido. O

o
termo a, designa-se termo geral da sucessdo.

Uma das formas de definir uma sucessdo € pelo seu termo geral. Outra das
formas € definir usando recursividade. Uma defini¢do recursiva de uma sucessdo
especifica um ou mais termos iniciais e uma regra para determinar os termos seguintes
que podem ser obtidos a partir daqueles que os precedem. A regra para encontrar termos

a partir daqueles que os precedem chama-se relacdo de recorréncia.

Definicdo 1.1: Uma relacao de recorréncia para uma sucessiao {an} € uma
féormula que exprime a, em funcdo de um ou mais dos termos antecedentes da
sucessdo, nomeadamente a,a,,d,,...,a,_, para todos os inteiros com n =n,, em que

n, € um inteiro nao negativo.

2

Uma sucessdo é chamada solu¢do de uma relacdo de recorréncia se os seus
termos satisfazem a relacdo de recorréncia.
As condi¢des iniciais para a sucessdo especificam os termos que precedem o

primeiro termo em que a relagc@o de recorréncia tem efeito. [8]

A relagdo de recorréncia e as condicdes iniciais determinam univocamente uma
sucessdo, pois em conjunto fornecem uma defini¢do recursiva da sucessdo. Qualquer
termo da sucessdo pode ser determinado usando a relacio de recorréncia e as condig¢des
iniciais um numero suficiente de vezes. No entanto existem métodos mais praticos para
a determinacdo dos termos de certas classes de sucessdes definidas pelas relacdes de

recorréncia e pelas condi¢des iniciais.



O algoritmo constituido pelas condi¢gdes iniciais e pela relacdo de recorréncia

chama-se algoritmo recursivo.

Podemos usar relacdes de recorréncia para estudar modelos matemadticos de uma
vasta variedade de problemas, tais como taxas de juro composto, contagem e suas

técnicas, nimero de movimentos como no caso do puzzle “Torre de Hanéi”, etc.

Exemplo 1.1: Suponhamos que uma pessoa deposita 10000 euros numa
promisséria num banco que oferece 3 % de juros por ano (taxa) e que os juros sio

acumulados na promissoria.

Seja P, o valor da conta passado n anos. Como esse valor € igual ao valor da
conta depois de n—1 anos mais os juros do ano »n, vemos que a sucessio {P”} satisfaz

a seguinte relacdo de recorréncia:

P =P_ +003-P

n—1

=1.03-P_, (@D
P, =10000
P, =103-P_

n—1

Assim temos {

Usando agora um processo iterativo para determinar o termo geral de {Pn}

temos:
P =1.03-P,
P, =1.03-P, =(1.03)-P,
P,=1.03-P,=(1.03) P,

P,=1.03-P_ =(1.03)"-P,

N

Fazendo agora F, =10000, temos

P, =(1.03)"-10000  (1.2)
Podemos agora demonstrar que esta férmula é vilida usando o método de
indu¢do matemaética.
Assim P, € valida pois € a condi¢do inicial. Se
P, =(1.03)" - 10000

entdo admitindo a relacdo de recorréncia e a hipdtese indutiva temos:



P, =(1.03)-P, =1.03-(1.03)" - 10000 = (1.03)"" - 10000  (1.3)

Exemplo 1.2: Torre de Hanoi®"

Trata-se de um popular puzzle dos fins do século XIX, que foi inventado pelo
famoso matemadtico francé€s Edouard Lucas, muito conhecido pelo seu trabalho com a
sucessdo de Fibonacci e pela sucessdo
associada que recebeu o seu nome. O puzzle
consiste em trés estacas montadas num

suporte com discos de diferentes tamanhos.

Inicialmente estes discos estdo colocados na
primeira estaca por ordem de tamanho, com a maior no fundo.
As regras do puzzle permitem a deslocacdo de discos, um de cada vez, de uma estaca
para outra desde que um disco nunca seja colocado por cima de um disco mais pequeno.
A finalidade do puzzle € ter todos os discos colocados na segunda estaca na mesma
ordem em que se encontravam de inicio (o disco maior no fundo).

Seja H, o nimero de movimentos necessdrios para solucionar o problema da
Torre de Handi com n discos. Temos de estabelecer uma relacdo de recorréncia para a
sucessio {H R }.

Para simplificar a linguagem usaremos a seguinte notacdo: E, para designar a
estaca 1, E, para designar a estaca 2 e E, para designar a estaca 3.

Suponhamos por exemplo que n =3. Entdo passamos o disco nimero um para
E,, o disco nimero dois para E,, o disco nimero um para E,, o disco nimero 3 para
E,, o disco nimero um para E,, o disco nimero dois para E, e finalmente o disco
nimero um para E,. Temos assim sete movimentos.

Comecemos agora com n discos na E,. Podemos transferir os n—1 discos do
topo, seguindo as regras do puzzle para E,, usando H,_, movimentos. Conservamos o

disco maior fixo durante este processo. Depois de terminarmos este procedimento

Do algoritmo TOWERS emprega uma rotina altamente recursiva de best fit (melhor ajustamento) e estd
incluida no conjunto processador de testes STANFORD RECURSION para testes de Hardware e

Software.



passamos o disco maior para E, e podemos entdo passar os n—1 discos da E, para E,

usando H . movimentos adicionais.

n—1
Assim a relagdo de recorréncia procurada é:
H,=2-H,  +1 (14
A condig¢do inicial € H, =1, pois um disco pode ser transferido de E, para E,, segundo
as regras, com um sé movimento. Donde temos o seguinte algoritmo recursivo
H =1
(1.5)
H =2-H _ +1
Podemos usar novamente um processo iterativo para solucionar a relacdo de
recorréncia. Temos, entdo:
Hn = 2 ’ Hn—l
=2-2-H, _,+1)+1=2>-H,_,+2+1
=22 (2-H, _,+1)+2+1=2°-H,_,+2>+2+1

+1

S e =2 H, +2"" 4+, +2+1?

=2""H +2" 42"+ +2+1
=2"" 42" 2" 42+
=2"—1

Encontramos assim um termo geral para a relagdo de recorréncia

H,=2-H,_ +1 (@16

n—1

com condi¢do inicial H, =1. A solucdo é

H, =2"-1 @7
Tal como no exemplo anterior podemos agora demonstrar que esta férmula é

valida usando o método de indu¢do matemadtica.

a, —a, - r
@ Soma da série geométrica é dada pela expressio = Neste caso temos
—-r
1 _ 211—1 3 2
—=2"-1
1-2



Assim H, € valida pois € a condi¢do inicial. Se H, =2" —1 entdo admitindo a

relacdo de recorréncia e a hipdtese indutiva temos:

Hn+1 :2Hn +1:2(2" _1)+1:2n+1 _2+1:2ﬂ+1 _1(3) (1.8)

3 . . . L. ~ .
® Uma antiga lenda diz que existe uma Torre em Handi onde os monges estdo a transportar 64 discos de
ouro de uma estaca para a outra segundo as regras do puzzle. Eles levam 1 segundo para movimentar um

disco. A lenda diz que o mundo acabard quando eles terminarem o puzzle.

Entdo a particr de H, = 2" -1 temos que os monges vdo necessitar de

2% —1=18446744073709551615 movimentos para transferir os discos, ou seja mais de 500
bilides de anos para terminarem o puzzle, portanto ainda vamos ter muito tempo antes de chegar o “fim
do mundo”, sobretudo se admitirmos que a idade actual do Sol € 4.5 bilides de anos, e deverd estar a meio
do seu tempo de vida, como indicam os modelos das estrelas construidos em computador e supondo que

por “fim do mundo” se entende o fim da vida na Terra.



2) Equacoes de Diferencas Lineares

2.1. Equacoes de diferencas lineares com coeficientes constantes

As relacdes de recorréncia sdo também chamadas equagdes de diferencas e
podem ser resolvidas usando iteracdes ou qualquer outra das técnicas que iremos ver
mais adiante. Uma classe importante das equacdes de diferencas que podem ser
explicitamente resolvidas de uma forma sistematica: 4 a das equacgdes de diferencas

lineares com coeficientes constantes.

Definicdo 2.1.1: Uma equacdo de diferencas lineares ndo homogénea com

coeficientes constantes tem a seguinte forma:

Yisn T O Yisny T ta,y, =R, 2.1.1
onde a; € um conjunto de n constantes, a, #0 e R, é uma fungdo de k.
Muitas vezes usa-se o termo Sistema Dinamico Discreto para designar
equacdes de diferencas.
Se R, =0 estamos perante uma equacdo de diferencas lineares homogénea com
coeficientes constantes.
A ordem n ¢é a diferenca entre o maior e o menor dos indices de y:

n=k+n-—=k.

Exemplos 2.1.1:
= P =103-P

n-1

¢ uma equacdo linear homogénea de ordem 1;
* a,=a, ¢ umaequacgdo linear homogénea de ordem 5;

- 2 4 20 ndo i
* a,=a,,—a,, ¢ umaequacdo ndo linear.

n n

* H, =2-H, , +1 é umaequacido linear nio homogénea de ordem 1;

10



2.1.1. Homogéneas

Usando o operador E, podemos reescrever a equacdo homogénea da seguinte
forma:

f(E)y, =0 @111
onde
E)=E"+aE"'"+a,E"*+...4a_E+a ® (2112
1 2 n—1 n

Assim define-se a equacao caracteristica associada a equacdo homogénea, por:
f(r)=r"+ar" +a,;"? +...+a,_r+a,=0 (21.13)
Estamos perante uma equagio polinomial de grau n, que tem n raizes {rl. Li=12,....n.

Assim a fungdo f(r) pode ser reescrita de forma factorizada:

n

fE)=T]C¢-r)=0=r)-r=r)....(r=r,)=0 @114

i=1
As solugdes da equacdo caracteristica sdo chamadas raizes caracteristicas da
equacdo e podem ser usadas para estabelecer a solucdo geral da equacdo, que nos da

todas as solucdes da equagdo de diferencas.

2.1.2. Equacoes de primeira ordem

As equacdes de primeira ordem serdo na sua forma candnica:

Ve Ty, = Rk (2.1.2.1)

sendo entdo a equacdo homogénea correspondente da forma

Vg ta,y, =0 (2122

A solucdo geral da equagdo (2.1.2.2) é:

yo=c¢-(-a) @123

Para obter esta solug¢do geral podemos comegar por escrever

Yir1 =74y, (2.1.2.4)

) Epyk — yk+p

11



e substituindo agora por valores discretos, temos:

Vi1 =~ Vi
Yi=7a1Yy
Yy ==Y, :(_al)'(_al)yo = (_al)zyo

(2.1.2.5)
V3 =741y, = (_a1)‘(_a1)2 Yo = (_al)Sy()

Vi =741 Vi =(_a1)‘(_al)k_l Yo :(_al)k Yo

Podemos agora fazer ¢, =y, .

2.1.3. Equacoes de segunda ordem

Nas equagdes de segunda ordem ha que distinguir trés casos, que correspondem

as diferentes raizes do polindmio caracteristico.

1° Caso - Raizes caracteristicas reais e diferentes (7, #r,)

Teorema 2.1.3.1: Sejam a, e a, nimeros reais. Suponhamos que

2
r'—ar—a,=0 (2.13.1)
tem duas raizes reais e distintas r, e r,. Entdo a sucessﬁo{yk} € uma solugdo da

equacdo de diferencas

Ve =Y, Ta,y,, (2132
se e sO se
k k
Ye =oayn a5 (2.1.3.3)

para k =0,1,2,... em que @,,a, sdo constantes.

Demonstracdo: (=) Em primeiro lugar iremos mostrar que se 7, e r, sio as

raizes do polinémio caracteristico e @,,a, sio constantes, entio a sucessio {y, } com
_ k k
Y=o T oo

¢ uma solucdo da equagao de diferencas (2.1.3.2).

12



Como r, e r, sdo raizes de

rP—ar—a,=0 (2134

temos que

7'2 =an+a
1 = *"1h 2

) (213.5)
r, =ar, +612

Temos entdo que
k-1 k-1 k=2 k=2
a Y tayy, ., =al(alrl ta,r, )+a2(0(1r1 +a,r, )
k=2 k=2
=a,-n (al'r1+a2)+052’r2 (al‘r2+a2)
k=2 2 =2 2
=a,-1n nta,r

k k
=a,'n to,r

Logo estd demonstrado que a sucessdo {yk} com
Ye = a,lrlk +a2rzk
€ uma solucdo da equacdo de diferencas.
(<)Em segundo lugar temos de mostrar que se a sucessio {yk} ¢ uma solucgio,
entdo
Ve = a1r1k + azrzk
para alguns «, e «,, constantes.
Para mostrar que todas as solucdes {yk} da equacdo de diferencas (2.1.3.2) t€m
a forma (2.1.3.3), para k =0,1,2,... e para algumas constantes &, e «,, suponhamos

que {yk} ¢ uma solucdo geral da equacdo de diferencas, e as condicdes iniciais

{yo =A o
, se verificam.
=

Vai-se mostrar que existem constantes &, e ,, tais que a sucessdo {y, } com
k k
Ye =04 o,

satisfaz estas mesmas condi¢des iniciais. Assim substituindo £ por O e k por 1, tem-se

13



=A=0o +x
{ Yo b (2.1.3.6)

yw=B=0a -n+a,-r,

Resolvendo agora estas equagdes em ordem a @, € «,, obtemos:

B-A-r,
a2=A_a1 a2=A_—
o, =A-¢q o, =A-¢, r—r
& B-Ar, L2
B=a, 1n+(A-a,)r, B=a,-(rn-r)+Ar, o =— _B-An
h=n & =—""
h=—r
A-r—B
o, =
n-r
& b2
_B-A-r,
=
h—n

onde as expressdes para «, € «,, dependem do facto de 7, #r, (caso contrdrio o

teorema ndo se verifica). Entdo com estes valores para @, e @,, a sucessio {y, } com

k k . .~ C e e .
a,r; +a,r, satisfaz as duas condicdes iniciais.
Logo

k k
Ye =04 +ahr,

Exemplo 2.1.3.1: Seja
Vier =9y, +20y, =0  (213.7)

O polinémio caracteristico associado a esta equacao é:

P =9r+20=0 (2.1.3.8)
ou seja

r=5vr=4
Temos assim duas solugdes distintas da equagdo dada:

=5

Assim a solugdo geral é:

14



y, =a,5" +a,4" (2139

2° Caso — Raizes caracteristicas reais e iguais (7, =r,)

Teorema 2.1.3.2: Sejam a, e a, nimeros reais, com a, # 0. Suponhamos que

r*—ar—a,=0 (21.3.10)
tem duas raizes reais e iguais, ou seja, uma Unica raiz r, de multiplicidade 2. Entdo a

sucessdo{y k} ¢ uma solucdo da equagdo de diferencas

Ve =a, Y, ta,y,., (2.1.3.11)

se e sO se

yo=a, -1 +a, k-r' (21312

para k =0,1,2,..., em que ¢,,, sido constantes.

Demonstragdo: (=) Em primeiro lugar iremos mostrar que se r, € uma raiz

dupla do polinémio caracteristico € ¢,, ¢, sdo constantes, entdo a sucessao {y k} com
v, =, ‘rok +a, ‘k-rok

¢ uma solucdo da equagdo de diferencas.

Como r, é raiz de (2.1.3.10), temos que

r02 =a1,+a,
Temos entdo que
QY tay YV, = al(alrok_l +a, k- ’ﬂok_1 )+a2 ’(0’1”0]\7_2 +a, k- rok_z)
=q, ‘rok_z(al "7, +a2)+ a, -rok_z(a1 1, k+a, k)

k=2

:al’rok_z(al'ro"i'az)*'az'ro -k~(a1-r0+a2)

k=2 2 k-2 2
=a,ny o, Rk

k k
=01, +0, k-1,

Logo estd demonstrado que a sucessao {yk} com
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Y, =0 -rok +a, -k-rok
¢ uma solucdo da equagdo de diferencas.
(<)Em segundo lugar temos de mostrar que se a sucessao {yk} € uma solugdo,

entao

yo=a, -1 +a, k-r' (21313

para alguns «, e «,, constantes.

Para mostrar que todas as solucdes {yk} da equacdo de diferencas (2.1.3.11) t€ém
a forma (2.1.3.13) para k =0,1,2,... para algumas constantes ¢, € «,, suponhamos que

. - - . D .. |y =A
{yk} € uma solugdo geral da equacdo de diferencas, e as condi¢des iniciais B’ se
=

verificam.

Vai-se mostrar que existem constantes &, e «,, tais que a sucessiao {yk} com

k k
Ve =01 +0, kT

satisfaz estas mesmas condicdes iniciais. Assim substituindo k por O e k por 1, tem-se

=A=¢
{ Yo ! (2.1.3.14)

w=B=a r+a,rn
Resolvendo agora estas equacdes em ordem a @ € @,, obtemos:

o =A o =A % =A
& = _B-A-r
B=co, 1,+a, -1, B=Ar+a,r, o, =—

Entio com estes valores para @, e @, , a sucessio {y, } com
k k
o -1, +a, k-,
satisfaz as duas condi¢des iniciais.
Logo

k k
Ve =01, +0, k-,

Exemplo 2.1.3.2: Seja

Viea =8Y,y +16y, =0 (2.13.15
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O polinémio caracteristico associado a esta equagdo é:
r’=8r+16=0r=4
Temos assim uma raiz dupla da equagdo caracteristica. Logo temos duas solugdes

v =4

y; = k4"
Assim a solugdo geral é:

y, =(a, +a,k 4" 213.16)

3° Caso - Raizes caracteristicas complexas conjugadas

(rn=a+bi, r,=a->bi)

Teorema 2.1.3.3: Sejam a, e a, nimeros reais, com a, # 0. Suponhamos que

rP—ar-a,=0 (21317
tem duas raizes complexas conjugadas. Entdo a sucessdao {yk} € uma solucdo da equagdo

de diferencas

Ve =y, ta,y,, (2.1.3.18)

se e sO se

v, =a,-(a+bi) +a, (a—bi)" (21319

para k =0,1,2,... e onde @,,, sdo constantes.

Se optarmos por usar a forma trigonométrica dos nimeros complexos, temos

que:
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v, =¢, ‘[pk (cos(k - )+ sen(k - 9))J+ a, ‘lpk (cos(k - 8)—i sen(k - 6))] S
oy, = +a,) p*-coslk-0)+ (e, —a,)- p* - sen(k -0)
b b

(&)

Logo

y, =B, -p* -coslk-0)+ B, p* -sen(k-6)  (2.1.3.20)

com f3,, S, constantes.

Exemplo 2.1.3.3: Seja

Vier =2V —2y, =0 (21321

O polinémio caracteristico associado a esta equacao €:
rP=2r-2=0&r=1+ivr =1-i

Temos assim duas raizes complexas conjugadas da equacdo caracteristica. Assim
p=v2.

€

O=arctg(l) = 6=

NG

Logo a solugdo geral é:

v, =B W2f Cos(%) +8,2) sen(%ﬂj 2.1.322)

Observagdo 2.1.3.1: A nivel do ensino secundério quando se fala em equagdes o
percurso que se faz é estudar em primeiro lugar as equagdes de primeiro grau, que tem
um método de resolucdo e depois estudar as equagdes de segundo grau, que t€m outros
métodos distintos de resolucdo, avancando posteriormente para equagdes com um nivel

de complexidade cada vez maior.

® (a+bi) = pLcis(k@)= p*(cos(k - 8) + isen(k - 8)),com p=va* +b* e = arctg(bJ

a
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Um aspecto interessante das equagdes de diferencas lineares com coeficientes
constantes de primeira ordem, € que estas podem ser encaradas como um caso particular
das equagdes de diferencas lineares com coeficientes constantes de segunda ordem do
tipo

Vigr T4 Y Ta,y, =0 (2.1.3.23)

com a, =0. Logo sdo do tipo

Vi ta,y,,, =0 (213249
Sdo de primeira ordem porque (k+2)—(k+1)=1. A respectiva equagio caracteristica
é:

r2+alr=0<:>r=0vr=—al.
Temos assim duas solugdes distintas da equacao dada:

v, =0

)’13 = (_al)k

Assim a solugdo geral é:

vy, =¢,0 +¢,(~a,) =c,(~a,) (21325

Observagdo 2.1.3.2: Outro dos aspectos interessantes das equagdes de diferencas
lineares com coeficientes constantes € a natureza exponencial das suas solugdes.

Vejamos agora o que se passa em relacio as equagdes de primeira ordem:
Seja
Yin ta Y, = 0 (2.1.3.26)
com y, =c,. Assim

Yir1 = 741 Yy

N1 =741Y
Y2 =7a4,), :(_al)'(_al))’() :(_al)zyo
Y3 =), :(_al)‘(_a1)2 Yo =(_a1)3y0

Ve =74 YVia :(_al)‘(_a1)k_l Yo = (_al)k Yo
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Logo

k

Vi :(_al)k Yo =6 '(_al) .
No caso das equacdes de segunda ordem, o processo é um pouco mais complicado.
Vejamos, neste caso, um exemplo concreto.
Seja
Viea =V T6y, =0 (21.3.27)
Podemos reescrever esta equagdo de diferencas da seguinte forma,

Vis2 =2V =3V t6y, =0 [)’k+2 _2yk+1]_3[yk+l _2yk]: 0

X+ Xk

Logo
Xy -3x,=0=>x, =c, 3"
Se
¢, =0=>x,=0=x, -2x,=0=x, =A-2"

Se de inicio fizéssemos

[Vewr =39 ]=2ly =35]=0
obter-se-ia

X, —2x, =0=x, =c, 2"
Logo se

c,=0=>x,=0=x,,-3x, =0=x, =B-3".

Deste modo a solucdo geral sera

y, =A-2"+B-3"  (213.28

2.1.4. Equacoes de ordem superior a 2

Teorema 2.1.4.1: Sejam {rl.}, uma qualquer solu¢do da equacio caracteristica,
entdo

yo=r" (2141

€ uma solucdo da equagdo homogénea dada.[6]
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4° Caso: Equacoes caracteristica de ordem superior a 2, com raizes reais

diferentes

Teorema 2.1.4.2: Suponhamos que as n raizes da equagdo caracteristica sdo

distintas. Entdo o conjunto fundamental de solu¢des é dado por:

yi=r"i=12,...,n (2142

Assim a sucessdo y, € uma solucdo da equacdo de diferencas

Ve =Y TG Yt FC Y, (2.1.4.3)

se e sO se:

Y :cly,lc +c2yk2 +...+c,y, (2.1.4.4)

onde as n constantes c; sdo arbitrdrias[6].

5° Caso: Equacoes caracteristica de ordem superior a 2, com raizes reais

diferentes

Teorema 2.1.4.3: Dada

Vien T Yy tooota,y, =0 (2145
uma equagdo de diferencas lineares com coeficientes constantes a,,a,,...,a, € a, #0.

Dadas as raizes {rl} do polinémio caracteristico

r"+ar' +.. . +a, r+a, =0 (2.1.4.6)

com multiplicidade m,, i =12,...,[, onde
m +m,+...+m, =n
Entdo a solugdo geral da equagdo dada é:

v =r (Al + Alk 4.+ A}nlk’”l‘l)+...+ rmIk(Af +Alk+...+ A,i”k’”"‘) (2.1.4.7)
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Exemplo 2.1.4.1: Determinemos as solugdes gerais e as solucdes particulares da

equacdo de diferencas

Viva = Vi1 — 2yk =0 (2.1.4.8)

com y, =2 e y, =7 .0 polindmio caracteristico associado a esta equagao €:
rP—r-2=0srn=2vr,=-1

Temos assim duas raizes reais distintas da equacdo caracteristica.

Entdo a sucessdo y, €é uma solugdo geral da equacdo de diferencas se e s6 se
v, =2  +a,(-1) (2149

Para determinar as solucdes particulares dadas as condicdes, procederemos da seguinte

forma:

0 — —
y0=0512°+052(—1)1 ol2mara | [a=3
y, =2 +a,(-1) 1=2a,-a, |a,=-1

Donde a solugdo particular da equacdo de diferencas é a dada por:

y, =3-2"=(=1)" (1410

Exemplo 2.1.4.2: Determinemos agora uma férmula explicita para os nimeros

de Fibonacci®, cuja equacdo de diferencas

©® Fibonacci (também conhecido como Leonardo de Pisa) nasceu por volta de 1170 em Pisa. O
pai de Fibonacci era um mercador que trabalhou no norte de Africa, pelo que cedo Fibonacci foi iniciado
nos negocios e nos cilculos, o que fez despertar o seu interesse pela Matemdtica. O apelido de familia do
seu pai foi "Bonacci" (homem de boa natureza) e ele mesmo, Fibonacci, vem de filho de Bonacci. Além
disso, foi através da profissdo do pai que ele teve o primeiro contacto com o sistema decimal hindu-drabe.
Nesta altura, era ainda utilizada a numerag@o romana em Itélia.

Foi no seu regresso a Pisa, em 1202, que Fibonacci escreveu a sua obra mais célebre, “Liber
Abaci”, que foi também um meio através do qual a numeracdo hindu-drabe foi introduzida na Europa
Ocidental. No "Liber Abaci" explicava-se como utilizar estes numerais nas operagdes aritméticas,
abordavam-se diversos temas de Algebra e Geometria, e também se propunham virios problemas.
Escreveu também o livro "Practica Geometriae" em 1220; onde descreveu aquilo que tinha descoberto

nas dreas de geometria e trigonometria.
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fi=fia+f, (141D

com f, =0e¢e f, =1 .0 polinémio caracteristico associado a esta equagao é:

14+/5 :i

rz—r—1=0<:)r1= v,
2 2

Temos assim duas raizes reais distintas da equacdo caracteristica.

Logo

f = al[Hz‘/gJ +a, [#J (2.1.4.12)

Usando agora as condi¢Oes iniciais para determinar @, € &, temos que:

fo=a, +a,=0 al:Lzﬁ

1445 1-+/5 = V505
fi=a > T, 2 =1 o :_L:_ﬁ
2 \/g 5

Assim os nimeros de Fibonacci sdo dados por:

V5 (1+\/§j" V5 (1—\/5 "

= — 2.1.4.13
fa ) j ( )

5 5 2

Exemplo 2.1.4.3: Vamos agora determinar a solug¢do geral e a solucdo particular

da equagdo de diferencas de quarta ordem

a,=a,, (21414

n n

sendo as condigdes iniciais, a, =1, a, =0, a, =—1, a, =1. A equagdo caracteristica €

O nome de Fibonacci tornou-se conhecido devido a um célebre problema que existia no seu livro
"Liber Abaci", que € o problema dos coelhos. Apesar de ser assim conhecido, este problema ndo ¢ mais
do que uma equacdo de diferengas de segunda ordem com coeficientes constantes.

Este insigne matemdtico morreu no ano de 1250.
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r*-1=0rn=1vr=-lvr=ivr, =-i

Assim a solugdo geral é dada por:

n

a, =a, +o,(-1) +o, (i) +a, (i)  (.1.4.15)

Para determinar as constantes, temos de resolver o seguinte sistema:

o+ +os+oy =l=a, o+ +os+oy =1=a,
0!1—052+l0!3—l&'4 :O:al al—%+l%—la4 :O:al
=
G+ —ay—oy=-l=ay ;5| —205-204="2
04 —0 —i-04 +i-ay =1=a5 i, =2-05+2i-ay =1
o +0,+05+0y =1=a0 o+, =0 al:i
U TP L e P
PEN a =1-a T4 S 2 e 2—41'
C2i-1 2+ a4 jog=—
= T4 2+i e
. == +i
’ A

a :l_l(_l)" +ﬂ(i)" +ﬁ(—i)” (2.1.4.16)

2.2. Osoperadores A e E

2.2.1. Formacao das equacoes usando tabelas de diferencas (Operador A)

Vamos considerar somente diferencas para trds cuja tabela € do seguinte tipo,

sendo {an} uma sucessao de nimeros reais.
Aa, =a,—-a,

Aa,=a,—a,

A an—l = an—l - an—2

A an = an - an—l
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Temos assim que a primeira diferenca A a,, €, por defini¢do,

Aa,=a,—a,, (2211
A segunda diferenga A’ a, é, por definigdo, uma diferenca de duas primeiras
diferencgas, isto é:

A’a,=Aa,-Aa,
A’a,=Aa,-Aa,,

Deste modo temos que

a,,=a,—Aa, (2212

n

Vamos agora mostrar que

a,,=a,—2Aa, +ANa, (2213

Com efeito do segundo membro vem:
a,-2Aa,+Na,=a,-2Aa,+Aa,-Aa, , =a,-Aa,—Aa, =
=a,-a,+a,,—a,, +a,,=a,, '

A diferenga de ordem trés A'a,

n

¢, por definicdo, uma diferenca de duas

diferencas de ordem 2.

3 a2 2
Aay=A a,—-A a,
L) 2

A“a, =N a,—A a,

Mostremos de seguida que

a,_,=a,-3Ma,+3Na, —N a, (2214
Assim:
a,,=a,-3Aa, +3Na, -N a =a,-3Aa, +(3Aa, -3Aa, )~ (Na, - Na, )
=a,-3Aa,+3Aa,-3Aa,,—Aa,+Aa, , +Aa, ,—Aa,,
=a,-Aa,,—Aa,~-Aa,,=a,~a,, +a,,~a,+a,,~a,,+a,,=a,,
Deste modo, e prosseguindo com este mesmo processo, podemos dizer que a

diferenca de ordem k +1,
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A*a,  (2215)

é, por definicdo, uma diferenga de duas diferencas de ordem &k,

AMa =ANa,-Na,, (2216
E, generalizando os resultados, anteriores, temos que a,_, , pode ser expresso em termos
de
a,,Aa,,A’a,,...,Aa

n> n

Desta forma, a relacdo de recorréncia para a sucessao {an}, pode ser expressa
em funcdo de a, e das sucessivas diferengas
2
Aa,,A"a,

A equagdo daf resultante chama-se Equacao de Diferencas. Este processo de

transformar relacdes de recorréncia em diferencas finitas, ¢ um dos métodos mais

usados para resolver equagdes diferenciais em cdlculo computacional.

2.2.2. Operador Deslocamento E (Boole”)

O operador E ¢ um operador que, aplicado a uma funcio f (x) , nos dd o valor

dessa fungdo para um valor x+ &, sendo 7 uma quantidade fixada ( o chamado passo).

Temos que:

E f(x)=f(x+h)

E f(x+h)=f(x+2h) 2220

E Fletnh)= £+ (nt )h)

e ainda temos que:

E*f(x)=E(E f(x))=E f(x+h)= f(x+2h)
f

E*f(x)=E(E2f(x)=E f(x+2h)= f(x+3h) (2.222)

E" ()= B(E ™ £(0)= E £ v+ (1=1h) = F(x+nh)

M George Boole (1814-1864) iniciou a Algebra Légica hoje chamada Algebra Booleana,
tentando algebrizar a l6gica. O seu trabalho tem hoje muitas aplicacdes, especialmente no estudo dos

circuitos eléctricos e electronicos.
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2.2.3. Propriedades dos operadores A e E

1) A f(x)=E f(x)- f(x), ou simbolicamente A =E —1;

s s)=e et - s |
o aeSlze Aol T ) )= e A

3) Ec-f(x):c-Ef(x);

4 ARG+ LE]=ARG) AL (), pois,
FG+n)+ £y (x+ 1) = (f,(x)+ £,(x) = £, (e + 2) = £, () + £, (x+ 1) = £, (x)
=Af,(x)+A £, (x) ’

5 E[A()+ £E]=E£()+E £, (x).

Assim atendendo as propriedades 2, 3, 4 e 5, podemos concluir que os operadores A e

E sdo operadores lineares.

2.3. Formacao de equacoes de diferencas

Seja y uma fungio da varidvel x, que toma somente valores inteiros, e a € uma

constante arbitraria. Consideremos uma equagdo da forma

fle,y,a)=0 @30

Dando a x um acréscimo igual a 1, vem para y um acréscimo Ay e temos:
f(x+1,y+Ay,a):0<:>f(x+1,Ey,a):O 23.2)
Eliminando a constante a entre (2.3.1) e (2.2.2) obtemos uma equacao da forma:

F(x,y,Ey)=0 (233)
que ¢ uma equacao de diferencas de primeira ordem.

Consideremos agora uma equagéo da forma

f(x,y,a,6)=0 (234

teremos do mesmo modo:
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flx+Ly+Ay,a,b)=0s f(x+1,Ey,a,b)=0 (23.5)

e temos repetindo a operagdo

f(x +2, Ezy,a,b)z 0 (236
Eliminando as constantes a e b entre (2.3.4), (2.3.5) e (2.3.6) obtemos uma equagéo da

forma:

F(x, y, Ey,Ezy)z 0 @37

que é uma equacao de diferencas de segunda ordem.

Exemplo 2.3.1:

1) Seja

E*’y—5Ey+4y=0 (2.38)
com condi¢des iniciais x=0, y=0 e Ey=3. A equagio caracteristica é¢ da forma
r’=5r+4=0r=1vr,=4
Assim a solugdo geral € da forma:
y=c¢ 1"4+¢, 4" (239

Podemos agora determinar as constantes, recorrendo para o efeito as condi¢des iniciais.

O=c, +c, O=c, +c, ¢ =-1
x+1<:> A
Ey=c +c,-4 3=c¢ +c,-4 c, =

Logo, a solugdo particular da equacdo homogénea é:

Assim

y=—1+4" (2.3.10)

2) Determinar uma sucessao de trés nimeros, tais que cada um € a soma dos
nimeros imediatamente precedentes. As condi¢des iniciais sio f(0)=0 e f(1)=1.

Temos entio que,

)+ fx+D)=f(x+2) @311

ou seja, se fizermos
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y=f(x) (@312
teremos que
fx+)=Ey (@313

uma vez que

Ey=E f(x)=f(x+h)= f(x+1)

h=1

fx+2)=E*>y (3149
uma vez que

E*y=E® f(x)=E(E f(x))= E(f (x+1)) = f(x+2)

h=1

Assim, temos a seguinte equagdo de diferengas
E*’y—Ey—y=0 (2315

A equacdo caracteristica é da forma

, 1++/5 1-5
r—r—le(:)rlz—z vV, =————

Assim, a solucdo geral é da forma:

'(1+\/§JX+ (1—\/5

Cy | —— 2.3.16
> 2} (2:3.16)

flx)=c

Podemos agora determinar as constantes, recorrendo para o efeito as condi¢des

iniciais. Assim

1
O=c, +c, c,=—
O=c +c, s
- N &
1=1+\/§c1+1 \/gcz {2:(c1—cz)-\/§ _ -1
2 2 cz_\/g

Logo, a solu¢do particular da equacdo homogénea é:

flx)= % : (#J —% : (#j (2.3.17)

Dando a x valores inteiros, 0,1,2,3,..., obtemos os numeros de Fibonacci.

3) Seja
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E’y—4Ey+4y=0 (2.3.18
A equacio caracteristica € da forma
r2—4r+4=0(:)r1 =2vr, =2

Como temos uma raiz dupla, a solugdo geral é da forma:

y=c, -2 +c, x-2" =(c, +¢c,-x)- 2" (2.3.19)

4) Consideremos a equacio

2- f(x)= fFx+D)+ f(x-1) 320

e procuremos uma solugio tal que f(0)=0 e f(a+b)=1. Temos assim que

E’y-2Ey+y=0 (2321

pois
y=flx-1)
Ey= f(x)
Ezy:f(x+1)

A equacdo caracteristica é da forma
rP=2r+l=0er=1vr, =1

Assim a solugdo geral é da forma:

y:c1+c2-(x—l)‘lx_l(:)y:c1+c2-(x—l) (2.3.22)

Podemos agora determinar as constantes, atendendo as condicdes iniciais. Assim

{ flx=1)=£(0)=0
flx=1)=fla+b

N—
Il
—

Logo

0=c, ¢ =0
{1:cl+c2(a+b) ¢, =

Assim a solugdo particular da equacdo homogénea é:

flx-1)= =1 a0
a+b
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5) Seja
E*’y+2Ey+2y=0 (23.24)
A equagdo caracteristica € da forma
PP 4+2r+2=0r=-l+ivr,=-1-i

Temos assim duas raizes complexas conjugadas da equagéo caracteristica. Assim,

p=+2

Logo a solugdo geral é:

v=8K2) 008(377“} +5,(2) sen(?)Tﬂxj (2.3.25)

6) Determinemos agora a solugdo geral da equagdo

E'y—y=0 (2326
A equacio caracteristica € da forma
r‘*—-1=0er=lvr=-lvr=ivr, =—i
A solugdo geral é da forma

X

y=a, "+, (1) +a, i*+a, (i) @327

24. Equacoes de diferencas lineares nao homogéneas de segunda

ordem e com coeficientes constantes

Teorema 2.4.1: Uma solugdo geral de uma equacdo de diferencas nao
homogénea € a soma da solucdo geral da equacdo homogénea correspondente, com uma

solugdo particular da equacdo de diferengas ndo homogénea. Assim,

F(x) = (p(x) +A- f(x) +B- g(x) (24.1)

¢ uma solucdo geral da equag@o ndo homogénea de segunda ordem se:
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a. go(x) ¢ uma solucdo particular da equag¢@o ndo homogénea;
b.  f(x) e g(x) sdo solugdes da equacio homogénea;

) glx)
C(x):‘f(x+l) g(x+1

Casorati(s))

Demonstracdo: Seja a equacdo nio homogénea
E2y+a1Ey+a2y = y/(x) 24.2)
Temos que:
F(x+ 2)+ alF(x+l)+ azF(x): I,V(x) (2.4.3)
Se (p(x) € solugdo de (2.4.3) entdo,

(p(x + 2)+ al(p(x + 1) + azq)(x) = l,//(x) 2.4.4)
Subtraindo agora (2.4.4) de (2.4.3) vem:

[F(x+2)-o(x+2)]+a,[F(x+1)- olx+ 1)+ a,[F(x) - p(x)] = 0
Logo

F(x)-o(x) 4.6
€ solucao da equacdo homogénea.
Por outro lado, sabemos que
Af(x)+Bg(x)

¢ a solucdo geral desta equagdo homogénea. Logo

F(x)-g(x)=Af(x)+Bg(x) & F(x)=9(x)+ A f(x)+ B g(x)

Teorema 2.4.2: Se ¢, (x) é uma solugdo particular de

F(x+2)+ alF(x+1)+ azF(x)z 78 (x) (48

®) Relice Casorati: (1835-1890)

J # 0 (Este determinante é designado por

(2.4.5)

(2.4.7)
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ese @, (x) ¢ uma solucdo particular de

F(x+2)+ alF(x+1)+a2F(x)= l//z(x) (2.4.9)

entao

o, (x)+o,(x) @410

€ uma solugdo particular de

F(x+2)+a1F(x+1)+a2F(x)=l//l(x)+l//2(x) (2.4.11)

Demonstracdo: Como ¢, (x) é uma solucdo particular temos que

o (x+2)+a,p(x+1)+a,0(x)=y,(x) @412

Da mesma forma, como ¢, (x) ¢ solugdo particular, vem que

0, (x+2)+a,0,(x+1)+a,0,(x) =, (x) (2413

Adicionando membro a membro obtemos:
[0, (x +2)+ @, (x + 2)]+ @, [, (x + 1) + @, (x + D]+ a, [0, (x) - 9, (x)] = w, (x) + , (x) 24.19)
Logo
9, (x) + ¢, (x)

¢ solugdo da equagdo particular.

d

Nesta fase, vamos procurar algumas solucdes particulares, mas iremos limitar-
nos a trés casos apenas.

1° Caso: O segundo membro é do tipo
p(x)=m* (2415

Através de alguns exemplos tentaremos perceber quais as possibilidades para as

solugdes particulares.
Exemplo 2.4.1:

F(x+2)-5F(x+1)+6F(x)=9-4° (2.4.16)

Procuremos q)(x) tal que
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P(x+2)-5p(x+1)+60(x)=9-4* (2417

Tentemos
(/,(x): L-4% (2418
donde vem:
L4 _5.L.4"" +6.-L-4* =9.4".
Logo
(I6L—20L+6L)-4" =9-4" = L:%
ou seja
(/,(x): % 4% (2.4.19)
Exemplo 2.4.2:

F(x+2)-5F(x+1)+6F(x)=17-3"  (2.4.20)

Vejamos, em primeiro lugar, qual € a solucdo geral da equacdo homogénea. A equacdo

caracteristica € da forma
r’=5r+6=0&r=2vr,=3
Assim a solugdo geral da equagdo homogénea € da forma:
A-2"+B-3"

Logo A-3" € anulada pela parte homogénea da equacdo de diferengas

consequentemente nao pode ser solucdo particular da equagdo ndo homogénea.

Tentemos
p(x)=L-x-3* (421
donde vem
(x+2)L-3** =5-(x+1)L-3"" +6-L-x-3"=17-3".
Logo

[9(x+2)L-15(x+1)L+6Lx]-3* =17-3" = L:%7

€
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ou seja
o(x) = % x-3° (2422
Geralmente, verifica-se que as solucdes particulares de

F(x+2)+ alF(x+l)+ azF(x):mX (2.4.23)

sdo

a) ¢(x):L-mX,sem¢rl,r2;

b) (D(x)zL-x-mX,sem:rlou M=r,;

c) plx)=L-x>-m*,sem=r=r,.

2° Caso: O segundo membro y(x) é um polinémio do segundo grau
Seja

F(x+2)+ alF(x+1)+ azF()c)zAO)c2 +Ax+A, (2429
As solugdes particulares sao:
a) ¢(x):L-x2+M-x+N,serl #zler, #1;
b) q)(x) =L-x’+M-x*+N-x+ P,se uma das raizes rour, forigualal;

c) px)=L-x*"+M-x’ +N-x>+P-x+Q,se r,=r, =1

3° Caso: O segundo membro w/(x) é do tipo

l//(x) = sen(a : x) ou I,V(x) = Cos(a . x) (2.4.25)
Seja
F(x+2)+aF(x+1)+a,F(x)=w(x) (2426

As solugdes particulares sao:

a) q)(x): L‘sen(a : x)+M -cos(a‘x), excepto se . 4—0112 ;
8 =————
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b) ¢(x)=L-x-sen(a-x)+M - x-cos(a- x), no caso de . 4—a .

2.5. Equacoes de diferencas lineares nao homogéneas de ordem &

com coeficientes constantes

Uma equagao de diferencas linear ndo homogénea, com coeficientes constantes

e de ordem k tem a forma:

a,=ca, +ca, ,+...+ca, ,  + (p(n) 2.5.1

Se p, for uma solugdo particular desta equagdo, temos:

pn = clpn—l +c2pn—2 +"'+ckpn—k +¢(l’l) 252

Subtraindo (2.5.1) e (25.2), vem que

an _pn = Cl(an—l _pn—l)+c2(an—2 _pn—2)+"'+ck(an—k _pn—k) 253

donde concluimos que

q,=4a,— P,
¢ uma solu¢do da equagdo homogénea (2.5.3), correspondente a equacdo ndo
homogénea (2.5.1).
Como a, = p, +¢,, concluimos que a solugcdo geral da equacdo completa ndo

homogénea, € igual a solugdo geral da equagdo homogénea correspondente, adicionada

de uma solugdo particular da equacdo completa ndo homogénea.

Exemplo 2.5.1: Consideremos a equagdo linear ndo homogénea

a,=3a, +2" (254
Determinemos agora uma solucdo geral da equagdo de diferencas. Em primeiro lugar

procuremos a solugdo geral da equacdo homogénea que lhe estd associada

a,=3a,, (2.5.5)

n n

A equagio caracteristica € da forma
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r-3=0r=3
Assim a solugdo geral de (2.5.5) é

a,=a-3"  (25.6)

A solugdo geral da equagdo (2.5.4) é

a, =a-3"+¢n) @57

onde ¢(n) é da forma c-2".

Vamos ver o caso de equacoes de diferencas nao homogéneas de segunda ordem

un+2 +2-a- un+1 +bun = ¢(l’l) (2'5'8)
A solucdo geral desta equagdo depende do conhecimento da solugdo do caso

homogéneo. Seja u, =v, +¢q,, em que v, € a solugcdo geral da equacdo homogénea

n’

correspondente. Substituindo esta forma de u, em (2.5.8) vem

(vn+2 + qn+2 ) + 2 ' a(vn+1 + Qn+1 )+ b(vn + Qn ) = ¢(I’l) (2'5'9)

ou

(v +2-a-v,, +bv, )+ (qn+2 +2-a-q,, +bq, ) = qJ(n) (2.5.10)

n+2

Como v, satisfaz a equacdo homogénea, entdo

q,,+2-a-q,, +bqg, = qJ(n) (2.5.11)

o que significa que ¢, tem de ser uma solu¢do particular da equacdo ndo homogénea.

Exemplo 2.5.2: Determinemos por exemplo agora a solugdo geral da equagdo

un+2 - un+l - 6 ’ un = 4 (2-5.12)
Em primeiro lugar procuremos a soluc¢io geral da equacdo homogénea que lhe

esta associada

6-u =0 (2.5.13)

n+l n

u u

n+2

A equagdo caracteristica é da forma

r’-r-6=0&nr=3vr=-2

37



Assim a solugdo geral de (2.5.13) é
v, =A-3"+B-(-2)

em que Ae B sdo constantes. Tentemos a solugdo particular g, = C, vem que

qm—an—G-qn=4(:>C—C—6C=4(:>C=—§ (2.5.14)

Logo

Assim a solugdo geral da equacgdo (2.5.12) é

u,=A-3"+B-(-2) —% (2.5.15)

Exemplo 2.5.3: Determinar a solucdo geral da equacio:

U, ,+2u,, —3-u, =4 (2.5.16)
Em primeiro lugar procuremos a solugdo geral da equacdo homogénea que lhe estd

associada

u ., +2u 3-u =0 (2.5.17)

n+2 n+l n

A equagdo caracteristica € da forma
r’+2r-3=0&r=3vr,=1
Assim a solugdo geral é da forma
v =A-3"+B-1"

em que Ae B sdo constantes. Neste caso € de esperar que a escolha g, = C, falhe, pois

essa escolha leva ao anulamento do primeiro membro da equacdo homogénea,
C+2C-3C=0

Tentemos agora a solugdo particular g, = C-n, vem que
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Gy +2q,,-3q, =4 C-(n+2)+2-C-(n+1)-3-C-n=4 Cn+2C+2Cn+2C-3Cn=4

S4C=4C=1
Logo g, =n.

Assim a solugdo geral da equacgdo (2.5.16) é

u,=A-3"+B+n  (25.18)

A tabela seguinte sugere formas de solugdes particulares e alternativas, contendo

parametros a ser determinados por substituicdo directa.

o(n) Tentativa de solucdo para ¢,

C ou C-n quando C falha

k (uma constante)
ou C-n” quando C e C-n falha

C-k" ou C-n-k" quando C-k" falha

k" ou C-n>-k" quando C-k" e C-n-k"
falha
n c, e n

B . .
¢y +c¢ n+...+c,-n’ (oupotencias mais

n? (p inteiro)
elevadas de n)

sen(k -n)ou cos(k - n) ¢ cos(k‘n)+c2sen(k-n)

2.6. Estabilidade

2.6.1. Introducao

Um modelo discreto de uma equagdo de uma equacdo diferencial diz-se ter
instabilidades numéricas se existirem solucdes das equacdes de diferencas que

constituem o modelo que ndo correspondem qualitativamente a quaisquer solucdes

possiveis da equacdo diferencial.
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A razdo principal da existéncia de instabilidades numéricas reside no facto de
qualquer modelo discreto de uma equacgio diferencial ter um espago paramétrico que
ultrapassa de longe o espacgo de solucdes da equagdo diferencial.

Por outro lado ndo parece possivel definir com precisdo o conceito geral de
instabilidade numérica, e isso porque € sempre possivel, em principio, aparecerem
novas formas de instabilidade numérica se usarmos diferentes modelos discretos
sobretudo em equacdes diferenciais ndo lineares. Isto é, o facto de existirem
instabilidades numéricas € uma indicacdo de que os modelos discretos ndo permitem
conhecer correctamente as propriedades matematicas das solugdes das equacdes
diferenciais.

Por exemplo, suponhamos um dado sistema dindmico descrito em funcdo da

equacdo diferencial

d
Do ty,4) @611
dt

onde A denota o vector paramétrico n-dimensional que define o sistema.

Um modelo discreto para a equagdo (2.6.1.1) tem a forma

Vi1 = F(yk ,ﬂ, h) (2.6.1.2)
onde s = At é o passo temporal. Notemos que a fungdo F contém (n+1) pardmetros,

pois h pode ser considerado um pardmetro adicional.

As solugdes de (2.6.1.1) e (2.6.1.2) podem ser escritas respectivamente

y(t.4)
Yk (’Lh)

Ora, mesmo que estas solu¢des sejam proximas uma da outra para um dado

valor de h, digamos h=h,, se h for mudado para um novo valor h=h,, existe a
possibilidade de yk(/i,hz) diferir consideravelmente de y, (/t,hl), quer

qualitativamente, quer quantitativamente. A teoria das bifurcacdes tenta estudar
detalhadamente o que se passa e a forma de resolver o problema. Vamos ver alguns
exemplos de instabilidades numéricas, considerando as equacdes diferenciais e os seus
respectivos modelos discretos (equagdes de diferencas) e comparando as propriedades
das solucdes das equacdes diferenciais originais com as propriedades das solugdes das

correspondentes equacdes de diferencas.[7]
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2.6.2. Equacao de Decaimento

A equagdo diferencial de decaimento é

D _
di

Mesmo que ndo saibamos resolver exactamente esta equagdo, o comportamento da sua

-y (2.6.2.0)

solug@o geral pode ser obtido através do conhecimento do facto de que, para y >0, a
derivada € negativa, e o contrdrio sucede para y <0. E, também, y =0 ¢é uma solugdo

da equacdo diferencial. Portanto todas as solucdes t€ém o aspecto representado no

grafico 1 pelas suas trajectdrias.
N

Griafico 1

Se a condigdo inicial for

y(fo )= Yy, (26.22)

a solucdo geral exacta é

y(1)=y, e 2623

Quer através da solucdo grafica, quer através da solucdo analitica, pode concluir-se que
todas as solucdes decrescem monotonamente (em valor absoluto) para zero quando

t —>o0,
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Um modelo discreto da equagdo de decaimento (2.6.2.1), pode ser obtido usando

o esquema de Euler “para a frente”

Yiet — Vi

=— (2.6.2.4)
A Vi

sendo & o passo. Ou seja

Vo, =(1=h)y, (@625
que se trata de uma equacdo de diferencas linear, de primeira ordem e com coeficientes

constantes. A sua solugdo é

vy, =y, (1=h)" (2626

Notemos que, o comportamento da solug¢do depende do valor

r(n)=(1-h)

que esté graficamente apresentado no grafico 2.

Grafico 2

Se representarmos graficamente as solu¢es de y,,, = (1 —h)y , temos:
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Grafico 3

Grafico 4
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Grafico 7

Podemos concluir, destas representagdes graficas, que:
a) Se 0<h<l1,y, decresce monotonamente para zero.
b) Se h=1, entdo para k =1 a solucdo € identicamente nula.
c) Se 1<h<2,y, decresce para zero com uma amplitude oscilante (mudanca
de sinal).

d) Se h=2,y, oscila com amplitude constante. A solugdo € periddica.

e) Se h>2,y, oscila com amplitude exponencialmente crescente.

Comparando as solugdes, verifica-se que somente nos casos a) € b) € que
obtemos o mesmo comportamento qualitativo da equacdo diferencial de decaimento, ou
seja, um decrescimento mondtono para zero.

Isto significa que, s haverd concordancia quantitativa entre y(t) e y, se

escolhermos 0 < h << 1.

As solugdes c), d) e e) representam instabilidades numéricas. Vamos admitir que
o método de Euler, que usa diferencas “para a frente”, foi mal escolhido. Entdo
optemos, por exemplo, pelo método de Euler “para a frente”, mas com forma simétrica

no termo linear o que da
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Vit =Yk Vi TV

= (2.6.2.7)
h 2
Resolvendo em ordem a y,,, temos
= Z;h . (2.6.2.8)
Yiewt 2+ h Vi -0.2.

Temos novamente uma equacdo de diferencas linear, de primeira ordem, com
coeficientes constantes. O comportamento da sua solu¢do depende agora de

2-h
h)=—— 2.6.2.9
r(h) o, 2629

que se pode representar por

Grafico 8

Como

[r(h) <1 O<h<o  (262.10)

segue-se, que todas as solugdes da equacdo (2.6.2.8)

k
Yo =vo|r(h) @621
decrescem para zero, quando k — co. Contudo, somente para 0<h<2 € que o
decrescimento € monétono. Se & >2 a solucdo é oscilatéria com uma amplitude que

decresce exponencialmente. (Gréficos 9,10 e 11)
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Grafico 10
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Grafico 11
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Experimentemos o método de Euler “para trds”. Entdo a equacido de decaimento

[¢N

Vi = Yia

Y ==Y (2.6.2.12)

ou

Via = “ Vi (2.6.2.13)

1
1+h
Como

0<L<1 O<h<oo (2.6.2.14)
1+h

segue-se que todas as solugdes da equacdo (2.6.2.13), isto é,

1 k
= — (2.6.2.15)
Ye = Yo (1 h j
decrescem (em magnitude) monotonamente para zero para qualquer valor do passo.

Usando o método de diferengas centrais temos

Yirn Vi _

- 2.6.2.16
o Yo o )

Trata-se de uma equagdo de diferencas linear de segunda ordem com

coeficientes constantes

Yira T 2h Vi =Y = 0 (2.6.2.17)

A solugdo é

Vi :Cl(r+ )k +C2(V_)k (2.6.2.18)

onde ¢, e ¢, sdo constantes arbitrarias, e (r+ , r_) sdo solucdes da equagdo caracteristica

correspondente a (2.6.2.17)

P +Q2h)r-1=0 (26219

Essas solucdes sdo dadas por

r.(h)=-h+N1+h>  26220a

r(h)=-h—~N1+h*>  26.220b
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Verifica-se que:

a) r(h)<-1, 0<h<oo;
b)rjM<-Qh+0{%chmmOh—ew;

c) 0<r(h)<l, O<h<oo;

1 1
d) rlh)=—+0]| — | quando h — oo;
) =505 a

Estes resultados levam a conclusdo de que o segundo termo no segundo membro da
equacdo (2.6.2.18), oscila com uma amplitude que cresce exponencialmente, enquanto o
primeiro termo decresce monotonamente para zero. Uma trajectoria tipica desta solugdo

esta representada no grafico 12.

W™

Grafico 12
Como este comportamento se verifica para qualquer passo & >0, vemos que o
método das diferengas centrais apresenta instabilidades numéricas para qualquer valor
do passo h.
Concluindo, os quatro modelos discretos da equagdo de decaimento, baseados
nos métodos de Euler, ddo o comportamento qualitativo correcto para a solucdo
numérica se as seguintes condi¢des forem satisfeitas (no que respeita ao valor do passo):

a) Euler “para a frente”: 0 < h <1;
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b) Euler “para a frente” com termo linear simétrico: 0 < h < 2;
c) Euler “para tr4s”: h>0;
d) Diferengas centrais: nenhum valor de &
Quer dizer, excepto no caso de diferencas centrais, os outros trés modelos
discretos dardo excelentes solu¢cdes numéricas quantitativas se:

O<h<kl

2.6.3. Oscilador harmoénico

A equacio diferencial do oscilador harménico

2

d”y
dt®

€ caracterizada pelo facto de todas as suas solugdes serem periddicas

+y=0 (2630

y(t)=c cos(t)+c,sen(t)=c-e" +¢c"-e™  (2632)
onde ¢, e ¢, sdo constantes arbitrdrias e ¢ € uma constante complexa.
Aplicando o método das diferencas centrais vem

Vi =2V + Vi n
hZ

y, =0 (2633
que pode ser escrita na forma

Vi — (2 ~h? )yk +y,,=0 (2.6.3.4)

Temos uma equagéo de diferengas linear de segunda ordem cuja solucdo é

y.=D,(r.) +D,(r ) (2635

onde D, e D, sdo constantes e r, € r_ sdo as solu¢cdes da equacdo caracteristica

hz
r2 _ 2(1 _ 7)r +1 = 0 (2.6.3-6)

ou seja

2
r.(h)= (1 - %J +g\/h2 -4 (26372

2
r(h)= (1—%}—%%2 -4 (263.7b)
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Para O0<h<2, r, (h) e r (r) sdo complexos conjugados tais que

2

r,(n)=(r_(n)) {1——j YT ess

Por outro lado

(r,(n)) = ((r_ (n)) )2 = (1 - h—zjz + % (4-n*)=1 (2639

logo tem magnitude 1.

Portanto, para 0 < & < 2 temos

r.(h)=(r (h) =" (2.63.10)

tan p(h) = (2.6.3.11)

Logo, a solugdo de (2.6.3.4) para O<h <2 é

=D, 4+ DM (2,63.12)

Se h=2

r.(2)=r(2)=1 (263.13)

e a solucdo geral é
y, =(D, + D,k)(-1)"  (2.6.3.14)

Para h>2, r, (h) er (h) sdo ambos reais e dados por

2
r.(h)= (%—1]+§ h* -4  (2.63.153)

2

r(h)= —(h——lJ——\/hz (2.6.3.15b)

De (2.6.3.15b) vem

r(h)<—1para h>2  (26.3.16)

e da equacdo caracteristica (2.6.3.6) vem
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r.(h)-r(h)=1 (6317

+

Logo, r, (h) tem de possuir sinal negativo e deve ter magnitude inferior a 1, isto &,

~1<r.(h)<0 para h>2  (2.6.3.18)
O gréfico 13 mostra o comportamento de r, (h) e r (k) em funcdo de A . Assim,

para este caso

Y, = (D1|r+ (n)" +D,|r. (h)|")(—1)k (2.6.3.19)

e concluimos que y, cresce exponencialmente com uma amplitude oscilante.

rhy

Grifico 13 (Equacdes (2.6.3.15a) e (2.6.3.15b) para h=h- 2)

Concluimos ent@o que, o método das diferencas centrais tem uma solugdo com o
mesmo comportamento qualitativo da equag@o diferencial do oscilador harménico
somente se 0 passo se encontrar no intervalo 0 < h <2

Consideremos agora dois modelos de diferencas centrais para os quais o termo

linear y € modelado com uma forma nao simétrica. Estes modelos discretos sdo
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Yier =2V + Vil
h2

+y,.,=0  (263.20)

Yier =2V + Vil
h2

A equacio caracteristica correspondente a (2.6.3.20) é

+Y,, =0 (26321

P2 =2r+(1+h*)=0 (26322

com solugdes

r(h)=(r(h) =1+ih  (263.23)

+

ou escrevendo na forma polar

r(h)=v1+h? - (2.6324)
tang(h)=h  (2.63.25)
Notemos que, as duas raizes sdo complexas para qualquer 2>0 e té€m
magnitudes que sdo superiores a 1. Consequentemente, todas as solucdes deste modelo

discreto sdo oscilatérias, mas t€m uma amplitude que cresce exponencialmente.

Da mesma forma, a equag@o caracteristica correspondente a (2.6.3.21) é

rz—(i)-w( ! j—o (2.6.3.26)
1+ k> 1+ k>

cujas solugdes sao também complexos conjugados para qualquer 7 > 0:

r.(h)=(r(n)) = Ltih _ 1 ot (2.6.3.27)

' IR TV N
onde @(h) é dada por (2.6.3.25). Logo, concluimos que, para qualquer /> 0, todas as

solugdes da equacdo (2.6.3.21) sdo oscilatérias com uma amplitude que decresce

exponencialmente.

Consideremos agora as propriedades de um modelo de diferengas centrais para o

qual o termo linear y tem forma simétrica. Vamos, novamente, considerar dois

exemplos, sendo o primeiro da forma

Vit _2)’2k + Vi " Yin T Vi -0
h 2

(2.6.3.28)
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A respectiva equagio caracteristica é

2

r 2 r+1=0 (2.6.3.29)
1+
2
cujas raizes sdo
1 ) h?
r,(h)= —| 1tk |1+— (2.6.3.30)
h 4
1+
2
Note-se que
r.(h)=(r_(h)) ,para h>0  (2.63.31)
() =]r-(h)=1 (6332
logo

ro=r*=e"" (26333

2
tan () = |1+ % (2.6.3.34)
Como

v, =E-(r,) +E -(rf)k (2.6.3.35)

onde E ¢é uma constante arbitrdria, concluimos que todas as solucdes deste modelo
oscilam com amplitude constante para h > 0.

O segundo exemplo tem uma expressdo discreta completamente simétrica dada
por
Vi1 _2)’21< T Via 4 Dkt TVt Vi =0 (2.6336)
h 3
A respectiva equagfo caracteristica é
h2
1——
) h62 r+l=0 (26337
I+—
3
com raizes
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| n? E
. (h)= 1— 2 |+ih |1+ 2.63.38
al n u 6} M 12} ( )

I+—
Estas raizes t€m as seguintes propriedades:

(h)=(r (n)) ,para h>0  (2.6.3.39)

)= (o () =
h2
hy 1+ D) (2.6.3.41)

2
_h
6

Concluimos que, para h >0, todas as solugdes da equacdo (2.6.3.36) sdo

Ir, () =|r-(h)=1,para h>0  (2.6.3.40)

tan q)(h) =

oscilatorias e com amplitude constante.

Resumindo, vimos que somente a utilizacdo de uma representacio discreta para
o termo Yy, que seja centrada no ponto da grelha ¢, , dard um modelo discreto que tem
oscilagdes com amplitude constante. Modelos ndo centrados permitem que a amplitude
das oscilagdes ou cres¢ca ou diminua. O modelo de diferencas centrais tem um
comportamento oscilatério correcto se 0 < & <2, enquanto as duas formas “simétricas”

para y ddo um comportamento oscilatério com amplitude constante para qualquer

h>0.[7]

2.7. Equacoes de diferencas de primeira ordem

Nesta seccdo é apresentado um método de resolucdo de todas as equacdes de
diferencas de primeira ordem, homogéneas e ndo homogéneas, quaisquer que sejam os

coeficientes.

2.7.1. Homogéneas

A forma geral das equacdes de diferenca homogéneas e lineares de primeira

ordem é€:

Yin =P Vi = 0 (2.7.1.1)
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onde p, € uma funcdo.
Vamos agora encontrar as solugdes da equacao homogénea.

Sendo y,, a nossa condi¢do inicial, temos:

Yo =D

V3 =Py Yy = PP Yy

Vi = Pi2Yi2 = Pra - P2P1 )y

Yi = PraYiet = Prar--- P2 Dy Ny

Obtemos:

k-1
v=n[lpr @712
i=1

que € solucdo geral da equagdo (2.7.1.1), com condig¢@o inicial y,. [6]

Vejamos agora alguns exemplos de aplicacao.

Exemplo 2.7.1.1: Encontrar a solu¢do das seguintes equagdes de diferengas:

a) x,,, —(k+1)x, =0, X, =c

Aplicando a férmula (2.7.1.2) vem:

b) x,,, —3"x, =0, X, =c

Usando de novo (2.7.1.2) temos que

[ 1+(k—1)'(k_1) k-(k—1)
x=c[[3 =c (3373 )=c 3" D =372 T =032
i=1
c) xM—ezk‘xk:O, X, =c

Recorrendo novamente a formula (2.7.1.2) vem:
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) l+(k—l)‘(k_l)}

k-1 [
2i 2 4 2(k—1 2+4+.. +2(k—1 2142+, +(k-1
xk:c-”e’:c-(e et e )):c‘e+++( Vool 2 oL 2 =c-

i=1

d) Vi — /B Vi = 0, ﬂ = constante
Temos que a solucdo geral da equacdo € dada por:

k-1
ve=y [[B)=c|B-B-....B|=y,-B" . onde y, éa condicio inicial dada.

i=1 (k—1)vezes

2.7.2. Nao Homogéneas

A forma geral das equagdes de diferenga ndo homogéneas e lineares de primeira

ordem é€:

Viet — P Ve =94, (2.7.2.1)
onde p, e g, sdo funcdese g, #0.
A solucdo geral da equagdo (2.7.2.1) consiste na soma das solucdes da equacdo
(2.7.1.1) com qualquer solug¢do particular da equagio ndao homogénea (2.7.2.1).

Consideremos agora a equagdo (2.7.2.1) e dividamos ambos os membros da

k
equacao por H D>

i=1

Vit Ye _ 4

b - (2.7.2.2)

[Ir. TIr. Il».

i=1 i= i=1

Podemos reescrevé-la da seguinte forma:
k=1 k-1
Yo |__ 49 © Vi _ a1 4k _ 9 |ao
A== e =N |en=lr2 |7

P,— i=1 i=1 H pr

= 1

k k-1 k
P Hpi Hpi
i=1 =1

i=1

DAY, =YY
k-1

o A(A_lyk): Yis % =A_1yk; A_lyk = Zy, + constante

r=1

57

e

k-(k-1)



A solucdo da equagdo (2.7.2.1) € dada pela soma das solu¢des da equacio
homogénea que lhe estd associada com uma solu¢do particular da equagdo ndo

homogénea. Assim, temos que a solucdo geral da equacgdo (2.7.2.1) é dada por:

v=AJ]p+[Ip 2 | —7—| @723

onde A € uma constante arbitrdria (condi¢do inicial).[6]

Apresentaremos agora alguns exemplos de aplicagdo:

Exemplo 2.7.2.1: Encontrar a solucdo geral de cada uma das equacdes de

diferenca:

1
a) )’k+1_E)’k:2’ yi=c

Usando a férmula (2.7.2.3), temos que:

(YT 2220 2
yk_ 2 2 l l 1 1 k-1
215 ()
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k
b) Yk+1_m e =4, yi=c
Recorrendo a (2.7.2.3) vem:
=c - +k_1 LS 4 oy =Sil|d 24, Ao
Tk Pl BRa £l B Iil r Yk 11 1 71
o r+l 2 3 4 k
c 4 c 4 (2+k
=—+4+—243+4+...+k) & =—4—|—lk-1)| &
vl ) = et 22 )
y,=c-k+2-k7" - (k=1)-(k+2)
)y, —By=qa, onde & e 5 sdo constantes
De (2.7.2.3) temos:
k=1 k-1 k-1 o B B o o o o
Y =¢ ﬂ"'H:B Rt v =B+ g [ﬁ+ﬁ+ﬁ+ ﬂk—lJ
i=1 i=1 i=1
B
Il
1 1 1 1
ey, =c 5+ a‘(—+—+—+. + _j(:)
' BB BB
1 k-1 1 k-1
! 1_[/)’) 1_(j
yk:c.ﬁk_l+ﬂk_l.a. PR S A— P yk:c.ﬁk_l+ﬁk_2.a. L P
Vi l—l p-1
B B

N :c.ﬁk—lwk-z.a.ﬁi[l_(%J ' J@ yoep Bl @

onde ¢ é a condicdo inicial. Obtivemos assim, a solu¢do geral no casode S #1.

Se f=1,temos y,,, -y, =a, onde « € constante
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v, =c-| |1+] |1 = @yk:c-1+l-(0{+a+a+...+a}

k—lvezes

2.8. Equacoes de diferencas de segunda ordem

2.8.1. Homogéneas

Consideremos a equacdo de diferengas homogénea de segunda ordem
Vier TPV Y4V, =0 (28.1.1)
onde p, e g, sdo funcdes de k. Suponhamos que conhecemos uma solucdo da equagdo
de diferencas homogénea de segunda ordem y,. Usando o Casorati C (k), podemos
mostrar que é possivel encontrar a segunda solugdo y, da equagdo de diferencas
homogénea de segunda ordem. Ora, C(k) satisfaz a seguinte equagio:

Clk+1)=¢q,Clk) (@812

Assim

k-1
Ck)=A-0, =A-T]a, @813
i=1

onde A € uma constante ndo nula.

Temos entdo que

Yo N
2

1 2 2 1
1 =V Vi ~ Vi Yin  (28.14)
yk+1 yk+1

C(k)=

Dividindo C(k) por y; - y..,, obtemos

60



C(k) yllc 'ylf+1 _y:'yllm =Ay_l§(11)
1

= o (2.8.1.5)
Vi Yin Vi " Yin Vi
Multiplicando agora por A™', tem-se:
4 Clk 4 A -
Yo = VA ———— ( 1) =y A —— Qﬁ = Ay A ——— le (2.8.1.6)
k" Vi Vi " Vin Vi " Vin

Assim, conhecida uma solugdo da equagdo de diferengas homogénea de segunda
ordem, € possivel encontrar uma segunda solucdo linearmente independente da
primeira. A solugdo geral da equacédo dada é:

y, =y, +e,y; (2817

onde ¢, e ¢, sdo constantes arbitrarias.[6]

2.8.2. Nao Homogéneas
Consideremos a equagdo de diferengas ndo homogénea de segunda ordem
Vier ¥ P Vi 4V = R, (28.2.1)
onde p,, q, e R, sdo funcdes de k. Suponhamos que conhecemos uma solu¢do da

equagdo de diferencas homogénea de segunda ordem y,, entdo é possivel encontrar a
solugdo geral da equacdo ndo homogénea.
Suponhamos que a solugdo geral da equacdo ndo homogénea, pode ser escrita da
seguinte forma:
y, =yu, (2822
onde y, € a solugdo da equagiio homogénea e u, é uma funcio desconhecida.

Uma vez que (2.8.2.2) é uma solucdo geral da equagdo ndo homogénea, se

substituirmos a solugdo na equagdo nao homogénea, obtemos:

1 1 1
Visalpsr T Dy Vil T4, YU, = Ry (2.8.2.3)

Multiplicando agora a equagdo homogénea por u,,,, vem:

U Yiwor T Pillyy Vi T iy =0 (2.8.2.4)

an A(x—kah_x_k: xk+1 .yk _yk_H ')Ck
Vi Vit Vi Vi " Yin
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Subtraindo agora as equagdes (2.8.2.3) e (2.8.2.4), temos:

y11<+2 (”k+2 Uy )_ qx yllc (uk+1 — Uy ) =R, & y11<+2A Uy — 4 ylch u, =R, (2.8.2.5)

Fazendo

X, =Au, (2.826)

resulta que

1 1
Yiv2 X1 — 4k ykA X, = Rk (2.8.2.7)
Estamos agora perante uma equacdo de diferengas, ndo homogénea de primeira

ordem, da qual j conhecemos a solugdo, que é dada por:

1
| lyi , A é uma constante arbitraria (2.8.2.8)

k-1
Ri i
yi+2

Au,=x,=A-P,+P Y —- P, :ﬁ
i=1

i=1 ©j+1

Aplicando agora o operador A™', vem que
k-1 R.
u, =A-N'P +A"'| P, Z—’ + B, B é uma constante arbitraria  (2.8.2.9)
i=1 %41

.. ~ |
Se substituirmos u, , pelo seu valor na equagdo y, = y,u, , temos que

k-1 R.
y, =A-y,A'P,+B-y, + y’l‘A_l(PkZP_ZJ (2.8.2.10)
i=1 i

i+l

2.9. Equacoes de diferencas lineares de ordem n

Uma equacao diz-se linear se tiver a forma seguinte:

ao(k)ykﬂ +al(k)yk+n_l +...+a, (k)yk =R, (29.1)
onde ao(k), al(k),...,an (k) e R, sao fungdes de k.
A equacdo € de ordem n se e sO se
a,(k)xa, (k)20 (292
Dada a condicao anterior, podemos dividir todos os termos da equacdo (2.9.1) por

ao(k) e reescreve-mos a equacao de diferencas de ordem n da seguinte forma:

Vitn +al(k)yk+n_1 +...+a, (k)yk =R, (2.9.3)
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Se R, =0, a equacgdo de diferencas € linear, de ordem n e homogénea.

yk+n + al (k)yk+n—1 +...+ an (k )yk = 0 (2'9'4)
Caso contririo (2.9.3) é uma equacdo de diferencas linear, de ordem n e ndo

homogénea.

Exemplo 2.9.1: A equagio de diferencas seguinte
Vier =6V +3y, =1+2k>=3-28 (295
¢ linear, de ordem 2 (k+2—k =2), e ndo homogénea. Neste caso a, =—6, a, =3 ¢

R, =1+2k> 3.2

Teorema 2.9.1: Seja oo uma constante. Se y, € solugdo da equagdo (3) entdo

o -y, também € solucio.

Demonstragdo: (6]

Teorema 2.9.2 (Principio da sobreposicdo): Sejam o e [ constantes. Se x, e

z, sdo solucdes da equagdo (2.9.4) entdo y, =a-x, + -z, é também solugio.

Demonstracdo: Como x, € solucdo, entdo pelo teorema (2.9.1), a-x, ¢é
também solugdo. Assim temos que:

a-x,, +a, k) x,,  +..4a,(k)-x]=0 (29.6)

Podemos reescrever esta equagdo da seguinte forma

te, va, (k) +...+a, k), =0 (297

k+n k+n-1

onde 1, = -x, .
Como z, ¢ solugido, entdo pelo teorema (2.9.1) -z, é também solucdo. Assim

temos que:
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ﬁ'[zmn +al(k)' Zpgn tooota, (k) Zk]: 0 (2.9.8)

Podemos reescrever esta equagdo da seguinte forma:

I, +a(k)-1,,  +..+a k)1 =0 (299

k+n k+n—1

onde [, =f-z,.
Fazendo agora
y, =t +ak)-t,.,  +..+a,k)t, +1.,, +a k)1,  +...+a,l(k)1
=(t,,, +1.,)+a k) ¢y +ly ) ta, (k) +1,)

= Wk+n + al (k) Wk+n—1 +... +an (k) Wk

onde w, =1, +1[,.

O
Teorema 2.9.3: Dadas as seguintes condi¢des iniciais:
Ve =Ggs Vi =Apseess Vi =4, (29.10)
onde a,,a,,...,a, ,, sdo n constantes arbitrdrias e k varia no intervalo k, <k <k,.

Entdo existe uma e uma sé solucdo para a equagdo de diferencas ndo homogénea

(2.9.3).
Demonstracdo: [6]

Exemplo 2.9.2: Consideremos a equacdo de diferencas de terceira ordem:

k
Ve T e T k-yei =3y, =k,ondey =0,y, ==ley; =1  (29.11)

e encontremos os valores Y4 € Y5

Reescrevendo a equagdo da seguinte forma:

k
Vi3 :mymz —k-y, ¥3ytk (2912

temos que:

k=1 y4:%y3—y2+3y1+1:%+1+1:% (2.9.13)
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k=2 y5:§y4—2y3+3y2+1:%—2—3+2:—% (2.9.14)

Teorema 2.9.4: Seja x, uma solugdo da equacdo homogénea (2.9.4) e seja X,
uma solu¢do da equacio nao homogénea (2.9.3) entdo
y,=x,+X, (2915

€ solucdo da equacao nao homogénea (2.9.3).
Demonstracdo: [6]

Diz-se que n funcgdes
£ilk), £ (k). £, (k)
sdo linearmente dependentes, no intervalo k, <k <k,, se existem n constantes no

intervalo, ¢,,c,,...,c,, ndo todas nulas, tal que

e, fi(k)+c, f,(k)+...+c, f,(k)=0  (2.9.16)
Se as fungdes ndo sdo linearmente dependentes, diz-se que sdo linearmente
independentes.

O determinante Casorati das n funcdes

Ak £ k)...... £, (k)

€ definido da seguinte forma:

f(k) ALk) o £ k)

(k)= fl(k:+1) fz(k:"'l) fn(:+1) 29.17)

filk+n=1) f,(k+n-1) ... f(k+n-1

Teorema 2.9.5: As fungdes

fik). £y (k)..... £, (k)

sdo linearmente independentes se e s6 se o Casoratiano for igual a zero para todo o k.
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Demonstracdo: [6]

Exemplo 2.9.3: As fungdes 5, k5* e k5" sdo linearmente independentes.

5* ks* k*5*
Clk)=[5"" (k+15""  (k+1)°’5""]  (29.18)
5k+2 (k + 2)5k+2 (k + 2)2 5k+2

Ora, vejamos:

1k k* 1 k k* 1 k Kk
Clk)=5"-5".521 k+1 (k+1)[=5"%70 1  2-k+1 |=2-5"%0 1 2-k+1
1 k+2 (k+2) 0 2 2-(2-k+2 0 1 2-k+2
1 kK
=2.5%70 1 2.k+1=2.5%"
00 1

Como 2-(5*)# 0 entiio as fungdes sio linearmente dependentes.

Exemplo 2.9.4: As fungdes 5°, 3.5 e ¢ sdo linearmente dependentes.

Consideremos a seguinte combinagéo linear:

¢, -5 4¢,-3-5 1, e =0 (,+75¢,)5  +¢,- € =0 (29.19)
Escolhendo ¢, =—-75¢,, onde ¢, #0 e ¢, =0 a combinacdo linear anterior &

zero, pelo que as fungdes sdo linearmente independentes.

2.9.1. Homogéneas de ordem n

Teorema 2.9.1.1: Sejam
a, (k),a2 (k),...,a” (k)

fun¢des definidas para todo o k e tal que a, (k) é diferente de zero para todo o k , entdo

existem n fungdes linearmente independentes
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(k). (k)..... v, (k)

tal que se tem a equacio

Voo +a,(k)y ., +...4a,(k)y, =0  29.1.1)

Demonstragdo: (6]

Definicdo 2.9.1.1: O conjunto fundamental de solu¢des da equagdo

Vioy +a,(k)y,, +...+a, (k)y, =0 (29.1.2)

€ constituido por quaisquer n funcdes

yi(k), 1<i<n

de tal forma que sejam solucdes da equacio e com o Casoratiano C(k) ndo nulo para

todoo k.

Teorema 2.9.1.2: Sejam
$,(k), 1<i<n
n solucdes linearmente independentes da equagdo

Veoy ta,(k)y e,y +.ota,(k)y, =0 (29.1.3)

Estas solu¢des formam um conjunto fundamental de solugdes.

Demonstracdo: [6]

Teorema 2.9.1.3: Qualquer solu¢do y, daequacio

Veow ta,(k)y oy +.ota,(k)y, =0 (29.1.4)

pode ser escrita como combinag¢ao linear das funcdes

$,(k), 1<i<n
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Demonstracdo: [6]

Teorema 2.9.1.4: Qualquer conjunto fundamental de solugdes da equacio

Vo, +a,(k)y ., +...4a,(k)y, =0  (29.15)

€ linearmente independente.

Demonstragdo: (6]

Teorema 2.9.1.5: Uma equacdo de diferengas linear de ordem n tem n e sé n

solugdes linearmente independentes.

Demonstragdo: (6]

2.9.2. Equacoes de diferencas lineares nao homogéneas de ordem n

(método da variacao das constantes)

Dada a equacdo de diferengas linear ndo homogénea

Yien T 64 (k)yk+n—l t...ta, (k)yk =R, 29.2.1)
a sua solucdo pode ser obtida, conhecida uma soluc¢do da equacdo homogénea que lhe
estd associada e usando o método da variagdo das constantes para encontrar uma
solugdo Y, da equagdo homogénea.
Sejam
yi,1<i<n
um conjunto fundamental de solu¢des da equacdo homogénea. Queremos determinar
funcoes
C.(k).1<i<n

tal que

Y, =C,(k)y, +C,(k)y? +...+C, (k)y! (2922
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seja uma solugdo particular da equagdo ndo homogénea.

Assim temos

Yoo =2 Cilk+1)yp, (2923
i=1

€
C.(k+1)=C.(k)+AC,(k) (2924
Logo
Yo = 2 [C )+ AC (k)] =D Cik)ye, @925
i=1 i=1
S€ pusermos

D ViaAC (k)=0  (2.9.2.6)

i=1

Da mesma forma, temos que

Y., = 2 Clk+1)yl,,  (29.27

Yo,=> C.(k)y,, (2928

se tivermos

Z yli+2ACi (k) =0 (2.9.2.9)
i=1

Continuando o processo, temos

n

Yeor = 2. C(k)yl,, .  (29.2.10)

i=1

Z yli-Hz—lACi (k) = 0 (2-9.2.11)
i=1

Donde vem que
n

Yk+n = Ci (k )ylic+n +z y/i’-#n AC; (k) (2.9.2.12)

i=1 i=1
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Substituindo na equacdo ndo homogénea temos que,

D ViAC (k)=R,  (29213)
i=1

As equagdes (2.9.2.6), (2.9.2.9), (2.9.2.10), (2.9.2.11), (2.9.2.13), sdo um conjunto de n

equagdes lineares para AC, (k)1<i<n.

(2.9.2.14)
onde
C(k+1)
€ o Casorati do conjunto fundamental de solu¢des da equacdo ndo homogénea, logo

diferente de zero, e

fik)1<i<n

sdo dadas em funcdo de R, e de y,i . [6]

70



3) Sistemas Dinamicos Discretos

Até este momento temos sempre conseguido encontrar uma férmula para
solugdo da equacgdo de diferengas. Mas caso essa férmula néo exista? Como proceder?

Suponhamos a equagéo de diferencas

a,,=fla,) @1
com condi¢do inicial conhecida q,,.

Uma possibilidade, a que sempre podemos recorrer, € efectuar iteracoes
sucessivas para tentar encontrar a trajectoria ou orbita de uma varidvel x que faga
parte de um sistema dindmico.

Estamos agora em condi¢des de dizer que um sistema dindmico € um processo

iterativo, tal como usar a maquina de calcular e carregar consecutivamente na tecla e*,

x e*

e

dar-nos-4 x,e*,e‘ ,e‘ ,... e estaremos obtendo iteragcdes sucessivas da fungdo
exponencial. Se esta experiéncia for executada repetidamente para qualquer valor de x
inicial, a certa altura surgird o “overflow” ou mensagem de erro na mdquina, que
significa a tendéncia da sucessdo para oo. Se usarmos este processo para a funcdo
sen(x), obtemos apGs virias iteracdes sucessivas o valor zero. No caso do cos(x) tende
para 0.99984 .

ApOs estas tentativas poderiamos ser levados a pensar que a iteragdo de uma
dada funcdo, sobre um certo valor inicial, d4 uma sucessdo que converge para um limite
fixado e unico. Isto € totalmente falso. Fun¢des muito simples conduzem a resultados
imprevistos quando sdo iterados. Por exemplo a funcido f (x)=4x(1-x). Se fizermos
um input de um ndmero aleatério entre 0 e 1, depois de vérias iteragcdes, podemos obter
diferentes tipos de comportamento, fortemente dependentes do valor inicial.

O mesmo se usarmos equacdes de diferencas do tipo

an+l = f(an) (3'2)

Assim temos:
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A notagdo comeca a tornar-se complicada, mas a ideia é clara.. E fécil de
executar, ideal para experimentar e dptimo quando ndo hd forma de conhecer de outro

modo a solu¢do da equagdo de diferencas.

3.1. Iteracao de ponto fixo

Suponhamos uma equagdo algébrica, linear ou néo linear da forma

fx)=0 @1
Escrevendo
x=x+f(x)=gx) @ x=g(x) @12
obtemos um outro modo de escrever a equagdo (3.1.1) dada, que € a forma em que

muitas vezes a equagdo (3.1.1) aparece nos problemas reais.

A equacdo (3.1.2) sugere imediatamente o seguinte esquema iterativo

X, =glx,) @13

Para que este algoritmo se possa usar, temos de demonstrar que:

a) A partir de um ponto inicial x,, podemos calcular sucessivamente x,,x,,...;

b) A sucessdo {xl S Xy .}, converge para algum ponto &

¢) O limite & é por defini¢do um ponto fixo de g(x), isto é & = g(&).

Portanto o ponto fixo &, solucdo de (3.1.2) é um ponto que a fun¢do g transforma nela

propria, ou por outras palavras, um ponto que permanece fixo sob a transformacio g.
Proposicao a)

O exemplo da fung¢do real de varidvel real

g(x)=—x
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mostra que a proposi¢do a) ndo € uma exigéncia trivial. Neste caso g(x) ¢ definida para

x 2 0. Comecando com qualquer x, >0, obtemos

x, =g(x,)<0 (.14
e ja ndo podemos calcular x,. Entdo para que a proposicdo a) se verifique temos de

formular a hipdtese seguinte:

Hipotese 1: Existe um intervalo [ = [a,b] tal que, Vxe I, g(x) é definida e

g(x)e I, isto é, a fungdo g(x) aplica I em si préprio.

Para que exista um ponto fixo de g(x) no intervalo I temos de juntar outra

hipétese:
Hipétese 2: A funcio de iteracio g(x) é continuaem I = [a,b].
As duas hipéteses juntas implicam que g(x) tenha um ponto fixoem [ = [a,b].

Demonstracio: Com efeito se g(a)=a ou g(b)=b, isso é obvio. Mas se
gla)#a e g(b)#b, entdo sabemos que pela hipdtese 1, ambas gla) e g(b) estio em
1= [a,b]; logo g(a)>a e g(b)<b.Logo a fungio

h(x) = g(x)-x
satisfaz h(a)>0 e h(b)<0. Como h(x) é continua em I, pela hipétese 2, h(x) deve
anular-se algures em [, conforme o Teorema do Valor Intermédio?. Logo g(x) tem

um ponto fixoem 1 .

d

12 Teorema do Valor Intermédio: Seja g uma funcdo continua definida em [a,b]. Suponhamos que

g(a)zu e que g(b)zv. Entdo para qualquer X entre U e V existe ¢, a<c<bh tal que

glc)=x.
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Proposicao b)

Para analisarmos a convergéncia assinalada na proposi¢do b), podemos usar em
cada caso um método grafico, usualmente designado por Teia de Aranha (“Cobweb”).
No entanto, a iteracdo do ponto fixo pode ndo ser convergente, e essa

convergéncia parece depender do declive da func¢io g(x), conforme mostra o método
da Teia de Aranha. Se o declive de g(x) for muito grande em valor absoluto, perto de
um ponto fixo & de g(x), ndo serd de esperar convergéncia para esse ponto fixo.

Temos entdo de estabelecer uma terceira hipotese:

Hipétese 3: A funcgdo de iteracdo g(x) é diferencidvel no intervalo I = [a,b] e

existe uma constante K , ndo negativa, K <1, tal que Vxe [ | g'(x] <K.

Obviamente a hipdtese 3 implica a hipdtese 2, pois uma funcdo diferencidvel é

uma funcédo continua.

Teorema do Ponto Fixo: Seja g(x) uma funcdo de iteracio que satisfaz as
hipéteses 1 e 3. Entio g(x) tem exactamente um ponto fixo & em I, e comegando com
qualquer ponto x, em I, a sucessdo x,,x,,... , gerada pela iteracdo de ponto fixo

x,,, = g(x,), converge para &.

n+l

Demonstragdo: Ja provamos a existéncia de um ponto fixo & para g(x) em 7.
Seja x, qualquer ponto em . Entdo a iteracdo de ponto fixo gera uma sucessido
X;,X,,... de pontos, todos situados em [, segundo a hipétese 1. Representemos o erro
na iteracdo de ordem n por:
e,=¢—-x,, n=012,... (3.15)

Entdo como & = g(£) e x, = g(x,_, ), temos:

en = 5 - 'xn = g(g)_ g(xn—l ) = g' (nn )en—l (3'1'6)
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para algum 7, entre & e x, , , devido ao Teorema do Valor Médio.""” Notemos que
77n € [f’xn—l] €

e, =¢-x,, @GL7D

Entdo, pela hipétese 3

<K

e

n

e,| (318

Logo, por indugdo sobre n, vem:

<K

en_1| <K?*.

e, ,|<...<K"

e (319

Como 0L K £1 temos l_ianK" =0, logo

n—+oo

limle,| = lim K"|e,|=0  (3.1.10)

n—>+o0 n—>+oo

qualquer que seja o erro inicial ¢, . Logo x,,x,,... converge para &.

d

Coroldrio 3.1.1: Se g(x) é continuamente diferencidvel num intervalo aberto,

contendo o ponto fixo &, e se

g'(§) <1

entdo existe um € > 0 tal que a iteracdo de ponto fixo com g(x) converge quando

|x0 _§| <€

Um ponto fixo & para o qual |g'(§] <1 chama-se ponto de atraccido ou

atractor para a iteracdo com g(x). Isto é, no caso de convergéncia, o ponto atractivo
funciona como um “buraco negro”: as iteragdes que se aproximam dele sdo
inexoravelmente atraidas. Caso contrrio, o ponto fixo pode ser um ponto de repulsao

ou repulsor e também pode ser um ponto fixo periddico.[1]

3 Teorema do Valor Médio: Suponhamos g definida em [a, b] uma funcdo continua e com primeira

derivada. Entdo existe um valor ¢ € [a,b] tal que g(b)— g(a) = g'(C)(b - a).
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3.2. Pontos fixos ou Valores de Equilibrio

Para qualquer equacio de diferencas de primeira ordem

= flw,) @21

os seus pontos fixos sdo dados pelas solugdes de

u=fu) (22
Os valores de equilibrio representam as solugdes constantes da equagdo de

diferencas.

Exemplo 3.2.1: Consideremos a equacao logistica

un+1 = k ’ un (1 - un ) (3'2'3)

fazendo k =2 fica:
U, =2-u,(l-u,) (324
fazendo u, =u, para qualquer valor de n, temos:
u:2‘u‘(l—u)(:)2u2—u:0 (3.2.5)
cujas solugdes u, =0, u, = % , sdo designadas por pontos fixos ou valores de

equilibrio.

Para equagdes de segunda ordem € possivel usar também o mesmo processo para

encontrar os valores de equilibrio.

Exemplo 3.2.2: No caso da equacdo de segunda ordem

U, ,—2-u,,+4-u =6 (326

n+l

fazendo u, =u, para qualquer valor de n, temos:

u—2u+tdu=6=u=2 3.2.7)
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Exemplo 3.2.3: A equacio de segunda ordem

u,=3u, +2-u,,+n> (328

n—1
ndo tem pontos fixos.
Fazendo u, = u, para qualquer valor de n, temos:

u=3u—-2u—n>=—4-u—n* (3.2.9)

e este valor nunca pOdC ser constante para u constante.

3.3. Determinacio grafica de solucoes

Ha vérias formas de encontrar solu¢des particulares de equagdes de diferengas.
Podemos usar substitui¢do e obter dessa forma as solugdes. Por exemplo, considerando

novamente a equacdo logistica

u,, =2-u,(l-u,) @31

n+l

1 : ~ . .
com u, = 2 as suas solucdes particulares desta equagdo podem ser obtidas por simples

substitui¢do. Assim temos:

3 15 255 65535
= =—, Uy =——, Uy =————
8 32 512 131072

Um método alternativo para representar graficamente as equacdes de diferencas

é a Teia de Aranha (Cobweb). E particularmente ttil para determinar as solu¢des

constantes e verificar a sua estabilidade. Graficamente, um valor de equilibrio é a

abcissa do ponto de interseccdo do grafico com a recta

y=x (332

Suponhamos que temos a equagéo de primeira ordem

n+l

u =f(un)=%un+1 (3.3.3)

Representemos graficamente as rectas

y=x
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1
=—x+1
Y75

Estas rectas intersectam-se no ponto fixo (2,2). Seleccionamos, por exemplo, o

1 5
—+1=— e o ponto
2 4

valor inicial u, = l O ponto P, = 1,0 . Entdo u, _L
2 2 2

. 1 .
P, =(uy,u,), ficard na recta y :E)H—l. Localizemos o ponto Q, = (u,,u,) na recta

y =x e para isso basta desenhar a paralela P,Q,ao eixo dos xx. Marquemos a seguir

1 .
P, em y= Ex +1 desenhando Q, P, paralela ao eixo dos yy (a ordenada deve ser u, ).

1
Repete-se o processo desenhando segmentos de recta entre y=x € y = 5x+1 usando

as mesmas regras.

AT
E -
¥
ﬂ -
4__
T p
Py
// )
I T T T I T T T I \
Po 5 /
X
Grafico 14

Podemos ver que esta equacdo de diferengcas tem um ponto fixo (valor de

equilibrio), que € estdvel pois todas as teias de aranha se aproximam desse ponto.
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A utilidade do método é que uma representacdo grifica e interpretacdo de
resultados pode ser obtida desenhando simplesmente rectas.
Este método € particularmente util para determinar pontos fixos e assegurar a

sua estabilidade.
Vejamos agora os seguintes exemplos:

Exemplo 3.3.1: Determinemos uma solucao do tipo Teia de Aranha para
u,,=—k-u,+k 334

para diferentes valores de k. Em qualquer um dos casos usaremos como dado inicial

U, :Z'
a) k=%

1 1 . . 11
As rectas y=xc¢y= —EX + 5 , Intersectam-se no ponto fixo g,g .

Comegando em P, = (%,0) , temos P P,O,P,0,P,0,.... A Teia aproxima-se do

ponto fixo, quando n — oo, indicando estabilidade.
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Grafico 15
3
b) k=—
2

3 1. . 33
Asrectas y=x e y= —Ex + 5 intersectam-se no ponto fixo 35 )

. 3 .
O caminho comeca novamente em P, :(Z ,0) e a Teia de Aranha move-se

afastando-se do ponto fixo, o que implica instabilidade.
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N

Grafico 16

) . 11
Asrectas y=x e y =—x+1, intersectam-se no ponto fixo 55 .

O caminho comec¢a novamente em P, = (% ,0) e segue o rectangulo PO, P,0,,

indicando periodicidade. Isto é verdade para qualquer dado inicial, excepto o valor zero

€ um.
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Grafico 17

Deste exemplo bastante simples, podemos retirar algumas conclusdes quanto a

estabilidade. Assim uma equagéo de diferencas de primeira ordem do tipo

u,,=—k-u,+a (3.3.5)

n+l
tem:

a. Um ponto fixo estiavel se —1 <k <1

b. Um ponto fixo instavel se |k| >1

c. Um ponto fixo periddico se k =1
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4) Equacoes de diferencas nao lineares

4.1. A equacao de diferencas logistica

Se a popula¢do mundial satisfizer a equacdo diferencial

u'=a-u (4.1.1)
ela cresce exponencialmente na forma e®’. Este crescimento exponencial foi a
prediciio de Malthus"?. Evidentemente que a tem de ser positivo, experimentalmente
o seu valor admite-se ser de 0,02. Com esta estimativa a populacdo mundial duplica em

cada T anos, ou seja,

"1 =2 & T =35anos 4.1.2)
Este crescimento populacional pode ser modelado pela seguinte equacio de

diferencas

u,, =a-u(l-u) @13

n+
em que a € constante . Segundo esta equagdo ndo linear, u, representa a dimensio da
populacdo na geracdo n e « € a taxa de nascimentos e podemos esperar que a
dimensdo da populacdo na proxima geragcdo seja de «-u,, no caso de ndo se
verificarem factores que contrariem esse crescimento, tais como, falta de recursos, ou
no outro sentido, excesso de recursos que provoquem um aumento ainda superior. Se

a > 1, entdo o modelo da populagdo dado pela equagdo de diferencas de 1* ordem

u a-u 4.1.4)

ntl n
implicaria que a populagdo crescesse até ao infinito, pois a equacao tem solucio geral
u, =" -u, (415
Para contrariar esta possibilidade, podemos introduzir um termo

2
--u,

9 Thomas Robert Malthus (1766-1834)

83



que obrigard a reduzir o crescimento da populagdo quando esta é grande. Assim a

equacdo fica na forma

u,, =a-u(l-u) (416

Os pontos fixos desta equagdo determinam-se pela equagio

_Otuzo(:)u:Ovu:l—l
o o

u=a-ull-u)su-a-u-a-u'=0su’+
Assim
u:O\/u:l—l

sd0 os pontos fixos.
Para usarmos o método da Teia de Aranha nesta equagdo de diferengas ndo

linear, teremos de tragar os graficos da pardbola

y=f(x)=a-x(1-x) @17
e da recta
y=x (4.1.8)
Os pontos fixos, ou valores de equilibrio, serdo os pontos de intersec¢do da recta com a

parabola e os valores de x nesses pontos serdo dados pelas solugdes de
a-x(l-x)=xexa-x-1-a)=0 x:O\/x:I—l
a

Vamos somente ver o caso em que « >1, tal que um ponto fixo esteja no

primeiro quadrante x >0,y >0. Uma solu¢do do tipo Teia de Aranha, para o caso

a =28, é mostrada na figura seguinte. Assim
un+l = 2’8 ’ un (1 - un ) (4‘1‘9)

. 1
e consideraremos u, = 5
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Grafico 18

Os pontos de intersec¢io da pardbola com o eixo dos xx sdo:
28-x(1-x)=0= x=0vx=1

O ponto méaximo é

y'=2,8—5,6-x=04:>x=%=0,5

E de salientar que fazendo u, :% e com a escolha de & =2,80 ponto fixo é

estdvel, isto €, a Teia de Aranha aproxima-se dele.

O declive do grafico de

y=a-x(l-x) @110

no ponto fixo determina a estabilidade ou instabilidade das solucdes. O declive é
m=a-2-a-x (4.1.11)

. . 1
Como a abcissa do ponto fixo € 1 ——, temos que
a
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m=a’—2-0{-(l—l)=—a’+2 4.1.12)
o

Como vimos anteriormente nas equagdes do tipo

u,,=—k-u,+a (41.13)

n

o ponto fixo é localmente estavel desde que m > —1, pois nesse caso todos os caminhos

. . 1 . N

da Teia de Aranha, partindo perto do ponto 1——, se aproximam do ponto fixo, a
o

medida que n — c. Isso corresponde a & < 3. Note-se que se 1 <& <2 entdo a recta

y = Xx intersecta a pardbola

y=a-x(1-x) @114
entre a origem € 0 ponto maximo.
Para o >3 as solucdes tornam-se mais complicadas. O ponto fixo na origem ¢
instavel e, portanto, ndo hd outro ponto fixo para o qual as solucdes possam tender.
Podemos obter uma pista do que se passa se considerarmos a funcdo da funcido dada

por:

y=f(fx)=a: [05 x(1- x)](l —a-x(1-x)=a*x(1-x)-a’x*(1- x)2 (4.1.15)
com
fx)=a-x(1-x) @116
Quando & =3 esta curva intersecta a recta
y=x
somente em x =0 e em P .Podemos verificar isto fazendo:

x=a’x(1-x)-a’x*(1 —x)2 ex —Ox+9x> +27x* =54x* +27x' =0 &

a=3

& x(27x* =54x> +36x-8)=0 = x(3x=2)' =0

Vejamos agora o grafico das curvas

y=f(x) @117

e de

y=f(fx)) @118

para @ =3. O ponto fixo tem coordenadas (%,%) , pois
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x(3x—2)3 :0:>ng

Substituindo, @ =3 e x = % ,em (4.1.18), vem y :%

i~

o8+

nEan y=8 x(1-x1-27x% 1-z/

o4+

0.2

Grafico 19

A medida que @ aumenta, passam a ser trés os pontos de interseccdo sobre a
recta y=x. Para @ =3,4, verificamos graficamente que os graficos de (4.1.17), e de
(4.1.18),, juntamente com a recta y =x se intersectam em quatro pontos, fixos, dois
estdveis e dois instaveis. Neste caso A e C sao estaveis. Sendo A e C pontos fixos desta
equacdo, eles podem ser associados com ciclos bindrios ou solucdes biperiddicas na
funcdo original. Este fendmeno € conhecido como duplicagcdo do periodo. Ele surge pela
primeira vez quando o ponto fixo P sobre y = f (x), deixa de ser estdvel em o =3. O
ciclo bindrio cresce entdo em amplitude, quando & aumenta. Diz-se que a solucdo
bifurca em @ =3. Este tipo de bifurcacdo, no qual a solucdo estidvel se torna
bruscamente instivel e origina duas solucdes estiveis uma para cada lado, é um
exemplo da bifurcagdo do tipo forcado, assim chamada devido & sua forma geométrica

andloga a um forcado de lavrador.
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Grafico 20

Para um qualquer valor de &, os pontos fixos de (4.1.18), ocorrem quando
x=a’x(1-x)-a’x*(1-x)° @119
Para resolver esta equacéo, fagcamos

l-x=u (4.1.20)

Entdo u satisfaz
l—u=a’(1-wu-a*(1-u)u® @121
que se pode escrever na forma

Gu)=0 @122

em que

Gu)=(-1a*’ -a’u®> +’u-1) @123

Uma solucdo 6bvia de

Gu)=0 1249

p=115%. % (1-x)1-32304:2 (1 F
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u=1

enquanto que a equacao ctibica tem a solugdo

1
u=—
a

como se pode verificar. Logo,
Gu)=-1)a-u-1eu’* +all-au+1)=0 @125

pois pela regra de Ruffini vem:

Logo

Glu)=(u—- 1)(u - %)a(@ﬂuz tla—au+1)=0 @126

Em A e C, u satisfaz a equacio

du +all-au+1=0 @127

resolvendo em ordem a u , vem:

g+l -af -4a? ~D+ e (@® -2a+1)-4a?
L@ \/(aza) o @u:a(a )+ o (a2 a+1)-4a o
2a 2a
ala-1)tala® -2a+1-4 a-1+\(a+1)a-3)
Su= - Su=
200 2
Como

x=1-u (4.1.28)

vém

a—1-J(a+1)a-3)

X, =
2a
a—1++/(a+1)a-3)
= 20

Ora



f(xl):a'xl(l_xl):a‘

a-1-J(a+1)a-3) '(1_ a—1- (a+1)(a—3)}

20 200

_a-1- (@+1)fa-3) a+l+(a+1)a-3)

2a 2a
_ [a—(1+1/(a+1)(a—3))]- [a—(1+1/(a+1)(a—3))]= o’ —(1+ (0(+1)(05—3))2
4o 4o

Para a = 3.4 verifica-se que

flx,)=x,=0,548  (4.1.29)
Da mesma maneira se poderd verificar que
flx,)=x @130
Entdo, poderd haver transportes entre x, € x, ao longo da teia de aranha quadrada.
O ponto fixo A permanecera estdvel se o valor absoluto do declive da curva
nesse ponto for inferior a 1. (A mesma condi¢@o se aplica ao ponto C).
De facto, o declive critico € -1, e vamos ver qual o valor de &, para o qual isto
sucede. Temos:
d
d—f(f(x))z az(l—x)—azx—20{3x(1—x)2 +20°x*(1-x)
x

=’ -a’x—-a’x— 20{3x(1 —2x+x’ )+ 2007 = 2a°x°
=@’ -a’x—-a’x-2a’x+40°x* - 20°x’ +2a°x* - 2a° X’
=a’ - (1+alRa’*x+ 60’ x* —4a’x’

Queremos o valor de & dado por:
d 3.3 3.2 2 2
d—f(f(x))=—l(:)4a' ¥ —6a’x* +(1+aRa’x—a’ =1 (41.31)
X
quando x satisfaz

du +all-au+1=0 @132

com

u=1-x (4.1.33)

isto €, quando

a’x’ —al+a)x+1+a=0 @134

Multiplicando agora
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a’x*—a(l+a)x+1+a=0 @135
por

4a - x (4.1.36)

obtemos

4’y -4t 1+ a)x* +4a-x+4a*x=0  (4.1.37)
e subtraindo agora na derivada, vem:
4%’ —60° x> +(1+aRa’x—a’ —1-4a’x’ +4a*(1+ a)x* —4a- x-4a’x =0 &
S4a°x -6’ x* +20° x+20°x— a0 —1-4a’ X’ + 40’ X’ +4a’x —da - x-4a’x=0 &
o 2a°x 20’ x+200°x -’ —1+4a°x’ —4a-x=0 =
o2 (a-2)+2a xa+a’-2)-a*-1=0
o 20’ (@-2)+ 20 xa-2)a+1)-(1+a*)=0

Assim as equacoes

a’x’ —al+a)x+1+a=0 @138

20 (a-2)+2a-x(@-2)a+1)-(1+a?)=0 @139
devem ter as mesmas raizes em x . Fazendo, nas duas equagdes, o coeficiente de x>

igual a, temos:

xt - (+a)e 1+_2a =0  (4.140)
o a

2
o xar+1) (12+“ ) =0 @141
o 2a (05—2)

Estas equagdes tém as mesmas raizes se
l+a _ (1+a?)
o 2a*(a-2)

oa’-20-5=0a=1%t/6
Como s6 nos interessam valores de & > 3, a raiz pretendida é

s20 (a-2)1+a)=a' +a* 0{2[2(05—2)(1+05)—0:2 —l]:O PN

a=1++/6~3449....
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De facto os declives em ambos os pontos A e C sdo iguais a -1 para este valor de

« . Entdo para

3<a<1+4/6
a solucdo de 2 ciclos € estavel. (Ciclos bindrios).

Para

a:1+\/g

o sistema bifurca-se novamente para um 4 ciclo ou solu¢do de periodo 4, que

corresponde a uma solucio que € o conjunto de pontos fixos estaveis de

y=ffF(F() @1
O gréfico desta funcdo para o =3.54 tem oito pontos fixos. O ciclo duplica
novamente para & = 3.544 . Os intervalos entre as bifurca¢gdes da duplicacido do periodo
diminui rapidamente, até atingir um limite cerca de & =3.570, além do qual surge o
caos. As iteracdes deixam de ser periddicas para a maior parte dos valores de o,
situados além desse ponto, embora subsistam alguns valores de periodicidade em

2z

intervalos curtos. A sucessdo de bifurcacdes de duplicagdo do periodo € conhecida

(15)

como a Sucessdo de Feigenbaum' ™, e ela possui certas caracteristicas universais que

ndo sdo somente caracteristicas da equacgdo logistica, mas apresentam aspectos comuns
com outras equacdes de diferencas que geram duplicacido do periodo. A maneira mais
simples de ver o comportamento progressivamente complexo € através da figura obtida

em computador das iteragdes de
w,, =a-u(l-u,) (4143

para acréscimos passo a passo de &, comegcando com & =1+ J6 até a =3,829

9 Edward Albert Feigenbaum nasceu a 20 de Janeiro de 1936, é um cientista que trabalha no campo da

inteligéncia artificial. E chamado o pai dos sistemas inteligentes.
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Grafico 21

O efeito de duplicacdo de periodo infinito é que a solucdo € ultimamente nao
periédica. O comportamento cadtico e com ruido da equacdo de diferencas pode ser
visto claramente através do grande nimero de pontos para maiores valores de ¢ . Estes
conjuntos ndo periddicos, sdo conhecidos como atractores estranhos. As sucessivas
iteracdes da equagdo logistica vagueiam em torno desses atractores numa aparentemente
aleatéria mas limitada maneira, e nunca se fixam numa solug¢do periédica. Contudo, no

interior da banda cadtica dos valores de & aparecem janelas de ciclos periddicos.

4.2. Determinacao de Trajectorias — Método das Fases

Este método gréfico, embora ndo permita determinar a solu¢cdo de uma equagio
de diferencas, permite no entanto determinar a natureza da sua trajectdria e aplica-se,
num conjunto mais ou menos vasto de equacdes, desde que nelas figurem apenas as

varidveis y,, € y,. (Se bem que também pode ser utilizado no estudo de equagdes

lineares, este método € particularmente 1itil no estudo de equagdes ndo lineares).
De modo a detectar a natureza da trajectéria do fendmeno, representado sob a

forma de equagdo de diferencas, deve comegar por representar-se a equagdo na forma
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Ve = f) @2
onde f € uma funcdo qualquer de y,. Conhecidas condi¢des iniciais da equacdo de
diferencas dada, isto é, y, € um valor dado, ficam os restantes valores y,,y,,...
univocamente determinados por substitui¢des sucessivas.
Representando num plano cartesiano y,,, como funcdo de y,, obtém-se uma
curva que corresponde a f e que se designa por linha de fase; o grafico (plano

cartesiano) no qual f ¢é representado toma o nome de diagrama de fase. Traca-se, no

diagrama de fase, a bissectriz dos quadrantes impares que servird de ‘“‘guia” a
interpretacdo grafica seguinte.
Vamos admitir que ja estd definida uma determinada linha de fase f,, que

representa uma equacao especifica

Yo = Ji (yt ) 4.2.2)

Iu
1
T
[}

ydo o BT
2__

L VU

Yo 1

Grafico 22

Conhecido o valor de y, obtemos y, usando f,, resultando dai o ponto A.
Projectando A sobre a bissectriz dos quadrantes impares obtém-se B, cuja abcissa
permite obter por substituicdo em f;, y, e o ponto C, situado sob a linha de fase.

Repetindo o processo obtém-se outros pontos sobre a linha de fase.[3]
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4.2.1. Identificacdo da trajectoria

A identificacdo da natureza da trajectdria, descrita pela equacdo de diferencas,

faz-se confrontando a linha de fase com a bissectriz dos quadrantes impares da seguinte
maneira: Une-se y, a f,, obtém-se A, une-se A com a bissectriz dos quadrantes
impares, obtendo-se B e assim sucessivamente. Resulta assim, uma linha poligonal

oscilando entre a linha de fase e a recta de 45° Se essa linha poligonal tender a

aproximar-se do ponto D, entdo diz-se que a trajectéria converge para o nivel de

equilibrio representado pela abcissa de D e que é y_r .

4.2.2. Tipos de Trajectorias

O caso da trajectdria que vimos, € um caso em que a trajectéria € mondtona

convergente.

Um caso de trajectéria monotona divergente €, por exemplo,

v =£0,) @221

e EaEt

}
U R Wy

=
Pt
th -
i

Grafico 23

Um caso de trajectéria monodtona de amplitude constante é, por exemplo,

yH—l = f3 (yt ) (4-2-2-2)
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Grafico 24

N ) e , T
Nos trés casos considerados a inclinacdo ¢ estd entre 0 e E e temos:
|tg a| >1= Trajectéria Divergente

|tg 05| < 1= Trajectéria Convergente

|tg a| =1= Trajectéria Constante

Vamos ver agora trés casos em que a trajectéria também é monoétona mas a

. . ~ z ﬂ.
inclinagdo estd entre B e .
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Vi = f4 (y, ) 4.2.2.3)
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Vi = fs (y, ) 4.2.2.4)
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Vi = fs(0,) @225

Temos agora, tal como nos trés casos vistos anteriormente:

|tg 05| >1= Trajectéria Divergente
|tg a| < 1= Trajectéria Convergente

|tg 05| =1= Trajectéria Constante

Nos cinco casos considerados, a trajectéria € mondtona e, portanto, o declive é

uniforme, o que faz com que a natureza da trajectéria ndo dependa do valor inicial

considerado.

Niao sdo exemplos obviamente do caso geral, em que as trajectdrias dependem

fortemente dos dados iniciais.
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S) Aplicacoes das equacoes de diferencas

Tal como referimos no inicio deste trabalho, varios problemas que surgem na
Matematica, Fisica, Engenharia e em muitas outras ciéncias podem ser formulados
recorrendo a equacdes de diferencas.

Primeiramente iremos ver alguns casos mais simples da sua aplicacdo na
Matemitica, tais como a soma de k elementos de uma sucessdo, transformacdo de

. e g ~ o 16
dizimas infinitas periédicas em frac¢des e o caso dos polindmios de Chebyshev( ),

5.1 Matematica

5.1.1 Soma de & elementos de uma sucessao

Consideremos a seguinte soma finita
k
Se=>fn) Gy
n=0

onde f(n) é uma fungdo de n.
Vamos calcular a soma S, pelo seguinte processo: calculamos em primeiro

lugar

k+1 k

Sea =2 fn)=Y fln)+ flk+1) G112

n=0 n=0
Subtraindo agora (5.1.1.2) a (5.1.1.1) obtemos

Sy =S, =flk+1)  (5.1.13)
que € uma equagdo de diferencas, linear, ndo homogénea de primeira ordem.

Seja
S,=f(0) 114

a condicdo inicial. Assim a solugdo da equacdo (5.1.1.3), com a condicdo inicial dada é

solugdo também da soma (5.1.1.1).[6]

19 Pafnuty Lvovich Chebyshev (1821-1894). Foi um dos mais célebres matemdticos do século XIX.
Trabalhou em diversas édreas, tais como: Teoria dos nimeros, Teoria de probabilidades, Teoria da
Aproximagdo de fungdes, etc. E autor de mais de oitenta publicacdes, embora nem todas tenham titulos

matematicos.
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Exemplo 5.1.1.1:

k
S, =2 fln) (G113

n=0
onde f(n)=n ,sendo S, =0
Usando o procedimento descrito atrds, temos que
S =S, =k+1 (5.1.1.6)
Uma solugdo da equacdo homogénea correspondente € uma constante ¢ € uma solugdo

particular é dada por

w (5.1.1.7)
2
Assim
k-(k+1)
S, =c+ — (5.1.1.8)

Se a condigdo inicial for §; =0, obtemos ¢ =0 e vem

S, = M (5.1.1.9)
2
Exemplo 5.1.1.2:
k
Se=> fln) 1110
n=0
onde
fln)=a",a#1 (.1.111)
c
S, =1

A equacio de diferengas para resolver é
S =S, =d" (1112

A solugdo geral é

k+1

S, =c+ (5.1.1.13)

a—

onde ¢ € uma constante arbitrdria determinada por S, =1. Donde vem que
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1
c=— (5.1.1.14)
l1-a

Assim a soma da equagdo é dada pela expressdo
3 ak+1

S, :ia” =

n=0

— (5.1.1.15)
a—1

5.1.2 Conversao de dizimas infinitas periddicas em fraccoes
Seja

x=Aabb(b)  (51.2.1)

onde no sistema decimal temos

A=AA, .. A
a=aa,...a, (5.1.2.2)
b=bb,...b,

e (l ,n,m) s@o inteiros no negativos. Assim temos que

{ALr=12,..,1

{a.}s=12,...n  (51.23)

b lht=12,...,m

representam dez digitos usados no sistema decimal.

Por exemplo o niimero
y =346,502212212(212)

nesta forma de escrever tem as seguintes correspondéncias:
A=346 [=3 A =3 A =4 A =6

a=502 n=3 a =5 a,=0 a,=2
b=12 m=2 b =1 b,=2
Com esta notag¢do o nimero x pode ser escrito como
(5.1.2.4)

x=A+ax10™ +0.00...00b(b)
H_/

n

ou
x=A+ax10" +10°""ppb(b)  (5.1.2.5)

O terceiro termo pode assim ser escrito da seguinte forma
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bbb(b)=b[l+107 102 4. ]=— L2 100 5 1s6
1—10™" 10" 1

Pondo agora tudo em frac¢do fica

a 107D
x=A+ + (5.1.2.7)
10" 10" -1
pois
1 10"b 107b
: (5.1.2.8)

107" 10" —1_ 10" -1
Vejamos agora um exemplo simples desta aplicacdo. Seja
x, =14.33(3)
Assim temos que
A=14,a=0,b=3,n=0,m=1

Donde vem que

5.1.3 Polinémios de Chebyshev

Um polindmio de grau N na varidvel x € definido como

Py(x)=ayx" +a,_x""+.. . +ax+ay,a, #0 (513.1)
onde a, (i=1,...,N) sdo constantes ¢ N é um inteiro ndo nulo.

Algumas classes especiais de polindmios t€m grande interesse para a
investigacdo de certos problemas que aparecem quer na matematica.

Algumas func¢des de x definidas no intervalo —1<x<1 podem ser escritas
como soma dos membros de algumas dessas classes de polindmios. Um exemplo destas
fungdes é P, = x".

Assim algumas funcdes f(x) tm a seguinte representacio:

F()=b, B (1) + b, B(x)+ ...+ by Py () +...= Db x"  (5132)

m=0
Esta € conhecida como a Série de Taylor (apesar do nome, esta série nada tem a ver com

o desenvolvimento em Série de Taylor do Célculo Infinitesimal).
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Um exemplo importante, desta classe de polinémios, é o exemplo dos
polinémios de Chebyshev, que se representam pelo simbolo T, (x) e sdo definidos pela

relagcdo de recorréncia
1
T,.,—xT,,, + ZT" =0 (5133

onde |x|<1,T0:2eT1:x.

Usando estes valores e com recurso a alguns célculos simples, obtemos alguns

polinémios que sdo:

1
T, (x) =x" - 5
T,(x)=x* - ‘%x (5.1.3.4)

Desta forma, podemos obter T, (x) para qualquer inteiro k. No entanto este
processo € muito fastidioso (a ndo ser com um algoritmo no computador). Seria muito
mais rdpido se tivéssemos 7, (x) expresso em termos de x e de k, se ndo usdssemos o
algoritmo no computador. Mas, como os polinémios de Chebyshev sdao definidos por
uma relagdo de recorréncia, podemos usar equacdes de diferengas para solucionar este
problema. Usemos entéo os processos ja descritos para a resolver.

A equagdo caracteristica correspondente €

r2 —-r- x+i = 0 (5.1.3-5)

ou

+/x% =
r= x——;l (5.1.3.6)

Logo o polindmio de Chebyshev de ordem k& , pode ser escrito da forma
7.0 = 2 Aty +B(n) ] 137
\X)= 2—k n r, 1.3.7)

onde A e B sdo constantes que podem ser determinadas a custa de 7, =2 e T, = x.
Assim

A+B=2
=
nA+rB=2x
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Substituindo agora os valores de A e B obtemos uma férmula explicita de

T, (x):

T, (x)= (L)[(x 27 -1 )k + (x ~Jx -1 )k } (5.13.9)

2k

5.1.4 Triangulos de Diferencas Perfeitos

A historia comeca com o problema que se deve a G. Sicherman publicado na
rubrica de jogos matemdticos dirigida por Martina Gardner no jornal Scientific
American.

O problema consiste no seguinte:

Tabela 1
Os tridngulos da figura anterior sdo compostos de niimeros consecutivos, em que o mais
pequeno € um, os restantes niimeros, a partir da segunda linha, sdao obtidos com o valor
absoluto da diferenca dos nimeros acima dele.

A nossa questdo € saber se podemos construir um tridngulo de tamanho cinco
(quatro linhas), de maneira semelhante. O que equivale a dizer que pretendemos
encontrar um tridngulo de diferengas perfeito, contendo todos os nimeros de um a
quinze. Iremos provar que € possivel construir um tal tridngulo de diferencas perfeito e
que ndo existe nenhum tridngulo de diferencas perfeito maior do que este.

Estes factos foram demonstrados pelos matemadticos tailandeses Chang, Hu, Lih
e Shieh, mas esta demonstra¢do baseia-se nos trabalhos dos matematicos australianos

Rogers, Roberts e Hamilton.

O que é um triangulo de diferencas?

Os tridngulos de diferencas dividem-se em perfeitos e imperfeitos. Um exemplo

de um tridingulo imperfeito € o seguinte.
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Tabela 2

E imperfeito, pois ndo contém todos os algarismos de um a dez, e alguns dos algarismos

repetem-se.

Definicdao 5.1.4.1: O tamanho n, de um tridngulo, € o nimero de inteiros da

primeira linha (n>2).Seo triangulo contém todos os valores

{1,2,3, e ,M}

2

dizemos que é um triangulo perfeito.

Um estudo linha por linha

Seja T um tridngulo perfeito de tamanho n, entdo 7 contém todos os inteiros

n-(n+1)
2

desde um até , inclusive.

Na linha i, 7, serd o maior dos nimeros e f,, 0 menor dos nimeros. Uma vez
que na ultima linha s6 existe um elemento tenho que 7, =¢,

Vamos mostrar que os 7, decrescem e veremos de perto como € que isso se

processa.

Linha 1 * * * * *

* * * *
Linha i * * g, *b,
*
T, = |ai _bi|
Linha n *
Tabela 3

Por construcdo 7,,, € a diferenca de dois termos consecutivos a;, e b, da linha

precedente i :
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T. =|a,—-b|=a,-b, (5141
se escolhermos a, > b,. Daqui concluimos que

a, =T,

i+l

+b, (5.1.4.2)
E de salientar que T, € maior ou igual que qualquer um dos elementos da linha i, em

particular de a;, assim temos que

T, 2aq,
=T, +b (5143
>T, +1,

i+l
uma vez que ¢, € o menor elemento da linha i.

Assim, a sucessdo 7, decresce, logo

T >T

i+l

(5.1.4.4)

qualquer que seja o valor de i. Desta forma 7, é o maior nimero do tridngulo, que € o

mesmo que dizer, M .

Por outro lado, se adicionarmos todas as desigualdades seguintes,

T,-T, >t
T,-T, >t,
: (5.1.4.5)
Tn—2 - Tn—1 2 [

T;z—l 2 Tn + tn—l = tn + tn—l
obtemos,

T, 2t +t,+...+1,  +1, (5.1.4.6)

n-1
Como T € um tridngulo perfeito, os ¢, sdo numeros positivos e distintos,
portanto a soma ndo pode ultrapassar

n-(n+1)

=T, 5.1.4.7)
2 o

Esta soma também ndo pode ser menor que o nimeros f,, pois estes sd0 0s menores

ndmeros possiveis. Assim, os menores elementos das linhas de um tridngulo de
diferencas perfeito devem ser os niimeros {1,2,...,n}, por uma ordem qualquer.

Desta forma a desigualdade
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T, 2t +t, +...+t,, +t,  (514.8)
€ na realidade uma igualdade:

T, =t +t,+...+t,_ +t, (5149
Esta igualdade implica que T, =a, e t, =b,. Como a, e b, sdo adjacentes, deduzimos
que o maior nimero da linha i +1 ¢ a diferenga de dois nimeros adjacentes, maximo e

minimo, 7, e ¢, da linha precedente.

Decomposiciao de um tridngulo

Nesta sec¢@o provaremos que ndo existe um tridingulo perfeito de tamanho
n>8. Para o conseguirmos, far-se-4 a decomposi¢do do tridngulo em outros dois
tridngulos e um pentdgono, o que nos permite, majorar € minorar certos nimeros de 7' e

chegar por fim a conclusdo de que n <8.

Podemos imaginar a figura anterior como uma estrutura de barras sobre a qual

vai cair uma bola. Parte de 7, e a bola tem de passar entre 7, e t,, qualquer que seja a

1

linha i, uma vez que T, e t,, sdo adjacentes. Assim, a bola passa ao longo de todos as

barras T, e t,, que estdo no pentdgono central, como se mostra na figura.

1

O que resta de T é composto de dois tridngulos suplementares, o tridngulo G a

esquerda e o tridngulo D a direita. E de salientar que se 7, ou ¢, estdo num dos vértices

1

do tridngulo 7', entdo um dos tridngulos G ou D sdo vazios. Uma vez que T, e t,

1
estdo dentro do pentigono, entdo os elementos de G e D, sdo maiores que n €

menores que
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n-(n+1)

(5.1.4.10)
2
pois nds vimos que

T, =@ (5.1.4.11)

e que os valores de {1,2,...,n}, sio assumidos por t .
Iremos de seguida estabelecer alguma notacdo, que nos ajudard na resolucdo do
problema. Da mesma forma que para o tridngulo 7, o minimo da linha i para G e D

serd denotado por, g, e d, respectivamente € o maximo por G, e D,.

Usando conclusdes anteriores, podemos dizer que

G,,D, <m (5.1.4.12)
2
e que
g,,d,>n  (514.13)

Devemos agora determinar o tamanho dos tridngulos G e D. Assim,
constatamos que a primeira linha de G e D tem exactamente n—2 termos. Eles
contém todos os elementos da primeira linha, com excepcdo de 7, e t,. Se, por
exemplo, G tem tamanho m, D terd um tamanho iguala n—m—2.

Sabemos que G,,, (ou D, ) € a diferenca de dois elementos consecutivos da

i+l
linha que a precede. Usando argumentos semelhantes aos ja usados anteriormente,
obtemos duas novas desigualdades,

G =2g +g,+...+g,,+8, (5.1.4.14)

D 2d +d,+...+d (5.1.4.15)

n—m—2

Uma vez que G, e D, sao dois nimeros distintos e obrigatoriamente inferiores a

n-(n+l)

5.1.4.16)
5 (

a sua soma nao podera ser superior a

{M_q{@— 2} =n-(n+1)-3 (51417

2
Para todos os valores de i, sabemos que g, e d; sdo dois nimeros maiores que

n . Assim a soma minima dos n + 2 elementos
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g, +tg,+...+g, +g,+td +d,+...+d (5.1.4.18)

n-m-2

¢ igual ou superior a

(n+1)+(n+z)+(n+3)+...+(n+(n_z)):(”““(’;*(”‘2)&(,1_2):

(5.1.4.19)
(3n_1)><(n—2)

Em resumo, verificamos as trés desigualdades seguintes:
n-(n+1)-3>G, +D,
2g +g,+...tg, +g,+d +d,+...+d,_, _, (5.1.4.20)

ZBnJyM—z)
2

O que se reduz a

02—w(n+1)+3+M
(5.1.4.21)

>(n-1)n-38)

sendo esta condi¢do apenas possivel no caso em que n < 8. Donde vem o seguinte

teorema:

Teorema 5.1.4.1(D. Rogers, G. Hamilton, I. Roberts): Um tridngulo de

diferencas perfeito tem no miximo tamanho 8.

Um tridngulo de tamanho 6

Um tridngulo perfeito de tamanho 6 contém todos os niimeros de uma a

nentl) (5.1.4.22)

entdo ele deve conter onze nimeros impares. Iremos provar que isso ndo é possivel.
Suponhamos que 7' é um tridngulo de diferengas perfeito de tamanho 6. Dois
ndmeros pares ou dois nimeros impares dd uma diferenga par e um nimero par € um

nimero impar dd uma diferenca impar. E claro que a posi¢do e o niimero de elementos
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impares na primeira linha determina o nimero de elementos impares do resto do
tridngulo.

Existem 2° =64 maneiras de posicionar os nimeros na primeira linha do
tridngulo T, segundo a sua paridade. Com efeito ha apenas duas escolhas possiveis, par
ou impar. Podemos economizar algum trabalho ignorando algumas combinacdes
simétricas.

A primeira linha permite constatar que uma simetria da primeira linha induz a
uma simetria de todo o tridngulo.

6 1 10 8 8 10 1 6

Tabela 4

Surge-nos agora um problema, poderiamos ser levados a acreditar que tinhamos
reduzido as nossas combinagdes para 32, mas na realidade hd 36 combinagdes possiveis
que iremos considerar. Experimentemos uma primeira combina¢do de paridade para a
primeira linha, o que verificamos é que hd apenas oito nimeros impares e ndo onze

como seria de esperar.

Par Par Impar Impar Par Par
Par Impar Par Impar Par
Impar Impar Impar [mpar
Par Par Par
Par Par
Par
Tabela 5

Se fizéssemos, o mesmo para as 35 combinagdes restantes, demonstrdvamos que:

Teorema 5.1.4.2: Nio existe um tridngulo de diferencas perfeito de tamanho 6.
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Podera existir um tridngulo de diferencas perfeito de tamanho 7 ou 8

Com efeito ndo existe um tridngulo de diferengas perfeito de tamanho sete ou
oito. H4 véarias formas de demonstrar que ndo existe, por exemplo recorrendo a
decomposicdo do tridngulo, mas este processo € longo e complicado, poderiamos
também tentar a demonstracido de Chang e Al que dizem que a primeira linha ndo pode
conter nimeros muito grandes.

No entanto, iremos aqui usar 0 mesmo tipo de argumentacdo do caso anterior e
calcular todas as combinagdes possiveis de pares e impares na primeira linha de um

tridngulo de dimensdo sete ou oito, bem como o nimero de nimeros impares do

tridngulo.
Par fmpar Par fmpar Par fmpar fmpar
Impar [mpar [mpar Impar Impar Par
Par Par Par Par Impar
Par Par Par Impar
Par Par Impar
Par fmpar
Impar
Tabela 6

Com a ajuda de um computador prova-se que nio existe nenhuma escolha de
ndmeros, de acordo com a sua paridade, que resulte num tridngulo de diferencas
perfeito.

Como ndo existem tridngulos de diferencas perfeitos de tamanho seis, sete e

oito, somos levados ao seguinte resultado final:

Teorema 5.1.4.3: Um triangulo de diferengas perfeito, tem no mdximo tamanho

Apresentamos de seguida um quadro que contém todos os tridngulos de

diferencas perfeitos possiveis, a menos de simetria.
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3 3 2 1
6 1108 6 1018 8 3109 81039
5} 7 5 7 7 6
4 7 5 2 2 6 b}
3 3 4 4
6 14153 13
8 1 1210
T oail2
4 9
5
Tabela 7

Sistemas de triangulos

Mas a historia dos tridngulos de diferengas perfeitos ndo fica por aqui. Com

efeito, em vez de considerarmos um s6 tridngulo, consideraremos um conjunto m de

tridngulos de tamanho n. Isto € o mesmo que dizer que o sistema de triangulos deve

. n-\n+1)| . . .
conter todos os niimeros de um a m[%} inclusive. Também pode acontecer que

em vez de comecar em um, este sistema de tridngulos suporta a hipdtese de comecar

com qualquer inteiro ¢. Assim o nosso sistema de tridngulos deve conter todos os

ndameros de ¢ a m[@} +c¢ —1 inclusive.

Esta figura (tabela 8) representa um sistema de quatro tridangulos de tamanho 4,

que comeca em dois. Assim, todos os nimeros entre dois e quarenta e um estdo

representados.

7 363820 12403715
29 2 18 28 3 22
2716 2519
11 6

26 5 3935 31 8 4132
2134 4 2333 9

13.30 10 24
17 14
Tabela 8
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Assim, os casos dos tridngulos de diferencas perfeitos, ndo s@o mais do que
casos particulares dos sistemas de tridngulos, que se reduzem a um tdnico tridngulo, que
comega em um.

Douglas Rogers demonstrou que o tamanho n dos tridngulos dentro destes
sistemas de tridngulos, ndo pode ultrapassar nove. Mas, por outro lado, ndo se
conhecem sistemas de tridngulos para 6 <n <9, embora se conjecture que nio existe
nenhum sistema para n=8 e n=9.

Em jeito de conclusio, podemos também pensar o que aconteceria se 0 primeiro
nimero fosse negativo. Até agora, o Unico resultado definitivo conhecido, neste caso, é

que n<16.

Rectangulos de diferencas

7 11 8 3

Tabela 9

Um rectingulo de diferencas obtém-se da mesma forma que um triangulo de diferencgas.
Resta apenas esclarecer como se obtém o ultimo termo de cada linha: a partir da
segunda linha, ele resulta da diferenca entre o primeiro termo e o dltimo termo da linha
que o precede.

Diremos que a largura do rectdngulo € n se a sua primeira linha tem n nimeros
inteiros. A sua altura h designa o nimero de linhas que ele contém. Assim, o seu
nimero total de elemento serd n-h. Se queremos obter rectangulos perfeitos, o
rectangulo deve conter todos os nimeros de um até n- A inclusive.

O rectangulo que apresentamos ndo ¢é perfeito. Podemos construir rectangulos
perfeitos de altura dois e de qualquer largura n>?2, mas conjectura-se que nio hd

rectangulos de altura superior a dois.[5]
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5.2 Economia

As equacdes de diferengas t€m algumas aplicacdes importantes na construgdo e
andlise matematica de certos modelos econdmicos. Entre eles estdo os casos dos juros
simples e dos juros compostos que ja vimos detalhadamente no capitulo dois. Aplica-se

também a rendas e amortizagdes, iremos ver um exemplo de cada um destes casos.

5.2.1 Rendas

Renda € por definicdo um conjunto de capitais que vencem em momentos
equidistantes. O tempo que decorre entre dois vencimentos designa-se por periodo de
renda.

C,.C,,...,C, sdo os termos da renda, que se forem iguais dizem-se constantes e

se forem diferentes dizem-se varidveis.

No caso que vamos analisar, a nossa renda tem termos constantes, € inteira,
porque o periodo da taxa de juro € igual ao periodo da renda e é uma renda normal pois
vence-se no final de cada periodo de tempo.

Seja C,=C,=...=C,=R. Sendo i a taxa de juro que os termos da renda

vencem, o valor acumulado de renda no instante r+1 é

A,=A+i-A+R (5211

Estamos neste caso perante uma modalidade de juros compostos.
Assim
A, —[1+i)A, =R (5212
Resolvendo agora esta equacdo de diferencas, temos que uma solucdo da equacdo

homogénea que lhe estd associada é
-1
A=ATT0+i))=4,0+i) (5213
k=1
onde A, € a condicdo inicial dada. Temos agora que encontrar uma solug@o particular
da equacdo ndo homogénea, de forma a obter uma solucdo geral da equacdo de

diferengas dada. Assim,
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=1
A =A0+i) + 1+z’z A0(1+i)’+(1+i)’(i_+i+...+ R J:

= fl”l 1+i (1+i) (1+i)™

:(1+i)’(AO+§)—§

Como A, =0, pois o primeiro termo vence no fim e ndo no inicio do periodo,

temos finalmente

(1+i) -1
,=R———=R-s, (5214)
Se R=1, A =s,. Portanto s, € o valor acumulado, referido ao fim do dltimo

periodo, de uma renda inteira com ¢ termos unitdrios e normais, sendo o seu periodo

igual ao da taxa i. [3]

5.2.2 Amortizacoes

Uma amortizacido é uma forma de pagamento de um débito, em que, através de
um pagamento constante e periddico, se reduz a divida e se pagam os juros
simultaneamente.

Seja D a divida a pagar. Suponhamos que, apés ter efectuado ¢ pagamentos,

todos iguais a R, o saldo em divida é D,. Entdo no instante f+1, o débito serd
constituido por D, +i-D,, onde i € a taxa de juro. Mas, se for efectuado um pagamento
nesse momento de montante R, o saldo em divida ao fim de 7 +1 serd
D, =D +i-D,—R (522.1)
Podemos reescrever a equagio de diferencas anterior de uma outra forma:

D,, —(1+i)-D,=-R (5222
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e, de forma anédloga a que procedemos no caso das rendas, obteremos a seguinte solugdo

D, = (1+i)’(D—£j+£ (5.2.2.3)

[ i

Ora, como a divida inicial é D, temos que D, = D. Assim

D =(1+if D+ ﬂ R (5224
1
ou seja
D,=(+i)D-s,R (5225
onde
s, = M (5.2.2.6)

i
Daqui podemos concluir que o saldo em divida no instante ¢ é dado pela

diferenca entre o montante acumulado pela divida inicial D, a taxa de juro i, na
modalidade de juros compostos, (1+i) D, e o acumulado por uma renda R, inteira,

com ¢ termos normais e constantes, sendo o seu periodo igual ao da taxa i, s,R.[3]

5.3  Estratégias de Guerra

Nesta sec¢do iremos mostrar como os modelos matemdticos podem ser usados
em estudos de guerra. Apresentaremos de seguida um modelo elementar de corrida ao

armamento.

5.3.1 Teoria de Corrida ao Armamento de Richardson’s

Sejam X e Y dois paises em guerra e sejam x, € y,, OS seus orcamentos

militares, respectivamente, para o ano k .
Richardson’s propds que as mudangas anuais no orgcamento militar sejam

descritas pelas seguintes equacdes lineares:
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Av =K.y -a-x+g (5.3.1.1)

Ay, =L-x, =By, +h
onde, de uma maneira geral, todos os coeficientes (K Lo, ﬂ,g,h) sd0 maiores ou
iguais a zero.

O K e o L sao coeficientes de defesa e dao a forma como um pais responde a
um or¢amento militar de outro pais.

O a e o f sdo coeficientes de cansaco, que medem a inércia, a possivel
economia negativa, que é consequéncia do aumento do or¢camento militar.

O g e o h sdo valores independentes dos orcamentos militares dos paises em
questdo e podem reflectir uma variedade de factores ndo militares, tais como, politica
interna, problemas econdmicos e descontentamento dos dois paises por questdes
politicas anteriores.

Dentro da estrutura deste modelo, os coeficientes de cansago satisfazem:

O<a<leO< p<l
Podemos entdo escrever as equagdes anteriores na forma de matriz,

X,\0y=A-X,+b (5312

onde

X - K
Xk:( kj’b:(gjeA:{ jeaijZOparai,jzl,l
Vi h L 1-p ’

Assim temos que as equacdes (5.3.1.1) sdo equivalentes a matriz

X, =AX,+b  (53.13)

e determinemos agora os seus pontos fixos ou valores de equilibrio.

Seja u =x, e v=y,, para qualquer valor de k, donde vem que:
+K-
Lo 8tTKw

{xk+1=K-yk+xk—a-xk+g {M:K‘\H—u—a-u%—g -

o
=1 =
ka:L-Xk‘l‘yk—ﬁ.yk‘l‘h V:L-lx[+v—ﬂ-v+h OZL(LMJ+V_ﬂ‘V+h
a

+K- -g+K-h
g+K-v u=872"7 u:ﬂg—
a _L-g+ha«a _L-g+h-«a

WwL-K-f-a)=-L-g—h-« V= V=
( p-a) § f-a—-L-K B-a—L K
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Uma vez que as constantes sdo ndo negativas, os pontos fixos correspondem a

or¢amentos militares ndo negativos se for satisfeita a condi¢io f-a>L-K .

A estabilidade do ponto fixo pode ser determinado usando o seguinte resultado:

Teorema 5.3.1.1: Se as matrizes A e b, sdo tais que A>0 e b>0, entdo a
matriz A, tem todos os seus valores proprios estritamente dentro do circulo unitario do

plano complexo se e sO se existe um u >0, tal que u = Au+b.

A ligacdo deste resultado com o nosso problema é que os valores proprios da
matriz A, s@o iguais as raizes do polinémio caracteristico das equagdes (5.3.1.1)

Deste teorema, podemos também concluir que os valores absolutos das raizes do
polinémio caracteristico estdo estritamente limitados por um, pelo que se conclui que o
ponto fixo € estavel.

Uma vez que A=>0, a condi¢do de estabilidade é equivalente a desigualdade
p-a>L-K. A desigualdade pode ser interpretada da seguinte forma: o termo L-K ¢é
o produto dos dois coeficientes de defesa e por conseguinte mede a propensdo para
continuar a corrida ao armamento; o termo -« € o produto dos dois coeficientes de
cansaco e por conseguinte mede a capacidade para limitar a corrida ao armamento. A
estabilidade acontece, quando o termo de cansaco total ¢ maior do que o termo de
defesa total, o que significa que se os dois paises desejam evitar uma corrida aos
armamentos, entdo devem seguir politicas orcamentais militares tais que, para valores

ndo negativos de g e h, o estado de equilibrio seja ndo negativo.[6]

5.3.2 Modelo de Combate de Lanchester

Sejam X e Y duas forgas militares em combate uma contra a outra. As

respectivas poténcias dessas forcas no dia k € dada por x,, y,, onde, por proposta de

Lanchester, as poténcias sdo identificadas pelo nimero de combatentes de cada uma

delas. Para determinar como mudam com k, o nimero de combatentes x, € y,,

podemos admitir que

Ax, =x,,, —x, =—(PO+PC)+RR  (53.2.1)
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onde,

PO — perdas operacionais;
PC — perdas em combate;
RR — razao de reforcos;

Temos também uma equacdo similar para y, .

Os termos PO referem-se a perdas por doengas, desercdes, acidentes e qualquer
outra desgraca, mesmo que ndo tenha nada a ver com o combate.

Os termos PC ocorrem porque ha combates com as forgas Y .

Finalmente, os termos RR dao o nimero de novos combatentes que vém para
ajudar as forcas ja existentes (este termo pode ser negativo, o que na pratica
corresponde a retirada da poténcia).

O que pretendemos € encontrar uma expressio matemdtica para estes trés
termos. Podemos considerar combates convencionais e combates de guerrilha.

Consoante as forgcas que estdo em confronto, assim teremos um destes trés modelos.

Ax, =—a-x, —b-y, +P

CCM :{ k ¢ Vel (532.2)
Ay, =—c-x, —d -y, +0Q,
Ax, =-a-x, —g-x,y, +P

GGM :{ ¢ ¢ T8 AT T (5.3.2.3)
Ay, ==d-y, —h-x,y,+0,
Ax,=—a-x,—g-x,y, +P,

GCM :{ g ETE I T (5.3.2.4)
Ay, =—c-x, —d -y, +0O;

Estes trés modelos referem-se as seguintes situagdes:
1) CCM - conflito entre exércitos convencionais;
2) GGM - conflito entre exércitos de guerrilha;
3) GCM - conflito entre um exército de guerrilha e um exército convencional.
Assim nas expressdes acima;
i) a,b,c,d,g,h sao constantes maiores ou iguais a zero e representam a razio das
perdas;

i1) Sdo refor¢os e representam o nimero de novos combatentes em cada dia: P, Q, ;
iii) Os termos x, e y, representam o nimero de combatentes com que se iniciou o

combate.

119



Analisando com mais pormenor as equagdes anteriores constatamos que:

a) Dos termos que representam a razdo dos reforcos RR, P, e Q,, podemos extrair
as seguintes conclusdes: Se estes termos sdo positivos, quer dizer que houve um refor¢o
no nimero de combatentes, se forem negativos indicam que houve uma retirada e se for
zero indicam que a poté€ncia estd isolada:

b) As perdas operacionais sdo dadas pela propor¢do entre o nimero de combatentes
de um dos exércitos € o numero total de combatentes; e sdo os termos —a-x, €
—-d- Yis

c) As expressdes —b-y,, —c-x,, —g-x,y, € —h-x,y,, sdo termos de interac¢do
entre as forcas.

Podemos usar estas equacdes para tirar conclusdes acerca da poténcia que

vencerd a guerra. Vamos ver por exemplo o caso do combate entre dois exércitos de

guerrilha.[6]

5.3.3 Combate de guerrilha

Consideremos duas for¢as de guerrilha em combate. Admitamos que ndo t€m
perdas operacionais e que estdo isoladas. A dltima hipétese significa que nenhum dos

grupos recebe refor¢cos. As equagdes GGM, nestas circunstancias sdo dadas por:

Ax, =—g-x,y, (5331

e
Ay, ==h-x,y, (5332
Dividindo a primeira equagdo pela segunda, temos que
i;cz = % (533.3)
e
g Viw—hx,=g-y.—hx (53349
Assim,

gy, —h-x, = L= constante, (5.3.3.5)
onde em fungdes das condigdes iniciais L €,

L=g-y,—h-x, (53.3.6)
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Deste modo, podemos concluir imediatamente que se:
L>0, Y ganha;
L =0, ambos os exércitos sdo eliminados, isto €, empatam;

L <0, X ganha;

54 Fisica

Em geral os sistemas fisicos estdo associados a um certo periodo de tempo e
explicam como muda o sistema nesse espago de tempo. Alguns sistemas complexos t€m
mais do que uma caracteristica de periodo de tempo. Por exemplo, um copo de dgua
quente tem associado um periodo de tempo de minutos, se 0 que estamos interessados
em saber € qual é a rapidez do arrefecimento da dgua. Também, a dissolu¢do de uma
colher de chd de acgicar pode ser de segundos ou de minutos, dependendo da
temperatura do cha.

O processo assume que o sistema dado tem um tnico periodo de tempo
relevante, 7,. E também assume que as medi¢des das propriedades dos sistemas sdo
efectuadas em momentos discretos de tempo, dados por ¢, = (At)k , onde k ¢ inteiro e
At € o periodo de tempo entre medicdes, e € sempre constante. Finalmente assumimos
também que 7, o tempo que demora a completar uma medi¢do é muito pequeno quando
comparado com o intervalo de tempo entre medicdes, isto €, 7 << Ar. Teremos também
como hipétese que Ar <<T,. Esta ultima condi¢do mostra que o tempo entre medigdes
deve ser bastante pequeno, de modo a que as mudancas no sistema possam ser
realmente seguidas.

Na prética, podemos considerar 7 igual a zero e deste modo esta hipétese nio

entra na formulacdo do modelo. O sistema depende, em geral, somente de pequenas

5 At ) . ,
razdes de tempo constante, 7 O que € realmente interessante € saber como algumas

R

quantidades ou propriedades do sistema, sejam elas y, , mudam durante os intervalos

entre medi¢des. Esta mudanga € designada por

(yk+l — Vi )At (54.1)
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O processo de modelagem € entdo usado para formular uma lei de como ocorrem estas
mudancas.

Matematicamente, temos

Ay, — Vi — W i
= + = ,k,T, 5.4.2

em que a fun¢do f depende de y,, de k, do tempo constante e possivelmente de
outros pardmetros denotados pelo simbolo /. Quando se encontra a fungdo f, o

modelo matemdtico estd completo. O préximo passo € resolver a equagédo e descrever as

consequéncias dos comportamentos dos possiveis estados do sistema fisico.[6]

5.4.1 A Leide Arrefecimento

Consideremos um objecto compacto, por exemplo, um copo com 4gua quente
que estd num quarto. O que nos interessa é determinar como a temperatura muda em
funcdo do tempo.

Seja

T, = temperatura inicial do copo;
T, = temperatura do quarto;
At = tempo entre as medicdes de temperatura
T, = tempo constante do sistema;
T, = temperatura do corpo, no tempo ¢, = (At)k ;
Admitamos que At € escolhido de tal forma que, Ar <<T.

Este sistema consiste em dois componentes: o quarto e o copo de dgua quente. O
sistema 7, de tempo constante, pode ser determinado pelas medi¢des de temperatura.

A experiéncia mostra que a temperatura da 4dgua decresce de uma forma
monotona.

A razdo de arrefecimento encontrada € directamente proporcional a diferenca

entre a temperatura do objecto e a temperatura do quarto, isto é,

Tk+1 _Tk
= o (T, - T, 5.4.1.1)
Sl (r-T)
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Seja
T,=T,-T, (5412

Logo, temos que

T T, —

T _[LJT" (5.4.1.3)
t

onde a constante de proporcionalidade € o reciproco do sistema de tempo constante.

Se definirmos

A= A <<1 (54.1.4)
T

a equacao

pode ser escrita da seguinte forma

T, =01-AT, (5416

Esta equacdo tem a seguinte solucgéo:
T, =T,1-1) (5417
onde
T,=T,-T, (54.18)
A condicdo (5.4.1.4) mostra que T_k decresce monotonamente para zZero € por
conseguinte 7, decresce monotonamente de 7, para 7.
Como podemos determinar 7, ?

Suponhamos que resolvemos a equacio (5.4.1.7) para os tempos k,,k,. Temos

assim
T T —-T
gy | =0=A ==
T, =T,(1-A4)" T, T,
1 Ty At s S 'r (5.4.1.9)
k, — %0 ﬁ — (1—2,)](2 kz_ R — (1—2«)](2
T, 0

Dividindo agora a primeira equacdo do sistema pela segunda obtemos

k, R

T, -T
(1-A)" ="1—TR (5.4.1.10)
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Calculos directos mostram que

T, —T
log(l—A4) = ! log == (5.4.1.11)
k1 - kz Tk2 - TR

Tendo como hipdtese ainda que(5.4.1.4), obtemos que

T, -T
L . log =—=2| (54112
T k, —k, Tk2 —T

s

Uma vez que o tempo, Af, entre medicdes € conhecido, sdo também conhecidas,

a partir dos dados, as temperaturas do quarto, Ty, T, e T, , a partir desta equagdo

podemos determinar 7, sistema de tempo constante.[6]

5.5  Variacao da Populacao

5.5.1 Procedimento de Verhulst"”

Suponhamos o crescimento de uma popula¢do num certo niimero de anos. Se a

populagdo inicial for x, e se ao fim de n anos for x,, a taxa de crescimento durante o

ano de ordem n+1 sera

X —X
r=—ml_"n (55.1.1)
X

n

Se a taxa de crescimento € constante de ano para ano, esta relagdo é verdadeira

para qualquer valor de n e podera ser escrita na forma de uma lei dinamica linear.

Xou = f(x,)=0+r)x, (5512

e ao fim de n anos temos

x, =(1+r)'x, (5513

U7 Ppierre Francois Verhulst (1804-1849). Era matemdtico e exercia na Universidade de Gand. Af

publicou em 1839, um modelo demogréfico logistico.
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Temos um exemplo do que se chama um crescimento exponencial caracteristico
de varios fenémenos da vida real mas que, no caso de populagdes conduziria a valores
enormes de populacdes (alids como nos outros casos da vida real) que poderdo ndo
corresponder a realidade.

Em 1845, Verhulst formulou uma lei de crescimento que considera um valor
maximo possivel da populagdo, digamos X . A lei de Verhulst admite que a taxa de
crescimento diminuird de r até zero, a medida que a populacdo se aproxima de X .
Matematicamente, a taxa de crescimento jd ndo serd uma constante r, mas sim uma

taxa varidvel r —c-x, sendo ¢ uma constante. Como o crescimento da populacio deve

. r .
parar quando x, = X, o valor da constante ¢ deverd ser X Com este valor a lei de

Verhulst do processo dindmico ficard

x, =fx)=0+r—cx)x, =01+r)x, —c-x,’ (5514

n+l

Atingindo o valor X a populacdo ficard constante f(X)= X . Se a populacio
for pequena, crescerd, e se for grande, decrescerd. O processo de Verhulst conduz a uma
situacdo estavel que € o caso f (x)=x, independentemente do estado inicial.

Desde que r <2 (taxa de aproximadamente duzentos por cento), caso que se
aplica as populacdes humanas, o procedimento de Verhulst ndo anda longe da realidade.

Mas, tal como foi notado pelo meteorologista Lorenz em 1963, se r >2, alei de
Verhulst descreve fluxos turbulentos que se verificam na Fisica dos Lasers, na
Hidrodindmica , na Teoria de Reac¢des Quimicas e em muitas outras situagdes. E € ai
que aparecem resultados fascinantes.

Se fizermos
c=—L (5.5.1.5)
¥ S.1.
a relacdo de Verhulst fica

xn+1

r 2
=U+r)x, ——=x, 5.5.1.6)
(47, - (
Normalizando, admitindo que, X =1 vem

x, =0+r)x -rx’ox, =x+rx -(1-x,) (5517

n+l
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Comecando por exemplo com x, =0,1 e iterando para diversos valores de r,

verifica-se que:

Se r <2 o processo tende para o ponto de equilibrio x =1;

Se r=2.1 o processo tende para uma oscilagdo regular entre dois valores 0,82 e 1,13.
Este comportamento continua até r = 2.5.

Se r=2.5 comecga um ciclo repetitivo de quatro valores 0.54, 1.16, 0.70, 1.23. Este
comportamento continua até que r = 2.55.

Se r=2.55 obtemos um desdobramento para um ciclo de oito valores.

Se r =2.565 obtemos um desdobramento para um ciclo de dezasseis valores.

Este processo de desdobramento continua até r = 2.57 .

Para r>2.57 o comportamento do sistema dindmico torna-se cadtico e os valores
aparecem em qualquer processo regular aparente.

Os diversos ciclos, para os quais o processo converge se r < 2.57, sdo chamados
atractores. Para r <2 o atractor é o ponto 1, para 2 <r < 2.5 o atractor € um par de
valores alternativos.

Uma andlise cuidadosa da regido critica acima de r =2.57, revela que sob o
caos se esconde a ordem. Por exemplo, perto de r=3.0, existe somente uma banda
cadtica, para r =2.679 essa banda divide-se em duas bandas cadticas, para r =2.593
subdivide-se em quatro bandas cadticas, depois em oito, depois em dezasseis, etc
duplicando de cada vez até que para r =2.57 essa duplicacio se pode considerar
infinita. O que € extraordindrio é que exista uma constante universal (a constante de
Feigenbaum) ligada a todo este fendmeno e cujo valor é, com dez casas decimais,
4.6692016609.

Ainda mais, o aspecto das bandas interiores a regido cadtica apresenta uma nova
ordem. Por exemplo para r =2.83 o caos dd lugar a um atractor circular de trés pontos.
E na regido a volta do ponto central aparece uma réplica de todo o diagrama de

Verhulst. E o comportamento fractal.
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Conclusao

Ao terminar o trabalho que me propus desenvolver, torna-se necessirio e
conveniente dar em tragos largos e concisos a razdo da minha escolha.

Escolher, implica sempre algum risco, mas quando o objecto da nossa escolha é
uma completa novidade, esse risco € ainda mais acrescido. Na minha formagdo nunca
tinha ouvido falar de equagdes de diferencas, pelo que o desafio de desenvolver algo
nesta drea era ainda mais aliciante.

Comecei de facto do zero, e a medida que avancava no trabalho descobria
ligacdes inimagindveis, com este assunto. Quem poderia imaginar que estratégias de
guerra podiam ser desenvolvidas recorrendo a equagdes de diferengas? Neste percurso
procurei contornar e superar as dificuldades que me foram surgindo e provavelmente
por deformacdo profissional, associar a teoria, muitos e muitos exemplos, que permitam
uma melhor compreensdo deste tema.

Parece-me que um tema que ndo tenha aplicagdes priticas é muito pouco
proveitoso. No mundo das equacdes de diferencas, as aplicagdes a vida real sdo mais
que muitas, a dificuldade reside no facto de escolher um exemplo significativo dentro de
cada uma das dreas cientificas.

Julgo ter alcangado os meus objectivos, e para além das novas aprendizagens
que fiz, dar algum contributivo para uma abordagem clara e interessante deste tema.

Se o consegui dou por bem empregue o tempo dispensado, pois como dizia o
insigne e grande arque6logo, meu conterrdneo, Abade de Bacal, que vou citar de
memoria, pelo que as palavras podem por ventura ter sido modificadas, mas cuja ideia
era essencialmente assim:

“ Se contribuirdes, ainda que minimamente, para aumentar a ciéncia, tereis
prestado um grande servico a humanidade”.

Assim dizia este grande estudioso com quem concordo plenamente.
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