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Introdução 
 
 

Quando nos propomos fazer um trabalho o mais difícil é ter uma boa ideia que 

conduza a um bom projecto. 

O que são e para que servem as Equações de Diferenças vai ser o objectivo 

principal deste trabalho. 

Vamos debruçar-nos, no primeiro capítulo, sobre alguns conceitos matemáticos 

básicos como sucessão e relação de recorrência, que são usados para estudar alguns 

modelos matemáticos, tais como, as taxas de juro composto, o número de movimentos 

da Torre de Hanói, entre outros. 

As relações de recorrência são também chamadas equações de diferenças, que 

podem ser resolvidas usando iterações. No entanto a finalidade deste estudo é dar-nos a 

conhecer a possibilidade de outros métodos de resolução. 

As equações de diferenças são divididas em lineares e não lineares estudando-se 

no capítulo dois as equações de diferenças lineares, homogéneas e não homogéneas. O 

primeiro caso que iremos tratar possui um método de resolução sistemático, será o das 

equações de diferenças lineares com coeficientes constantes. Posteriormente são 

fornecidos métodos de resolução para equações de diferenças de primeira, segunda e 

enésima ordem. 

Surge neste ponto uma dificuldade clara. Até esta fase do trabalho existia sempre 

uma fórmula para a solução da equação de diferenças. Mas caso essa fórmula não 

exista, qual será a estratégia de resolução? Surge-nos no capítulo três um método 

gráfico que, de alguma forma, nos soluciona esta dificuldade. Este método gráfico é 

conhecido como Teia de Aranha e permite-nos saber através da análise do gráfico se as 

soluções encontradas, são ou não estáveis. 

O método gráfico, Teia de Aranha, é uma ferramenta importante no estudo das 

equações de diferenças não lineares. Outro método gráfico usado nas equações não 

lineares é o método das fases, que embora não permita determinar a solução da equação, 

permite determinar a natureza da sua trajectória. Neste trabalho foi apenas estudada a 

equação de diferenças logística, no domínio das equações de diferenças não lineares. 



 4 

As equações de diferenças têm aplicações em muitas áreas, tais como na 

Matemática, na Física, em Engenharia, na Economia, na Sociologia, em estratégias de 

guerra, entre outras.  

Foram abordadas aplicações, no último capítulo, em quase todas as áreas citadas, 

a vastidão de aplicações, implicou que se tivesse feito uma selecção criteriosa dos 

exemplos a incluir.  
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1) Recursividade e Iteração 
 

 

Uma sucessão é uma aplicação cujo domínio é IN. Consoante o conjunto de 

chegada seja , ou , dizemos respectivamente que estamos perante uma sucessão 

de números inteiros, racionais ou reais. 

Como o domínio de uma sucessão { }na  é sempre IN, a sucessão fica bem 

definida, pelas imagens, KK ,,,, 21 naaa , a que chamamos termos da sucessão. O 

termo na  designa-se termo geral da sucessão. 

Uma das formas de definir uma sucessão é pelo seu termo geral. Outra das 

formas é definir usando recursividade. Uma definição recursiva de uma sucessão 

específica um ou mais termos iniciais e uma regra para determinar os termos seguintes 

que podem ser obtidos a partir daqueles que os precedem. A regra para encontrar termos 

a partir daqueles que os precedem chama-se relação de recorrência.  

 

Definição 1.1: Uma relação de recorrência para uma sucessão { }na  é uma 

fórmula que exprime na  em função de um ou mais dos termos antecedentes da 

sucessão, nomeadamente 121,0 ,,, −naaaa K  para todos os inteiros com 0nn ≥ , em que 

0n  é um inteiro não negativo. 

Uma sucessão é chamada solução de uma relação de recorrência se os seus 

termos satisfazem a relação de recorrência.   

 As condições iniciais para a sucessão especificam os termos que precedem o 

primeiro termo em que a relação de recorrência tem efeito. [8] 

 

 A relação de recorrência e as condições iniciais determinam univocamente uma 

sucessão, pois em conjunto fornecem uma definição recursiva da sucessão. Qualquer 

termo da sucessão pode ser determinado usando a relação de recorrência e as condições 

iniciais um número suficiente de vezes. No entanto existem métodos mais práticos para 

a determinação dos termos de certas classes de sucessões definidas pelas relações de 

recorrência e pelas condições iniciais.  
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O algoritmo constituído pelas condições iniciais e pela relação de recorrência 

chama-se algoritmo recursivo. 

 

Podemos usar relações de recorrência para estudar modelos matemáticos de uma 

vasta variedade de problemas, tais como taxas de juro composto, contagem e suas 

técnicas, número de movimentos como no caso do puzzle “Torre de Hanói”, etc. 

 

Exemplo 1.1: Suponhamos que uma pessoa deposita 10000 euros numa 

promissória num banco que oferece 3 % de juros por ano (taxa) e que os juros são 

acumulados na promissória.  

 Seja nP  o valor da conta passado n  anos. Como esse valor é igual ao valor da 

conta depois de 1−n  anos mais os juros do ano n , vemos que a sucessão { }nP  satisfaz 

a seguinte relação de recorrência:  

111 03.103.0 −−− ⋅=⋅+= nnnn PPPP        (1.1) 

Assim temos 




⋅=

=

−1

0

03.1

10000

nn PP

P
. 

Usando agora um processo iterativo para determinar o termo geral de { }nP  

temos:  

( )
( )

( ) 01

0
3

23

0
2

12

01

03.103.1

03.103.1

03.103.1

03.1

PPP

PPP

PPP

PP

n

nn ⋅=⋅=

⋅=⋅=

⋅=⋅=

⋅=

−

M

 

Fazendo agora 100000 =P , temos  

( ) 1000003.1 ⋅=
n

nP        (1.2) 

Podemos agora demonstrar que esta fórmula é válida usando o método de 

indução matemática.  

Assim 0P  é válida pois é a condição inicial. Se  

( ) 1000003.1 ⋅=
n

nP  

então admitindo a relação de recorrência e a hipótese indutiva temos: 
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( ) ( ) ( ) 1000003.11000003.103.103.1 1
1 ⋅=⋅⋅=⋅=

+

+

nn

nn PP        (1.3) 

 

Exemplo 1.2: Torre de Hanói(1) 

Trata-se de um popular puzzle dos fins do século XIX, que foi inventado pelo 

famoso matemático francês Edouard Lucas, muito conhecido pelo seu trabalho com a 

sucessão de Fibonacci e pela sucessão 

associada que recebeu o seu nome. O puzzle 

consiste em três estacas montadas num 

suporte com discos de diferentes tamanhos. 

Inicialmente estes discos estão colocados na 

primeira estaca por ordem de tamanho, com a maior no fundo.  

As regras do puzzle permitem a deslocação de discos, um de cada vez, de uma estaca 

para outra desde que um disco nunca seja colocado por cima de um disco mais pequeno. 

A finalidade do puzzle é ter todos os discos colocados na segunda estaca na mesma 

ordem em que se encontravam de início (o disco maior no fundo). 

Seja nH  o número de movimentos necessários para solucionar o problema da 

Torre de Hanói com n  discos. Temos de estabelecer uma relação de recorrência para a 

sucessão { }nH . 

Para simplificar a linguagem usaremos a seguinte notação: 1E  para designar a 

estaca 1, 2E  para designar a estaca 2 e 3E  para designar a estaca 3.  

Suponhamos por exemplo que 3=n . Então passamos o disco número um para 

2E , o disco número dois para 3E , o disco número um para 3E , o disco número 3 para 

2E , o disco número um para 1E , o disco número dois para 2E  e finalmente o disco 

número um para 2E . Temos assim sete movimentos. 

Comecemos agora com n  discos na 1E . Podemos transferir os 1−n  discos do 

topo, seguindo as regras do puzzle para 3E , usando 1−nH  movimentos. Conservamos o 

disco maior fixo durante este processo. Depois de terminarmos este procedimento 

                                                
(1) O algoritmo TOWERS emprega uma rotina altamente recursiva de best fit (melhor ajustamento) e está 

incluída no conjunto processador de testes STANFORD RECURSION para testes de Hardware e 

Software. 
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passamos o disco maior para 2E  e podemos então passar os 1−n  discos da 3E  para 2E  

usando 1−nH  movimentos adicionais. 

Assim a relação de recorrência procurada é:  

12 1 +⋅= −nn HH         (1.4) 

A condição inicial é 11 =H , pois um disco pode ser transferido de 1E  para 2E , segundo 

as regras, com um só movimento. Donde temos o seguinte algoritmo recursivo  





+⋅=

=

− 12

1

1

1

nn HH

H
       (1.5) 

Podemos usar novamente um processo iterativo para solucionar a relação de 

recorrência. Temos, então: 

( )

( )

12     

12222     

12222     

                                        

1222...................................  

                                    

122212122 

1221122    

12

321

32
1

1

1

2
3

3
3

2

2
2

2

1

−=

+++++=

+++++⋅=

=

++++⋅==

=

+++⋅=+++⋅⋅=

++⋅=++⋅⋅=

+⋅=

−−−

−−−

−
−

−−

−−

−

n

nnn

nnn

k

kn

k

nn

nn

nn

H

H

HH

HH

HH

K

K

M

K

M
(2) 

Encontramos assim um termo geral para a relação de recorrência  

12 1 +⋅= −nn HH        (1.6) 

com condição inicial 11 =H . A solução é  

12 −= n

nH        (1.7) 

Tal como no exemplo anterior podemos agora demonstrar que esta fórmula é 

válida usando o método de indução matemática.  

                                                

(2) Soma da série geométrica é dada pela expressão 
r

raa n

−

⋅−

1
1 . Neste caso temos 

12
21

221 1

−=
−

⋅− −
n

n
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Assim 1H  é válida pois é a condição inicial. Se 12 −= n

nH  então admitindo a 

relação de recorrência e a hipótese indutiva temos: 

( ) 12122112212 11
1 −=+−=+−⋅=+⋅= ++

+
nnn

nn HH (3)       (1.8) 

 

                                                
(3) Uma antiga lenda diz que existe uma Torre em Hanói onde os monges estão a transportar 64 discos de 

ouro de uma estaca para a outra segundo as regras do puzzle. Eles levam 1 segundo para movimentar um 

disco. A lenda diz que o mundo acabará quando eles terminarem o puzzle. 

Então a partir de 12 −= n

nH  temos que os monges vão necessitar de 

370955161518446744071264 =−  movimentos para transferir os discos, ou seja mais de 500 

biliões de anos para terminarem o puzzle, portanto ainda vamos ter muito tempo antes de chegar o “fim 

do mundo”, sobretudo se admitirmos que a idade actual do Sol é 4.5 biliões de anos, e deverá estar a meio 

do seu tempo de vida, como indicam os modelos das estrelas construídos em computador e supondo que 

por “fim do mundo” se entende o fim da vida na Terra. 
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2) Equações de Diferenças Lineares 
 
 

2.1.  Equações de diferenças lineares com coeficientes constantes 
 

As relações de recorrência são também chamadas equações de diferenças e 

podem ser resolvidas usando iterações ou qualquer outra das técnicas que iremos ver 

mais adiante. Uma classe importante das equações de diferenças que podem ser 

explicitamente resolvidas de uma forma sistemática: á a das equações de diferenças 

lineares com coeficientes constantes. 

 

Definição 2.1.1: Uma equação de diferenças lineares não homogénea com 

coeficientes constantes tem a seguinte forma:        

kknnknk Ryayay =+++ −++ K11         (2.1.1) 

onde ia  é um conjunto de n  constantes, 0≠na  e kR  é uma função de k . 

 Muitas vezes usa-se o termo Sistema Dinâmico Discreto para designar 

equações de diferenças. 

Se 0=kR  estamos perante uma equação de diferenças lineares homogénea com 

coeficientes constantes. 

A ordem n  é a diferença entre o maior e o menor dos índices de y : 

knkn −+= . 

 

Exemplos 2.1.1:  

� 103.1 −⋅= nn PP  é uma equação linear homogénea de ordem 1; 

� 5−= nn aa  é uma equação linear homogénea de ordem 5; 

� 2
21 −− −= nnn aaa  é uma equação não linear. 

� 12 1 +⋅= −nn HH  é uma equação linear não homogénea de ordem 1; 
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2.1.1. Homogéneas  
 

 Usando o operador E , podemos reescrever a equação homogénea da seguinte 
forma:  

( ) 0=kyEf        (2.1.1.1) 

onde  

( )
nn

nnn aEaEaEaEEf +++++= −
−−

1
2

2
1

1 K (4)       (2.1.1.2) 

 Assim define-se a equação característica associada à equação homogénea, por: 

( ) 01
2

2
1

1 =+++++= −
−−

nn

nnn ararararrf K        (2.1.1.3) 

Estamos perante uma equação polinomial de grau n, que tem n raízes { } niri ,,2,1, K= . 

Assim a função ( )rf  pode ser reescrita de forma factorizada: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∏
=

=−⋅⋅−⋅−=−=
n

i

ni rrrrrrrrrf
1

21 0K        (2.1.1.4) 

 As soluções da equação característica são chamadas raízes características da 

equação e podem ser usadas para estabelecer a solução geral da equação, que nos dá 

todas as soluções da equação de diferenças.  

2.1.2. Equações de primeira ordem 

 

As equações de primeira ordem serão na sua forma canónica: 

kkk Ryay =++ 11        (2.1.2.1) 

sendo então a equação homogénea correspondente da forma  

011 =++ kk yay        (2.1.2.2) 

A solução geral da equação (2.1.2.2) é:  

( )k

k acy 11 −⋅=        (2.1.2.3) 

Para obter esta solução geral podemos começar por escrever  

kk yay 11 −=+        (2.1.2.4) 

                                                
(4) pkk

p yyE +=  
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e substituindo agora por valores discretos, temos: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) 010
1

1111

0
3

10
2

11213

0
2

1011112

011

11

yayaayay

yayaayay

yayaayay

yay

yay

kk

kk

kk

−=−⋅−=−=

−=−⋅−=−=

−=−⋅−=−=

−=

−=

−

−

+

M

       (2.1.2.5) 

Podemos agora fazer 01 yc = . 

 

2.1.3. Equações de segunda ordem 
  
 Nas equações de segunda ordem há que distinguir três casos, que correspondem 

às diferentes raízes do polinómio característico. 

 

 1º Caso – Raízes características reais e diferentes ( 21 rr ≠ ) 

 

 Teorema 2.1.3.1: Sejam 1a  e 2a  números reais. Suponhamos que  

021
2 =−− arar        (2.1.3.1) 

tem duas raízes reais e distintas 1r  e 2r . Então a sucessão{ }ky  é uma solução da 

equação de diferenças  

2211 −− += kkk yayay        (2.1.3.2) 

se e só se  

kk

k rry 2211 αα +=        (2.1.3.3) 

para K,2,1,0=k  em que 21 ,αα  são constantes. 

 

 Demonstração: ( )⇒  Em primeiro lugar iremos mostrar que se 1r  e 2r  são as 

raízes do polinómio característico e 21 ,αα  são constantes, então a sucessão { }ky  com  

kk

k rry 2211 αα +=  

é uma solução da equação de diferenças (2.1.3.2). 
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Como 1r  e 2r  são raízes de  

021
2 =−− arar        (2.1.3.4) 

 temos que 





+=

+=

221
2

2

211
2

1

arar

arar
       (2.1.3.5) 

Temos então que  

( ) ( )
( ) ( )

                  

                     

                     

                     

                     

2211

2
2

2
22

2
1

2
11

221
2

22211
2

11

2
22

2
112

1
22

1
1112211

k

kk

kk

kk

kkkk

kk

y

rr

rrrr

arararar

rrarrayaya

=

⋅+⋅=

⋅+⋅=

+⋅⋅++⋅⋅=

+++=+

−−

−−

−−−−

−−

αα

αα

αα

αααα

 

Logo está demonstrado que a sucessão { }ky  com  

kk

k rry 2211 αα +=  

 é uma solução da equação de diferenças. 

 ( )⇐ Em segundo lugar temos de mostrar que se a sucessão { }ky  é uma solução, 

então  

kk

k rry 2211 αα +=  

 para alguns 1α  e 2α , constantes. 

Para mostrar que todas as soluções { }ky  da equação de diferenças (2.1.3.2) têm 

a forma (2.1.3.3), para K,2,1,0=k  e para algumas constantes 1α  e 2α , suponhamos 

que { }ky  é uma solução geral da equação de diferenças, e as condições iniciais 





=

=

By

Ay

1

0 , se verificam. 

Vai-se mostrar que existem constantes 1α  e 2α , tais que a sucessão { }ky  com  

kk

k rry 2211 αα +=  

satisfaz estas mesmas condições iniciais. Assim substituindo k  por 0  e k  por 1, tem-se  
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



⋅+⋅==

+==

22111

210

rrBy

Ay

αα

αα
      (2.1.3.6) 

Resolvendo agora estas equações em ordem a 1α  e 2α , obtemos: 

( ) ( )










−

⋅−
=

−

−⋅
=

⇔










−

⋅−
=

−

⋅−
−=







⇔

−

⋅−
=

−=

⇔




⋅+−⋅=

−=
⇔





⋅−+⋅=

−=

21

2
1

21

1
2

21

2
1

21

2
2

21

2
1

12

2211

12

2111

12

rr

rAB

rr

BrA

rr

rAB

rr

rAB
A

rr

rAB

A

rArrB

A

rArB

A

α

α

α

α

α

αα

α

αα

αα

αα

 

onde as expressões para 1α  e 2α , dependem do facto de 21 rr ≠  (caso contrário o 

teorema não se verifica). Então com estes valores para 1α  e 2α , a sucessão { }ky  com 

kk
rara 2211 +  satisfaz as duas condições iniciais. 

 Logo  

kk

k rry 2211 αα +=  

� 

Exemplo 2.1.3.1: Seja  

0209 12 =+− ++ kkk yyy        (2.1.3.7) 

O polinómio característico associado a esta equação é:  

02092 =+− rr        (2.1.3.8) 

ou seja  

45 =∨= rr  

 Temos assim duas soluções distintas da equação dada:  

k

ky 51 =  

e  

k

ky 42 =  

Assim a solução geral é:  
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kk

k aay 45 21 +=        (2.1.3.9) 

 

2º Caso – Raízes características reais e iguais ( 21 rr = ) 

 

 Teorema 2.1.3.2: Sejam 1a  e 2a  números reais, com 02 ≠a . Suponhamos que  

021
2 =−− arar        (2.1.3.10) 

tem duas raízes reais e iguais, ou seja, uma única raiz 0r  de multiplicidade 2. Então a 

sucessão{ }ky  é uma solução da equação de diferenças  

2211 −− += kkk yayay        (2.1.3.11) 

se e só se 

kk

k rkry 0201 ⋅⋅+⋅= αα        (2.1.3.12) 

para K,2,1,0=k , em que 21 ,αα  são constantes. 

 

Demonstração: ( )⇒  Em primeiro lugar iremos mostrar que se 0r  é uma raiz 

dupla do polinómio característico e 21 ,αα  são constantes, então a sucessão { }ky  com  

kk

k rkary 0201 ⋅⋅+⋅= α  

é uma solução da equação de diferenças. 

 Como 0r  é raiz de (2.1.3.10), temos que  

201
2

0 arar +=  

Temos então que  

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

                  

                     

                     

                     

                         

                     

0201

2
0

2
02

2
0

2
01

201
2

02201
2

01

201
2

02201
2

01

2
02

2
012

1
02

1
0112211

k

kk

kk

kk

kk

kkkk

kk

y

rkr

krrrr

arakrarar

kakrararar

rkrarkrayaya

=

⋅⋅+⋅=

⋅⋅+⋅=

+⋅⋅⋅⋅++⋅⋅=

⋅+⋅⋅⋅++⋅⋅=

⋅⋅+⋅+⋅⋅+=⋅+

−−

−−

−−

−−−−

−−

αα

αα

αα

αα

αααα

 

Logo está demonstrado que a sucessão { }ky  com  
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kk

k rkry 0201 ⋅⋅+⋅= αα  

 é uma solução da equação de diferenças. 

 ( )⇐ Em segundo lugar temos de mostrar que se a sucessão { }ky  é uma solução, 

então  

kk

k rkry 0201 ⋅⋅+⋅= αα        (2.1.3.13) 

para alguns 1α  e 2α , constantes. 

 Para mostrar que todas as soluções { }ky  da equação de diferenças (2.1.3.11) têm 

a forma (2.1.3.13) para K,2,1,0=k  para algumas constantes 1α  e 2α , suponhamos que 

{ }ky  é uma solução geral da equação de diferenças, e as condições iniciais 




=

=

By

Ay

1

0 , se 

verificam. 

 Vai-se mostrar que existem constantes 1α  e 2α , tais que a sucessão { }ky  com  

kk

k rkry 0201 ⋅⋅+⋅= αα  

satisfaz estas mesmas condições iniciais. Assim substituindo k  por 0  e k  por 1, tem-se  





⋅+⋅==

==

02011

10

rrBy

Ay

αα

α
      (2.1.3.14) 

Resolvendo agora estas equações em ordem a 1α  e 2α , obtemos: 







⋅−

=

=

⇔




⋅+⋅=

=
⇔





⋅+⋅=

=

0

0
2

1

020

1

0201

1

r

rAB

A

rrAB

A

rrB

A

α

α

α

α

αα

α
 

Então com estes valores para 1α  e 2α , a sucessão { }ky  com  

kk
rkr 0201 ⋅⋅+⋅ αα  

satisfaz as duas condições iniciais. 

 Logo 

kk

k rkry 0201 ⋅⋅+⋅= αα  

� 

Exemplo 2.1.3.2: Seja  

0168 12 =+− ++ kkk yyy        (2.1.3.15) 
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O polinómio característico associado a esta equação é: 

401682 =⇔=+− rrr  

Temos assim uma raíz dupla da equação característica. Logo temos duas soluções  

k

ky 41 =  

e 

k

k ky 42 =  

Assim a solução geral é: 

( ) k

k kaay 421 +=        (2.1.3.16) 

 

3º Caso – Raízes características complexas conjugadas 

( biarbiar −=+= 21 , ) 

  

 Teorema 2.1.3.3: Sejam 1a  e 2a  números reais, com 02 ≠a . Suponhamos que 

021
2 =−− arar         (2.1.3.17) 

tem duas raízes complexas conjugadas. Então a sucessão{ }ky  é uma solução da equação 

de diferenças  

2211 −− += kkk yayay        (2.1.3.18) 

se e só se  

( ) ( )kk

k biabiay −⋅++⋅= 21 αα        (2.1.3.19) 

para K,2,1,0=k  e onde 21 ,αα  são constantes. 

 Se optarmos por usar a forma trigonométrica dos números complexos, temos 

que: 
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( ) ( )( )[ ] ( ) ( )( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( )θρααθραα

θθραθθρα

ββ

⋅⋅⋅−+⋅⋅⋅+=⇔

⇔⋅−⋅⋅+⋅+⋅⋅=

ksenky

ksenikkseniky

kk

k

kk

k

4342143421
21

2121

21

cos

coscos
(5). 

Logo  

( ) ( )θρβθρβ ⋅⋅⋅+⋅⋅⋅= ksenky kk

k 21 cos        (2.1.3.20) 

com 21 , ββ  constantes. 

 

 Exemplo 2.1.3.3: Seja  

022 12 =−− ++ kkk yyy        (2.1.3.21) 

O polinómio característico associado a esta equação é: 

irirrr −=∨+=⇔=−− 11022 21
2  

Temos assim duas raízes complexas conjugadas da equação característica. Assim 

2=ρ . 

e 

( )
4

1
π

θθ =⇔= arctg  

Logo a solução geral é: 

( ) ( ) 







+







=

4
2

4
cos2 21

π
β

π
β

k
sen

k
y

kk

k        (2.1.3.22) 

 

 Observação 2.1.3.1: A nível do ensino secundário quando se fala em equações o 

percurso que se faz é estudar em primeiro lugar as equações de primeiro grau, que tem 

um método de resolução e depois estudar as equações de segundo grau, que têm outros 

métodos distintos de resolução, avançando posteriormente para equações com um nível 

de complexidade cada vez maior.  

                                                

(5) ( ) ( ) ( ) ( )( ) 







=+=⋅+⋅==+

a

b
arctgbakisenkkcisbia

kkk θρθθρθρ  e  com ,cos 22  



 19 

Um aspecto interessante das equações de diferenças lineares com coeficientes 

constantes de primeira ordem, é que estas podem ser encaradas como um caso particular 

das equações de diferenças lineares com coeficientes constantes de segunda ordem do 

tipo  

02112 =++ ++ kkk yayay        (2.1.3.23) 

com 02 =a . Logo são do tipo  

0112 =+ ++ kk yay        (2.1.3.24) 

São de primeira ordem porque ( ) ( ) 112 =+−+ kk . A respectiva equação característica 

é: 

11
2 00 arrrar −=∨=⇔=+ . 

Temos assim duas soluções distintas da equação dada: 

k

ky 01 =  

e 

( )k

k ay 1
2 −=  

Assim a solução geral é: 

( ) ( )kkk

k acaccy 12121 0 −=−+=        (2.1.3.25) 

 

Observação 2.1.3.2: Outro dos aspectos interessantes das equações de diferenças 

lineares com coeficientes constantes é a natureza exponencial das suas soluções. 

Vejamos agora o que se passa em relação às equações de primeira ordem: 

 Seja  

011 =++ kk yay        (2.1.3.26) 

com 10 cy = . Assim  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) 010
1

1111

0
3

10
2

11213

0
2

1011112

011

11

yayaayay

yayaayay

yayaayay

yay

yay

kk

kk

kk

−=−⋅−=−=

−=−⋅−=−=

−=−⋅−=−=

−=

−=

−

−

+

M
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Logo  

( ) ( )kk

k acyay 1101 −⋅=⋅−= . 

No caso das equações de segunda ordem, o processo é um pouco mais complicado. 

Vejamos, neste caso, um exemplo concreto. 

Seja  

065 12 =+− ++ kkk yyy        (2.1.3.27) 

Podemos reescrever esta equação de diferenças da seguinte forma, 

[ ] [ ] 02320632 112112

1

=−−−⇔=+−− ++++++

+

434214434421
kk x

kk

x

kkkkkk yyyyyyyy  

Logo  

k

kkk cxxx 303 11 ⋅=⇒=−+  

Se  

k

kkkk Axxxxc 20200 11 ⋅=⇒=−⇒=⇒= +  

Se de início fizéssemos  

[ ] [ ] 0323 112 =−−− +++ kkkk yyyy  

obter-se-ia  

k

kkk cxxx 202 21 ⋅=⇒=−+  

Logo se  

k

kkkk Bxxxxc 30300 12 ⋅=⇒=−⇒=⇒= + . 

Deste modo a solução geral será 

kk

k BAy 32 ⋅+⋅=        (2.1.3.28) 

 

 

2.1.4. Equações de ordem superior a 2  
  

Teorema 2.1.4.1: Sejam { }ir , uma qualquer solução da equação característica, 

então  

k

ik ry =        (2.1.4.1) 

é uma solução da equação homogénea dada.[6] 
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4º Caso: Equações característica de ordem superior a 2, com raízes reais 

diferentes 

 

 Teorema 2.1.4.2: Suponhamos que as n  raízes da equação característica são 

distintas. Então o conjunto fundamental de soluções é dado por: 

niry
k

i

i

k ,,2,1, K==         (2.1.4.2) 

 Assim a sucessão ky  é uma solução da equação de diferenças  

nknkkk ycycycy −−− +++= K2211        (2.1.4.3) 

se e só se: 

n

knkkk ycycycy +++= K2
2

1
1        (2.1.4.4) 

onde as n  constantes ic  são arbitrárias[6]. 

 

5º Caso: Equações característica de ordem superior a 2, com raízes reais 

diferentes 

 

 Teorema 2.1.4.3: Dada  

011 =+++ −++ knnknk yayay K        (2.1.4.5) 

uma equação de diferenças lineares com coeficientes constantes naaa ,,, 21 K  e 0≠na . 

Dadas as raízes { }ir  do polinómio característico  

01
1

1 =++++ −
−

nn

nn ararar K         (2.1.4.6) 

com multiplicidade limi ,,2,1, K= , onde 

nmmm l =+++ K21  

 Então a solução geral da equação dada é: 

( ) ( )1
21

111
2

1
11

1

1

−− ++++++++= l

ll

ml

m

llk

m

m

m

k

k kAkAArkAkAAry KKK         (2.1.4.7) 
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Exemplo 2.1.4.1: Determinemos as soluções gerais e as soluções particulares da 

equação de diferenças  

0212 =−− ++ kkk yyy         (2.1.4.8) 

com 20 =y  e 71 =y  . O polinómio característico associado a esta equação é:  

1202 21
2 −=∨=⇔=−− rrrr  

Temos assim duas raízes reais distintas da equação característica. 

Então a sucessão ky  é uma solução geral da equação de diferenças se e só se  

( )kk

ky 12 21 −+= αα         (2.1.4.9) 

Para determinar as soluções particulares dadas as condições, procederemos da seguinte 

forma: 

( )
( ) 




−=

=
⇔





−=

+=
⇔





−+=

−+=

1

3

27

2

12

12

2

1

21

21

1
2

1
11

0
2

0
10

α

α

αα

αα

αα

αα

y

y  

Donde a solução particular da equação de diferenças é a dada por: 

( )kk

ky 123 −−⋅=        (2.1.4.10) 

 

Exemplo 2.1.4.2: Determinemos agora uma fórmula explícita para os números 

de Fibonacci(6), cuja equação de diferenças  

                                                
(6) Fibonacci (também conhecido como Leonardo de Pisa) nasceu por volta de 1170 em Pisa. O 

pai de Fibonacci era um mercador que trabalhou no norte de África, pelo que cedo Fibonacci foi iniciado 

nos negócios e nos cálculos, o que fez despertar o seu interesse pela Matemática. O apelido de família do 

seu pai foi "Bonacci" (homem de boa natureza) e ele mesmo, Fibonacci, vem de filho de Bonacci. Além 

disso, foi através da profissão do pai que ele teve o primeiro contacto com o sistema decimal hindu-árabe. 

Nesta altura, era ainda utilizada a numeração romana em Itália. 

Foi no seu regresso a Pisa, em 1202, que Fibonacci escreveu a sua obra mais célebre, “Liber 

Abaci”, que foi também um meio através do qual a numeração hindu-árabe foi introduzida na Europa 

Ocidental. No "Liber Abaci" explicava-se como utilizar estes numerais nas operações aritméticas, 

abordavam-se diversos temas de Álgebra e Geometria, e também se propunham vários problemas. 

Escreveu também o livro "Practica Geometriae" em 1220; onde descreveu aquilo que tinha descoberto 

nas áreas de geometria e trigonometria. 
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21 −− += nnn fff        (2.1.4.11) 

com 00 =f  e 11 =f  . O polinómio característico associado a esta equação é: 

2

51

2

51
01 21

2 −
=∨

+
=⇔=−− rrrr  

Temos assim duas raízes reais distintas da equação característica. 

Logo 

nn

nf 








 −
+









 +
=

2

51

2

51
21 αα        (2.1.4.12) 

Usando agora as condições iniciais para determinar 1α  e 2α  temos que: 













−=−=

==

⇔








=








 −
+








 +
=

=+=

5

5

5

1
5

5

5

1

1
2

51

2

51

0

2

1

211

210

α

α

αα

αα

f

f

 

Assim os números de Fibonacci são dados por: 

nn

nf 








 −
⋅−









 +
⋅=

2

51

5

5

2

51

5

5
        (2.1.4.13) 

 

 Exemplo 2.1.4.3: Vamos agora determinar a solução geral e a solução particular 

da equação de diferenças de quarta ordem  

4−= nn aa       (2.1.4.14) 

sendo as condições iniciais, 1,1,0,1 3210 =−=== aaaa . A equação característica é 

                                                                                                                                          
O nome de Fibonacci tornou-se conhecido devido a um célebre problema que existia no seu livro 

"Liber Abaci", que é o problema dos coelhos. Apesar de ser assim conhecido, este problema não é mais 

do que uma equação de diferenças de segunda ordem com coeficientes constantes. 

Este insigne matemático morreu no ano de 1250. 
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irirrrr −=∨=∨−=∨=⇔=− 4321
4 1101  

Assim a solução geral é dada por: 

( ) ( ) ( )nnn

n iia −++−+= 4321 1 αααα        (2.1.4.15) 

Para determinar as constantes, temos de resolver o seguinte sistema: 

{

{

















+
=

−
=

−=

=

⇔















+
=

−
=

=−

=+

⇔
















+
=

−
=

−
=−=

==⋅−⋅+−

==+++

⇔

⇔













=⋅+⋅−

−=−−

==⋅−⋅+−

==+++

⇔













==⋅+⋅−−

=−=−−+

==⋅−⋅+−

==+++

×

−

−

4

2
4

2
4

1
4

1

4

2
4

2
2

1
0

4

2

4

12
4

2
1

0

1

122

222

0

1

1

1

0

1

3

4

2

1

3

4

21

21

3

34

14321

04321

43

43

14321

04321

34321

24321

14321

04321

24

13

i

i

i

i

i

i

i

i

aii

a

ii

aii

a

aii

a

aii

a

i

i

ll

ll

α

α

α

α

α

α

αα

αα

α

αα

αααα

αααα

αα

αα

αααα

αααα

αααα

αααα

αααα

αααα

 

Logo a solução particular é: 

( ) ( ) ( )nnn

n i
i

i
i

a −
−

+
+

+−−=
4

2

4

2
1

4

1

4

1
      (2.1.4.16) 

 

2.2. Os operadores ∆  e E  

 

2.2.1. Formação das equações usando tabelas de diferenças (Operador ∆ ) 

 
Vamos considerar somente diferenças para trás cuja tabela é do seguinte tipo, 

sendo { }na  uma sucessão de números reais. 

M

M

1

211

122

011

−

−−−

−=∆

−=∆

−=∆

−=∆

nnn

nnn

aaa

aaa

aaa

aaa
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Temos assim que a primeira diferença na∆  é, por definição,  

1−−=∆ nnn aaa        (2.2.1.1) 

A segunda diferença na2∆  é, por definição, uma diferença de duas primeiras 

diferenças, isto é: 

M

M

1
2

122
2

−∆−∆=∆

∆−∆=∆

nnn aaa

aaa

 

Deste modo temos que  

nnn aaa ∆−=−1        (2.2.1.2) 

Vamos agora mostrar que  

nnnn aaaa 2
2 2 ∆+∆−=−        (2.2.1.3) 

Com efeito do segundo membro vem: 

2211

11
2 22

−−−−

−−

=+−+−=

=∆−∆−=∆−∆+∆−=∆+∆−

nnnnnn

nnnnnnnnnn

aaaaaa

aaaaaaaaaa
. 

 A diferença de ordem três na3∆  é, por definição, uma diferença de duas 

diferenças de ordem 2. 

M

M

1
223

2
2

3
2

3
3

−∆−∆=∆

∆−∆=∆

nnn aaa

aaa

 

Mostremos de seguida que  

nnnnn aaaaa 32
3 33 ∆−∆+∆−=−        (2.2.1.4) 

Assim: 

( ) ( )

33212121

2111

1
22

1
32

3

333

33333

−−−−−−−−

−−−−

−−−

=+−+−+−=∆−∆−∆−=

∆−∆+∆+∆−∆−∆+∆−=

∆−∆−∆−∆+∆−=∆−∆+∆−=

nnnnnnnnnnnn

nnnnnnnn

nnnnnnnnnnn

aaaaaaaaaaaa

aaaaaaaa

aaaaaaaaaaa

. 

 Deste modo, e prosseguindo com este mesmo processo, podemos dizer que a 

diferença de ordem 1+k ,  
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n

k a1+∆        (2.2.1.5) 

é, por definição, uma diferença de duas diferenças de ordem k ,  

1
1

−
+ ∆−∆=∆ n

k

n

k

n

k aaa       (2.2.1.6) 

E, generalizando os resultados, anteriores, temos que kna − , pode ser expresso em termos 

de 

n

k

nnn aaaa ∆∆∆ ,,,, 2 K  

 Desta forma, a relação de recorrência para a sucessão { }na , pode ser expressa 

em função de na  e das sucessivas diferenças  

nn aa 2, ∆∆  

 A equação daí resultante chama-se Equação de Diferenças. Este processo de 

transformar relações de recorrência em diferenças finitas, é um dos métodos mais 

usados para resolver equações diferenciais em cálculo computacional. 

2.2.2. Operador Deslocamento E  (Boole(7))  
 
 O operador E  é um operador que, aplicado a uma função ( )xf , nos dá o valor 

dessa função para um valor hx + , sendo h  uma quantidade fixada ( o chamado passo). 

 Temos que: 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )( )hnxfnhxfE

hxfhxfE

hxfxfE

1

2

++=+

+=+

+=

M
       (2.2.2.1) 

e ainda temos que: 

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )nhxfhnxfExfEExfE

hxfhxfExfEExfE

hxfhxfExfEExfE

nn +=−+==

+=+==

+=+==

− 1

32

2

1

23

2

M
       (2.2.2.2) 

                                                
(7) George Boole (1814-1864) iniciou a Álgebra Lógica hoje chamada Álgebra Booleana, 

tentando algebrizar a lógica. O seu trabalho tem hoje muitas aplicações, especialmente no estudo dos 

circuitos eléctricos e electrónicos. 
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2.2.3. Propriedades dos operadores ∆  e E  
 

1) ( ) ( ) ( )xfxfExf −=∆ , ou simbolicamente 1−=∆ E ; 

2) ( ) ( )xfcxfc ∆⋅=⋅∆ , pois 
( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )xfcxfhxfc

xfchxfcxfc

∆⋅=−+=

−+=⋅∆
; 

3) ( ) ( )xfEcxfcE ⋅=⋅ ; 

4) ( ) ( )[ ] ( ) ( )xfxfxfxf 2121 ∆+∆=+∆ , pois, 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )xfxf

xfhxfxfhxfxfxfhxfhxf

21

22112121

∆+∆=

−++−+=+−+++
; 

5) ( ) ( )[ ] ( ) ( )xfExfExfxfE 2121 +=+ . 

 

Assim atendendo às propriedades 2, 3, 4 e 5, podemos concluir que os operadores ∆  e 

E  são operadores lineares. 

 

2.3. Formação de equações de diferenças  
 

Seja y  uma função da variável x , que toma somente valores inteiros, e a  é uma 

constante arbitrária. Consideremos uma equação da forma  

( ) 0,, =ayxf        (2.3.1) 

Dando a x  um acréscimo igual a 1, vem para y  um acréscimo y∆  e temos: 

( ) ( ) 0,,10,,1 =+⇔=∆++ aEyxfayyxf        (2.3.2) 

Eliminando a constante a  entre (2.3.1) e (2.2.2) obtemos uma equação da forma: 

( ) 0,, =EyyxF        (2.3.3) 

que é uma equação de diferenças de primeira ordem. 

 Consideremos agora uma equação da forma  

( ) 0,,, =bayxf        (2.3.4) 

teremos do mesmo modo: 
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( ) ( ) 0,,,10,,,1 =+⇔=∆++ baEyxfbayyxf        (2.3.5) 

e temos repetindo a operação 

( ) 0,,,2 2 =+ bayExf        (2.3.6) 

Eliminando as constantes a  e b  entre (2.3.4), (2.3.5) e (2.3.6) obtemos uma equação da 

forma: 

( ) 0,,, 2 =yEEyyxF         (2.3.7) 

que é uma equação de diferenças de segunda ordem. 

 

Exemplo 2.3.1: 

  

1) Seja  

0452 =+− yyEyE        (2.3.8) 

com condições iniciais 0=x , 0=y  e 3=yE . A equação característica é da forma 

41045 21
2 =∨=⇔=+− rrrr  

Assim a solução geral é da forma: 

xx
ccy 41 21 ⋅+⋅=        (2.3.9) 

Podemos agora determinar as constantes, recorrendo para o efeito às condições iniciais. 

Assim 





=

−=
⇔





⋅+=

+=
⇔





⋅+=

+=
+ 1

1

43

0

4

0

2

1

21

21

1
21

21

c

c

cc

cc

ccyE

cc
x

 

Logo, a solução particular da equação homogénea é: 

x
y 41+−=        (2.3.10) 

 

2) Determinar uma sucessão de três números, tais que cada um é a soma dos 

números imediatamente precedentes. As condições iniciais são ( ) 00 =f  e ( ) 11 =f . 

Temos então que,  

( ) ( ) ( )21 +=++ xfxfxf        (2.3.11) 

ou seja, se fizermos  
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( )xfy =        (2.3.12) 

teremos que 

( ) yExf =+1        (2.3.13) 

uma vez que 

( ) ( ) { ( )1
1

+=+==
=

xfhxfxfEyE
h

 

e 

( ) yExf
22 =+        (2.3.14) 

uma vez que 

( ) ( )( ) { ( )( ) ( )21
1

22 +=+===
=

xfxfExfEExfEyE
h

 

Assim, temos a seguinte equação de diferenças 

02 =−− yyEyE        (2.3.15) 

A equação característica é da forma  

2

51

2

51
01 21

2 −
=∨

+
=⇔=−− rrrr  

Assim, a solução geral é da forma:  

( )
xx

ccxf 








 −
⋅+









 +
⋅=

2

51

2

51
21        (2.3.16) 

Podemos agora determinar as constantes, recorrendo para o efeito às condições 

iniciais. Assim 

( )









−
=

=

⇔




⋅−=

+=
⇔








−
+

+
=

+=

5

1
5

1

52

0

2

51

2

51
1

0

2

1

21

21

21

21

c

c

cc

cc

cc

cc

 

Logo, a solução particular da equação homogénea é: 

( )
xx

xf 








 −
⋅−









 +
⋅=

2

51

5

1

2

51

5

1
      (2.3.17) 

Dando a x  valores inteiros, K,3,2,1,0 , obtemos os números de Fibonacci. 

 

3) Seja  
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0442 =+− yyEyE        (2.3.18) 

A equação característica é da forma  

22044 21
2 =∨=⇔=+− rrrr  

Como temos uma raiz dupla, a solução geral é da forma: 

( ) xxx xccxccy 222 2121 ⋅⋅+=⋅⋅+⋅=         (2.3.19) 

 

4) Consideremos a equação  

( ) ( ) ( )112 −++=⋅ xfxfxf        (2.3.20) 

e procuremos uma solução tal que ( ) 00 =f  e ( ) 1=+ baf . Temos assim que  

022 =+− yyEyE        (2.3.21) 

pois 

( )
( )

( )







+=

=

−=

1

1

2 xfyE

xfyE

xfy

 

A equação característica é da forma  

11012 21
2 =∨=⇔=+− rrrr  

Assim a solução geral é da forma: 

( ) ( )111 21
1

21 −⋅+=⇔⋅−⋅+= − xccyxccy x        (2.3.22) 

Podemos agora determinar as constantes, atendendo às condições iniciais. Assim  

 

( ) ( )
( ) ( )




=+=−

==−

11

001

bafxf

fxf
 

Logo 

( ) 





+
=

=
⇔





++=

=

ba
c

c

bacc

c
1
0

1

0

2

1

21

1  

Assim a solução particular da equação homogénea é: 

( )
ba

x
xf

+

−
=−

1
1        (2.3.23) 
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5) Seja  

0222 =++ yyEyE        (2.3.24) 

A equação característica é da forma  

irirrr −−=∨+−=⇔=++ 11022 21
2  

Temos assim duas raízes complexas conjugadas da equação característica. Assim, 

2=ρ  

e 

( )
4

3
1

π
θθ =⇔−= arctg  

Logo a solução geral é:  

( ) ( ) 







+







=

4

3
2

4

3
cos2 21

x
sen

x
y

xx π
β

π
β        (2.3.25) 

 

6) Determinemos agora a solução geral da equação  

04 =− yyE        (2.3.26) 

A equação característica é da forma  

irirrrr −=∨=∨−=∨=⇔=− 4321
4 1101  

A solução geral é da forma 

( ) ( )xxxx iiy −⋅+⋅+−⋅+⋅= 4321 11 αααα        (2.3.27) 

 

2.4. Equações de diferenças lineares não homogéneas de segunda 

ordem e com coeficientes constantes 

 

Teorema 2.4.1: Uma solução geral de uma equação de diferenças não 

homogénea é a soma da solução geral da equação homogénea correspondente, com uma 

solução particular da equação de diferenças não homogénea. Assim, 

( ) ( ) ( ) ( )xgBxfAxxF ⋅+⋅+= ϕ        (2.4.1) 

é uma solução geral da equação não homogénea de segunda ordem se:  
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a. ( )xϕ  é uma solução particular da equação não homogénea; 

b. ( )xf  e ( )xg  são soluções da equação homogénea; 

c. ( )
( ) ( )

( ) ( )
0

11
≠

++
=

xgxf

xgxf
xC  (Este determinante é designado por 

Casorati(8)) 

 

Demonstração: Seja a equação não homogénea 

( )xyayEayE ψ=++ 21
2        (2.4.2) 

Temos que:  

( ) ( ) ( ) ( )xxFaxFaxF ψ=++++ 21 12         (2.4.3) 

Se ( ) xϕ  é solução de (2.4.3) então, 

( ) ( ) ( ) ( )xxaxax ψϕϕϕ =++++ 21 12        (2.4.4) 

Subtraindo agora (2.4.4) de (2.4.3) vem: 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] 01122 21 =−++−+++−+ xxFaxxFaxxF ϕϕϕ        (2.4.5) 

Logo  

( ) ( )xxF ϕ−        (2.4.6) 

é solução da equação homogénea. 

 Por outro lado, sabemos que  

( ) ( )xgBxfA +  

 é a solução geral desta equação homogénea. Logo 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xgBxfAxxFxgBxfAxxF ++=⇔+=− ϕϕ        (2.4.7) 

   � 

 

Teorema 2.4.2: Se ( )x1ϕ  é uma solução particular de  

( ) ( ) ( ) ( )xxFaxFaxF 121 12 ψ=++++        (2.4.8) 

                                                

(8) Felice Casorati: (1835-1890) 
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e se ( )x2ϕ  é uma solução particular de 

( ) ( ) ( ) ( )xxFaxFaxF 221 12 ψ=++++        (2.4.9) 

então 

( ) ( )xx 21 ϕϕ +        (2.4.10) 

é uma solução particular de 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xxxFaxFaxF 2121 12 ψψ +=++++        (2.4.11) 

 

Demonstração: Como ( )x1ϕ  é uma solução particular temos que 

( ) ( ) ( ) ( )xxaxax 112111 12 ψϕϕϕ =++++        (2.4.12) 

Da mesma forma, como ( )x2ϕ  é solução particular, vem que 

( ) ( ) ( ) ( )xxaxax 222212 12 ψϕϕϕ =++++        (2.4.13) 

Adicionando membro a membro obtemos: 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( )xxxxaxxaxx 2121221121 1122 ψψϕϕϕϕϕϕ +=−++++++++ (2.4.14) 

Logo  

( ) ( )xx 21 ϕϕ +  

é solução da equação particular. 

   � 

  

Nesta fase, vamos procurar algumas soluções particulares, mas iremos limitar-

nos a três casos apenas.  

 1º Caso: O segundo membro é do tipo 

( ) xmx =ψ        (2.4.15) 

 
 Através de alguns exemplos tentaremos perceber quais as possibilidades para as 

soluções particulares. 

 Exemplo 2.4.1: 

( ) ( ) ( ) xxFxFxF 496152 ⋅=++−+        (2.4.16) 

Procuremos ( )xϕ  tal que 
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( ) ( ) ( ) xxxx 496152 ⋅=++−+ ϕϕϕ        (2.4.17) 

Tentemos  

( ) xLx 4⋅=ϕ        (2.4.18) 

donde vem: 

xxxx LLL 4946454 12 ⋅=⋅⋅+⋅⋅−⋅ ++ . 

Logo  

( )
2

9
49462016 =⇒⋅=⋅+− LLLL xx  

ou seja 

( ) xx 4
2

9
⋅=ϕ        (2.4.19) 

 

 Exemplo 2.4.2:  

( ) ( ) ( ) xxFxFxF 3176152 ⋅=++−+        (2.4.20) 

Vejamos, em primeiro lugar, qual é a solução geral da equação homogénea. A equação 

característica é da forma  

32065 21
2 =∨=⇔=+− rrrr  

Assim a solução geral da equação homogénea é da forma: 

xx BA 32 ⋅+⋅  

Logo xA 3⋅  é anulada pela parte homogénea da equação de diferenças e 

consequentemente não pode ser solução particular da equação não homogénea. 

Tentemos  

( ) xxLx 3⋅⋅=ϕ        (2.4.21) 

donde vem 

( ) ( ) xxxx xLLxLx 3173631532 12 ⋅=⋅⋅⋅+⋅+⋅−⋅+ ++ . 

Logo 

( ) ( )[ ]
3

17
3173611529 =⇒⋅=⋅++−+ LLxLxLx xx  
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ou seja 

( ) xxx 3
3

17
⋅⋅=ϕ        (2.4.22) 

 

Geralmente, verifica-se que as soluções particulares de 

( ) ( ) ( ) xmxFaxFaxF =++++ 21 12        (2.4.23) 

são  

a) ( ) 21 , se , rrmmLx x ≠⋅=ϕ ; 

b) ( ) 21 ou    se , rmrmmxLx x ==⋅⋅=ϕ ; 

c) ( ) 21
2  se , rrmmxLx x ==⋅⋅=ϕ . 

 

2º Caso: O segundo membro ( )xψ  é um polinómio do segundo grau  

Seja  

( ) ( ) ( ) 21
2

021 12 AxAxAxFaxFaxF ++=++++        (2.4.24) 

As soluções particulares são: 

a) ( ) 1 e 1 se , 21
2 ≠≠+⋅+⋅= rrNxMxLxϕ ; 

b) ( ) 1 a igualfor  ou  raízes das uma se , 21
23 rrPxNxMxLx +⋅+⋅+⋅=ϕ ; 

c) ( ) 1  se , 21
234 ==+⋅+⋅+⋅+⋅= rrQxPxNxMxLxϕ  

 

3º Caso: O segundo membro ( )xψ  é do tipo  

( ) ( ) ( ) ( )xxxsenx ⋅=⋅= αψαψ cosou          (2.4.25) 

Seja  

( ) ( ) ( ) ( )xxFaxFaxF ψ=++++ 21 12        (2.4.26) 

As soluções particulares são: 

a) ( ) ( ) ( )xMxsenLx ⋅⋅+⋅⋅= ααϕ cos , excepto se 








−
−=

=

1

2
1

2

4

1

a

a
tg

a

α
; 
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b) ( ) ( ) ( )xxMxsenxLx ⋅⋅⋅+⋅⋅⋅= ααϕ cos , no caso de 








−
−=

=

1

2
1

2

4

1

a

a
tg

a

α
. 

 

2.5. Equações de diferenças lineares não homogéneas de ordem k  

com coeficientes constantes 

 
Uma equação de diferenças linear não homogénea, com coeficientes constantes 

e de ordem k  tem a forma:  

( )nacacaca knknnn ϕ++++= −−− K2211        2.5.1 

Se np  for uma solução particular desta equação, temos: 

( )npcpcpcp knknnn ϕ++++= −−− K2211        2.5.2 

Subtraindo (2.5.1) e (25.2), vem que  

( ) ( ) ( )knknknnnnnn pacpacpacpa −−−−−− −++−+−=− K222111        2.5.3 

donde concluímos que 

nnn paq −=  

é uma solução da equação homogénea (2.5.3), correspondente à equação não 

homogénea (2.5.1). 

 Como nnn qpa += , concluímos que a solução geral da equação completa não 

homogénea, é igual à solução geral da equação homogénea correspondente, adicionada 

de uma solução particular da equação completa não homogénea. 

 

 Exemplo 2.5.1: Consideremos a equação linear não homogénea  

n

nn aa 23 1 += −        (2.5.4) 

Determinemos agora uma solução geral da equação de diferenças. Em primeiro lugar 

procuremos a solução geral da equação homogénea que lhe está associada 

13 −= nn aa        (2.5.5) 

A equação característica é da forma  
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303 =⇔=− rr  

Assim a solução geral de (2.5.5) é 

n

na 3⋅= α        (2.5.6) 

A solução geral da equação (2.5.4) é 

( )na n

n ϕα +⋅= 3        (2.5.7) 

onde ( )nϕ  é da forma nc 2⋅ . 

 

Vamos ver o caso de equações de diferenças não homogéneas de segunda ordem 
 

( )nbuuau nnn ϕ=+⋅⋅+ ++ 12 2        (2.5.8) 

A solução geral desta equação depende do conhecimento da solução do caso 

homogéneo. Seja nnn qvu += , em que nv  é a solução geral da equação homogénea 

correspondente. Substituindo esta forma de nu  em (2.5.8) vem 

( ) ( ) ( ) ( )nqvbqvaqv nnnnnn ϕ=+++⋅++ ++++ 1122 2        (2.5.9) 

ou 

( ) ( ) ( )nbqqaqbvvav nnnnnn ϕ=+⋅⋅+++⋅⋅+ ++++ 1212 22        (2.5.10) 

Como nv  satisfaz a equação homogénea, então  

( )nbqqaq nnn ϕ=+⋅⋅+ ++ 12 2        (2.5.11) 

o que significa que nq  tem de ser uma solução particular da equação não homogénea. 

 

Exemplo 2.5.2: Determinemos por exemplo agora a solução geral da equação 

4612 =⋅−− ++ nnn uuu        (2.5.12) 

Em primeiro lugar procuremos a solução geral da equação homogénea que lhe 

está associada 

0612 =⋅−− ++ nnn uuu        (2.5.13) 

A equação característica é da forma 

2306 21
2 −=∨=⇔=−− rrrr  
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Assim a solução geral de (2.5.13) é 

( )nn

n BAv 23 −⋅+⋅=  

em que BA  e  são constantes. Tentemos a solução particular Cqn = , vem que 

3

2
464612 −=⇔=−−⇔=⋅−− ++ CCCCqqq nnn        (2.5.14) 

Logo 

3

2
−=nq  

Assim a solução geral da equação (2.5.12) é 

( )
3

2
23 −−⋅+⋅=

nn

n BAu        (2.5.15) 

 

Exemplo 2.5.3: Determinar a solução geral da equação: 

432 12 =⋅−+ ++ nnn uuu        (2.5.16) 

Em primeiro lugar procuremos a solução geral da equação homogénea que lhe está 

associada  

032 12 =⋅−+ ++ nnn uuu        (2.5.17) 

A equação característica é da forma  

13032 21
2 =∨=⇔=−+ rrrr  

Assim a solução geral é da forma 

nn

n BAv 13 ⋅+⋅=  

em que BA  e  são constantes. Neste caso é de esperar que a escolha Cqn = , falhe, pois 

essa escolha leva ao anulamento do primeiro membro da equação homogénea, 

032 =−+ CCC  

Tentemos agora a solução particular nCqn ⋅= , vem que 
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( ) ( )
144

4322243122432 12

=⇔=⇔

⇔=−+++⇔=⋅⋅−+⋅⋅++⋅⇔=⋅−+ ++

CC

CnCCnCCnnCnCnCqqq nnn

Logo nqn = . 

Assim a solução geral da equação (2.5.16) é 

nBAu n

n ++⋅= 3        (2.5.18) 

 

A tabela seguinte sugere formas de soluções particulares e alternativas, contendo 

parâmetros a ser determinados por substituição directa. 

( )nϕ  Tentativa de solução para nq  

k  (uma constante) 
C  ou nC ⋅  quando C  falha 

ou 2nC ⋅  quando C  e nC ⋅  falha 

nk  

nkC ⋅  ou nknC ⋅⋅  quando nkC ⋅  falha 

ou nknC ⋅⋅ 2  quando nkC ⋅  e nknC ⋅⋅  

falha 

n  ncc ⋅+ 10  

pn  ( p  inteiro) 

p

p ncncc ⋅++⋅+ K10  (ou potencias mais 

elevadas de n ) 

( ) ( )nkcnksen ⋅⋅ osou   ( ) ( )nksencnkc ⋅+⋅ 21 cos  

 
 

2.6. Estabilidade 
 

2.6.1. Introdução 
 

Um modelo discreto de uma equação de uma equação diferencial diz-se ter 

instabilidades numéricas se existirem soluções das equações de diferenças que 

constituem o modelo que não correspondem qualitativamente a quaisquer soluções 

possíveis da equação diferencial. 
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A razão principal da existência de instabilidades numéricas reside no facto de 

qualquer modelo discreto de uma equação diferencial ter um espaço paramétrico que 

ultrapassa de longe o espaço de soluções da equação diferencial. 

Por outro lado não parece possível definir com precisão o conceito geral de 

instabilidade numérica, e isso porque é sempre possível, em princípio, aparecerem 

novas formas de instabilidade numérica se usarmos diferentes modelos discretos 

sobretudo em equações diferenciais não lineares. Isto é, o facto de existirem 

instabilidades numéricas é uma indicação de que os modelos discretos não permitem 

conhecer correctamente as propriedades matemáticas das soluções das equações 

diferenciais. 

Por exemplo, suponhamos um dado sistema dinâmico descrito em função da 

equação diferencial 

( )λ,yf
dt

dy
=        (2.6.1.1) 

onde λ  denota o vector paramétrico n-dimensional que define o sistema. 

 Um modelo discreto para a equação (2.6.1.1) tem a forma  

( )hyFy kk ,,1 λ=+        (2.6.1.2) 

onde th ∆=  é o passo temporal. Notemos que a função F  contém ( )1+n  parâmetros, 

pois h  pode ser considerado um parâmetro adicional. 

 As soluções de (2.6.1.1) e (2.6.1.2) podem ser escritas respectivamente  

( )
( )hy

ty

k ,

,

λ

λ
 

 Ora, mesmo que estas soluções sejam próximas uma da outra para um dado 

valor de h , digamos 1hh = , se h  for mudado para um novo valor 2hh = , existe a 

possibilidade de ( )2,hyk λ  diferir consideravelmente de ( )1,hyk λ , quer 

qualitativamente, quer quantitativamente. A teoria das bifurcações tenta estudar 

detalhadamente o que se passa e a forma de resolver o problema. Vamos ver alguns 

exemplos de instabilidades numéricas, considerando as equações diferenciais e os seus 

respectivos modelos discretos (equações de diferenças) e comparando as propriedades 

das soluções das equações diferenciais originais com as propriedades das soluções das 

correspondentes equações de diferenças.[7] 
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2.6.2. Equação de Decaimento  
 

 A equação diferencial de decaimento é  

y
dt

dy
−=        (2.6.2.1) 

Mesmo que não saibamos resolver exactamente esta equação, o comportamento da sua 

solução geral pode ser obtido através do conhecimento do facto de que, para 0>y , a 

derivada é negativa, e o contrário sucede para 0<y . E, também, 0=y   é uma solução 

da equação diferencial. Portanto todas as soluções têm o aspecto representado no 

gráfico 1 pelas suas trajectórias. 

 

Gráfico 1 

 
Se a condição inicial for 

( ) 00 yty =        (2.6.2.2) 

a solução geral exacta é  

( ) ( )0
0

tt
eyty

−−⋅=        (2.6.2.3) 

        

Quer através da solução gráfica, quer através da solução analítica, pode concluir-se que 

todas as soluções decrescem monotonamente (em valor absoluto) para zero quando 

∞→t . 
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 Um modelo discreto da equação de decaimento (2.6.2.1), pode ser obtido usando 

o esquema de Euler “para a frente” 

k

kk y
h

yy
−=

−+1        (2.6.2.4) 

sendo h  o passo. Ou seja 

( ) kk yhy −=+ 11        (2.6.2.5) 

que se trata de uma equação de diferenças linear, de primeira ordem e com coeficientes 

constantes. A sua solução é  

( )k

k hyy −= 10        (2.6.2.6) 

Notemos que, o comportamento da solução depende do valor  

( ) ( )hhr −= 1  

que está graficamente apresentado no gráfico 2. 

 

Gráfico 2 

 
 
 
Se representarmos graficamente as soluções de ( ) kk yhy −=+ 11  temos: 
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Gráfico 3 

 
 
 
 

 

Gráfico 4 
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Gráfico 5 

 

 

Gráfico 6 
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Gráfico 7 

 
Podemos concluir, destas representações gráficas, que: 

a) Se 10 << h , ky  decresce monotonamente para zero. 

b) Se 1=h , então para 1≥k  a solução é identicamente nula. 

c) Se 21 << h , ky  decresce para zero com uma amplitude oscilante (mudança 

de sinal).  

d) Se 2=h , ky  oscila com amplitude constante. A solução é periódica. 

e) Se 2>h , ky  oscila com amplitude exponencialmente crescente. 

 

Comparando as soluções, verifica-se que somente nos casos a) e b) é que 

obtemos o mesmo comportamento qualitativo da equação diferencial de decaimento, ou 

seja, um decrescimento monótono para zero. 

Isto significa que, só haverá concordância quantitativa entre ( )ty  e ky  se 

escolhermos 10 <<< h . 

As soluções c), d) e e) representam instabilidades numéricas. Vamos admitir que 

o método de Euler, que usa diferenças “para a frente”, foi mal escolhido. Então 

optemos, por exemplo, pelo método de Euler “para a frente”, mas com forma simétrica 

no termo linear o que dá  
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2
11 kkkk yy

h

yy +
−=

− ++        (2.6.2.7) 

Resolvendo em ordem a 1+ky  temos 

kk y
h

h
y ⋅

+

−
=+ 2

2
1        (2.6.2.8) 

Temos novamente uma equação de diferenças linear, de primeira ordem, com 

coeficientes constantes. O comportamento da sua solução depende agora de 

( )
h

h
hr

+

−
=

2

2
       (2.6.2.9) 

que se pode representar por 

 

Gráfico 8 

Como  

( ) ∞<<< hhr 01        (2.6.2.10) 

segue-se, que todas as soluções da equação (2.6.2.8) 

( ) k

k hryy 0=        (2.6.2.11) 

decrescem para zero, quando ∞→k . Contudo, somente para 20 << h  é que o 

decrescimento é monótono. Se 2>h  a solução é oscilatória com uma amplitude que 

decresce exponencialmente. (Gráficos 9,10 e 11) 
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Gráfico 9 

 

Gráfico 10 

 

 

Gráfico 11 
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 Experimentemos o método de Euler “para trás”. Então a equação de decaimento 

é  

k

kk y
h

yy
−=

− −1        (2.6.2.12) 

ou  

kk y
h

y ⋅
+

=+ 1

1
1        (2.6.2.13) 

Como  

∞<<<
+

< h
h

01
1

1
0        (2.6.2.14) 

segue-se que todas as soluções da equação (2.6.2.13), isto é,  

k

k
h

yy 








+
=

1

1
0        (2.6.2.15) 

decrescem (em magnitude) monotonamente para zero para qualquer valor do passo. 

 Usando o método de diferenças centrais temos  

k

kk y
h

yy
−=

− −+

2
11        (2.6.2.16) 

 Trata-se de uma equação de diferenças linear de segunda ordem com 

coeficientes constantes 

02 12 =−+ ++ kkk yyhy        (2.6.2.17) 

A solução é  

( ) ( )kk

k rcrcy −+ += 21        (2.6.2.18) 

onde 1c  e 2c  são constantes arbitrárias, e ( )−+ rr ,  são soluções da equação característica 

correspondente a (2.6.2.17) 

( ) 0122 =−+ rhr        (2.6.2.19) 

 Essas soluções são dadas por 

( ) 21 hhhr ++−=+        2.6.2.20 a 

( ) 21 hhhr +−−=−         2.6.2.20 b 

 



 49 

Verifica-se que: 

a) ( ) ∞<<−<− hhr 0,1 ; 

b) ( ) 







+−<−

h
Ohhr

2

1
2  quando ∞→h ; 

c) ( ) ∞<<<< − hhr 0,10 ; 

d) ( ) 







+=+ 2

1

2

1

h
O

h
hr  quando ∞→h ; 

Estes resultados levam à conclusão de que o segundo termo no segundo membro da 

equação (2.6.2.18), oscila com uma amplitude que cresce exponencialmente, enquanto o 

primeiro termo decresce monotonamente para zero.  Uma trajectória típica desta solução 

está representada no gráfico 12. 

 

Gráfico 12 

 Como este comportamento se verifica para qualquer passo 0>h , vemos que o 

método das diferenças centrais apresenta instabilidades numéricas para qualquer valor 

do passo h . 

 Concluindo, os quatro modelos discretos da equação de decaimento, baseados 

nos métodos de Euler, dão o comportamento qualitativo correcto para a solução 

numérica se as seguintes condições forem satisfeitas (no que respeita ao valor do passo): 

a) Euler “para a frente”: 10 << h ; 
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b) Euler “para a frente” com termo linear simétrico: 20 << h ; 

c) Euler “para trás”: 0>h ; 

d) Diferenças centrais: nenhum valor de h  

Quer dizer, excepto no caso de diferenças centrais, os outros três modelos 

discretos darão excelentes soluções numéricas quantitativas se:  

10 <<< h  

2.6.3. Oscilador harmónico 
 

A equação diferencial do oscilador harmónico  

0
2

2

=+ y
dt

yd
       (2.6.3.1) 

é caracterizada pelo facto de todas as suas soluções serem periódicas 

( ) ( ) ( ) itit ecectsenctcty −⋅+⋅=+= *
21 cos        (2.6.3.2)  

onde 1c  e 2c  são constantes arbitrárias e c  é uma constante complexa. 

 Aplicando o método das diferenças centrais vem 

0
2

2
11 =+

+− −+
k

kkk y
h

yyy
       (2.6.3.3) 

que pode ser escrita na forma  

( ) 02 1
2

1 =+−− −+ kkk yyhy        (2.6.3.4) 

Temos uma equação de diferenças linear de segunda ordem cuja solução é  

( ) ( )kk

k rDrDy −+ += 21        (2.6.3.5) 

onde 1D  e 2D  são constantes e +r  e −r  são as soluções da equação característica 

01
2

12
2

2 =+







−− r

h
r        (2.6.3.6) 

ou seja 

( ) 4
22

1 2
2

−+







−=+ h

hh
hr        (2.6.3.7 a) 

( ) 4
22

1 2
2

−−







−=− h

hh
hr          (2.6.3.7 b) 
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Para 20 << h , ( )hr+  e ( )hr−  são complexos conjugados tais que 

( ) ( )( ) 2
2

* 4
22

1 h
ihh

hrhr −+







−== −+        (2.6.3.8) 

Por outro lado  

( )( ) ( )( )( ) ( ) 14
42

1 2
222

2*2
=−+








−== −+ h

hh
hrhr        (2.6.3.9) 

logo tem magnitude 1. 

Portanto, para 20 << h  temos  

( ) ( )( ) ( )hiehrhr ϕ== −+

*
       (2.6.3.10) 

( )

2
1

4
2tan

2

2

h

h
h

h

−

−
=ϕ        (2.6.3.11) 

Logo, a solução de (2.6.3.4) para 20 << h  é  

( ) ( )khikhi

k eDeDy ϕϕ −+= 21        (2.6.3.12) 

Se 2=h  

( ) ( ) 122 == −+ rr        (2.6.3.13) 

e a solução geral é  

( )( )k

k kDDy 121 −+=        (2.6.3.14) 

Para 2>h , ( )hr+  e ( )hr−  são ambos reais e dados por 

( ) 4
2

1
2

2
2

−+







−−=+ h

hh
hr         (2.6.3.15a) 

( ) 4
2

1
2

2
2

−−







−−=− h

hh
hr        (2.6.3.15b) 

De (2.6.3.15b) vem  

( ) 1−<− hr  para 2>h        (2.6.3.16) 

e da equação característica (2.6.3.6) vem  
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( ) ( ) 1=⋅ −+ hrhr        (2.6.3.17) 

Logo, ( )hr+  tem de possuir sinal negativo e deve ter magnitude inferior a 1, isto é,  

( ) 01 <<− + hr  para 2>h        (2.6.3.18) 

 O gráfico 13 mostra o comportamento de ( )hr+  e ( )hr−  em função de h . Assim, 

para este caso 

( ) ( )( )( )kkk

k hrDhrDy 121 −+= −+        (2.6.3.19) 

e concluímos que ky  cresce exponencialmente com uma amplitude oscilante. 

 

 Gráfico 13 (Equações (2.6.3.15a) e (2.6.3.15b) para 2−= hh ) 

 
Concluímos então que, o método das diferenças centrais tem uma solução com o 

mesmo comportamento qualitativo da equação diferencial do oscilador harmónico 

somente se o passo se encontrar no intervalo 20 << h  

 Consideremos agora dois modelos de diferenças centrais para os quais o termo 

linear y  é modelado com uma forma não simétrica. Estes modelos discretos são  
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0
2

12
11 =+

+−
−

−+
k

kkk y
h

yyy
       (2.6.3.20) 

e 

0
2

12
11 =+

+−
+

−+
k

kkk y
h

yyy
       (2.6.3.21) 

 A equação característica correspondente a (2.6.3.20) é  

( ) 012 22 =++− hrr        (2.6.3.22) 

com soluções  

( ) ( )( ) ihhrhr +== −+ 1*
       (2.6.3.23) 

ou escrevendo na forma polar  

( ) ( )hiehhr ϕ⋅+=+
21        (2.6.3.24) 

( ) hh =ϕtan        (2.6.3.25) 

 Notemos que, as duas raízes são complexas para qualquer 0>h  e têm 

magnitudes que são superiores a 1. Consequentemente, todas as soluções deste modelo 

discreto são oscilatórias, mas têm uma amplitude que cresce exponencialmente. 

 Da mesma forma, a equação característica correspondente a (2.6.3.21) é  

0
1

1

1

2
22

2 =








+
+⋅









+
−

h
r

h
r        (2.6.3.26) 

cujas soluções são também complexos conjugados para qualquer 0>h : 

( ) ( )( ) ( )hie
hh

ih
hrhr ϕ.

1

1

1

1
22

*

+
=

+

+
== −+        (2.6.3.27) 

onde ( )hϕ  é dada por (2.6.3.25). Logo, concluímos que, para qualquer 0>h , todas as 

soluções da equação (2.6.3.21) são oscilatórias com uma amplitude que decresce 

exponencialmente. 

 

 Consideremos agora as propriedades de um modelo de diferenças centrais para o 

qual o termo linear y  tem forma simétrica. Vamos, novamente, considerar dois 

exemplos, sendo o primeiro da forma   

0
2

2 11
2

11 =
+

+
+− −+−+ kkkkk yy

h

yyy
       (2.6.3.28) 
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 A respectiva equação característica é  

01

2
1

2
2

2 =+⋅

+

− r
h

r        (2.6.3.29) 

cujas raízes são  

( )













+±

+

=± 4
11

2
1

1 2

2

h
ih

h
hr        (2.6.3.30) 

Note-se que  

( ) ( )( )*
hrhr −+ = , para 0>h        (2.6.3.31) 

( ) ( ) 1== −+ hrhr        (2.6.3.32) 

logo  

( )hierr ϕ== −+ *        (2.6.3.33) 

( )
4

1tan
2h

hh +=ϕ        (2.6.3.34) 

Como  

( ) ( )kk

k rErEy
**

−+ ⋅+⋅=        (2.6.3.35) 

onde E  é uma constante arbitrária, concluímos que todas as soluções deste modelo 

oscilam com amplitude constante para 0>h . 

 

 O segundo exemplo tem uma expressão discreta completamente simétrica dada 

por 

0
3

2 11
2

11 =
++

+
+− −+−+ kkkkkk yyy

h

yyy
       (2.6.3.36) 

 A respectiva equação característica é  

01

3
1

6
1

2
2

2

2 =+⋅

+

−
− r

h

h

r        (2.6.3.37) 

com raízes   
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( )













+±








−

+

=± 12
1

6
1

3
1

1 22

2

h
ih

h

h
hr        (2.6.3.38) 

Estas raízes têm as seguintes propriedades: 

( ) ( )( )*
hrhr −+ = , para 0>h        (2.6.3.39) 

( ) ( ) 1== −+ hrhr , para 0>h        (2.6.3.40) 

( ) ( )( ) ( )

( )

6
1

12
1

tan
2

2

*

h

h
h

h

ehrhr hi

−

+

=

== −+

ϕ

ϕ

       (2.6.3.41) 

 Concluímos que, para 0>h , todas as soluções da equação (2.6.3.36) são 

oscilatórias e com amplitude constante. 

 Resumindo, vimos que somente a utilização de uma representação discreta para 

o termo y , que seja centrada no ponto da grelha kt , dará um modelo discreto que tem 

oscilações com amplitude constante. Modelos não centrados permitem que a amplitude 

das oscilações ou cresça ou diminua. O modelo de diferenças centrais tem um 

comportamento oscilatório correcto se 20 << h , enquanto as duas formas “simétricas” 

para y  dão um comportamento oscilatório com amplitude constante para qualquer 

0>h . [7] 

  

2.7. Equações de diferenças de primeira ordem 
 

Nesta secção é apresentado um método de resolução de todas as equações de 

diferenças de primeira ordem, homogéneas e não homogéneas, quaisquer que sejam os 

coeficientes. 

2.7.1. Homogéneas  
 

A forma geral das equações de diferença homogéneas e lineares de primeira 

ordem é: 

01 =−+ kkk ypy        (2.7.1.1) 
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onde kp  é uma função.  

Vamos agora encontrar as soluções da equação homogénea. 

Sendo 1y , a nossa condição inicial, temos: 

 

112 ypy =  

112223 yppypy ==  

M  

1122221 ypppypy kkkk K−−−− ==  

112111 ypppypy kkkk K−−− ==  

Obtemos:  

∏
−

=

=
1

1
1

k

i

ik pyy        (2.7.1.2) 

que é solução geral da equação (2.7.1.1), com condição inicial 1y . [6] 

Vejamos agora alguns exemplos de aplicação. 

 

Exemplo 2.7.1.1: Encontrar a solução das seguintes equações de diferenças: 

a) ( ) cxxkx kk ==+−+ 11 ,01  

Aplicando a fórmula (2.7.1.2) vem:  

( )∏
−

=

⋅=⋅⋅⋅⋅=+⋅=
1

1

!321
k

i

k kckcicx K  

 

b) cxxx k

k

k ==−+ 11 ,03  

Usando de novo (2.7.1.2) temos que  

( ) ( )
( )
2

1
1

2

)1(11

1

)1(2112 3333333
−⋅

−⋅
−+−

=

−+++− ⋅=⋅=⋅=⋅⋅⋅=⋅= ∏
kk

k
kk

i

kki

k cccccx KK  

 

c) cxxex k

k

k ==⋅−+ 1
2

1 ,0  

Recorrendo novamente à fórmula (2.7.1.2) vem: 
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( )( ) [ ]
( )

( )1
1

2

)1(1
2

)1(212
1

1

)1(24212422 −⋅







−⋅

−+
⋅

−+++⋅
−

=

−+++− ⋅=⋅=⋅=⋅=⋅⋅⋅=⋅= ∏ kk
k

k

k
k

i

kki

k ececececeeececx KKK

 

 d) constante,01 ==⋅−+ ββ kk yy  

Temos que a solução geral da equação é dada por: 

( )
( )

∏
−

=

−

−

⋅=













⋅⋅⋅⋅=⋅=

1

1

1
1

vezes1

1

k

i

k

k

k ycyy βββββ
43421
K , onde 1y  é a condição inicial dada. 

 

2.7.2. Não Homogéneas  

 
 

A forma geral das equações de diferença não homogéneas e lineares de primeira 

ordem é: 

kkkk qypy =−+1        (2.7.2.1) 

onde kp  e kq  são funções e 0≠kq .  

A solução geral da equação (2.7.2.1) consiste na soma das soluções da equação 

(2.7.1.1) com qualquer solução particular da equação não homogénea (2.7.2.1). 

 Consideremos agora a equação (2.7.2.1) e dividamos ambos os membros da 

equação por ∏
=

k

i

ip
1

, 

∏∏∏
=

−

==

+ =−
k

i

i

k

k

i

i

k

k

i

i

k

p

q

p

y

p

y

1

1

11

1        (2.7.2.2) 

 
Podemos reescrevê-la da seguinte forma: 

∏∏
=

−

=

=



















∆
k

i

i

k

k

i

i

k

p

q

p

y

1

1

1

(9) ⇔  



















∆=

∏∏
=

−

−

=

k

i

i

k

k

i

i

k

p

q

p

y

1

1

1

1

 ⇔  



















=

∏
∑∏

=

−

=

−

=
i

r

r

i
k

i

k

i

ik

p

q
py

1

1

1

1

1

(10) 

                                                
(9) 

kkk yyy −=∆ +1  

 

(10) ( ) kk yy =∆∆ −1 ; kk yz 1−∆= ; ∑
−

=

− +=∆
1

1

1 constante
k

r

rk yy  
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A solução da equação (2.7.2.1) é dada pela soma das soluções da equação 

homogénea que lhe está associada com uma solução particular da equação não 

homogénea. Assim, temos que a solução geral da equação (2.7.2.1) é dada por: 



















⋅+⋅=

∏
∑∏∏

=

−

=

−

=

−

=
i

r

r

i
k

i

k

i

i

k

i

ik

p

q
ppAy

1

1

1

1

1

1

1

       (2.7.2.3) 

onde A  é uma constante arbitrária (condição inicial).[6] 

Apresentaremos agora alguns exemplos de aplicação: 

 

Exemplo 2.7.2.1: Encontrar a solução geral de cada uma das equações de 

diferença: 

 

a) cyy kk ==−+ 11 y,2
2

1
 

Usando a fórmula (2.7.2.3), temos que: 



















⋅+⋅=

∏
∑∏∏

=

−

=

−

=

−

=
i

r

k

i

k

i

k

i

k cy

1

1

1

1

1

1

1

2

1
2

2

1

2

1
 ⇔  





























++++⋅








+








⋅=

−

−−

1

11

2

1

2

8

1
2

4

1
2

2

1
2

2

1

2

1
k

kk

k cy K  ⇔  

( ) ( ) ( )111 2842222 −+−+−
++++⋅⋅+⋅= kkk

k cy K  ⇔  

( ) ( ) ( ) 231
1

11 222
21

21
2222. +−⋅=⇔









−

−
⋅⋅⋅+= +−+−

−
+−+− kk

k

k
kk

k cycy  ⇔  

( ) ( ) 442 1
+−⋅=

+−
cy

k

k  
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b) cy
k

k
y kk ==

+
−+ 11 y,4

1
 

Recorrendo a (2.7.2.3) vem:  



















+

⋅
+

+
+

⋅=

∏
∑∏∏

=

−

=

−

=

−

=
i

r

k

i

k

i

k

i

k

r

ri

i

i

i
cy

1

1

1

1

1

1

1

1

4

11
 ⇔  



















++++⋅+=

k

kk

c
yk 1

4

4

1
4

3

1
4

2

1
41

K  ⇔  

( )k
kk

c
yk ++++⋅+= K432

4
 ⇔  ( )








−⋅

+
⋅+= 1

2

24
k

k

kk

c
yk  ⇔  

( ) ( )212 11 +⋅−⋅⋅+⋅= −− kkkkcyk  

 

c) constantes são  e  onde,1 βααβ =⋅−+ kk yy  

De (2.7.2.3) temos:  



















⋅+⋅=

∏
∑∏∏

=

−

=

−

=

−

=
i

r

k

i

k

i

k

i

k cy

1

1

1

1

1

1

1 β

α
ββ  ⇔  








++++⋅+=

−

−−

12

11

3 k

kk

k cy
β

α

β

α

β

α

β

α
ββ K  

⇔ ⇔







++++⋅⋅+⋅=

−

−−

12
11 1

3

111
k

kk

k cy
ββββ

αββ K  





















−









−

⋅⋅⋅+⋅=

−

−−

β

β

β
αββ

1
1

1
1

1

1

11

k

kk

k cy  ⇔  





















−









−

⋅⋅+⋅=

−

−−

β

β

β
αββ

1

1
1

1

21

k

kk

k cy  ⇔  

⇔
−

−
−

⋅
+⋅=⇔






















−

−
⋅⋅+⋅=

−
−

−

−−

11

1
1

1

1
1

1

21

β

α

β

αβ
β

ββ

β
αββ

k
k

k

k

kk

k cycy  

11
1

−
−








−
+= −

β

α

β

α
β cy

k

k  

 

onde c  é a condição inicial. Obtivemos assim, a solução geral no caso de 1≠β .  

 Se 1=β , temos constante é  onde,1 αα=−+ kk yy  
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

















⋅+⋅=

∏
∑∏∏

=

−

=

−

=

−

=
i

r

k

i

k

i

k

i

k cy

1

1

1

1

1

1

1 1
11

α
 ⇔  








++++⋅+⋅=

−

444 3444 21 K
vezes1

11
k

k cy αααα  

⇔ ( )1−⋅⋅+= kcyk α  
 
 

2.8. Equações de diferenças de segunda ordem 
 
 

2.8.1. Homogéneas  
 

 Consideremos a equação de diferenças homogénea de segunda ordem  

012 =++ ++ kkkkk yqypy        (2.8.1.1) 

onde kp  e kq  são funções de k. Suponhamos que conhecemos uma solução da equação 

de diferenças homogénea de segunda ordem 1
ky . Usando o Casorati ( )kC , podemos 

mostrar que é possível encontrar a segunda solução 2
ky  da equação de diferenças 

homogénea de segunda ordem. Ora, ( )kC  satisfaz a seguinte equação: 

( ) ( )kCqkC k=+1        (2.8.1.2) 

Assim  

( ) ∏
−

=

⋅=⋅=
1

1

k

i

ik qAQAkC        (2.8.1.3) 

onde A  é uma constante não nula. 

 Temos então que  

( ) 1
1

22
1

1

2
1

1
1

21

++

++

⋅−⋅== kkkk

kk

kk yyyy
yy

yy
kC        (2.8.1.4) 

Dividindo ( )kC  por 1
1

1
+⋅ kk yy , obtemos  
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( )
1

2

1
1

1

1
1

22
1

1

1
1

1
k

k

kk

kkkk

kk y

y

yy

yyyy

yy

kC
∆=

⋅

⋅−⋅
=

⋅ +

++

+

(11)       (2.8.1.5) 

Multiplicando agora por 1−∆ , tem-se: 

( )
1

1
1

11
1

1
1

11
1

1
1

112

+

−

+

−

+

−

⋅
∆=

⋅
∆=

⋅
∆=

kk

k

k

kk

k

k

kk

kk
yy

Q
Ay

yy

AQ
y

yy

kC
yy        (2.8.1.6) 

 Assim, conhecida uma solução da equação de diferenças homogénea de segunda 

ordem, é possível encontrar uma segunda solução linearmente independente da 

primeira. A solução geral da equação dada é: 

2
2

1
1 kkk ycycy +=        (2.8.1.7) 

onde 1c  e 2c  são constantes arbitrárias.[6] 

2.8.2. Não Homogéneas 
 
  Consideremos a equação de diferenças não homogénea de segunda ordem  

kkkkkk Ryqypy =++ ++ 12        (2.8.2.1) 

onde kp , kq  e kR   são funções de k. Suponhamos que conhecemos uma solução da 

equação de diferenças homogénea de segunda ordem 1
ky , então é possível encontrar a 

solução geral da equação não homogénea. 

 Suponhamos que a solução geral da equação não homogénea, pode ser escrita da 

seguinte forma:  

kkk uyy 1=        (2.8.2.2) 

onde 1
ky  é a solução da equação homogénea e ku  é uma função desconhecida. 

 Uma vez que (2.8.2.2) é uma solução geral da equação não homogénea, se 

substituirmos a solução na equação não homogénea, obtemos: 

kkkkkkkkk Ruyquypuy =++ ++++
1

1
1

12
1

2        (2.8.2.3) 

 Multiplicando agora a equação homogénea por 1+ku , vem: 

011121 =++ +++++ kkkkkkkk yuqyupyu        (2.8.2.4) 

                                                

(11) 
1

11

1

1

+

++

+

+

⋅

⋅−⋅
=−=








∆

kk

kkkk

k

k

k

k

k

k

yy

xyyx

y

x

y

x

y

x
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Subtraindo agora as equações (2.8.2.3) e (2.8.2.4), temos:  

( ) ( )
kkkkkkkkkkkkkk RuyquyRuuyquuy =∆−∆⇔=−−− ++++++

1
1

1
21

1
12

1
2        (2.8.2.5) 

Fazendo  

kk ux ∆=        (2.8.2.6) 

resulta que  

kkkkkk Rxyqxy =∆−++
1

1
1

2        (2.8.2.7) 

 Estamos agora perante uma equação de diferenças, não homogénea de primeira 

ordem, da qual já conhecemos a solução, que é dada por: 

∏∑
−

= +

−

= +

=+⋅==∆
1

1
1

2

11

1 1

arbitrária constante uma é ,,
k

i i

ii

k

k

i i

i

kkkk A
y

yq
P

P

R
PPAxu         (2.8.2.8) 

Aplicando agora o operador 1−∆ , vem que  

arbitrária constante uma é ,
1

1 1

11
BB

P

R
PPAu

k

i i

i

kkk +







∆+∆⋅= ∑

−

= +

−−        (2.8.2.9) 

Se substituirmos ku , pelo seu valor na equação kkk uyy 1= , temos que  









∆+⋅+∆⋅= ∑

−

= +

−−
1

1 1

11111
k

i i

i

kkkkkk
P

R
PyyBPyAy         (2.8.2.10) 

 
 

2.9. Equações de diferenças lineares de ordem n 
 

Uma equação diz-se linear se tiver a forma seguinte: 

( ) ( ) ( ) kknnknk Rykaykayka =+++ −++ K110        (2.9.1) 

onde ( ) ( ) ( )kakaka n,,, 10 K  e kR  são funções de k . 

 A equação é de ordem n se e só se  

( ) ( ) 00 ≠× kaka n        (2.9.2) 

Dada a condição anterior, podemos dividir todos os termos da equação (2.9.1) por 

( )ka0  e reescreve-mos a equação de diferenças de ordem n da seguinte forma: 

( ) ( ) kknnknk Rykaykay =+++ −++ K11        (2.9.3) 
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Se 0=kR , a equação de diferenças é linear, de ordem n e homogénea.  

( ) ( ) 011 =+++ −++ knnknk ykaykay K        (2.9.4) 

Caso contrário (2.9.3) é uma equação de diferenças linear, de ordem n e não 

homogénea. 

 

Exemplo 2.9.1: A equação de diferenças seguinte 

k

kkk kyyy 232136 2
12 ⋅−+=+− ++        (2.9.5) 

é linear, de ordem 2 ( 22 =−+ kk ), e não homogénea. Neste caso 61 −=a , 32 =a  e 

k

k kR 2321 2 ⋅−+= . 

 

Teorema 2.9.1: Seja α  uma constante. Se ky  é solução da equação (3) então 

ky⋅α  também é solução. 

 

Demonstração: [6]  

 

Teorema 2.9.2 (Principio da sobreposição): Sejam α  e β  constantes. Se kx  e 

kz  são soluções da equação (2.9.4) então kkk zxy ⋅+⋅= βα  é também solução. 

 

Demonstração: Como kx  é solução, então pelo teorema (2.9.1), kx⋅α  é 

também solução. Assim temos que:  

( ) ( )[ ] 011 =⋅++⋅+⋅ −++ knnknk xkaxkax Kα        (2.9.6) 

Podemos reescrever esta equação da seguinte forma 

( ) ( ) 011 =+++ −++ knnknk tkatkat K        (2.9.7) 

onde kk xt ⋅= α . 

Como kz  é solução, então pelo teorema (2.9.1) kz⋅β  é também solução. Assim 

temos que: 
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( ) ( )[ ] 011 =⋅++⋅+⋅ −++ knnknk zkazkaz Kβ        (2.9.8) 

Podemos reescrever esta equação da seguinte forma: 

( ) ( ) 011 =⋅++⋅+ −++ knnknk lkalkal K        (2.9.9) 

onde kk zl ⋅= β . 

Fazendo agora 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) knnknk

kknnknknknk

knnknkknnknkk

wkawkaw

ltkaltkalt

lkalkaltkatkaty

⋅++⋅+=

+⋅+++⋅++=

⋅++⋅++⋅++⋅+=

−++

−+−+++

−++−++

K

K

KK

11

111

1111

     

  

onde kkk ltw += . 

� 

 

 Teorema 2.9.3: Dadas as seguintes condições iniciais: 

11110 ,,, −−++ === nnkkk ayayay K        (2.9.10) 

onde 110 ,,, −naaa K , são n constantes arbitrárias e k  varia no intervalo 21 kkk ≤≤ . 

Então existe uma e uma só solução para a equação de diferenças não homogénea 

(2.9.3). 

 

Demonstração: [6]  

 

 Exemplo 2.9.2: Consideremos a equação de diferenças de terceira ordem: 

1 e 1,0 onde ,3
1 321123 =−===−⋅+

+
− +++ yyykyyky

k

k
y kkkk        (2.9.11) 

e encontremos os valores 4y  e 5y . 

Reescrevendo a equação da seguinte forma:  

kyyky
k

k
y kkkk ++⋅−

+
= +++ 3

1 123        (2.9.12) 

temos que: 

 1=k       
2

5
11

2

1
13

2

1
1234 =++=++−= yyyy        (2.9.13) 
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2=k       
3

4
232

6

10
132

3

2
2345 −=+−−=++−= yyyy        (2.9.14) 

 

 Teorema 2.9.4: Seja kx  uma solução da equação homogénea (2.9.4) e seja kX  

uma solução da equação não homogénea (2.9.3) então  

kkk Xxy +=        (2.9.15) 

 é solução da equação não homogénea (2.9.3). 

 

Demonstração: [6]  

 

 Diz-se que n  funções  

( ) ( ) ( )kfkfkf n,,, 21 K  

são linearmente dependentes, no intervalo 21 kkk ≤≤ , se existem n  constantes no 

intervalo, nccc ,,, 21 K , não todas nulas, tal que 

( ) ( ) ( ) 02211 =+++ kfckfckfc nnK        (2.9.16) 

Se as funções não são linearmente dependentes, diz-se que são linearmente 

independentes. 

 O determinante Casorati das n funções  

( ) ( ) ( )kfkfkf n,,, 21 K  

é definido da seguinte forma: 

( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )111

111

21

21

21

−+−+−+

+++
=

nkfnkfnkf

kfkfkf

kfkfkf

kC

n

n

n

K

MMMM

K

K

       (2.9.17) 

 

 Teorema 2.9.5: As funções  

( ) ( ) ( )kfkfkf n,,, 21 K  

são linearmente independentes se e só se o Casoratiano for igual a zero para todo o k . 
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Demonstração: [6]  

 

Exemplo 2.9.3: As funções k5 , kk5  e kk 52  são linearmente independentes. 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) 2222

1211

2

52525

51515

555

+++

+++

++

++=
kkk

kkk

kkk

kk

kk

kk

kC        (2.9.18) 

Ora, vejamos: 

( ) ( )
( ) ( )

33

2

33

2

33

2

33

2

2

2

21

52

100

1210

1

52

2210

1210

1

52

22220

1210

1

5

221

111

1

555

++

++++

⋅=+⋅⋅=

+⋅

+⋅⋅=

+⋅⋅

+⋅=

++

++⋅⋅=

kk

kkkkk

k

kk

k

k

kk

k

k

kk

kk

kk

kk

kC

 

Como ( ) 052 3 ≠⋅ +k  então as funções são linearmente dependentes. 

 

 Exemplo 2.9.4: As funções k5 , 253 +⋅ k  e ke  são linearmente dependentes. 

Consideremos a seguinte combinação linear: 

( ) 05750535 3213
2

21 =⋅+⋅+⇔=⋅+⋅⋅+⋅ + kkkkk eccceccc        (2.9.19) 

Escolhendo 21 75cc −= , onde 02 ≠c  e 03 =c  a combinação linear anterior é 

zero, pelo que as funções são linearmente independentes. 

 

2.9.1.  Homogéneas de ordem n 
 
 

Teorema 2.9.1.1: Sejam  

( ) ( ) ( )kakaka n,,, 21 K  

funções definidas para todo o k  e tal que ( )kan  é diferente de zero para todo o k , então 

existem n  funções linearmente independentes  
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( ) ( ) ( )kykyky n,,, 21 K  

tal que se tem a equação 

( ) ( ) 011 =+++ −++ knnknk ykaykay K        (2.9.1.1) 

 

 Demonstração: [6]  

 

 Definição 2.9.1.1: O conjunto fundamental de soluções da equação  

( ) ( ) 011 =+++ −++ knnknk ykaykay K        (2.9. 1.2) 

é constituído por quaisquer n funções  

( ) nikyi ≤≤1,  

de tal forma que sejam soluções da equação e com o Casoratiano ( )kC  não nulo para 

todo o k . 

 

Teorema 2.9.1.2: Sejam  

( ) nikyi ≤≤1,ˆ  

n  soluções linearmente independentes da equação 

( ) ( ) 011 =+++ −++ knnknk ykaykay K        (2.9.1.3) 

Estas soluções formam um conjunto fundamental de soluções. 

 

Demonstração: [6]  

 

Teorema 2.9.1.3: Qualquer solução ky  da equação 

( ) ( ) 011 =+++ −++ knnknk ykaykay K        (2.9.1.4) 

pode ser escrita como combinação linear das funções  

( ) nikyi ≤≤1,ˆ  
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Demonstração: [6]  

 

Teorema 2.9.1.4: Qualquer conjunto fundamental de soluções da equação 

( ) ( ) 011 =+++ −++ knnknk ykaykay K        (2.9.1.5) 

é linearmente independente. 

 

Demonstração: [6]  

 

Teorema 2.9.1.5: Uma equação de diferenças linear de ordem n tem n  e só n  

soluções linearmente independentes. 

 

Demonstração: [6]  

 

2.9.2. Equações de diferenças lineares não homogéneas de ordem n 

(método da variação das constantes) 

 

Dada a equação de diferenças linear não homogénea  

( ) ( ) kknnknk Rykaykay =+++ −++ K11        (2.9.2.1) 

a sua solução pode ser obtida, conhecida uma solução da equação homogénea que lhe 

está associada e usando o método da variação das constantes para encontrar uma 

solução kY  da equação homogénea. 

 Sejam  

niy i

k ≤≤1,  

um conjunto fundamental de soluções da equação homogénea. Queremos determinar 

funções  

( ) nikCi ≤≤1,  

tal que 

( ) ( ) ( ) n

knkkk ykCykCykCY +++= K2
2

1
1        (2.9.2.2) 
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seja uma solução particular da equação não homogénea. 

Assim temos  

( )∑
=

++ +=
n

i

i

kik ykCY
1

11 1        (2.9.2.3) 

e 

( ) ( ) ( )kCkCkC iii ∆+=+1        (2.9.2.4) 

Logo  

( ) ( )[ ] ( )∑∑
=

+
=

++ =∆+=
n

i

i

ki

n

i

i

kiik ykCykCkCY
1

1
1

11        (2.9.2.5) 

se pusermos 

( ) 0
1

1 =∆∑
=

+ kCy i

n

i

i

k        (2.9.2.6) 

Da mesma forma, temos que  

( )∑
=

++ +=
n

i

i

kik ykCY
1

22 1        (2.9.2.7) 

e 

( )∑
=

++ =
n

i

i

kik ykCY
1

22        (2.9.2.8) 

se tivermos 

( ) 0
1

2 =∆∑
=

+ kCy i

n

i

i

k        (2.9.2.9) 

Continuando o processo, temos  

( )∑
=

−+−+ =
n

i

i

nkink ykCY
1

11        (2.9.2.10) 

e 

( ) 0
1

1 =∆∑
=

−+ kCy i

n

i

i

nk        (2.9.2.11) 

Donde vem que 

( ) ( )∑∑
=

+
=

++ ∆+=
n

i

i

i

nk

n

i

i

nkink kCyykCY
11

       (2.9.2.12) 
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  Substituindo na equação não homogénea temos que, 

( )∑
=

+ =∆
n

i

ki

i

nk RkCy
1

       (2.9.2.13) 

As equações (2.9.2.6), (2.9.2.9), (2.9.2.10), (2.9.2.11), (2.9.2.13), são um conjunto de n 

equações lineares para ( ) nikCi ≤≤∆ 1, .  

( )
( )

( )1+
=∆

kC

kf
kC i

i        (2.9.2.14) 

onde 

( )1+kC  

é o Casorati do conjunto fundamental de soluções da equação não homogénea, logo 

diferente de zero, e  

( ) nikf i ≤≤1,  

são dadas em função de kR  e de i

ky . [6] 
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3) Sistemas Dinâmicos Discretos 
 

 

Até este momento temos sempre conseguido encontrar uma fórmula para 

solução da equação de diferenças. Mas caso essa fórmula não exista? Como proceder? 

Suponhamos a equação de diferenças  

( )nn afa =+1        (3.1) 

com condição inicial conhecida 0a . 

 Uma possibilidade, a que sempre podemos recorrer, é efectuar iterações 

sucessivas para tentar encontrar a trajectória ou órbita de uma variável x  que faça 

parte de um sistema dinâmico.  

 Estamos agora em condições de dizer que um sistema dinâmico é um processo 

iterativo, tal como usar a máquina de calcular e carregar consecutivamente na tecla xe , 

dar-nos-á K,,,,
xex

eex eeex  e estaremos obtendo iterações sucessivas da função 

exponencial. Se esta experiência for executada repetidamente para qualquer valor de x  

inicial, a certa altura surgirá o “overflow” ou mensagem de erro na máquina, que 

significa a tendência da sucessão para ∞ . Se usarmos este processo para a função 

( )xsen , obtemos após várias iterações sucessivas o valor zero. No caso do ( )xcos  tende 

para 99984.0 . 

 Após estas tentativas poderíamos ser levados a pensar que a iteração de uma 

dada função, sobre um certo valor inicial, dá uma sucessão que converge para um limite 

fixado e único. Isto é totalmente falso. Funções muito simples conduzem a resultados 

imprevistos quando são iterados. Por exemplo a função ( ) ( )xxxf −= 14 . Se fizermos 

um input de um número aleatório entre 0 e 1, depois de várias iterações, podemos obter 

diferentes tipos de comportamento, fortemente dependentes do valor inicial.  

 O mesmo se usarmos equações de diferenças do tipo  

( )nn afa =+1        (3.2) 

Assim temos: 
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( )
( ) ( )( )

( ) ( )( )( )
K

023

012

01

afffafa

affafa

afa

==

==

=

       (3.3) 

  A notação começa a tornar-se complicada, mas a ideia é clara.. É fácil de 

executar, ideal para experimentar e óptimo quando não há forma de conhecer de outro 

modo a solução da equação de diferenças. 

 

3.1. Iteração de ponto fixo 

 

 Suponhamos uma equação algébrica, linear ou não linear da forma  

( ) 0=xf        (3.1.1) 

Escrevendo 

( ) ( ) ( )xgxxgxfxx =⇔=+=        (3.1.2) 

obtemos um outro modo de escrever a equação (3.1.1) dada, que é a forma em que 

muitas vezes a equação (3.1.1) aparece nos problemas reais.  

 A equação (3.1.2) sugere imediatamente o seguinte esquema iterativo 

( )nn xgx =+1        (3.1.3) 

 Para que este algoritmo se possa usar, temos de demonstrar que: 

a) A partir de um ponto inicial 0x , podemos calcular sucessivamente K,, 21 xx ; 

b) A sucessão { }K,, 21 xx , converge para algum ponto ξ ; 

c) O limite ξ  é por definição um ponto fixo de ( )xg , isto é ( )ξξ g= . 

Portanto o ponto fixo ξ , solução de (3.1.2) é um ponto que a função g  transforma nela 

própria, ou por outras palavras, um ponto que permanece fixo sob a transformação g. 

 

Proposição a) 

 

 O exemplo da função real de variável real  

( ) xxg −=  
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mostra que a proposição a) não é uma exigência trivial. Neste caso ( )xg  é definida para 

0≥x . Começando com qualquer 00 >x , obtemos  

( ) 001 <= xgx        (3.1.4) 

e já não podemos calcular 2x . Então para que a proposição a) se verifique temos de 

formular a hipótese seguinte: 

 

 Hipótese 1: Existe um intervalo [ ]baI ,=  tal que, Ix ∈∀ , ( )xg  é definida e 

( ) Ixg ∈ , isto é, a função ( )xg  aplica I  em si próprio. 

 

 Para que exista um ponto fixo de ( )xg  no intervalo I  temos de juntar outra 

hipótese: 

 

 Hipótese 2: A função de iteração ( )xg  é contínua em [ ]baI ,= . 

 

 As duas hipóteses juntas implicam que ( )xg  tenha um ponto fixo em [ ]baI ,= . 

 

Demonstração: Com efeito se ( ) aag =  ou ( ) bbg = , isso é obvio. Mas se 

( ) aag ≠  e ( ) bbg ≠ , então sabemos que pela hipótese 1, ambas ( )ag  e ( )bg  estão em 

[ ]baI ,= ; logo ( ) aag >  e ( ) bbg < . Logo a função  

( ) ( ) xxgxh −=  

satisfaz ( ) 0>ah  e ( ) 0<bh . Como ( )xh  é contínua em I , pela hipótese 2, ( )xh  deve 

anular-se algures em I , conforme o Teorema do Valor Intermédio(12). Logo ( )xg  tem 

um ponto fixo em I . 

� 

 

 

 
                                                
(12) Teorema do Valor Intermédio: Seja g  uma função contínua definida em [ ]ba, . Suponhamos que 

( ) uag =  e que ( ) vbg = . Então para qualquer x  entre u  e v  existe c , bca ≤≤  tal que 

( ) xcg = . 
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 Proposição b) 

  

 Para analisarmos a convergência assinalada na proposição b), podemos usar em 

cada caso um método gráfico, usualmente designado por Teia de Aranha (“Cobweb”). 

 No entanto, a iteração do ponto fixo pode não ser convergente, e essa 

convergência parece depender do declive da função ( )xg , conforme mostra o método 

da Teia de Aranha. Se o declive de ( )xg  for muito grande em valor absoluto, perto de 

um ponto fixo ξ  de ( )xg , não será de esperar convergência para esse ponto fixo. 

Temos então de estabelecer uma terceira hipótese: 

 

 Hipótese 3: A função de iteração ( )xg  é diferenciável no intervalo [ ]baI ,=  e 

existe uma constante K , não negativa, 1<K , tal que ( ) KxgIx ≤∈∀ ' . 

 

 Obviamente a hipótese 3 implica a hipótese 2, pois uma função diferenciável é 

uma função continua. 

 

 Teorema do Ponto Fixo: Seja ( )xg  uma função de iteração que satisfaz as 

hipóteses 1 e 3. Então ( )xg  tem exactamente um ponto fixo ξ  em I , e começando com 

qualquer ponto 0x  em I , a sucessão K,, 21 xx  , gerada pela iteração de ponto fixo 

( )nn xgx =+1 , converge para ξ . 

 

 Demonstração: Já provámos a existência de um ponto fixo ξ  para ( )xg  em I . 

Seja 0x  qualquer ponto em I . Então a iteração de ponto fixo gera uma sucessão 

K,, 21 xx  de pontos, todos situados em I , segundo a hipótese 1. Representemos o erro 

na iteração de ordem n  por:  

K,2,1,0, =−= nxe nn ξ        (3.1.5) 

Então como ( )ξξ g=  e ( )1−= nn xgx , temos:  

( ) ( ) ( ) 11 ' −− =−=−= nnnnn egxggxe ηξξ         (3.1.6) 
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para algum nη  entre ξ  e 1−nx , devido ao Teorema do Valor Médio.(13) Notemos que 

[ ]1, −∈ nn xξη  e  

11 −− −= nn xe ξ        (3.1.7) 

Então, pela hipótese 3  

1−⋅≤ nn eKe        (3.1.8) 

Logo, por indução sobre n , vem:  

02
2

1 eKeKeKe n

nnn ≤≤⋅≤⋅≤ −− K        (3.1.9) 

Como 10 ≤≤ K  temos { 0lim =
+∞→

n

n

K , logo  

{ { 0limlim 0 ==
+∞→+∞→

eKe n

n

n

n

       (3.1.10) 

qualquer que seja o erro inicial 0e . Logo K,, 21 xx  converge para ξ .  

 

� 

 Corolário 3.1.1: Se ( )xg  é continuamente diferenciável num intervalo aberto, 

contendo o ponto fixo ξ , e se  

( ) 1' <ξg  

então existe um 0>ε  tal que a iteração de ponto fixo com ( )xg  converge quando 

εξ ≤−0x  

 

 Um ponto fixo ξ  para o qual ( ) 1' <ξg  chama-se ponto de atracção ou 

atractor para a iteração com ( )xg . Isto é, no caso de convergência, o ponto atractivo 

funciona como um “buraco negro”: as iterações que se aproximam dele são 

inexoravelmente atraídas. Caso contrário, o ponto fixo pode ser um ponto de repulsão 

ou repulsor e também pode ser um ponto fixo periódico.[1]  

                                                
(13) Teorema do Valor Médio: Suponhamos g  definida em [ ]ba, uma função contínua e com primeira 

derivada. Então existe um valor [ ]bac ,∈  tal que ( ) ( ) ( )( )abcgagbg −=− ' .  
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3.2. Pontos fixos ou Valores de Equilíbrio  
 
 Para qualquer equação de diferenças de primeira ordem  

( )nn ufu =+1        (3.2.1) 

 os seus pontos fixos são dados pelas soluções de  

( )ufu =        (3.2.2) 

 Os valores de equilíbrio representam as soluções constantes da equação de 

diferenças. 

 

 Exemplo 3.2.1: Consideremos a equação logística  

( )nnn uuku −⋅=+ 11        (3.2.3) 

fazendo 2=k  fica: 

( )nnn uuu −⋅=+ 121        (3.2.4) 

fazendo uun = , para qualquer valor de n , temos:  

( ) 0212 2 =−⇔−⋅⋅= uuuuu        (3.2.5) 

cujas soluções 01 =u , 
2

1
2 =u , são designadas por pontos fixos ou valores de 

equilíbrio. 

 

 Para equações de segunda ordem é possível usar também o mesmo processo para 

encontrar os valores de equilíbrio.  

 

 Exemplo 3.2.2: No caso da equação de segunda ordem 

642 12 =⋅+⋅− ++ nnn uuu        (3.2.6) 

fazendo uun = , para qualquer valor de n , temos:  

2642 =⇔=+− uuuu        (3.2.7) 
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Exemplo 3.2.3: A equação de segunda ordem  

2
21 23 nuuu nnn +⋅+⋅= −−        (3.2.8) 

não tem pontos fixos. 

Fazendo uun = , para qualquer valor de n , temos:  

22 423 nunuuu −⋅−=−−−        (3.2.9) 

e este valor nunca pode ser constante para u  constante. 

 

3.3. Determinação gráfica de soluções 
 

 Há várias formas de encontrar soluções particulares de equações de diferenças. 

Podemos usar substituição e obter dessa forma as soluções. Por exemplo, considerando 

novamente a equação logística  

( )nnn uuu −⋅=+ 121        (3.3.1) 

com 
4

1
0 =u , as suas soluções particulares desta equação podem ser obtidas por simples 

substituição. Assim temos:  

131072

65535
,

512

255
,

32

15
,

8

3
4321 ==== uuuu  

 

 Um método alternativo para representar graficamente as equações de diferenças 

é a Teia de Aranha (Cobweb). É particularmente útil para determinar as soluções 

constantes e verificar a sua estabilidade. Graficamente, um valor de equilíbrio é a 

abcissa do ponto de intersecção do gráfico com a recta  

xy =        (3.3.2) 

  

 Suponhamos que temos a equação de primeira ordem 

( ) 1
2

1
1 +==+ nnn uufu        (3.3.3) 

Representemos graficamente as rectas  

xy =  
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e 

1
2

1
+= xy  

Estas rectas intersectam-se no ponto fixo ( )2,2 . Seleccionamos, por exemplo, o 

valor inicial 
2

1
0 =u . O ponto 








= 0,

2

1
0P . Então 

4

5
1

2

1

2

1
1 =+⋅=u  e o ponto 

( )101 ,uuP = , ficará na recta 1
2

1
+= xy . Localizemos o ponto ( )111 ,uuQ =  na recta 

xy =  e para isso basta desenhar a paralela 11QP ao eixo dos xx . Marquemos a seguir 

2P  em 1
2

1
+= xy  desenhando 21PQ  paralela ao eixo dos yy  (a ordenada deve ser 2u ). 

Repete-se o processo desenhando segmentos de recta entre xy =  e 1
2

1
+= xy  usando 

as mesmas regras. 

 

Gráfico 14 

 

Podemos ver que esta equação de diferenças tem um ponto fixo (valor de 

equilíbrio), que é estável pois todas as teias de aranha se aproximam desse ponto. 
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A utilidade do método é que uma representação gráfica e interpretação de 

resultados pode ser obtida desenhando simplesmente rectas. 

Este método é particularmente útil para determinar pontos fixos e assegurar a 

sua estabilidade. 

 
 

Vejamos agora os seguintes exemplos: 

 

Exemplo 3.3.1: Determinemos uma solução do tipo Teia de Aranha para  

kuku nn +⋅−=+1        (3.3.4) 

para diferentes valores de k . Em qualquer um dos casos usaremos como dado inicial 

4

3
0 =u . 

a) 
2

1
=k  

As rectas xy =  e 
2

1

2

1
+−= xy , intersectam-se no ponto fixo 









3

1
,

3

1
.  

Começando em 







= 0,

4

3
0P , temos K3322110 QPQPQPP . A Teia aproxima-se do 

ponto fixo, quando ∞→n , indicando estabilidade. 
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Gráfico 15 

b) 
2

3
=k  

As rectas xy =  e 
2

1

2

3
+−= xy , intersectam-se no ponto fixo 









5

3
,

5

3
.  

O caminho começa novamente em 







= 0,

4

3
0P  e a Teia de Aranha move-se 

afastando-se do ponto fixo, o que implica instabilidade.  
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Gráfico 16 

c) 1=k  

As rectas xy =  e 1+−= xy , intersectam-se no ponto fixo 








2

1
,

2

1
.  

O caminho começa novamente em 







= 0,

4

3
0P  e segue o rectângulo 2211 QPQP , 

indicando periodicidade. Isto é verdade para qualquer dado inicial, excepto o valor zero 

e um. 
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Gráfico 17 

  

Deste exemplo bastante simples, podemos retirar algumas conclusões quanto à 

estabilidade. Assim uma equação de diferenças de primeira ordem do tipo  

auku nn +⋅−=+1        (3.3.5) 

tem: 

a. Um ponto fixo estável se 11 <<− k  

b. Um ponto fixo instável se 1>k  

c. Um ponto fixo periódico se 1=k  
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4) Equações de diferenças não lineares 

 

4.1. A equação de diferenças logística 
  

 Se a população mundial satisfizer a equação diferencial  

uau ⋅='        ( 4.1.1) 

 ela cresce exponencialmente na forma tae ⋅ . Este crescimento exponencial foi a 

predição de Malthus(14). Evidentemente que a  tem de ser positivo, experimentalmente 

o seu valor admite-se ser de 02,0 . Com esta estimativa a população mundial duplica em 

cada T  anos, ou seja,  

anos 352.02,0 ≈⇔= Te T        (4.1.2) 

 Este crescimento populacional pode ser modelado pela seguinte equação de 

diferenças 

( )nnn uuu −⋅=+ 11 α        (4.1.3) 

em que α  é constante . Segundo esta equação não linear, nu  representa a dimensão da 

população na geração n  e α  é a taxa de nascimentos e podemos esperar que a 

dimensão da população na próxima geração seja de nu⋅α , no caso de não se 

verificarem factores que contrariem esse crescimento, tais como, falta de recursos, ou 

no outro sentido, excesso de recursos que provoquem um aumento ainda superior. Se 

1>α , então o modelo da população dado pela equação de diferenças de 1ª ordem 

nn uu ⋅=+ α1        (4.1.4) 

implicaria que a população crescesse até ao infinito, pois a equação tem solução geral 

0uu n

n ⋅= α        (4.1.5) 

 Para contrariar esta possibilidade, podemos introduzir um termo  

2
nu⋅−α  

                                                
(14) Thomas Robert Malthus (1766-1834)  
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 que obrigará a reduzir o crescimento da população quando esta é grande. Assim a 

equação fica na forma  

( )nnn uuu −⋅=+ 11 α        (4.1.6) 

 Os pontos fixos desta equação determinam-se pela equação 

( )
αα

α
ααα

1
100

1
01 22 −=∨=⇔=

−
+⇔=⋅−⋅−⇔−⋅= uuuuuuuuuu  

 Assim  

α

1
10 −=∨= uu  

são os pontos fixos. 

 Para usarmos o método da Teia de Aranha nesta equação de diferenças não 

linear, teremos de traçar os gráficos da parábola  

( ) ( )xxxfy −⋅== 1α        (4.1.7) 

 e da recta  

xy =        (4.1.8) 

Os pontos fixos, ou valores de equilíbrio, serão os pontos de intersecção da recta com a 

parábola e os valores de x  nesses pontos serão dados pelas soluções de  

( ) ( )
α

ααα
1

10011 −=∨=⇔=−−⋅⇔=−⋅ xxxxxxx  

 Vamos somente ver o caso em que 1>α , tal que um ponto fixo esteja no 

primeiro quadrante 0,0 >> yx . Uma solução do tipo Teia de Aranha, para o caso 

8,2=α , é mostrada na figura seguinte. Assim  

( )nnn uuu −⋅=+ 18,21        (4.1.9) 

e consideraremos 
2

1
0 =u . 
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Gráfico 18 

Os pontos de intersecção da parábola com o eixo dos xx  são:  

( ) 10018,2 =∨=⇔=−⋅ xxxx  

O ponto máximo é  

5,0
2

1
06,58,2' ==⇔=⋅−= xxy  

 É de salientar que fazendo 
2

1
0 =u  e com a escolha de 8,2=α o ponto fixo é 

estável, isto é, a Teia de Aranha aproxima-se dele. 

 

 O declive do gráfico de  

( )xxy −⋅= 1α        (4.1.10) 

 no ponto fixo determina a estabilidade ou instabilidade das soluções. O declive é 

xm ⋅⋅−= αα 2        (4.1.11) 

Como a abcissa do ponto fixo é 
α

1
1− , temos que  
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2
1

12 +−=







−⋅⋅−= α

α
ααm        (4.1.12) 

Como vimos anteriormente nas equações do tipo  

auku nn +⋅−=+1        (4.1.13) 

 o ponto fixo é localmente estável desde que 1−>m , pois nesse caso todos os caminhos 

da Teia de Aranha, partindo perto do ponto 
α

1
1− , se aproximam do ponto fixo, à 

medida que ∞→n . Isso corresponde a 3<α . Note-se que se 21 << α  então a recta 

xy =  intersecta a parábola  

( )xxy −⋅= 1α        (4.1.14) 

 entre a origem e o ponto máximo. 

 Para 3≥α  as soluções tornam-se mais complicadas. O ponto fixo na origem é 

instável e, portanto, não há outro ponto fixo para o qual as soluções possam tender. 

Podemos obter uma pista do que se passa se considerarmos a função da função dada 

por:  

( )( ) ( )[ ] ( )( ) ( ) ( )2232 11111 xxxxxxxxxffy −−−=−⋅−−⋅⋅== ααααα        (4.1.15) 

 com 

( ) ( )xxxf −⋅= 1α        (4.1.16) 

Quando 3=α  esta curva intersecta a recta  

xy =  

 somente em 0=x  e em P . Podemos verificar isto fazendo:  

( ) ( ) {

( ) ( ) 02308365427

02754279911

323

4322

3

2232

=−⇔=−+−⇔

⇔=+−++−⇔−−−=
=

xxxxxx

xxxxxxxxxxx
α

αα
 

  Vejamos agora o gráfico das curvas  

( )xfy =        (4.1.17) 

 e de  

( )( )xffy =        (4.1.18) 

para 3=α . O ponto fixo tem coordenadas 








3

2
,

3

2
, pois  
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( )
3

2
023 3

=⇒=− xxx  

Substituindo, 3=α  e 
3

2
=x , em (4.1.18), vem 

3

2
=y . 

      

Gráfico 19 

 À medida que α  aumenta, passam a ser três os pontos de intersecção sobre a 

recta xy = . Para 4,3=α , verificamos graficamente que os gráficos de (4.1.17), e de 

(4.1.18),, juntamente com a recta xy =  se intersectam em quatro pontos, fixos, dois 

estáveis e dois instáveis. Neste caso A e C são estáveis. Sendo A e C pontos fixos desta 

equação, eles podem ser associados com ciclos binários ou soluções biperiódicas na 

função original. Este fenómeno é conhecido como duplicação do período. Ele surge pela 

primeira vez quando o ponto fixo P sobre ( )xfy = , deixa de ser estável em 3=α . O 

ciclo binário cresce então em amplitude, quando α  aumenta. Diz-se que a solução 

bifurca em 3=α . Este tipo de bifurcação, no qual a solução estável se torna 

bruscamente instável e origina duas soluções estáveis uma para cada lado, é um 

exemplo da bifurcação do tipo forcado, assim chamada devido à sua forma geométrica 

análoga a um forcado de lavrador.  
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Gráfico 20 

    

 

 Para um qualquer valor de α , os pontos fixos de (4.1.18), ocorrem quando 

( ) ( )2232 11 xxxxx −−−= αα       (4.1.19) 

 Para resolver esta equação, façamos  

ux =−1        (4.1.20) 

Então u  satisfaz  

( ) ( ) 2232 111 uuuuu −−−=− αα        (4.1.21) 

que se pode escrever na forma  

( ) 0=uG        (4.1.22) 

 em que  

( ) ( )( )11 22333 −+−−= uuuuuG ααα        (4.1.23) 

Uma solução óbvia de  

( ) 0=uG        (4.1.24) 
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 é  

1=u  

enquanto que a equação cúbica tem a solução  

α

1
=u  

como se pode verificar. Logo,  

( ) ( )( ) ( )( ) 01111 22 =+−+−⋅−= uuuuuG αααα        (4.1.25) 

pois pela regra de Ruffini vem: 

 

Logo  

( ) ( ) ( )( ) 01
1

1 222 =+−+







−−= uuuuuG αααα

α
       (4.1.26) 

Em A e C, u satisfaz a equação 

 

( ) 01122 =+−+ uu ααα        (4.1.27) 

resolvendo em ordem a u , vem:  

( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
α

ααα

α

ααααα

α

αααααα

α

ααααα

2

311

2

4121

2

4121

2

4

2

2

2

222

2

2222

−+±−
=⇔

−+−±−
=⇔

⇔
−+−±−

=⇔
−−±−

=

uu

uu

. 

Como  

ux −= 1        (4.1.28) 

vem 

( )( )

( )( )









−++−
=

−+−−
=

α

ααα
α

ααα

2

311
2

311

2

1

x

x

 

Ora  
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( ) ( )
( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( )( )( )[ ] ( )( )( )[ ] ( )( )( )
α

ααα

α

αααααα

α

ααα

α

ααα

α

ααα

α

ααα
αα

4

311

4

311311

2

311

2

311

2

311
1

2

311
1

22

111

−++−
=

−++−⋅−++−
=

=
−+++

⋅
−+−−

=

=












 −+−−
−⋅

−+−−
⋅=−⋅= xxxf

 

Para 4.3=α  verifica-se que  

( ) 548,021 ≈= xxf        (4.1.29) 

Da mesma maneira se poderá verificar que  

( ) 12 xxf =        (4.1.30) 

 Então, poderá haver transportes entre 1x  e 2x  ao longo da teia de aranha quadrada. 

 O ponto fixo A permanecerá estável se o valor absoluto do declive da curva 

nesse ponto for inferior a 1. (A mesma condição se aplica ao ponto C). 

 De facto, o declive crítico é -1, e vamos ver qual o valor de α , para o qual isto 

sucede. Temos: 

( )( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) 332322

332333233222

332323222

232322

4621                  

22242                  

22212                  

12121

xxx

xxxxxxx

xxxxxxx

xxxxxxxff
dx

d

ααααα

αααααααα

αααααα

αααα

−++−=

−+−+−−−=

−++−−−−=

−+−−−−=

 

Queremos o valor de α  dado por:  

( )( ) ( ) 121641 222333 =−++−⇔−= ααααα xxxxff
dx

d
       (4.1.31) 

 quando  x  satisfaz  

( ) 01122 =+−+ uu ααα        (4.1.32) 

 com  

xu −= 1        (4.1.33) 

 isto é, quando 

( ) 01122 =+++− αααα xx        (4.1.34) 

 Multiplicando agora  
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( ) 01122 =+++− αααα xx        (4.1.35) 

por  

x⋅α4        (4.1.36) 

 obtemos  

( ) 044144 22233 =+⋅++− xxxx ααααα        (4.1.37) 

e subtraindo agora na derivada, vem: 

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) 0112222

012222

0441222

04444412264

04414412164

222

2222

2223223

22322332322333

22233222333

=+−+−⋅+−−⇔

⇔=−−−+−⋅+−−⇔

⇔=⋅−+−−+−−⇔

⇔=−⋅−++−−−++−⇔

⇔=−⋅−++−−−++−

αααααα

αααααα

αααααα

αααααααααα

αααααααααα

xx

xx

xxxxx

xxxxxxxxx

xxxxxxx

 

Assim as equações  

( ) 01122 =+++− αααα xx        (4.1.38) 

e  

( ) ( )( ) ( ) 0112222 222 =+−+−⋅+−− αααααα xx        (4.1.39) 

devem ter as mesmas raízes em x . Fazendo, nas duas equações, o coeficiente de 2x  

igual a, temos:  

( )
0

11
2

2 =
+

+
+

−
α

α

α

α x
x        (4.1.40) 

e  

( ) ( )
( )

0
22

11
2

2
2 =

−

+
+

+⋅
−

αα

α

α

αx
x        (4.1.41) 

Estas equações têm as mesmas raízes se 

( )
( )

( )( ) ( )( )[ ]

61052

01122122
22

11

2

22242
2

2

2

±=⇔=−−⇔

⇔=−−+−⇔+=+−⇔
−

+
=

+

ααα

ααααααααα
αα

α

α

α

 Como só nos interessam valores de 3>α , a raiz pretendida é 

K449,361 ≈+=α . 
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 De facto os declives em ambos os pontos A e C são iguais a -1 para este valor de 

α . Então para  

613 +<< α  

a solução de 2 ciclos é estável. (Ciclos binários). 

Para  

61+=α  

 o sistema bifurca-se novamente para um 4 ciclo ou solução de período 4, que 

corresponde a uma solução que é o conjunto de pontos fixos estáveis de 

( )( )( )( )xffffy =        (4.1.42) 

.  O gráfico desta função para 54.3=α  tem oito pontos fixos. O ciclo duplica 

novamente para 544.3=α . Os intervalos entre as bifurcações da duplicação do período 

diminui rapidamente, até atingir um limite cerca de 570.3=α , além do qual surge o 

caos. As iterações deixam de ser periódicas para a maior parte dos valores de α , 

situados além desse ponto, embora subsistam alguns valores de periodicidade em 

intervalos curtos. A sucessão de bifurcações de duplicação do período é conhecida 

como a Sucessão de Feigenbaum(15), e ela possui certas características universais que 

não são somente características da equação logística, mas apresentam aspectos comuns 

com outras equações de diferenças que geram duplicação do período. A maneira mais 

simples de ver o comportamento progressivamente complexo é através da figura obtida 

em computador das iterações de  

( )nnn uuu −⋅=+ 11 α         (4.1.43) 

para acréscimos passo a passo de α , começando com 61+=α  até 829,3=α  

 

                                                
(15) Edward Albert Feigenbaum nasceu a 20 de Janeiro de 1936, é um cientista que trabalha no campo da 

inteligência artificial. É chamado o pai dos sistemas inteligentes. 
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Gráfico 21 

 

 O efeito de duplicação de período infinito é que a solução é ultimamente não 

periódica. O comportamento caótico e com ruído da equação de diferenças pode ser 

visto claramente através do grande número de pontos para maiores valores de α . Estes 

conjuntos não periódicos, são conhecidos como atractores estranhos. As sucessivas 

iterações da equação logística vagueiam em torno desses atractores numa aparentemente 

aleatória mas limitada maneira, e nunca se fixam numa solução periódica. Contudo, no 

interior da banda caótica dos valores de α  aparecem janelas de ciclos periódicos. 

 

4.2. Determinação de Trajectórias – Método das Fases 

  
  Este método gráfico, embora não permita determinar a solução de uma equação 

de diferenças, permite no entanto determinar a natureza da sua trajectória e aplica-se, 

num conjunto mais ou menos vasto de equações, desde que nelas figurem apenas as 

variáveis 1+ty  e ty . (Se bem que também pode ser utilizado no estudo de equações 

lineares, este método é particularmente útil no estudo de equações não lineares). 

  De modo a detectar a natureza da trajectória do fenómeno, representado sob a 

forma de equação de diferenças, deve começar por representar-se a equação na forma 
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( )tt yfy =+1        (4.2.1) 

onde f  é uma função qualquer de ty . Conhecidas condições iniciais da equação de 

diferenças dada, isto é, 0y  é um valor dado, ficam os restantes valores K,, 21 yy  

univocamente determinados por substituições sucessivas. 

  Representando num plano cartesiano 1+ty  como função de ty , obtém-se uma 

curva que corresponde a f  e que se designa por linha de fase; o gráfico (plano 

cartesiano) no qual f  é representado toma o nome de diagrama de fase. Traça-se, no 

diagrama de fase, a bissectriz dos quadrantes impares que servirá de “guia” à 

interpretação gráfica seguinte. 

  Vamos admitir que já está definida uma determinada linha de fase 1f ,  que 

representa uma equação específica 

( )tt yfy 11 =+        (4.2.2) 

 

 

Gráfico 22 

 

 Conhecido o valor de 0y  obtemos 1y  usando 1f , resultando daí o ponto A. 

Projectando A sobre a bissectriz dos quadrantes impares obtém-se B, cuja abcissa 

permite obter por substituição em 1f , 2y  e o ponto C, situado sob a linha de fase. 

Repetindo o processo obtêm-se outros pontos sobre a linha de fase.[3] 
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4.2.1.  Identificação da trajectória 
 
 A identificação da natureza da trajectória, descrita pela equação de diferenças, 

faz-se confrontando a linha de fase com a bissectriz dos quadrantes impares da seguinte 

maneira: Une-se 0y  a 1f , obtém-se A, une-se A com a bissectriz dos quadrantes 

impares, obtendo-se B e assim sucessivamente. Resulta assim, uma linha poligonal 

oscilando entre a linha de fase e a recta de 45º. Se essa linha poligonal tender a 

aproximar-se do ponto D, então diz-se que a trajectória converge para o nível de 

equilíbrio representado pela abcissa de D e que é ty . 

4.2.2. Tipos de Trajectórias  
 
 O caso da trajectória que vimos, é um caso em que a trajectória é monótona 

convergente. 

 Um caso de trajectória monótona divergente é, por exemplo, 

( )tt yfy 21 =+         (4.2.2.1) 

 

Gráfico 23 

 Um caso de trajectória monótona de amplitude constante é, por exemplo, 

( )tt yfy 31 =+        (4.2.2.2) 
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Gráfico 24 

 Nos três casos considerados a inclinação α  está entre 0  e 
2

π
 e temos: 

⇒> 1αtg  Trajectória Divergente 

⇒< 1αtg  Trajectória Convergente 

⇒= 1αtg  Trajectória Constante 

 Vamos ver agora três casos em que a trajectória também é monótona mas a 

inclinação está entre 
2

π
 e π . 
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Gráfico 25 

( )tt yfy 41 =+        (4.2.2.3) 

 

 

Gráfico 26 

( )tt yfy 51 =+        (4.2.2.4) 
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Gráfico 27 

( )tt yfy 61 =+        (4.2.2.5) 

 Temos agora, tal como nos três casos vistos anteriormente: 

⇒> 1αtg  Trajectória Divergente 

⇒< 1αtg  Trajectória Convergente 

⇒= 1αtg  Trajectória Constante 

 Nos cinco casos considerados, a trajectória é monótona e, portanto, o declive é 

uniforme, o que faz com que a natureza da trajectória não dependa do valor inicial 

considerado. 

 Não são exemplos obviamente do caso geral, em que as trajectórias dependem 

fortemente dos dados iniciais. 
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5) Aplicações das equações de diferenças 
 

Tal como referimos no início deste trabalho, vários problemas que surgem na 

Matemática, Física, Engenharia e em muitas outras ciências podem ser formulados 

recorrendo a equações de diferenças. 

 Primeiramente iremos ver alguns casos mais simples da sua aplicação na 

Matemática, tais como a soma de k  elementos de uma sucessão, transformação de 

dizimas infinitas periódicas em fracções e o caso dos polinómios de Chebyshev(16). 

 

5.1   Matemática 

5.1.1  Soma de k  elementos de uma sucessão 
 
 Consideremos a seguinte soma finita 

( )∑
=

=
k

n

k nfS
0

        (5.1.1.1) 

onde ( )nf  é uma função de n . 

 Vamos calcular a soma kS  pelo seguinte processo: calculamos em primeiro 

lugar 

( ) ( ) ( )1
0

1

0
1 ++== ∑∑

=

+

=
+ kfnfnfS

k

n

k

n

k        (5.1.1.2) 

Subtraindo agora (5.1.1.2) a (5.1.1.1) obtemos  

( )11 +=−+ kfSS kk        (5.1.1.3) 

que é uma equação de diferenças, linear, não homogénea de primeira ordem. 

 Seja  

( )00 fS =        (5.1.1.4) 

 a condição inicial. Assim a solução da equação (5.1.1.3), com a condição inicial dada é 

solução também da soma (5.1.1.1).[6] 

  
                                                
(16) Pafnuty Lvovich Chebyshev (1821-1894). Foi um dos mais célebres matemáticos do século XIX. 

Trabalhou em diversas áreas, tais como: Teoria dos números, Teoria de probabilidades, Teoria da 

Aproximação de funções, etc. É autor de mais de oitenta publicações, embora nem todas tenham títulos 

matemáticos.   
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 Exemplo 5.1.1.1:  

( )∑
=

=
k

n

k nfS
0

       (5.1.1.5) 

onde ( ) nnf =  , sendo 00 =S  

 Usando o procedimento descrito atrás, temos que 

11 +=−+ kSS kk        (5.1.1.6) 

Uma solução da equação homogénea correspondente é uma constante c  e uma solução 

particular é dada por 

( )
2

1+⋅ kk
       (5.1.1.7) 

Assim  

( )
2

1+⋅
+=

kk
cSk        (5.1.1.8) 

Se a condição inicial for 00 =S , obtemos 0=c  e vem  

( )
2

1+⋅
=

kk
Sk        (5.1.1.9) 

 

 Exemplo 5.1.1.2:  

( )∑
=

=
k

n

k nfS
0

       (5.1.1.10) 

 onde  

( ) 1, ≠= aanf n       (5.1.1.11) 

e  

10 =S  

 A equação de diferenças para resolver é  

1
1

+
+ =− k

kk aSS        (5.1.1.12) 

A solução geral é  

                                              
1

1

−
+=

+

a

a
cS

k

k       (5.1.1.13) 

onde c  é uma constante arbitrária determinada por 10 =S . Donde vem que  
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a
c

−
=

1

1
       (5.1.1.14) 

Assim a soma da equação é dada pela expressão 

1

11

0 −

−
==

+

=

∑
a

a
aS

kk

n

n

k        (5.1.1.15) 

 

5.1.2    Conversão de dizimas infinitas periódicas em fracções 
  
 Seja  

( )babbAx .=        (5.1.2.1) 

onde no sistema decimal temos  

m

n

l

bbbb

aaaa

AAAA

K

K

K

21

21

21

=

=

=

       (5.1.2.2) 

e ( )mnl ,,  são inteiros não negativos. Assim temos que 

{ }
{ }
{ } mtb

nsa

lrA

t

s

r

,,2,1,

,,2,1,

,,2,1,

K

K

K

=

=

=

       (5.1.2.3) 

 representam dez dígitos usados no sistema decimal. 

  

 Por exemplo o número  

( )212502212212,346=y  

nesta forma de escrever tem as seguintes correspondências: 

21212

2053502

6433346

21

321

321

====

=====

=====

bbmb

aaana

AAAlA

 

 

Com esta notação o número x  pode ser escrito como 

 ( )bbbaAx
n

n

321K000.010 +×+= −        (5.1.2.4) 

ou 

( ) ( )bbbbaAx mnn .1010 +−− +×+=        (5.1.2.5) 

O terceiro termo pode assim ser escrito da seguinte forma  
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( ) [ ]
110

10

101
10101. 2

−
=

−
=+++=

−

−−

m

m

m

mm bb
bbbbb K        (5.1.2.6) 

Pondo agora tudo em fracção fica 

110

10

10 −
++=

−

m

n

n

ba
Ax       (5.1.2.7) 

pois  

110

10

110

10

10

1

−
=

−
⋅

−

+ m

n

m

m

mn

bb
       (5.1.2.8) 

 Vejamos agora um exemplo simples desta aplicação. Seja  

( )333.141 =x  

 Assim temos que  

1,0,3,0,14 ===== mnbaA  

Donde vem que  

3

14

3

1
14

110

3
0141 =+=

−
++=x  

 

5.1.3 Polinómios de Chebyshev 
 

 Um polinómio de grau N  na variável x  é definido como 

( ) 0,01
1

1 ≠++++= −
− N

N

n

N

NN aaxaxaxaxP K       (5.1.3.1) 

onde ( )Niai ,,1K=  são constantes e N  é um inteiro não nulo. 

 Algumas classes especiais de polinómios têm grande interesse para a 

investigação de certos problemas que aparecem quer na matemática. 

 Algumas funções de x  definidas no intervalo 11 ≤≤− x  podem ser escritas 

como soma dos membros de algumas dessas classes de polinómios. Um exemplo destas 

funções é N

N xP = . 

 Assim algumas funções ( )xf  têm a seguinte representação: 

( ) ( ) ( ) ( ) ∑
∞

=

=++++=
0

1100
m

m

mNN xbxPbxPbxPbxf KK        (5.1.3.2) 

Esta é conhecida como a Série de Taylor (apesar do nome, esta série nada tem a ver com 

o desenvolvimento em Série de Taylor do Cálculo Infinitesimal). 
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 Um exemplo importante, desta classe de polinómios, é o exemplo dos 

polinómios de Chebyshev, que se representam pelo símbolo ( )xTk  e são definidos pela 

relação de recorrência  

0
4

1
12 =+− ++ kkk TxTT        (5.1.3.3) 

onde 1<x , 20 =T  e xT =1 .  

 Usando estes valores e com recurso a alguns cálculos simples, obtemos alguns 

polinómios que são: 

( )

( )

( )
8

1
4

3
2

1

24
4

3
3

2
2

+−=

−=

−=

xxxT

x
xxT

xxT

       (5.1.3.4) 

 Desta forma, podemos obter ( )xTk  para qualquer inteiro k . No entanto este 

processo é muito fastidioso (a não ser com um algoritmo no computador). Seria muito 

mais rápido se tivéssemos ( )xTk  expresso em termos de x  e de k , se não usássemos o 

algoritmo no computador. Mas, como os polinómios de Chebyshev são definidos por 

uma relação de recorrência, podemos usar equações de diferenças para solucionar este 

problema. Usemos então os processos já descritos para a resolver.  

 A equação característica correspondente é 

0
4

12 =+⋅− xrr        (5.1.3.5) 

ou 

2

12 −±
=

xx
r         (5.1.3.6) 

Logo o polinómio de Chebyshev de ordem k , pode ser escrito da forma  

( ) ( ) ( )[ ]kk

kk rBrAxT 21
2

1
+








=         (5.1.3.7) 

onde A  e B  são constantes que podem ser determinadas à custa de 20 =T  e xT =1 . 

Assim  

BA
xBrAr

BA
==⇔





=+

=+
1

2

2

21

       (5.1.3.8) 
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 Substituindo agora os valores de A  e B  obtemos uma fórmula explicita de 

( )xTk : 

( ) ( ) ( ) 



 −−+−+







=

kk

kk xxxxxT 11
2

1 22        (5.1.3.9) 

  

5.1.4 Triângulos de Diferenças Perfeitos 

 

 A história começa com o problema que se deve a G. Sicherman publicado na 

rubrica de jogos matemáticos dirigida por Martina Gardner no jornal Scientific 

American. 

 O problema consiste no seguinte: 

       8 3 10 9 

   2 6 5  5 7 1 

1 3       4   1      2    6 

2  3  4 

Tabela 1 

Os triângulos da figura anterior são compostos de números consecutivos, em que o mais 

pequeno é um, os restantes números, a partir da segunda linha, são obtidos com o valor 

absoluto da diferença dos números acima dele. 

 A nossa questão é saber se podemos construir um triângulo de tamanho cinco 

(quatro linhas), de maneira semelhante. O que equivale a dizer que pretendemos 

encontrar um triângulo de diferenças perfeito, contendo todos os números de um a 

quinze. Iremos provar que é possível construir um tal triângulo de diferenças perfeito e 

que não existe nenhum triângulo de diferenças perfeito maior do que este. 

 Estes factos foram demonstrados pelos matemáticos tailandeses Chang, Hu, Lih 

e Shieh, mas esta demonstração baseia-se nos trabalhos dos matemáticos australianos 

Rogers, Roberts e Hamilton. 

 

O que é um triângulo de diferenças? 
 
 Os triângulos de diferenças dividem-se em perfeitos e imperfeitos. Um exemplo 

de um triângulo imperfeito é o seguinte.  
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10 1 4 3 

       9    3 1 

             6    2 

4 

Tabela 2 

É imperfeito, pois não contém todos os algarismos de um a dez, e alguns dos algarismos 

repetem-se. 

  

 Definição 5.1.4.1: O tamanho n , de um triângulo, é o número de inteiros da 

primeira linha ( )2≥n . Se o triângulo contém todos os valores  

( )






 +⋅

2

1
,,3,2,1

nn
K  

dizemos que é um triângulo perfeito. 

 

 Um estudo linha por linha 
 

 Seja T  um triângulo perfeito de tamanho n , então T  contém todos os inteiros 

desde um até 
( )
2

1+⋅ nn
, inclusive. 

 Na linha i , iT  será o maior dos números e it , o menor dos números. Uma vez 

que na última linha só existe um elemento tenho que nn tT =  

 Vamos mostrar que os iT  decrescem e veremos de perto como é que isso se 

processa. 

Linha 1 * * * * * 

M               *           *        *     * 

Linha i                    *              * ia       * ib  

M                               *             * iii baT −=+1  

Linha n                                          * 

Tabela 3 

Por construção 1+iT  é a diferença de dois termos consecutivos ia  e ib  da linha 

precedente i :  



 106 

iiiii babaT −=−=+1        (5.1.4.1) 

 se escolhermos ii ba > . Daqui concluímos que  

iii bTa += +1        (5.1.4.2) 

É de salientar que iT  é maior ou igual que qualquer um dos elementos da linha i , em 

particular de ia , assim temos que  

ii

ii

ii

tT

bT

aT

+≥

+=

≥

+

+

1

1

    

           (5.1.4.3) 

uma vez que it  é o menor elemento da linha i . 

 Assim, a sucessão iT  decresce, logo  

1+> ii TT        (5.1.4.4) 

qualquer que seja o valor de i . Desta forma 1T  é o maior número do triângulo, que é o 

mesmo que dizer, 
( )
2

1+⋅ nn
. 

 Por outro lado, se adicionarmos todas as desigualdades seguintes, 

111

212

232

121

−−−

−−−

+=+≥

≥−

≥−

≥−

nnnnn

nnn

tttTT

tTT

tTT

tTT

M        (5.1.4.5) 

obtemos,  

nn ttttT ++++≥ −1211 K        (5.1.4.6) 

 Como T  é um triângulo perfeito, os it  são números positivos e distintos, 

portanto a soma não pode ultrapassar  

( )
12

1
T

nn
=

+⋅
       (5.1.4.7) 

Esta soma também não pode ser menor que o números it , pois estes são os menores 

números possíveis. Assim, os menores elementos das linhas de um triângulo de 

diferenças perfeito devem ser os números { }n,,2,1 K , por uma ordem qualquer.  

 Desta forma a desigualdade  
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nn ttttT ++++≥ −1211 K       (5.1.4.8) 

é na realidade uma igualdade:  

nn ttttT ++++= −1211 K       (5.1.4.9) 

Esta igualdade implica que ii aT =  e ii bt = . Como ia  e ib  são adjacentes, deduzimos 

que o maior número da linha 1+i  é a diferença de dois números adjacentes, máximo e 

mínimo, iT  e it  da linha precedente. 

 

Decomposição de um triângulo 
 

 Nesta secção provaremos que não existe um triângulo perfeito de tamanho 

8>n . Para o conseguirmos, far-se-á a decomposição do triângulo em outros dois 

triângulos e um pentágono, o que nos permite, majorar e minorar certos números de T  e 

chegar por fim à conclusão de que 8≤n . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Podemos imaginar a figura anterior como uma estrutura de barras sobre a qual 

vai cair uma bola. Parte de 1T  e a bola tem de passar entre iT  e it , qualquer que seja a 

linha i , uma vez que iT  e it , são adjacentes. Assim, a bola passa ao longo de todos as 

barras iT  e it , que estão no pentágono central, como se mostra na figura. 

 O que resta de T  é composto de dois triângulos suplementares, o triângulo G  à 

esquerda e o triângulo D  à direita. É de salientar que se iT  ou it  estão num dos vértices 

do triângulo T , então um dos triângulos G  ou D  são vazios. Uma vez que iT  e it  

estão dentro do pentágono, então os elementos de G  e D , são maiores que n  e 

menores que  
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( )
2

1+⋅ nn
      (5.1.4.10) 

pois nós vimos que  

( )
2

1
1

+⋅
=

nn
T       (5.1.4.11) 

 e que os valores de { }n,,2,1 K , são assumidos por it . 

 Iremos de seguida estabelecer alguma notação, que nos ajudará na resolução do 

problema. Da mesma forma que para o triângulo T , o mínimo da linha i  para G  e D  

será denotado por, ig  e id  respectivamente e o máximo por iG  e iD . 

 Usando conclusões anteriores, podemos dizer que  

( )
2

1
,

+⋅
<

nn
DG ii       (5.1.4.12) 

 e que  

ndg ii >,       (5.1.4.13) 

 Devemos agora determinar o tamanho dos triângulos G  e D . Assim, 

constatamos que a primeira linha de G  e D  tem exactamente 2−n   termos. Eles 

contém todos os elementos da primeira linha, com excepção de 1T  e 1t . Se, por 

exemplo, G  tem tamanho m , D  terá um tamanho igual a 2−− mn .  

 Sabemos que 1+iG  (ou 1+iD ) é a diferença de dois elementos consecutivos da 

linha que a precede. Usando argumentos semelhantes aos já usados anteriormente, 

obtemos duas novas desigualdades, 

mm ggggG ++++≥ −1211 K       (5.1.4.14) 

2211 −−+++≥ mndddD K       (5.1.4.15) 

 Uma vez que 1G  e 1D  são dois números distintos e obrigatoriamente inferiores a  

( )
2

1+⋅ nn
      (5.1.4.16) 

a sua soma não poderá ser superior a  

( ) ( ) ( ) 312
2

1
1

2

1
−+⋅=





−

+⋅
+





−

+⋅
nn

nnnn
      (5.1.4.17) 

 Para todos os valores de i , sabemos que ig  e id  são dois números maiores que 

n . Assim a soma mínima dos 2+n  elementos  
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221121 −−− ++++++++ mnmm dddgggg KK       (5.1.4.18) 

é igual ou superior a  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )2
2

13

2
2

21
2321

−×
−

=

=−×
−+++

=−++++++++

n
n

n
nnn

nnnnn K

      (5.1.4.19) 

 

 Em resumo, verificamos as três desigualdades seguintes: 

( )

( ) ( )
2

21-3n
                  

                  

31

221121

11

−⋅
≥

++++++++≥

+≥−+⋅

−−−

n

dddgggg

DGnn

mnmm KK       (5.1.4.20) 

 

O que se reduz a  

( ) ( ) ( )

( )( )81-n  
2

21-3n
310

−≥

−⋅
+++⋅−≥

n

n
nn

      (5.1.4.21) 

 

sendo esta condição apenas possível no caso em que 8≤n . Donde vem o seguinte 

teorema: 

  

 Teorema 5.1.4.1(D. Rogers, G. Hamilton, I. Roberts): Um triângulo de 

diferenças perfeito tem no máximo tamanho 8. 

 

Um triângulo de tamanho 6 
 

 Um triângulo perfeito de tamanho 6 contém todos os números de uma a  

( )
21

2

1
=

+⋅ nn
      (5.1.4.22) 

então ele deve conter onze números impares. Iremos provar que isso não é possível.  

 Suponhamos que T  é um triângulo de diferenças perfeito de tamanho 6. Dois 

números pares ou dois números impares dá uma diferença par e um número par e um 

número impar dá uma diferença impar. É claro que a posição e o número de elementos 
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impares na primeira linha determina o número de elementos impares do resto do 

triângulo. 

 Existem 6426 =  maneiras de posicionar os números na primeira linha do 

triângulo T , segundo a sua paridade. Com efeito há apenas duas escolhas possíveis, par 

ou ímpar. Podemos economizar algum trabalho ignorando algumas combinações 

simétricas. 

 A primeira linha permite constatar que uma simetria da primeira linha induz a 

uma simetria de todo o triângulo.  

6 1 10 8  8 10 1 6 

         5     9 2        2     9 5 

                 4     7              7   4 

                         3                3 

Tabela 4 

Surge-nos agora um problema, poderíamos ser levados a acreditar que tínhamos 

reduzido as nossas combinações para 32, mas na realidade há 36 combinações possíveis 

que iremos considerar. Experimentemos uma primeira combinação de paridade para a 

primeira linha, o que verificamos é que há apenas oito números impares e não onze 

como seria de esperar.  

 

Par Par Ímpar  Ímpar Par Par 

             Par      Ímpar      Par  Ímpar Par 

                   Ímpar             Ímpar   Ímpar Ímpar 

                              Par                 Par Par 

                                               Par     Par 

Par 

Tabela 5 

Se fizéssemos, o mesmo para as 35 combinações restantes, demonstrávamos que: 

  

 Teorema 5.1.4.2: Não existe um triângulo de diferenças perfeito de tamanho 6. 
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Poderá existir um triângulo de diferenças perfeito de tamanho 7 ou 8 
 

Com efeito não existe um triângulo de diferenças perfeito de tamanho sete ou 

oito. Há várias formas de demonstrar que não existe, por exemplo recorrendo à 

decomposição do triângulo, mas este processo é longo e complicado, poderíamos 

também tentar a demonstração de Chang e Al que dizem que a primeira linha não pode 

conter números muito grandes.  

No entanto, iremos aqui usar o mesmo tipo de argumentação do caso anterior e 

calcular todas as combinações possíveis de pares e impares na primeira linha de um 

triângulo de dimensão sete ou oito, bem como o número de números impares do 

triângulo.  

 

Par Ímpar Par Ímpar Par Ímpar Ímpar 

           Ímpar   Ímpar    Ímpar Ímpar Ímpar Par 

                    Par             Par      Par  Par Ímpar 

                              Par               Par     Par Ímpar 

                                         Par            Par Ímpar 

                                                      Par    Ímpar 

                                                                 Ímpar 

Tabela 6 

Com a ajuda de um computador prova-se que não existe nenhuma escolha de 

números, de acordo com a sua paridade, que resulte num triângulo de diferenças 

perfeito. 

Como não existem triângulos de diferenças perfeitos de tamanho seis, sete e 

oito, somos levados ao seguinte resultado final: 

 

Teorema 5.1.4.3: Um triângulo de diferenças perfeito, tem no máximo tamanho 

5. 

 

 Apresentamos de seguida um quadro que contêm todos os triângulos de 

diferenças perfeitos possíveis, a menos de simetria.  
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Tabela 7 

 
Sistemas de triângulos 
 

 Mas a historia dos triângulos de diferenças perfeitos não fica por aqui. Com 

efeito, em vez de considerarmos um só triângulo, consideraremos um conjunto m  de 

triângulos de tamanho n . Isto é o mesmo que dizer que o sistema de triângulos deve 

conter todos os números de um a 
( )






 +⋅

2

1nn
m  inclusive. Também pode acontecer que 

em vez de começar em um, este sistema de triângulos suporta a hipótese de começar 

com qualquer inteiro c . Assim o nosso sistema de triângulos deve conter todos os 

números de c  a 
( )

1
2

1
−+




 +⋅
c

nn
m  inclusive. 

 Esta figura (tabela 8) representa um sistema de quatro triângulos de tamanho 4, 

que começa em dois. Assim, todos os números entre dois e quarenta e um estão 

representados. 

 

 

  

 

 

 

Tabela 8 
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Assim, os casos dos triângulos de diferenças perfeitos, não são mais do que 

casos particulares dos sistemas de triângulos, que se reduzem a um único triângulo, que 

começa em um. 

 Douglas Rogers demonstrou que o tamanho n  dos triângulos dentro destes 

sistemas de triângulos, não pode ultrapassar nove. Mas, por outro lado, não se 

conhecem sistemas de triângulos para 96 ≤≤ n , embora se conjecture que não existe 

nenhum sistema para 8=n  e 9=n . 

 Em jeito de conclusão, podemos também pensar o que aconteceria se o primeiro 

número fosse negativo. Até agora, o único resultado definitivo conhecido, neste caso, é 

que 16≤n . 

 

Rectângulos de diferenças 
 

7 11 8 3 

4 3 5                   4 

 1 2             1                0 

     

Tabela 9 

Um rectângulo de diferenças obtém-se da mesma forma que um triangulo de diferenças. 

Resta apenas esclarecer como se obtém o último termo de cada linha: a partir da 

segunda linha, ele resulta da diferença entre o primeiro termo e o último termo da linha 

que o precede. 

 Diremos que a largura do rectângulo é n  se a sua primeira linha tem n  números 

inteiros. A sua altura h  designa o número de linhas que ele contém. Assim, o seu 

número total de elemento será hn ⋅ . Se queremos obter rectângulos perfeitos, o 

rectângulo deve conter todos os números de um até hn ⋅  inclusive.  

O rectângulo que apresentamos não é perfeito. Podemos construir rectângulos 

perfeitos de altura dois e de qualquer largura 2>n , mas conjectura-se que não há 

rectângulos de altura superior a dois.[5] 
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5.2 Economia 
 
 As equações de diferenças têm algumas aplicações importantes na construção e 

análise matemática de certos modelos económicos. Entre eles estão os casos dos juros 

simples e dos juros compostos que já vimos detalhadamente no capítulo dois. Aplica-se 

também a rendas e amortizações, iremos ver um exemplo de cada um destes casos. 

5.2.1 Rendas 
 

Renda é por definição um conjunto de capitais que vencem em momentos 

equidistantes. O tempo que decorre entre dois vencimentos designa-se por período de 

renda.  

 nCCC ,,, 21 K  são os termos da renda, que se forem iguais dizem-se constantes e 

se forem diferentes dizem-se variáveis.  

 No caso que vamos analisar, a nossa renda tem termos constantes, é inteira, 

porque o período da taxa de juro é igual ao período da renda e é uma renda normal pois 

vence-se no final de cada período de tempo. 

Seja RCCC n ==== K21 . Sendo i  a taxa de juro que os termos da renda 

vencem, o valor acumulado de renda no instante 1+t  é  

RAiAA ttt +⋅+=+1       (5.2.1.1) 

 

Estamos neste caso perante uma modalidade de juros compostos. 

Assim  

( ) RAiA tt =+−+ 11       (5.2.1.2) 

Resolvendo agora esta equação de diferenças, temos que uma solução da equação 

homogénea que lhe está associada é  

( ) ( )t
t

k

t iAiAA +=+= ∏
−

=

11 0

1

1
0       (5.2.1.3) 

onde 0A  é a condição inicial dada. Temos agora que encontrar uma solução particular 

da equação não homogénea, de forma a obter uma solução geral da equação de 

diferenças dada. Assim,  
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 Como 00 =A , pois o primeiro termo vence no fim e não no inicio do período, 

temos finalmente  

( )
t

s

t

t sR
i

i
RA

t

⋅=
−+

=
43421

11
      (5.2.1.4) 

Se 1=R , tt sA = . Portanto ts  é o valor acumulado, referido ao fim do último 

período, de uma renda inteira com t  termos unitários e normais, sendo o seu período 

igual ao da taxa i . [3] 

5.2.2 Amortizações 

 
 Uma amortização é uma forma de pagamento de um débito, em que, através de 

um pagamento constante e periódico, se reduz a dívida e se pagam os juros 

simultaneamente.  

 Seja D  a divida a pagar. Suponhamos que, após ter efectuado t  pagamentos, 

todos iguais a R , o saldo em dívida é tD . Então no instante 1+t , o débito será 

constituído por tt DiD ⋅+ , onde i  é a taxa de juro. Mas, se for efectuado um pagamento 

nesse momento de montante R , o saldo em divida ao fim de 1+t  será  

RDiDD ttt −⋅+=+1       (5.2.2.1) 

Podemos reescrever a equação de diferenças anterior de uma outra forma: 

( ) RDiD tt −=⋅+−+ 11       (5.2.2.2) 
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e, de forma análoga à que procedemos no caso das rendas, obteremos a seguinte solução 

( )
i

R

i

R
DiD

t

t +







−+= 1       (5.2.2.3) 

 

Ora, como a dívida inicial é D , temos que DD =0 . Assim  

( ) ( )
R

i

i
DiD

t
t

t

+−
++=

11
1       (5.2.2.4) 

ou seja  

( ) RsDiD t

t

t −+= 1       (5.2.2.5) 

onde 

( )
i

i
s

t

t

11 −+
=       (5.2.2.6) 

 Daqui podemos concluir que o saldo em dívida no instante t  é dado pela 

diferença entre o montante acumulado pela dívida inicial D , à taxa de juro i , na 

modalidade de juros compostos, ( ) Di
t

+1 , e o acumulado por uma renda R , inteira, 

com t  termos normais e constantes, sendo o seu período igual ao da taxa i , Rst .[3] 

 

5.3 Estratégias de Guerra 

 
 Nesta secção iremos mostrar como os modelos matemáticos podem ser usados 

em estudos de guerra. Apresentaremos de seguida um modelo elementar de corrida ao 

armamento. 

 

5.3.1 Teoria de Corrida ao Armamento de Richardson’s  
 

 Sejam X  e Y  dois países em guerra e sejam kx  e ky , os seus orçamentos 

militares, respectivamente, para o ano k . 

 Richardson’s propôs que as mudanças anuais no orçamento militar sejam 

descritas pelas seguintes equações lineares: 
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hyxLy

gxyKx

kkk

kkk

+⋅−⋅=∆

+⋅−⋅=∆

β

α
      (5.3.1.1) 

onde, de uma maneira geral, todos os coeficientes ( )hgLK ,,,,, βα  são maiores ou 

iguais a zero. 

 O K  e o L  são coeficientes de defesa e dão a forma como um país responde a 

um orçamento militar de outro país. 

 O α  e o β  são coeficientes de cansaço, que medem a inércia, a possível 

economia negativa, que é consequência do aumento do orçamento militar. 

 O g  e o h  são valores independentes dos orçamentos militares dos países em 

questão e podem reflectir uma variedade de factores não militares, tais como, politica 

interna, problemas económicos e descontentamento dos dois países por questões 

políticas anteriores. 

Dentro da estrutura deste modelo, os coeficientes de cansaço satisfazem:  

10 << α  e 10 << β  

 Podemos então escrever as equações anteriores na forma de matriz,  

bXAX kk +⋅=+1       (5.3.1.2) 

onde  
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A  e 0, ≥jia  para 2,1, =ji . 

 Assim temos que as equações (5.3.1.1) são equivalentes à matriz  

bAXX kk +=+1       (5.3.1.3) 

e determinemos agora os seus pontos fixos ou valores de equilíbrio. 

 Seja kxu =  e kyv = , para qualquer valor de k , donde vem que: 
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 Uma vez que as constantes são não negativas, os pontos fixos correspondem a 

orçamentos militares não negativos se for satisfeita a condição KL ⋅>⋅αβ . 

 A estabilidade do ponto fixo pode ser determinado usando o seguinte resultado: 

 

 Teorema 5.3.1.1: Se as matrizes A  e b , são tais que 0≥A  e 0>b , então a 

matriz A , tem todos os seus valores próprios estritamente dentro do circulo unitário do 

plano complexo se e só se existe um 0≥u , tal que bAuu += . 

 

 A ligação deste resultado com o nosso problema é que os valores próprios da 

matriz A , são iguais às raízes do polinómio característico das equações (5.3.1.1) 

 Deste teorema, podemos também concluir que os valores absolutos das raízes do 

polinómio característico estão estritamente limitados por um, pelo que se conclui que o 

ponto fixo é estável. 

 Uma vez que 0≥A , a condição de estabilidade é equivalente à desigualdade 

KL ⋅>⋅αβ . A desigualdade pode ser interpretada da seguinte forma: o termo KL ⋅  é 

o produto dos dois coeficientes de defesa e por conseguinte mede a propensão para 

continuar a corrida ao armamento; o termo αβ ⋅  é o produto dos dois coeficientes de 

cansaço e por conseguinte mede a capacidade para limitar a corrida ao armamento. A 

estabilidade acontece, quando o termo de cansaço total é maior do que o termo de 

defesa total, o que significa que se os dois países desejam evitar uma corrida aos 

armamentos, então devem seguir políticas orçamentais militares tais que, para valores 

não negativos de g  e h , o estado de equilíbrio seja não negativo.[6] 

 

5.3.2 Modelo de Combate de Lanchester 
 

 Sejam X  e Y  duas forças militares em combate uma contra a outra. As 

respectivas potências dessas forças no dia k  é dada por kx , ky , onde, por proposta de 

Lanchester, as potências são identificadas pelo número de combatentes de cada uma 

delas. Para determinar como mudam com k , o número de combatentes kx  e ky , 

podemos admitir que  

( ) RRPCPOxxx kkk ++−=−=∆ +1       (5.3.2.1) 
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onde, 

→PO  perdas operacionais; 

→PC  perdas em combate; 

→RR  razão de reforços; 

 Temos também uma equação similar para ky . 

 Os termos PO  referem-se a perdas por doenças, deserções, acidentes e qualquer 

outra desgraça, mesmo que não tenha nada a ver com o combate. 

 Os termos PC  ocorrem porque há combates com as forças Y . 

 Finalmente, os termos RR  dão o número de novos combatentes que vêm para 

ajudar as forças já existentes (este termo pode ser negativo, o que na prática 

corresponde à retirada da potência). 

 O que pretendemos é encontrar uma expressão matemática para estes três 

termos. Podemos considerar combates convencionais e combates de guerrilha. 

Consoante as forças que estão em confronto, assim teremos um destes três modelos. 





+⋅−⋅−=∆

+⋅−⋅−=∆

kkkk

kkkk

Qydxcy

Pybxax
CCM :       (5.3.2.2) 





+⋅−⋅−=∆

+⋅−⋅−=∆

kkkkk

kkkkk

Qyxhydy

Pyxgxax
GGM :       (5.3.2.3) 





+⋅−⋅−=∆

+⋅−⋅−=∆

kkkk

kkkkk

Qydxcy

Pyxgxax
GCM :       (5.3.2.4) 

 

 Estes três modelos referem-se às seguintes situações: 

1) CCM – conflito entre exércitos convencionais; 

2) GGM – conflito entre exércitos de guerrilha; 

3) GCM – conflito entre um exército de guerrilha e um exército convencional. 

Assim nas expressões acima; 

i) hgdcba ,,,,,  são constantes maiores ou iguais a zero e representam a razão das 

perdas; 

ii) São reforços e representam o número de novos combatentes em cada dia: kk QP , ; 

iii) Os termos 0x  e 0y  representam o número de combatentes com que se iniciou o 

combate. 
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 Analisando com mais pormenor as equações anteriores constatamos que: 

a) Dos termos que representam a razão dos reforços RR , kP  e kQ , podemos extrair 

as seguintes conclusões: Se estes termos são positivos, quer dizer que houve um reforço 

no número de combatentes, se forem negativos indicam que houve uma retirada e se for 

zero indicam que a potência está isolada: 

b) As perdas operacionais são dadas pela proporção entre o número de combatentes 

de um dos exércitos e o número total de combatentes; e são os termos kxa ⋅−  e 

kyd ⋅− ; 

c) As expressões kyb ⋅− , kxc ⋅− , kk yxg ⋅−  e kk yxh ⋅− , são termos de interacção 

entre as forças. 

Podemos usar estas equações para tirar conclusões acerca da potência que 

vencerá a guerra. Vamos ver por exemplo o caso do combate entre dois exércitos de 

guerrilha.[6] 

5.3.3 Combate de guerrilha 
 

 Consideremos duas forças de guerrilha em combate. Admitamos que não têm 

perdas operacionais e que estão isoladas. A última hipótese significa que nenhum dos 

grupos recebe reforços. As equações GGM, nestas circunstâncias são dadas por: 

kkk yxgx ⋅−=∆       (5.3.3.1) 

e 

kkk yxhy ⋅−=∆       (5.3.3.2) 

 Dividindo a primeira equação pela segunda, temos que  

h

g

y

x

k

k =
∆

∆
      (5.3.3.3) 

e  

kkkk xhygxhyg ⋅−⋅=⋅−⋅ ++ 11       (5.3.3.4) 

Assim, 

==⋅−⋅ Lxhyg kk  constante,      (5.3.3.5) 

onde em funções das condições iniciais L  é,  

00 xhygL ⋅−⋅=       (5.3.3.6) 
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 Deste modo, podemos concluir imediatamente que se: 

0>L , Y  ganha; 

0=L , ambos os exércitos são eliminados, isto é, empatam; 

0<L , X  ganha; 

5.4 Física 

  

 Em geral os sistemas físicos estão associados a um certo período de tempo e 

explicam como muda o sistema nesse espaço de tempo. Alguns sistemas complexos têm 

mais do que uma característica de período de tempo. Por exemplo, um copo de água 

quente tem associado um período de tempo de minutos, se o que estamos interessados 

em saber é qual é a rapidez do arrefecimento da água. Também, a dissolução de uma 

colher de chá de açúcar pode ser de segundos ou de minutos, dependendo da 

temperatura do chá.  

 O processo assume que o sistema dado tem um único período de tempo 

relevante, sT . E também assume que as medições das propriedades dos sistemas são 

efectuadas em momentos discretos de tempo, dados por ( )kttk ∆= , onde k  é inteiro e 

t∆  é o período de tempo entre medições, e é sempre constante. Finalmente assumimos 

também que τ , o tempo que demora a completar uma medição é muito pequeno quando 

comparado com o intervalo de tempo entre medições, isto é, t∆<<τ . Teremos também 

como hipótese que sTt <<∆ . Esta última condição mostra que o tempo entre medições 

deve ser bastante pequeno, de modo a que as mudanças no sistema possam ser 

realmente seguidas. 

 Na prática, podemos considerar τ  igual a zero e deste modo esta hipótese não 

entra na formulação do modelo. O sistema depende, em geral, somente de pequenas 

razões de tempo constante, 
sT

t∆
. O que é realmente interessante é saber como algumas 

quantidades ou propriedades do sistema, sejam elas ky , mudam durante os intervalos 

entre medições. Esta mudança é designada por  

( ) tyy kk ∆−+1       (5.4.1) 
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O processo de modelagem é então usado para formular uma lei de como ocorrem estas 

mudanças. 

 Matematicamente, temos  

( )β,,,1
sk

kkk Tkyf
t

yy

t

y
=

∆

−
=

∆

∆ +      (5.4.2) 

 em que a função f  depende de ky , de k , do tempo constante e possivelmente de 

outros parâmetros denotados pelo símbolo β . Quando se encontra a função f , o 

modelo matemático está completo. O próximo passo é resolver a equação e descrever as 

consequências dos comportamentos dos possíveis estados do sistema físico.[6] 

 

5.4.1 A Lei de Arrefecimento  
  

 Consideremos um objecto compacto, por exemplo, um copo com água quente 

que está num quarto. O que nos interessa é determinar como a temperatura muda em 

função do tempo. 

 Seja 

=0T  temperatura inicial do copo; 

=RT  temperatura do quarto; 

=∆t  tempo entre as medições de temperatura 

=sT  tempo constante do sistema; 

=kT  temperatura do corpo, no tempo ( )kttk ∆= ; 

Admitamos que t∆  é escolhido de tal forma que, sTt <<∆ . 

 Este sistema consiste em dois componentes: o quarto e o copo de água quente. O 

sistema sT  de tempo constante, pode ser determinado pelas medições de temperatura.  

 A experiência mostra que a temperatura da água decresce de uma forma 

monótona. 

 A razão de arrefecimento encontrada é directamente proporcional à diferença 

entre a temperatura do objecto e a temperatura do quarto, isto é,  

( )Rk

kk TT
t

TT
−∝

∆

−+1      (5.4.1.1) 
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 Seja  

Rkk TTT −=      (5.4.1.2) 

Logo, temos que  

k

s

kk T
Tt

TT








−=

∆

−+ 11      (5.4.1.3) 

onde a constante de proporcionalidade é o recíproco do sistema de tempo constante. 

 Se definirmos  

1<<
∆

=
sT

t
λ      (5.4.1.4) 

a equação  

k

s

kk T
Tt

TT








−=

∆

−+ 11      (5.4.1.5) 

pode ser escrita da seguinte forma  

( ) kk TT λ−=+ 11      (5.4.1.6) 

Esta equação tem a seguinte solução:  

( )k

k TT λ−= 10      (5.4.1.7) 

onde  

RTTT −= 00      (5.4.1.8) 

 A condição (5.4.1.4) mostra que kT  decresce monotonamente para zero e por 

conseguinte kT  decresce monotonamente de 0T  para RT . 

 Como podemos determinar sT ? 

 Suponhamos que resolvemos a equação (5.4.1.7) para os tempos 21 , kk . Temos 

assim 

( )
( )

( )

( )

( )

( )












−=
−

−=
−

⇔













−=

−=

⇔






−=

−=
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2

2

1

1

1

1

1

1

1

1

0

0

0

0

0

0

kRk

kRk

kk
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k

k

k

k

T

TT

T

TT

T

T

T

T

TT

TT

λ

λ

λ

λ

λ

λ
     (5.4.1.9) 

Dividindo agora a primeira equação do sistema pela segunda obtemos  

( )
Rk

Rkkk

TT

TT

−

−
=−

−

2

1211 λ      (5.4.1.10) 
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Cálculos directos mostram que 

( )












−

−









−
=−

Rk

Rk

TT

TT

kk
2

1log
1

1log
21

λ      (5.4.1.11) 

Tendo como hipótese ainda que(5.4.1.4), obtemos que 













−

−









−
=

∆
=

Rk

Rk

s TT

TT

kkT

t

2

1log
1

12

λ      (5.4.1.12) 

 Uma vez que o tempo, t∆ , entre medições é conhecido, são também conhecidas, 

a partir dos dados, as temperaturas do quarto, RT , 
1kT  e 

2kT , a partir desta equação 

podemos determinar sT , sistema de tempo constante.[6] 

 

5.5 Variação da População 

5.5.1  Procedimento de Verhulst(17) 

 
 Suponhamos o crescimento de uma população num certo número de anos. Se a 

população inicial for 0x  e se ao fim de n  anos for nx , a taxa de crescimento durante o 

ano de ordem 1+n  será  

n

nn

x

xx
r

−
= +1      (5.5.1.1) 

 

 Se a taxa de crescimento é constante de ano para ano, esta relação é verdadeira 

para qualquer valor de n  e poderá ser escrita na forma de uma lei dinâmica linear. 

( ) ( ) nnn xrxfx +==+ 11      (5.5.1.2) 

 

e ao fim de n  anos temos  

( ) 01 xrx
n

n +=      (5.5.1.3) 

 
                                                
(17) Pierre François Verhulst  (1804-1849). Era matemático e exercia na Universidade de Gand. Aí 

publicou em 1839, um modelo demográfico logístico. 
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 Temos um exemplo do que se chama um crescimento exponencial característico 

de vários fenómenos da vida real mas que, no caso de populações conduziria a valores 

enormes de populações (aliás como nos outros casos da vida real) que poderão não 

corresponder à realidade. 

 Em 1845, Verhulst formulou uma lei de crescimento que considera um valor 

máximo possível da população, digamos X . A lei de Verhulst admite que a taxa de 

crescimento diminuirá de r  até zero, à medida que a população se aproxima de X . 

Matematicamente, a taxa de crescimento já não será uma constante r , mas sim uma 

taxa variável nxcr ⋅−  sendo c  uma constante. Como o crescimento da população deve 

parar quando Xxn = , o valor da constante c  deverá ser 
X

r
. Com este valor a lei de 

Verhulst do processo dinâmico ficará 

( ) ( ) ( ) 2
1 11 nnnnnn xcxrxxcrxfx ⋅−⋅+=⋅−+==+      (5.5.1.4) 

 Atingindo o valor X  a população ficará constante ( ) XXf = . Se a população 

for pequena, crescerá, e se for grande, decrescerá. O processo de Verhulst conduz a uma 

situação estável que é o caso ( ) XXf = , independentemente do estado inicial. 

 Desde que 2<r  (taxa de aproximadamente duzentos por cento), caso que se 

aplica às populações humanas, o procedimento de Verhulst não anda longe da realidade. 

 Mas, tal como foi notado pelo meteorologista Lorenz em 1963, se 2>r , a lei de 

Verhulst descreve fluxos turbulentos que se verificam na Física dos Lasers, na 

Hidrodinâmica , na Teoria de Reacções Químicas e em muitas outras situações. E é aí 

que aparecem resultados fascinantes. 

 Se fizermos  

X

r
c =      (5.5.1.5) 

a relação de Verhulst fica  

( ) 2
1 1 nnn x

X

r
xrx −+=+      (5.5.1.6) 

Normalizando, admitindo que, 1=X  vem  

( ) ( )nnnnnnn xxrxxxrxrx −⋅⋅+=⇔⋅−⋅+= ++ 11 1
2

1      (5.5.1.7) 
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 Começando por exemplo com 1,00 =x  e iterando para diversos valores de r, 

verifica-se que: 

Se 2<r  o processo tende para o ponto de equilíbrio 1=x ; 

Se 1.2=r  o processo tende para uma oscilação regular entre dois valores 0,82 e 1,13. 

Este comportamento continua até 5.2=r . 

Se 5.2=r  começa um ciclo repetitivo de quatro valores 0.54, 1.16, 0.70, 1.23. Este 

comportamento continua até que 55.2=r .  

Se 55.2=r  obtemos um desdobramento para um ciclo de oito valores. 

Se 565.2=r  obtemos um desdobramento para um ciclo de dezasseis valores. 

Este processo de desdobramento continua até 57.2=r . 

Para 57.2>r  o comportamento do sistema dinâmico torna-se caótico e os valores 

aparecem em qualquer processo regular aparente. 

 Os diversos ciclos, para os quais o processo converge se 57.2<r , são chamados 

atractores. Para 2<r  o atractor é o ponto 1, para 5.22 << r  o atractor é um par de 

valores alternativos. 

 Uma análise cuidadosa da região critica acima de 57.2=r , revela que sob o 

caos se esconde a ordem. Por exemplo, perto de 0.3=r , existe somente uma banda 

caótica, para 679.2=r  essa banda divide-se em duas bandas caóticas, para 593.2=r  

subdivide-se em quatro bandas caóticas, depois em oito, depois em dezasseis, etc 

duplicando de cada vez até que para 57.2=r  essa duplicação se pode considerar 

infinita. O que é extraordinário é que exista uma constante universal (a constante de 

Feigenbaum) ligada a todo este fenómeno e cujo valor é, com dez casas decimais, 

4.6692016609. 

 Ainda mais, o aspecto das bandas interiores à região caótica apresenta uma nova 

ordem. Por exemplo para 83.2=r  o caos dá lugar a um atractor circular de três pontos. 

E na região à volta do ponto central aparece uma réplica de todo o diagrama de 

Verhulst. É o comportamento fractal. 
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Conclusão 
 
 
 Ao terminar o trabalho que me propus desenvolver, torna-se necessário e 

conveniente dar em traços largos e concisos a razão da minha escolha. 

 Escolher, implica sempre algum risco, mas quando o objecto da nossa escolha é 

uma completa novidade, esse risco é ainda mais acrescido. Na minha formação nunca 

tinha ouvido falar de equações de diferenças, pelo que o desafio de desenvolver algo 

nesta área era ainda mais aliciante. 

 Comecei de facto do zero, e à medida que avançava no trabalho descobria 

ligações inimagináveis, com este assunto. Quem poderia imaginar que estratégias de 

guerra podiam ser desenvolvidas recorrendo a equações de diferenças? Neste percurso 

procurei contornar e superar as dificuldades que me foram surgindo e provavelmente 

por deformação profissional, associar à teoria, muitos e muitos exemplos, que permitam 

uma melhor compreensão deste tema. 

 Parece-me que um tema que não tenha aplicações práticas é muito pouco 

proveitoso. No mundo das equações de diferenças, as aplicações à vida real são mais 

que muitas, a dificuldade reside no facto de escolher um exemplo significativo dentro de 

cada uma das áreas científicas. 

 Julgo ter alcançado os meus objectivos, e para além das novas aprendizagens 

que fiz, dar algum contributivo para uma abordagem clara e interessante deste tema. 

 Se o consegui dou por bem empregue o tempo dispensado, pois como dizia o 

insigne e grande arqueólogo, meu conterrâneo, Abade de Baçal, que vou citar de 

memória, pelo que as palavras podem por ventura ter sido modificadas, mas cuja ideia 

era essencialmente assim: 

 “ Se contribuirdes, ainda que minimamente, para aumentar a ciência, tereis 

prestado um grande serviço à humanidade”. 

 Assim dizia este grande estudioso com quem concordo plenamente. 
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