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Resumo

Nesta dissertagao, comecamos por dar nogoes basicas necessarias sobre
grupos e sobre o software ”GAP”. Ao longo do trabalho sera introduzido,
sempre que possivel, no final de uma ou mais secgoes, um exemplo com o
intuito de utilizar o software ” GAP”na demonstracao das nocoes dadas.

Estudamos os grupos simétricos e a sua relagcao com as simetrias rotacio-
nais dos sélidos platénicos. Apesar de existirem cinco sélidos platénicos,
apenas faremos trés analises, pois existem dois pares de solidos que sao
duais. Terminamos este trabalho com o estudo da construcao de tabelas
de caracteres de grupos. Aplicamos este estudo aos grupos de rotagoes dos

solidos platonicos.
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Abstract

In this dissertation, we begin by giving basic necessary notions on groups
and on the software "GAP ”. Along the work it will be introduced,
whenever possible, in the end of one or more sections, an example with
the intention of using the software "GAP ”in the demonstration of the
given notions.

We study the symmetric groups and their relationship with the group
of rotational symmetries of platonic solids. In spite of studying the five
Platonic solids, we will do three analyses, since there are two couples of
solids that are dual. We finish this work with the study of the construction
of the characters tables of groups. We apply this study to groups of

rotations of the platonic solids.
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Notacao

Simbolo Uso Significado
€ r €S x é um elemento de S
¢ x &S x nao é um elemento de S
C ScX S é um subconjunto de X
C ScG S é um subgrupo de G
< S<G S é um subgrupo impréprio de G
< S< G S é um subgrupo préprio de G
0 0 Conjunto vazio
{} {z|—} Todo o elemento =
N SNG Intersecgao de S com G
U SUG Reuniao de S com G
() (z,y) Par ordenado
X X xY Produto de X por Y
= = — ... implica —
& e — ... se e s6 se —
o fog Composicao, f apés g

x1i



xiii
— X =Y Funcao de X para Y

E um isomorfismo de X para Y

I
PR
I
K

00 00 Infinito

il ulwv u é ortogonal a v

<> < u, v > Produto interno de u por v

< H«G H é um subgrupo normal de G
O O Terminagao da demonstragao de

um teorema

Simbolos de Conjuntos Significado
Z Conjunto dos niimeros inteiros
C Conjunto dos niimeros complexos
N Conjunto dos niimeros naturais
Q Conjunto dos niimeros racionais
R Conjunto dos niimeros reais
S, Grupo Simétrico
A, Grupo Alterno
B, Subconjunto de S,
D(n) Grupo Diedral
C, Grupo Ciclico Finito

Lo, Grupo Ciclico Infinito



Introducao

Grupo é uma estrutura matematica simples que transformou toda a ciéncia
Matematica. O seu estudo, a “Teoria dos Grupos”, reflecte-se na teoria das
equagoes, na teoria dos niimeros, na geometria diferencial, na cristalografia,
em estudos sobre o atomo e particulas subatémicas, etc.

O conceito de grupo surge, pela primeira vez, num trabalho de 1829 de
autoria de um jovem irrequieto e genial matematico francés com apenas 18
anos, Evariste Galois.

Galois participou como republicano na revolugao de 1830 e morreu em 1832,
com apenas 21 anos, ferido num duelo.

Tendo-lhe sido recusada, por duas vezes, a adimissao a Escola Politécnica
de Paris, acabou por ser admitido a Escola Normal, onde ficaria pouco
tempo, face a sua intensa actividade politica.

“ resolubilidade

Interessou-se, entre outros assuntos, pelo problema da
algébrica das equagoes do 5° grau ou de grau superior, que nao eram
resoliveis pelos métodos tradicionais” (isto é, usando um numero finito
de vezes a extraccao de raizes quadradas ou cubicas, e outras operagoes
triviais). Foi a propésito deste problema que Galois criou o conceito de
grupo, analisou as propriedades dos grupos de substituicoes e estabeleceu
as condigoes em que a resolucao daquelas equacgoes era possivel.

Destes factos e doutros tentou dar conta através de varias comunicagoes

que foram ignoradas pelos matematicos da época, talvez por desconfiarem

da sua extrema juventude.



Quatorze anos apds a sua morte, em 1846, foi publicado um texto, com
cerca de 60 paginas, onde Galois esbogava a “Teoria de grupos”, a chave da
Algebra e Geometria modernas, e abordava outros problemas classicos.

A teoria dos grupos tem a sua origem também ligada a um outro jovem
matematico noruegués Niels Henrik Abel (1802—1829), principalmente pelos
seus estudos sobre grupos comutativos. Em sua honra estes grupos sao
também chamados grupos abelianos.

Tal como Galois, publicou algumas memoérias de Analise, com apenas 18
anos, em 1820.

Estes dois jovens contemporaneos apresentam estranhas coincidéncias nas
suas vidas. Nomeadamente, ambos tentaram, sem éxito, que as suas des-
cobertas fossem reconhecidas pelo meio cientifico de Paris, ambos viveram
uma vida intensa e breve, morrendo antes dos 30 anos, e ambos alcangaram
a celebridade postumamente: um é o francés Galois, o outro é o noruegués
Abel.

Os grupos abelianos tém importancia central em Algebra Abstracta e nou-

tros ramos da Matematica nomeadamente na Topologia Algébrica.

Apés esta nota histérica!, serd feito um breve resumo de cada capitulo.
Assim, no primeiro capitulo serao dadas algumas nogoes basicas sobre
grupos, essenciais para os restantes capitulos.

No segundo capitulo, é feito um estudo do grupo geral linear, GLL(n), grupo
das matrizes invertiveis n x n com entradas reais. Existe um isomorfismo
entre este grupo e o grupo das transformacgoes lineares invertiveis em R".
Em particular, estudaremos o grupo ortogonal O(3) subgrupo de GL(3).
Pretendemos identificar as transformacoes lineares de R?> em R*® que pre-
servam distancias e amplitudes de angulos. Veremos que estas fungoes

sao rotagoes em torno de um eixo e formam um grupo, cuja operacao é a

Lyer, “A History of Mathematics”, Jonh Wiley e Sons, Inc, 89, eyer, Carl e outros.



composigao.

No terceiro capitulo, estudaremos o grupo das “Permutacoes” e veremos
que qualquer grupo é isomorfo a um subgrupo de um grupo de permutacoes.
Estudaremos, no quarto capitulo, as tabelas de caracteres de grupos e, como
forma de aplicacao de todos estes capitulos, teremos um ultimo cujo tema
é “Estudo dos grupos de rotagoes dos solidos platénicos”.

Ao longo destes capitulos, ira ser utilizado de forma progessiva o software
“GAP”(Groups, Algorithms and Programming), que comegou por ser um
sistema computacional para lidar com grupos, mas o seu uso tem sido
alargado devido ao elevado niimero de “share-packages” existente.

O mesmo software tem sido utilizado na realizacao de muitos trabalhos de
investigacao e, também, no ensino, especialmente para ensinar a “Teoria
de Grupos”.

A primeira versao da criagao de tabelas de caracteres no “GAP”surgiu com
o “GAP 3.1”em Marco de 1992, para ser utilizado no estudo de grupos.
Um outro aspecto foi a criagcao da biblioteca de tabelas de caracteres com
todas as tabelas dos grupos finitos (ver [1], disponivel na Internet).?

O software “GAP”comegou a ser desenvolvido em 1984 em Aachen, na
Alemanha, tendo o seu centro de desenvolvimento sido transferido para St.
Andrews, na Escécia, em 1987. Existem pessoas a trabalhar no “GAP”um
pouco por todo o mundo.

Na conclusao sera elaborada uma pequena reflexao sobre o tema da tese.

2“The GAP caracter table library”, version 1.1, maintained by Thomas Breuer



Capitulo 1

Nocoes basicas sobre grupos

Em matematica moderna chama-se estrutura algébrica a um conjunto mu-
nido com uma ou vérias operagoes bindrias (ou leis de composi¢ao interna)

que obedece a um determinado sistema de leis axiomaticas.

A teoria que estuda as estruturas algébricas, dando énfase as operacoes e
leis que as definem e as consequéncias dessas leis, independentemente da
natureza especifica dos elementos que formam o conjunto, tem o nome de

algebra abstracta.

A Aalgebra abstracta constitui assim uma visao de sintese, unificadora, que
revela as analogias estruturais de muitos conjuntos de seres matematicos
aparentemente desligados. Por exemplo, o conjunto dos vectores do plano,V,,
associado a adigao de vectores (+4), goza das mesmas propriedades que o

conjunto dos niimeros inteiros, Z, associado a adi¢ao usual (+).

1.1 Definicao de grupo

Sejam = e y dois quaisquer elementos de um conjunto G. Diz-se que ¢ é

uma operacao binaria definida em G, ou lei de composicao interna em G,

4



CAPITULO 1. NOQOES BASICAS SOBRE GRUPOS 5

sse ao par ordenado (z,y) de G x G corresponde, pela operagao ¢, um tnico

elemento de G, que se designa por = ¢ y.

p:GxG—-G

(T,y) »z=z9py

Exemplo 1.1 A adicao usual em 7 associa a cada par ordenado de nimeros

inteiros, (r,y), um nuimero inteiro que é a sua soma, T + Y.

Exemplo 1.2 A adicao de vectores de um plano V, é uma operacao bindria
definida em V,, porque a soma de dois vectores é um vector do mesmo

plano.

Exemplo 1.3 O produto escalar de dois vectores nao é uma operacao bindria
em V,, porque o produto escalar de dois vectores é um numero real e nao
um vector. Por nao ser let de composicao interna, ou operacao interna,

€ que se abandonou a designacao de produto interno.

Sejam G um conjunto nao vazio e ¢ uma operagao binaria definida em G.
Um conjunto G diz-se um grupédide relativamente a operagao ¢, ou (G, p)
é grupdide, sse ¢ é uma lei de composicao interna em G. O conjunto G é

designado por conjunto suporte do grupdide.

Definigao 1.1 [2/, pdg.28
Um grupo é um par (G, p), constituido por um conjunto G e uma opera¢do

binaria:

p:GxG—->G

que satisfaz os seguintes axiomas:

Associatividade: Vr,y,2€G: x ¢ (y ¢ z) = (x v y) ¢ =
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Existéncia de elemento neutro: 3ecG, VacG: z pe = e p v ==

Todo o elemento tem oposto: VacG, Ja~'cG: v ¢ 27! =271 ¢ 2 = e,

e e x~ ! sao unicos.

Diz-se que (G, ¢) é abeliano ou comutativo se (G, ¢) é grupo e ¢ é comutativa.

1.1.1 Exemplos de grupos

Definigao 1.2 [3/, pdg.23
Um subgrupo H de G é um subconjunto nao vazio de um grupo G que

segundo a lei de composicao interna de G forma ele proprio um grupo.

No caso do grupo ser finito uma definicao equivalente, é que H deve ser

fechado para a lei de composicao interna, isto é
hy © ]’LQEH, Vhl, hoeH

A associatividade é herdada do maior grupo G e, a existéncia da identidade
em H vem do facto do grupo G ser finito e a operagao ser uma lei de
composicao interna (fechada). Para justificar esta afirmagao note-se que
todo o elemento heG, tem ordem finita r, portanto, " = e. Entao por H

ser fechado tem-se ecH. De igual modo,
h=t = h"~leH,

o que demonstra que o oposto de um elemento hcH esta também em H. De
acordo com a defini¢ao acima, {e} e G sao subgrupos de G. Estes subgrupos
sao designados de subgrupos triviais de G. Um subgrupo H que nao é trivial

é chamado de subgrupo proprio e escreve-se H < G.
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Teorema 1.1 [}/, pdg.136
Um subconjunto H de um grupo G é um subgrupo de G sse xy~'cH sempre

que x,ycH.

1.2 Conjugacao e classes conjugadas

Definicao 1.3 [3], pdg.19
Dois elementos © e y de um grupo G sao conjugados se existe um elemento
9€G de modo que:

r=gyg!

O elemento g é chamado de elemento conjugador.

A conjugacao é um exemplo de uma relagcao de equivaléncia, um dos con-
ceitos fundamentais em Matematica. Uma relagao é de equivaléncia se for:
(1) reflexiva (todo o elemento é equivalente a si préprio)

r~zumavezqueecG =z =zx"le

(17) simétrica (se x é equivalente a y entdao y é equivalente a )
T~Y=>Y~T

1

x ~ y, significa que r = g y ¢, para algum ge€G, pela existéncia de elemento

1 1

oposto, podemos reescrever isto, y = g~ =z g, isto é, y ~ z, sendo g7 um

elemento conjugador.

(77i) transitiva (se = é equivalente a y e y é equivalente a z entao z é

equivalente a 2)
T~YNYy~z2=>x~2

1, para algum ¢€G e y ~ 2z = y = hzh™!, para algum

Sex~y=>r=9yg
heG entao r = gy g = (gh)z(h=1g~') = (gh)z(hg)~', conclui-se que = ~ z,

sendo (gh) um elemento conjugador.
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1.2.1 Classes de conjugacao

Uma qualquer relagao de equivaléncia definida num conjunto efectua uma
particao do mesmo em classes de equivaléncia disjuntas. A classe de equi-
valéncia de um elemento z, escrevendo-se (z), é simplesmente o conjunto
dos elementos equivalentes z:

() ={yly~ux}

Para construir classes de equivalécia o procedimento é o seguinte: toma-
se um elemento qualquer x do conjunto e constréi-se a sua classe (z). Se
este processo nao esgotar o conjunto, toma-se outro elemento y que nao
pertencga a (z) e constréi-se a sua classe (y). Repete-se o mesmo processo
até esgotar os elementos do conjunto. Pela natureza desta construgao, as
classes sao necessariamente disjuntas. Para provar isto, suponhamos que
(x) e (y) tém um elemento ¢t em comum. Isto significa que t ~ x e t ~ y,
entao pela propriedade transitiva, r ~ y, o que é uma contradi¢cao uma vez
que y nao pode ser elemento de ().

Uma vez que a conjugacgao é uma relacao de equivaléncia, entao ela divide
os elementos do grupo em classes de equivaléncia, designadas por classes

de conjugacgao:

() ={y|y=gxg ", VgeG }

1.2.2 Classes laterais

Seja H = { hy, hs, ..., h, } um subgrupo finito do grupo G. A classe esquerda
de um elemento g€G, denotada por gH, é definida como o conjunto de todos

os elementos de H multiplicados a esquerda por g:

gH - { ghb ghQa ) ghr }

Estas classes ou coincidem, ou sao disjuntas e fornecem outra particao do

grupo G, diferente da particao anterior. Para provar esta afirmacao, vamos
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estabelecer outra relacao de equivaléncia. Dois elementos sao equivalentes
se:

x ~y, se yezH

Verificacao da relacao de equivaléncia:

(1) reflexiva Sera que rcxH?
Sim, pois * = ze e ecH (existéncia da identidade)

(77) simétrica Se yerH entao zeyH ?
Se y € zH entao y = zh, para um h € H, portanto, x+ = yh~ !, com h~'cH

(existéncia do elemento oposto)

(i77) transitiva  Se yezH e zeyH entao zezH ?
Se yexH e zeyH entao y = zh e z = yh), para h, heH, portanto, z = zhh),
com hheH (H fechado)

Para um grupo finito G podemos enumerar as classes da seguinte forma:

ng? 92H7 (L) gsH

O conjunto das classes é designado por G/H.

Teorema 1.2 Teorema de Lagrange[3], pdg.25

A ordem de qualquer subgrupo de um grupo G € divisor da ordem de G.

Demonstracao Seja gH uma classe esquerda de H,

gH = {ghi, ghs,...,gh,}

O nuimero de elementos distintos pode ser menor do que r se gh; = ghy. Mas

1

multiplicando, ¢, a esquerda, pode-se deduzir que h; = h,, contrariando
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a hipétese. Sendo assim, todos os elementos de um grupo G, que sao em
nimero |G|, podem ser agrupados segundo s (= |G/H]|) classes contendo r
(= |H]|) elementos. Conclui-se que |G| = s|H]|.

A ordem de qualquer subgrupo de G deve ser um divisor da ordem de G.

g

1.2.3 Subgrupo normal

Em geral os subgrupos e classes de conjugacao tém pouco a ver uns com
os outros. Contudo, os dois conceitos estao ligados segundo um tipo de
subgrupo chamado de “normal”, invariante ou subgrupo conjugado préprio.
Apesar de especial, este tipo de subgrupo surge naturalmente num contexto
de aplicagoes entre grupos. O subgrupo normal H de G satisfaz a seguinte

condicao:

gHg ' = H, V geG (1)

Existem varias formulacoes equivalentes a esta definicao. Multiplicando

por g a direita:

gH = Hyg
Aqui Hg é uma classe a direita, consistindo nos elementos

Hg ={ hig, hag, ... , heg }

Assim, uma definicao alternativa, um subgrupo normal é um subgrupo
cujas classes a direita e a esquerda coincidem.
Pela primeira definigao vé-se porque razao H é chamado conjugado préprio,

por analogia com elemento conjugado préprio, satisfazendo,

ghg™" =h
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Contudo, em (1) o significado nao é o mesmo. O significado é que todos os

conjugados de h devem ser também elementos de H, isto é

heH = ghg~'eH, VgeG

Outra definigao é, portanto, de que um subgrupo normal é um subgrupo

formado por classes de conjugagao completas.

Nota Se H é um subgrupo normal de G utiliza-se a seguinte notacao:

H « G.

1.2.4 Grupo quociente

Uma propriedade notavel do subgrupo normal H é que o conjunto das
classes G/H pode ser munido da estrutura de grupo, usando uma defini¢ao

adequada de produto de duas classes.

Definigao 1.4 [3/, pdg.26
O produto de duas classes (giH) e (g.H) € definido como sendo a classe

(g192H), ou seja

(91 H)(goH) = (g192H)

Pode-se verificar que realmente esta operacgao satifaz os axiomas.

1.3 Homomorfismos

Seja ¢ uma operagao binaria de um conjunto A e ¢ uma operagao de um

conjunto B. Um homomorfismo, f é uma aplicacao

fA>B
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tal que:

f(z0y) = f(x) ¢ f(y), Yr,ych

Os homomorfismos podem classificar-se em:
Monomorfismo se a funcao f é injectiva.
Epimorfismo se a funcao f é sobrejectiva.

Isomorfismo se a funcao f é bijectiva.

Definic¢ao 1.5 [4/, pdg.143

Diz-se que a aplicagao f: A — B é um isomorfismo do grupo (A,0) sobre
o grupo (B, ) sse:

- f € byectiva;

- [(z8y) = f(z) ¢ f(y), Vo,yeA

Definic¢ao 1.6 [4/, pdg.143
Dois grupos, (A,0) e (B,p) dizem-se isomorfos sse existe pelo menos um

isomorfismo de (A, 0) sobre (B, p) e escreve-se:

(A, 0) ~ (B,p)

Quando existe um isomorfismo entre dois grupos, pode afirmar-se que eles
tém a mesma estrutura. Consequentemente, estudadas as propriedades de
um grupo, estao estudadas as propriedades de todos os grupos isomorfos,
0 que justifica o significado da palavra isomorfismo: etimologicamente -

mesma forma.
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Grupo Linear Geral, GL(n)

O conjunto de todas as matrizes invertiveis, n X n, com entradas reais,
forma um grupo para a multiplicagao de matrizes. Se A = (a;;) e B = (b;;)
sao duas matrizes, entao cada elemento do produto é obtido através da

soma:

ailblj + aigbgj + ...+ ainbnj

A multiplicacao de matrizes é associativa, tem como elemento neutro a
matriz identidade, I,,, e o produto de AB tem inverso (AB)™! = B71A~1,

pois

(AB)(B-'A™Y) = A(BB"YA™! = A[LA™' = AA™! = I,

Cada matriz A determina neste grupo uma transformacao linear invertivel,

f: R® - R"
definida por:
fa(X) = XA,

para todos os vectores X = (z1,...,x,) em R", onde ¢t significa a transposta.

13
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O produto de matrizes, AB, determina a composicao de uma transformacao
linear f,fp:

fap(X) = X(AB)' = XB'A" = fa(fs(X))
Se f: R" — R"™ é uma transformacao linear invertivel e, se A é uma matriz
que a representa, entao A é uma matriz invertivel: f = f4.

Por estas razoes, o grupo de todas as matrizes invertiveis n x n com

entradas reais é chamado de Grupo Linear Geral, GL(n),

GL(n) = {A € My, (R): det(4) # 0}

A multiplicagao de matrizes nao é comutativa para n > 2. Assim, temos a

familia de grupos nao comutativos infinitos: GL(2), GL(3), ...

Quando n = 1, cada matriz tem apenas uma entrada, nao nula. Entao o

grupo GL(1) é isomorfo a R\{0}.

Dada a matriz AcGL(n), podemos construir a matriz:

A0
0 1

N
I

A colecgao de matrizes desta forma é subgrupo de GL(n + 1) e a corres-
pondéncia: A — A mostra que GL(n) é isomorfo a este subgrupo.

Em termos de transformacgoes lineares, podemos identificar R” como o
subespaco de R""! formado por todos os vectores cuja tultima coordenada
é zero.

Assim, f; actua como f4 em R" e deixa a dltima coordenada em cada ponto

inalterada. Isto para dizer que:

Rt = R" x R
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f[l: R 1 — Rt
dada por:

fa(X,2) = (fa(X),2)

2.1 Grupo ortogonal, O(n)

Qualquer matriz, AcGL(n), diz-se ortogonal se
A'A = I, ou, ainda, A" = A~!

Note-se que: (A71)"1 = A = (A"

Se A e B sao matrizes ortogonais, entao,
(ABYAB ' = (B ) A'AB™' = (B YIB! =1,

Isto significa que AB~! é ortogonal. Pelo teorema 1.1 da péagina 7, o
conjunto de todas as matrizes ortogonais forma um subgrupo de GL(n).

Este subgrupo é chamado de grupo ortogonal, O(n), ou seja,

O(n) = {A € GL(n) : A'/A = I,,}

O determinante de uma matriz ortogonal é sempre +1 ou —1, uma vez que:

det(I,) = det(A'A) = (detA)?

O conjunto de todos os elementos de O(n) com determinante igual a +1
forma um subgrupo de O(n) chamado de Grupo Ortogonal Especial, SO(n),

ou seja,

SO(n) = {A€O(n): det(A) = 1}
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Se A€O(n), a correspondente transformacgao linear, f4, preserva a distancia
e a ortogonalidade.
Para ver porqué, consideram-se X e Y pontos de R" e considera-se o produto

escalar de f4(X) por fa(Y).

Temos,

fa(X)fa(Y) = (XAH(Y A = XA'AY! = XY = XYV (1)
Como ||X|| = VX.X , substituindo em (1) Y por X verifica-se que:
IEa (XD = [IXT],

assim f, preserva os comprimentos. Também,

1fa(X) = faY)]] = [[fa(X = Y)[| = [[X = Y],

mostra-se que f4 preserva a distancia entre dois quaisquer pontos.

Finalmente, o produto escalar f4(X)f4(Y) é zero, quando o produto escalar
XY é igual a zero. Assim se X e Y sao vectores perpendiculares entao as

transformacoes lineares f4(X) e fa(Y) também sao perpendiculares.

2.1.1 Grupo ortogonal, O(2)

No plano R? consideremos a origem. A rotacao em torno da origem segundo
um angulo ou uma reflexao segundo um eixo que passa pela origem é uma

transformacao linear de R? — R2.

Se Ac€0(2) as colunas da matriz A sao vectores unitirios e ortogonais.

Supondo:
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Fazendo,
a=cos bt ,b=senf ,para<0<2r

c=cosa,d=sena,paraa=0+35 ou a=0-7

No primeiro caso obtém-se:

cosfl - senf

2
Il

sen cosd

AeSO(2) e representa uma rotagao contraria a dos ponteiros do relégio,
segundo o angulo 4.
Outra forma de descrever os elementos de SO(2) é através da forma algébrica,

ou seja, consideremos de novo a matriz,

a ¢C
A= € SO(2)

b d
sse
a?+ b =1,
A4 d? =1,
ac+bd = 0,
ad —bc =1

A primeira equagao diz-nos (a,b) = r(cosf, senf) para algum reR. A terceira
equacgao implica (c¢,d) = r(—senf, cosf) para algum r€R. Da segunda conclui-
se que r = =1 e da quarta que r = 1.

Entao a = cosf, b = senf, c = —sent e d = cos .

O segundo caso da-nos:

cos @ sen

senff - cos @



CAPITULO 2. GRUPO LINEAR GERAL, GL(N) 18

sendo o determinante igual a —1 e representa uma reflexao segundo o angulo

¢. Assim, no segundo caso A¢SO(2), pois o determinante é igual a -1.

Algebricamente,
a®+ b =1,
A+d®=1,
ac+bd =0,
ad —bc = —1

A primeira equagao diz-nos (a,b) = r(cosf, senf) para algum r€R. A terceira
equacgao implica (¢,d) = r(senf, —cosf) para algum reR. Da segunda conclui-
se que r = +1 e da quarta que r = —1.

Entao a = cosf, b= senf, c =senf e d = —cos¥f.

2.1.2 Grupo ortogonal especial, SO(3)

Suponhamos que a matriz AcSO(3). O polinémio caracteristico, det(A—\I),
é cubico e, portanto, a matriz A tem pelo menos um valor proéprio real igual
a 1 Como o det(A) = 1 tem-se,

det(A—1) = det(A' — 1) =

= det(A) det(A* — 1) =
= det(AA' - A) =
= det(/ — A) =

—-det(A-1I), A =1

Conclui-se, assim, que o det(A — ) = 0. Seja v é o vector préprio cor-

respondente ao valor préprio igual a 1. A linha que passa pela origem e
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é determinada pelo vector v , é fixada pela funcao f,. Também como f4
preserva os angulos rectos, entao f4 deve enviar o plano perpendicular a v, e
passando pela origem, nele préprio. Vamos construir uma base ortonormal
de R? com vector unitério, v/||v||, como primeiro elemento. A matriz de
fa com respeito 4 nova base vai ser um elemento de SO(3) com a seguinte

forma:

Claramente BeS0O(2), portanto, f4 é uma rotagao cujo eixo é determinado
por v. Cada matriz de SO(3) representa uma rotacgao de R* em volta de um
eixo que passa pela origem. Prova-se também que, cada rotagao de R*® que

fixa a origem é representada por uma matriz de SO(3).

Exemplo 2.1 Seja AcSO(3)

0 -10 A 00O -2 -1 0
A-X=1]11 0 0 |- 0 X 0| = 1 - 0
0 0 1 0 0 A\ 0 0 1-2A\

Pa(\) = det(A — M) = —A(=A)(1 = X) + 1(1 — \)

det(A-X)=0< (1-N)N+1) =0«
S1-A=0VXN+1=0<
SA=1VAI=++/-1==41

Assim, o produto dos valores préprios é igual ao det(A):

I xix(=i))=1x—-?=1x1=1,c.d.q.
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Seja
1 00
U=]101 0
0 0 -1

A matriz U representa a reflexao no plano (z,y). Se AcO0(3) e A¢SO(3), entao
AU€eS0(3), pois o determinante é igual a +1.

Escreve-se A como um produto:

(AU)U obtendo-se fi4 = faufu

Como f,4y é uma rotacao, consequentemente, f4 € uma reflexao no plano
(x,y) seguida de uma rotacao. Normalmente referimos SO(3) como sendo o
grupo das rotacgoes a trés dimensoes. Se um sélido regular estiver posicio-
nado em R?® com o centro de gravidade na origem, entao cada simetria é
representada por uma matriz de Q(3). O grupo das simetrias rotacionais é,
portanto, isomorfo ao subgrupo de SO(3), e o grupo de todas as simetrias

é isomorfo ao grupo O(3) .

2.1.3 Subgrupos finitos de SO(3)

Teorema 2.1 [5/, pdg.104
Seja G um subgrupo finito de O(2). Entao G € ciclico ou diedral. Mais
especificamente, se G for subgrupo de SO(2), entdo ele serd ciclico, pois

admite apenas rotacoes.

A ideia desta demonstracao é dada a seguir.
Demonstracao Seja G um subgrupo finito nao trivial de O(2). Supondo
primeiro que GCSO(2), devemos olhar para a matriz da rotacao de menor

angulo de G, matriz para a qual temos uma caracterizagao em funcao do



CAPITULO 2. GRUPO LINEAR GERAL, GL(N) 21

angulo. Assim, devemos concluir que esta matriz gera G e G ¢ ciclico.

Se G nao estiver contido em SO(2), entao tomemos,

H = GN SO(2)

Assim, H é um subgrupo de G cujo indice é igual a 2 e, pela primeira parte,
H é ciclico porque estd contido em SO(2). Escolhe-se um gerador a para H
e um elemento b de G — H. Como b representa uma reflexao, temos b*> = I.
Se a = I, entao G consiste em [ e b e é um grupo ciclico de ordem 2. Alias,

a ordem de a é um inteiro para n > 2. Os elementos de G sao agora:
I,a,..,a% Y, b,ab, ..,a" b
e satisfazem a" = I, b> = I, ba = a~'b. Neste caso a correspondéncia:
a—1r,b—s

determina um isomorfismo entre G e o grupo diedral D(n). O

Teorema 2.2 [5], pdg.105
Um subgrupo finito de SO(3) € isomorfo a um grupo ciclico, ou a um
grupo diedral, D(n), ou ao grupo de rotagcées de um dos sdlidos de Platdo,

ou seja, Ay, Sy ou As.

A seguir, sera descrito em pormenor cada um dos grupos ou familia de

grupos referidos no anterior teorema.

2.1.4 Grupos ciclicos

Se G é um grupo e geG entao < g > = {¢"| n€Z} é chamado de subgrupo

ciclico gerado por g. Se < g > = G, entao G é um grupo ciclico.

Exemplo 2.2 [7], pdg.51

Para um hexdgono regular, seja r uma rotacao segundo um dangulo, no
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sentido contrdrio ao dos ponteiros do relégio, de amplitude igual a 60°.
Assim, o grupo de todas as simetrias rotacionais do hexdgono consiste

em seis rotacoes,

{67T7r27r37r47r5}7

com 1r° = ¢c. O grupo é chamado de grupo ciclico de ordem 6, gerado por

Exemplo 2.3 [7], pdg.51
Se L é uma linha infinita com todos os pontos inteiros, entao uma sime-
tria desta linha L € a translacao T a direita segundo uma unidade. Todas

as translacoes desta linha formam um grupo,
L, 3,2, 1, T, T, T3, L,

um grupo ciclico “infinito”. FEste grupo é isomorfo ao grupo aditivo de

todos os inteiros.

Teorema 2.3 [6], pdg.65
Qualquer grupo ciclico infinito € isomorfo a Z. O grupo ciclico de ordem

n € isomorfo a Z/nZ.
Demonstracao Seja G um grupo ciclico com gerador g. Define-se a funcao:
7 —G por fim— g™
para m € Z. Uma vez que,
flmy+mg) = gmtm2 = gmgm2 = f(my) f(ma),

f é um isomorfismo. Uma vez que, G = < g > entao f é sobrejectiva.

Existem agora duas possibilidades. Uma supondo que |G| = co. Entao

a™ 7é 17 Vnﬁéo

Se existem m; e my tais que ¢! = ¢ entao ¢! = 1. Sendo assim,
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mp — My = 0

Assim, f é injectiva e, portanto, é um isomorfismo.
A segunda possibilidade é que |G| = n, para algum neN, isto é, a ordem de

g é n. Ora,

f(m+sn) = g"*™" = g™ = f(m), ¥,

Assim, f define a fungao:

f2/nZ - G

0 que é também um homomorfismo sobrejectivo. Uma vez que ambos os
grupos tém ordem n, isto implica que [ é injectiva e, assim, um isomorfismo.

g

Dois quaisquer grupos ciclicos com a mesma ordem sao isomorfos. Nao é

verdade, em geral, que dois grupos com a mesma ordem sejam isomorfos.

Por exemplo, o grupo de Klein
K = {e, a, b, ab}, a®> = V* = (ab)? = ¢
que tem ordem 4, nao é isomorfo ao grupo ciclico de ordem 4,
Cy = {e, 1y 1%, 13},

porque nao tem nenhum elemento de ordem 4.

Em geral, se ¢gcG , entao o subgrupo gerado por g, escrito < g >, é o
subgrupo de todos os elementos de G que possam ser expressos em termos
de elementos de g e seus inversos. De uma forma mais precisa, se G é finito,

entao temos,

<g>=]Jg"
i=0
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Por outro lado se a descrigao é mais complicada, deve-se incluir expressoes
com a forma: of' a5? ... aj* onde e¢; = £1, V; e o;€g. Este tipo de expressoes

sao chamadas palavras em g.

Proposicao 2.1 [7], pdg.54

Qualquer subgrupo de um grupo ciclico é ciclico.

Demonstracao Para o grupo ciclico infinito Z, demonstra-se que qualquer
subgrupo de Z é um conjunto nZ de todos os miltiplos inteiros de um n > 1.
Facilmente vemos que estes conjuntos nZ sao subgrupos. Por outro lado,
seja S um subgrupo proprio do grupo aditivo Z. Considere-se o menor
positivo n€S. Todo o inteiro multiplo de n estd em S. Por outro lado,
se k€S, o algoritmo da divisao da-nos £k = gn+ 7 com 0 < r < n e keS,
gn€eS implica reS. Uma vez que n seja o menor elemento positivo de S,
relembrando que r devera ser igual a zero e £k = gn. Os elementos de S sao
exactamente os miiltiplos de n.

Para um grupo ciclico finito C,, com gerador ¢ de ordem n, demonstra-
se que qualquer subgrupo de C, é ciclico com gerador ¢* de ordem n/k,

onde k£ é um divisor positivo de n. Na verdade dado k tal que, n = km,

k m—1)k

as diferentes poténcias de ¢* sao 1, ¥, ¢%,... , , com ¢"* = 1. Elas
formam um subgrupo de C,, ciclico de ordem m; ou seja, com m elementos.
Por outro lado, se S é um qualquer subgrupo de C,, entao existe um menor
inteiro positivo k£ para o qual ¢* € S. Uma que vez 1 = ¢ € S, o algoritmo
de divisao mostra que k£ é um divisor de n e que S consiste exactamente em

m = n/k poténcias distintas de c*, tal como queriamos demonstrar. 0

2.1.5 Grupos diedrais

Vamos descrever os grupos diedrais de ordem n, denotados por D(n), sendo

neN.
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Para n = 1, temos o grupo das simetrias de um triangulo isésceles:

D(1) = {e, s},

onde ¢ e s representam a identidade e a reflexao em torno do eixo que

contém a altura relativa ao lado diferente, respectivamente.

Tabela 2.1: Tabela de Cayley para o grupo D(1)

Para dispor os elementos do grupo acima foi utilizada uma tabela de
multiplicagcao denominada por tabela de Cayley. Este tipo de tabela é
quadrada, n X n, e os produtos obtidos sao o resultado da interseccao da
linha pela coluna, por exemplo: se = s. Cada elemento aparece apenas uma
vez em cada linha e em cada coluna da tabela. Em particular, a identidade
ocorre exactamente uma vez em cada linha, o que corresponde ao facto de

cada elemento do grupo ter um unico inverso.

Para n = 2, temos o grupo das simetrias de um rectangulo:

D(2):{ea7ﬂa31752}

Na composicao de isometrias, e representa a transformacgao identidade, r
representa a rotagao de m e s; e s, representam as reflexoes em torno dos

eixos de simetria do rectangulo.
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D2)|e r s1 S
(& (& T S1 S22
T T € So 51
S1 S1 S92 € r
S9 So S1 T €

Tabela 2.2: Tabela de Cayley para o grupo D(2)

26

Analisando a tabela verifica-se que esta é simétrica, portanto o grupo é

comutativo.

Exemplo 2.4 Na composicao das isometrias, s;r, primeiro calcula-se

rotacao, r, e so depois a reflexao, s;.

D C
S2 S\A

S1

S1

S2

S1

S2

Figura 2.1: Composicao de isometrias do rectangulo

S1

Para n > 2, o grupo D(n) representa o conjunto das simetrias de um poligono

regular de n lados. Trata-se de um grupo nao abeliano, composto por 2n

elementos, isto é, de ordem 2n, para a composigao de simetrias. Este grupo

¢é constituido por n rotagoes de 2’“7”

em torno do centro do poligono (para

k=0,1,2,...,n—1), num dos sentidos (por exemplo, no sentido directo), e
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por n reflexoes em torno dos eixos de simetria do poligono. Denotando por

r a rotagao de 27”, o conjunto das rotagoes é:

9 9 9 Y n-
{e,r,r? rn1}

Se s é a reflexao de 7 em torno de um eixo de simetria, entao todas as

outras reflexées sao da forma ris parai =1, ..., n— 1.

Assim, temos que:

Dn)={e,r,r*, .., s,rs,r?s, .., s},

1 1

Verifica-se que sr =r""'s , ou seja, sr =r~ s, visto que:

1 1 -1

n-l =exrt=r

r =7r"Xr-

Todos os outros produtos podem ser calculados a partir destas igualdades.

Por exemplo,

Para n = 3, temos o grupo das simetrias de um tridngulo equilatero:
DB3)={e,r,r*,s,rs, r’s}

Na composicao de isometrias, ¢ representa a transformacgao identidade, r

representa a rotagao de %” e s representa a reflexao de 7 em torno dos eixos.
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Consideremos a figura a seguir:

Figura 2.2: Simetrias do triangulo equilatero

Ao analisarmos a figura, verificamos que AN é um eixo de simetria e a recta

que passa pelo ponto O é o eixo de rotagao segundo o angulo %’T

Ao combinarmos estes dois tipos de simetrias obtemos, por exemplo, um
elemento pertencente a este grupo. Vamos algébrica e geometricamente

verificar o que foi dito, considerando a figura' seguinte:

D
lr
TEAA

Figura 2.3: Composicao de isometrias do triangulo equilatero

Verificamos geometricamente que:rs = sr? e, é um elemento de D(3).

figura do livro, “Groups and Symmetry”, M.A. Armstrong, Springer, 1988, pag.16
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Algebricamente
sr? = srr = (sr)r = (r7ls)r =
=y (r2s)r = r2(sr) = r2(r-ls) = r?(r’s) =

= rts = r3(rs) =@)e(rs) = rs

Na demonstragao aplicou-se a propriedade associativa, varias vezes, e verificou-

se a nao existéncia da propriedade comutativa.

Consideremos, ainda, mais trés exemplos:

Exemplo 2.5 r(r?s) = rs = es = s
Exemplo 2.6 (r?s)(rs) = r*(s(rs)) = r*((sr)s) =
= 1r%((r’s)s) = r?(r*s?)=

=1t =r¥rs? =ere =1

Exemplo 2.7 (r?s)(r?%s) = r?(sr?)s = r’(rs)s = ris* = ¢

Passemos agora a construcao da tabela relativa ao grupo de simetrias do

triangulo equilatero:

D(3) |e r r: s rs  r2s
e e r r’ s rs rs
r r r2 e rs r’s s
r? e r 1’5 s rs
s s sr osr? e r* r
rs rs s srr e 1’
r’s |r’s rs s r® r e

Tabela 2.3: Tabela de Cayley para o grupo D(3)
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Conclusao Como se verifica pela tabela este grupo nao goza da propriedade

comutativa.

Para n = 4, temos o grupo das simetrias de um quadrado.

Quadrado centrado na origem e com os vértice sobre os eixos.

Figura 2.4: Simetrias do quadrado

Como as simetrias de um conjunto de pontos formam um grupo e

podemos concluir que o quadrado é invariante pelas quatro rotagoes:

r? T27 T37 T47

designadas por simetrias pares, visto tratar-se de produtos de isometrias

35, r's = s; uma vez

pares e para as quatro simetrias impares: rs , r%s , r
termos produtos de uma isometria par por uma isometria impar.

Podemos assim garantir que o quadrado admite pelo menos as oito sime-
trias consideradas. No entanto, sendo A e B dois vértices adjacentes do
quadrado, ao aplicarmos uma simetria ao quadrado, a imagem de A sé

pode ocupar quatro posicoes distintas (as que correspondem aos quatro

vértices).
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Ao fixarmos a posicao da imagem de A, a imagem de B s6 pode ocupar duas
posigoes, as dos vértices adjacentes a imagem de A. Ao fixarmos as posigoes
das imagens de A e de B, as dos restantes vértices ficam univocamente
determinadas.

Deste modo, concluimos que o quadrado admite no maximo 4 x 2 = 8§
simetrias possiveis. Assim, existem exactamente 8 simetrias do quadrado,
que sao as anteriormente referidas.

Podemos entao afirmar que o grupo das simetrias do quadrado é gerado

por r e s. Este grupo é designado por D(4) e tem ordem 8:
D4) ={e,r,r*,r,s,rs,r’s,r’s}

A tabela de Cayley (transformacgoes involutivas) associada ao grupo D(4) é:

DA4)| e r 1 1 s rs r’s s
e e r r2 P s rs r’s ris
r roor2 o e rs r’s rds s
r2 2 e r r’s rds s rs
ol e o 2 ords s rs ris
s s sr osr? s e 2 r
rs |rs s sr sr: r e 3 2
r’s |r’s s s sr 1?71 e 7
r3s | s sr? osrd s o3 2 or e

Tabela 2.4: Tabela de Cayley para o grupo D(4)

Mais uma vez se verifica que, para n = 4 o grupo D(4) é um grupo nao

abeliano.
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2.1.6 Grupos de rotagoes dos solidos de Platao

Existem cinco sélidos de Platao?: o tetraedro, o cubo, o octaedro, o dodecae-
dro e o icosaedro. Sao sélidos convexos que se diferenciam dos restantes
por as suas faces serem poligonos regulares e cada um de seus vértices ter

o0 mesmo numero de arestas.

THE
PLATONIC
SOLIDS

Figura 2.5: Sélidos platénicos

As isometrias de R? que deixam o poliedro invariante chamamos simetrias
ou transformacoes de simetrias do poliedro.

As isometrias no espago sao designadas por: translagao, reflexao(espacial),
rotagdo(em torno de um eixo), parafuso(ou o deslocamento helicoidal),
reflexao deslizante, reflexao rotativa e inversao central.

Como pretendemos as isometrias que deixam invariante um certo poliedro
regular, devemos excluir imediatamente as translagoes e as isometrias que
envolvam translagoes: o parafuso e a reflexao deslizante.

E entre as outras isometrias: rotacao, reflexao, reflexao rotativa e inversao
central que encontraremos as transformacgoes de simetria do poliedro.

O tetraedro, por exemplo, é formado por quatro vértices equidistantes e,

cada trés vértices formam um triangulo equilatero. As simetrias obtidas

2Figura obtida através do site “Google”
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serao fundamentais para a argumentacao do teorema principal 2.2 referido
na pagina 21.

Como ja foi mencionado procuramos as rotagoes do espaco que levam cada
solido nele mesmo. Inicialmente vamos notar que o cubo é dual do octaedro,
ou seja, podemos inscrever um cubo no octaedro de forma que cada vértice
do cubo esteja no centro da face do octaedro e vice-versa. Da mesma forma
o dodecaedro é dual do icosaedro e o tetraedro é dual de si proprio.

Este argumento, é importante pois ele, evidencia que o grupo de rotagoes
do cubo ¢ igual ao do octaedro e que o grupo de rotagoes do dodecaedro é

igual ao do icosaedro.

2.1.6.1 Simetrias de rotagao do tetraedro

Um tetraedro tem quatro faces iguais a tridngulos equilateros. Assim temos
dois tipos de simetrias de rotagao, ou seja, segundo um eixo de grau dois e
segundo um eixo de grau trés. Entendendo-se por eixo de grau dois, um eixo
que intersecta os pontos médios de um par de arestas opostas, formando-se,
assim, uma rotacao segundo um angulo 7 diferente da identidade.

Um eixo de grau trés, entende-se como sendo um eixo que intersecta um
vértice e um ponto no centro da face oposta, formado-se duas rotagoes

2

diferentes da identidade, uma segundo um angulo de < e outra segundo

A 4m
um angulo de .

Assim, o nimero de simetrias de rotagao do tetraedro é:

3 x1+4x2=11

Com a identidade temos 12 simetrias de rotacao, todas elas produzem

permutacgoes pares nas faces.
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2.1.6.2 Simetrias de rotagao do cubo

Um cubo tem seis faces iguais a quadrados. Assim temos trés tipos de
simetrias de rotacao, ou seja, um eixo de grau dois, por cada par de arestas
opostas, temos uma rotacao segundo um angulo 7 diferente da identidade;

um eixo de grau trés, por cada par de vértices opostos, temos duas rotagoes

diferentes da identidade, uma segundo um angulo de %” e outra segundo

um angulo 4% por ultimo, temos um eixo de grau quatro, por cada par de

faces opostas, temos trés rotacoes diferentes da identidade, uma segundo

um angulo de 7, outra segundo um angulo de 27” e, finalmente, segundo um
3

angulo de 7.

Assim, o niimero de simetrias de rotagao do cubo é:
6 x1+4x24+3x3=23

Com a identidade temos 24 simetrias de rotacao.

2.1.6.3 Simetrias de rotagao do dodecaedro

Um dodecaedro tem doze faces iguais a pentagonos regulares. Assim temos
trés tipos de simetrias de rotagao, ou seja, um eixo de grau dois, por
cada par de arestas opostas, temos uma rotagao segundo um angulo de
7 diferente da identidade; um eixo de grau trés, por cada par de vértices

opostos, temos duas rotagoes diferentes da identidade, uma segundo um

angulo de %” e outra segundo um angulo 4?” e, ainda, um eixo de grau

cinco, por cada par de faces opostas, temos quatro rotagoes diferentes

21
59

da identidade, uma segundo um angulo de segundo um angulo de 4?”,
6

= e, por ultimo, uma rotagao segundo um angulo

segundo um angulo de

de 8?”. Assim, o niimero de simetrias do dodecaedro é:

15 x1+10x2+6x4=259
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Com a identidade temos 60 simetrias de rotagao.

2.2 Introducao ao software GAP

O software “GAP” (Groups, Algorithms and Programing), comegou por ser
um sistema computacional para ser utilizado no estudo de grupos, mas o seu
uso tem sido alargado devido ao elevado niimero “share-packages” existente.
O mesmo software tem sido utilizado na realizacao de muitos trabalhos de
investigacao e, também, no uso do ensino, especialmente para ensinar a

“Teoria de Grupos”.

Apébs esta pequena introdugao, iremos com um exemplo aplicar todas as

nocoes sobre grupos mencionadas até aqui, assim como serao dadas algumas

3

intrugoes basicas® necessarias a utilizagao do software “GAP”.

Na area de trabalho da janela do GAP, a iltima linha que se visualiza

gap>

estd pronta a receber instrugoes.

Instrugoes basicas

Para terminar uma sessao GAP basta escrever quit; seguido de return, ou
pressionar em simultaneo as teclas ctrl-d.
Devido a erros, o GAP entra num break loop (ciclo vicioso). Isto é indicado

por

brk>

3“Generalidades sobre o GAP”, curso da faculdade de Ciéncias. E outros.
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A saida do ciclo faz-se como a do proprio GAP: escreve-se quit; seguido
de return, ou pressionam-se em simultaneo as teclas ctrl-d. Para fazer um

comentario no GAP utiliza-se o simbolo

no inicio da linha.

Cada instrucao dada deve terminar sempre com ; (ponto e virgula) para
que o GAP execute a instrucao e dé a respectiva resposta. Dois pontos
e virgula ;; a seguir a uma instrucao fazem com que o GAP execute a

instrucao mas nao mostre a resposta ao utilizador.

2.2.1 Aplicacao do software GAP no estudo de grupos

O nosso problema comeca com a representacao do grupo D(4). Assim,
comecamos por definir o primeiro e segundo comandos, com a atribuicao
das letras ”a”e ”b”, as matrizes geradoras do grupo D(4):

gap> a:=[[0,-1,0],[1,0,0],[0,0,1]];

(o, -1,01, [1,0,01, [0, 0,111

gap> b:=[[1,0,0],[0,-1,0],[0,0,-1]1];
[[1,0,0],[O,“l,O],[0,0,‘l]]

Determinagao dos elementos do grupo D(4), através das matrizes geradoras

gap> D4:=Group(a,b);

Group(L [ [ O, -1, 01, [1,0,01, [0, 0,111,
(f1,0,01,[0,-1,01,[0,0,-1110D

gap> Elements(D4);
tctft-t1,0,013],[0,-1,01,[0,0,11]1,
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-1, 0,01, [0,1,01, 0,0, -111,
,-1,01,[-1,0,01,[0,0,-111,
, 1,01, [1,0,01,[0,0,111,
, 1,01, [-1,0,01, [0,0,111,
, 1,01, [1,0,01, [0,0,-11T1,
t,0,01,[0,-1,01, [0,0, -111,

r- r—m rm /M Mmoo m
r- rm rm M/ Mmoo

1, 0,01, [0, 1,01, [0,0, 1111

Constatamos, assim, a existéncia de 8 matrizes, dado que o grupo tem

ordem 8.

Determinacao das classes de conjugacao de D(4)

gap> ConjugacyClasses(D4);

trfcs,o0,01, 0,121,011, [0, 0, 1] 717G,
([L-1,0,01,[0,1,01,C[0,0,-111"G,
rco,-1,01,[-1,0,01, 0,0, -111"G,
tcto, -t,01, [t1,0,01, 00,0, 11]1"°G,
(fL-t1,0,01, [0, -1,01, [0,0,1]11°G]

Verificamos que existem 5 classes disjuntas, ou seja, nao tém elementos em

comum. A letra G refere-se ao grupo D(4).

Determinacao dos elementos das classes de conjugacao.
Classe de conjugagao de: [[1,0,0],[0,1,0],(0,0,1]]

gap> c:=ConjugacyClass(d4,[[1,0,0],[0,1,0],[0,0,1]11);
(1, 0,01, 00,111,011, [0,0,1]11°6G

gap> Elements(c);
(rri,0,01,00,1,01,[0,0,1171]

Classe de conjugacao de : [[—1,0,0],[0,1,0],(0,0, — 1]]
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gap> d:=ConjugacyClass(d4,[[-1,0,0],[0,1,0],[0,0,-11]1);

[[-1,0,01,[0,1,01, [0,0,-1]11G

gap> Elements(d);

ttf-t1,o0,01, LO0,1,01, [0, 0, -111,
(rt1,0,01,00,-1,01,00,0,-111]1]

Classe de conjugacao de : [[0, — 1,0],[—1,0,0],[0,0, — 1]]

gap> e:=ConjugacyClass(d4,[[0,-1,0],[-1,0,0]1,[0,0,-111);

rro,-1,01,0[-1,0,01,[0,0,-111"G

gap> Elements(e);

rrro,-1,03,[-1,0,01,[0,0,-111,
(co,1,01,[1,0,01,[0,0,-111]1

Classe de conjugacao de : [[0, — 1,0],[1,0,0],[0,0,1]]

gap> f:=ConjugacyClass(d4,[[0,-1,0],[1,0,0]1,[0,0,111);

[[o0,-1,0]1,[1,0,01, [0,0,1]1%

gap> Elements(f);

ccfto,-1,01,01,0,01,[0,0,111,
([o0,1,0],[-1,0,01,[0,0,1]171]

Classe de conjugacao de : [[—1,0,0],[0, — 1,0],[0,0,1]]

gap> g:=ConjugacyClass(d4,[[-1,0,0],[0,-1,0],[0,0,11]);
(f-1,0,01,[0,-1,01,[0,0,1]11"°G

gap> Elements(g);
rtc-1,0,01,00,-1,01,[0,0,1171]

Atribuigao das letras h e ¢ a dois geradores de um subgrupo de D(4)
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gap> h:=[[-1,0,0],[0,1,0],[0,0,-1]1];
[[_1’0’01,[0:15013[0303_1]]

gap> i:=[[-1,0,0],[0,1,01,[0,0,11];
(r-1,0,01,00,1,01, 00,0, 171]

Determinacao dos elementos do subgrupo através dos geradores acima

mencionados:

gap> C:=Group(h,i);
Group([ [ [ -1, 0,01, [0, 1,01, [0,0,-111,
(C-1,0,01]1,0,1,01,[0,0,111D)

gap> Elements(C);

[{[-t,0,01,[0,1,01]1, 00,0, -111,
([{-t1,0,01,[0,1,01]1,[0,0,111,
([1,0,01],(0,1,07], 0,0, -171,
[[1,0,0],[0,1,01,[0,0, 17171

Serd, C, um subgrupo Normal de D(4)?

gap> IsNormal(D4,C);

false

Significa que nao existem classes de conjugacao completas que possam

formar o subgrupo C.

Determinacao de dois geradores do grupo inicial

gap> j:=[[0,-1,0],[-1,0,0],[0,0,-1]1];
(o, -1,01, [-1,0,01, 0,0, -1171
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gap> 1:=[[1,0,0],[0,-1,0],[0,0,-1]];
[[1,0,0],[O,‘l,O],[0,0,‘l]]

Determinagao dos elementos de um subgrupo HcCD(4):

gap> j:=[[0,-1,0],[-1,0,0],[0,0,-1]1];
[[03_1’01:[_1:0:0]:[O:O:_l]]

gap> g:=[[0,1,01,[1,0,0],[0,0,-111;
rfro,1,01,[1,0,01, [0,0,-111

gap> H:=Group(j,g);
GTOUP([ [ [O: _1’ O], [_1’ O: O]’ [O, o’ _1] ]’
tfto,1,01J1,01,0,01,[0,0,-1110D

gap> Elements(H) ;

(fr-1,0,01,00,-1,01,[0,0,111,
(fo,-1,01,[-1,0,01,[0,0,-111,
rcto,1,01,[1,0,01,[0,0,-111,
(C1,0,0]1,[0,1,01,[0,0,1171]1

Sera o subgrupo H um subgrupo Normal

gap> IsNormal(D4,H);

true

40



Capitulo 3

Permutacoes

Uma permutacao de um conjunto X nao é mais do que uma funcao bijectiva,
X=X

O conjunto Sy, nao vazio, das permutagoes de X é um grupo para a com-

posicao de fungoes, designado por grupo simétrico.

Se X é infinito entao Sy é um grupo infinito. Se X tem n elementos, por

exemplo:
X={1,2,3,..,n},

o grupo simétrico correspondente denota-se por S, e tem ordem n!.

Permutacoes f € S, podem ser representadas na forma:

41
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Exemplo 3.1 SeX ={1, 2, 3}, o grupo S, =S; é constituido por n! = 3! =6

elementos representados a seguir.

1 2 3 1 2 3 1 2 3
f: s 8 = ah: )
1 3 2 3 21 2 1 3
) 1 2 3 . 1 2 3 1 2 3
v = yJ = 1=
2 31 3 1 2 1 2 3

Teorema 3.1 [2] (Teorema de Cayley), pdg.57
Subgrupos de grupos de permutacoes sao exemplos universais de grupos

no sentido que, todo o grupo é isomorfo a um tal subgrupo.

3.1 Permutacao ciclica

Uma permutagao chama-se permutacao ciclica ou ciclo de comprimento &

ou ciclo de ordem £k , se aplica a; em as, as em ag, ..., ai_1 €m ay, a; €m a,
sendo aq, as, ... , a, elementos de X distintos. Este ciclo denota-se por,
(ala A2y -y ak)

Ciclos de comprimento k£ = 2 chamam-se transposigoes.

Os ciclos (ay, ag, ..., ag) e (by, ba, ..., b;) dizem-se disjuntos se:

{ A1y A2y ...y Qf } N { bl, bg, ceey bk } =0

Teorema 3.2 [2], pdg.63

Todo o elemento de S, € um produto de transposicoes.
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Existem varias maneiras de escrever um elemento de S,, como um produto
de transposicoes. Por exemplo, a identidade de S; pode ser escrita como
(1,2)(1,2), ou (1,2)(1,2)(1,3)(1,3). Mais, duas transposi¢oes nao precisam,
necessariamente, de comutar. Por exemplo, (1, 3)(1,2) # (1,2)(1,3). Contudo,
existe uma propriedade importante acerca de qualquer representacao de
uma permutagao como produto de transposigoes. Esta propriedade tem
a ver com a paridade do nimero de transposicoes usadas. O ntumero de

transposigcoes é sempre par ou sempre impar. Assim, se

ai as ... a; = by by ... by com a; s e b;"s transposicoes,

entao j e k sao ambos pares ou ambos impares. (ver [2], padg.63).

Exemplo 3.2 Transformacao do ciclo de comprimento 3 num produto de

transposicoes:

(1,b,a) = (1,a)(1,b)

Exemplo 3.3 A permutacao (1,5)(2,4,6) pode escrever-se a custa de 3, 5,

7 ou 25 transposicoes:

(15)(2.4,6) = (1,5)(2,6)(24) = (1,5)(1,2)(1,6)(1,2)(2.4) =

— (15)(12)(1,6)(12)(1.2)(14)(1,2) =

= (4,5)(3,4)(2,3)(1,2)(2,3)(3,4)(4,5)(1,2)(5,6)(4,5)(3,4)(2,3)(1,2)(2,3)(3,4)
(4,5)(5,6)(1,2)(1,2)(3,4)(2,3)(1,2)(2,3)(3,4)(1,2)

Para n > 3, S, é um grupo nao comutativo, pois, por exemplo, (1,3)(1,2) #

(1,2)(1,3), ou seja,

(1,3)(1,2) = (1,2,3) e  (1,2)(1,3) = (1,3,2)
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Conclui-se, assim, que a composicao das transposicoes anteriores da-nos

ciclos diferentes, quando trocamos a ordem das transposicoes.

Cada elemento de S; pode ser escrito como um produto de permutagoes
ciclicas. Mais como transposicoes ou composi¢ao de transposigoes:
Ss =4(1,2),(1,3),(2,3), (1,2,3), (1,3,2) , e } =
={ (1,2), (1,3), (2,3), (1,3)(1,2) , (1,2)(1.3) , e }

Exemplo 3.4 Decomposicao de permutacoes ciclicas em produtos de trans-

posicoes.

1 23 456
54 36 1 2

= (1,5) (2,4,6) = (1,5)(2,6)(2,4)

Note-se que, (2,4,6) = (6,2,4) = (4,6,2), portanto

1 2 3 4
5 4 3 6

ot

= (1,5)(6,2,4) = (1,5)(6,4)(6,2) = (1,5)(4,6)(2,6)

—
DO

Por outro lado,

1 2 3 4
54 3 6 1 2

ot

= (1,5)(4,6,2) = (1,5)(4,2)(4,6) = (1,5)(2,4)(2,6)

Nota O mesmo ciclo pode ser escrito como um produto de transposigoes,

nao precisando estas de serem disjuntas e a sua decomposicao nao é tinica.

Teorema 3.3 [5], pdg.28

O congjunto das transposicoes de S, gera S,.

Outros conjuntos de geradores de S,:

(1) {(1,2)(1,3)...(1, n)}, porque toda a transposi¢ao (a,b) se pode escrever na
forma: (a,b) = (1,a)(1,b)(1,a)
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Usando o teorema 3.3, da pagina 44 fica provado que o conjunto dado gera
Sp-

(i) {(1,2)(2,3)...(n — 1,n)} , uma vez que,

Usando (i), verifica-se que este conjunto gera S,,.

(iii) A transposicao (1,2) e o ciclo de ordem n, (1,2, ...,n) juntos geram S,,,
pois por (ii) basta escrever cada transposicao da forma (k,k+ 1) em termos

de (1,2) e (1,2,...,n). Isto pode ser feito do seguinte modo. Note-se que,
(2,3) = (1,2, oo, n)2"1(1,2)(1,2, o)t =2 = (1,2, ... ,n)'(1,2)(1,2, ... ,n)"
De uma forma geral:

(kk+1) = (1,2, oo ,n)F 1 (1,2)(1,2, . )%, 2<k<n

3.2 Subconjuntos de S,

Sejam A, e B, os subconjuntos de S, constituidos pelas permutacoes que
se podem escrever como um produto de um nimero par de transposigoes,
as permutacgoes pares, e as que se podem factorizar num nimero impar de
transposicoes, as permutacoes impares, respectivamente.

Estas designacoes fazem sentido porque A, e B, sao conjuntos disjuntos.

(ver [2], pag.63).

A funcao ¢p: A, — B, definida por:

v (f) = (12)f
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é bijectiva, (ver teorema seguinte), o que prova que o nimero de per-

mutacoes pares de S,, é igual ao niimero de permutagoes impares.

3.3 Subgrupo alterno

Teorema 3.4 [5], pdg.29
O subcongunto A, das permutacoes pares é um subgrupo de S, com ordem
n

% e chama-se grupo alterno de grau n.

Demonstracao Se f e g sao permutacoes pares, escrevemos cada uma delas
como um produto de um niimero par de transposi¢coes. O produto de f por
g, fg, € par. Ao escrevermos o produto das transposigoes de f em ordem
inversa, obtemos f~! e, portanto, verifica-se que f~! é par. A identidade é
par, pois e = (1,2)(1,2). Assim, as permutagoes pares formam um subgrupo
de S,. Se f é par entao (1,2)f é impar. Isto emparelha os elementos de S,
e mostra que precisamente que metade deles é par. (Note-se que toda a
permutacao impar pode ser escrita como uma permutagao par seguida de

(1,2)). O

Teorema 3.5 [5/, pdg.30

Para n > 3, A, € gerado pelos ciclos da forma (1,a,b).

Demonstracao O subgrupo A, é gerado pelos ciclos de comprimento trés
pois, como toda a permutacao f € A, se pode escrever como produto de um

numero par de transposigoes da forma (1, k), agrupando essas transposigoes

duas a duas temos: (1,a)(1,b) = (1,b,a) O

Exemplo 3.5

Se ISs] =3 =6 entao |A;] = %‘ =

oo
I
w

-
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o que significa que temos 3 permutacgoes pares.

Todos os elementos de Ss:

Todos os elementos de A; (grupo alterno de grau 3):
(1,2,3) = (1,3)(1,2)

(1,3,2) = (1,2)(1,3)

(M(2)(3) = e

Todos os elementos de B3 (conjunto das permutagoes impares):
(2,3) = (1,2)(1,3)(1,2) = (1,2)(2,3)(1,2)(2,3)(1,2)

(1,3) = (2,3)(1,2)(2,3)

(1,2)

3.4 Soélidos de Platao e grupos simétricos
Os grupos de rotagoes dos sélidos platonicos, ja mencionados no capitulo
anterior, podem ser vistos como grupos de permutagoes. Pelo teorema de

Cayley,

Teorema 3.6 [5/, pdg.41

Se H é um grupo finito de ordem n, entao H é isomorfo a um subgrupo



CAPITULO 3. PERMUTACOES 48

de S,.

3.4.1 Simetrias do tetraedro

Comecemos pelo tetraedro regular. Existem dois tipos de rotacoes, o

2n 4t e o segundo tipo segundo o angulo

primeiro tipo segundo os angulos =, 3

7. Desde que existam quatro vértices existem oito rotagoes do primeiro
tipo e trés rotagoes do segundo tipo. Juntos com a identidade o grupo
simétrico tem assim 12 elementos.

Tal como nos poligonos regulares, podemos recordar estas simetrias como
permutacoes dos vértices do tetraedro. Assim o primeiro tipo de rotagoes
correspondem ao ciclo de comprimento trés e, o segundo ao produto de duas
transposicoes disjuntas. Assim, estas com a identidade, sao precisamente
as doze permutacgoes pares em S;. Esta fungcao é um homomorfismo e,
portanto, o grupo proéprio das simetrias de um tetraedro regular, que

denotamos por T, é isomorfo a A,.

3.4.1.1 Determinacao do niimero de elementos de A, através do GAP

Os geradores de A, sao ciclos de comprimento 3 de S, pois podem ser
escritos como um produto par de transposicoes (ver teorema 3.5 da pagina

46).

gap> A4:=Group((2,3,4),(2,4,3),(1,2,3),(1,2,4),(1,3,2),(1,3,4),
(1,4,3),(1,4,2));(8 ciclos de ordem 3)

Group([ (2,3,4), (2,4,3), (1,2,3), (1,2,4), (1,3,2), (1,3,4), (1,4,2),
(1,4,3) D

gap> Size(a4);
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12

gap> Elements(a4) ;
[ O, 2,3,9, (2,4,3), (1,2)(3,4), (1,2,3), (1,2,4), (1,3,2), (1,3,4),
(1,3)(2,4), (1,4,2), (1,4,3), (1,4)(2,3) ]

Assim, pelo teorema 3.6 da pagina 47

|Ay| = 12 entao |T| = |[Ay| = 24

3.4.2 Simetrias do cubo

A seguir vamos olhar para as simetrias proprias do cubo. Denotemos este

por O.

Primeiro existem rotacoes segundo os centros e pares das faces opostas,
2 3

segundo os angulos 7, <F e

5 5 - Segundo, através da diagonal, podemos

rodar o cubo segundo os angulos %’r e 4?” juntando o par de vértices opostos.
Terceiro, podemos rodar qualquer angulo 7 segundo os pontos médios
pares de arestas. Se recordarmos estas simetrias como permutacoes dos
oito vértices, conseguimos o homomorfismo de O em Sg, que certamente
é injectivo. Agora, |Sg| = 40320. Assim, a imagem é relativamente um
grupo pequeno e, este homomorfismo nao nos diz muito acerca de Q.
Contudo, existem outras formas esclarecedoras de identificar O com o grupo
de permutacao. Em vez, de oito vértices, vamos tomar as quatro diagonais
como objectos permutados. Vamos provar que esta funcao, segundo Sy,
é injectiva. Uma vez que |S;| = 24, o nosso homomorfismo é entao um
isomorfismo. Supondo que as simetrias proéprias fixam as quatro diagonais.
As rotagoes do primeiro tipo nao fixam qualquer diagonal. As do segundo
tipo fixam apenas a diagonal formada por um par de vértices. O terceiro

tipo de simetrias nao fixa diagonais, logo a rotacao que fixa as quatro



CAPITULO 3. PERMUTACOES 50

diagonais ¢é a identidade. Assim, o nicleo do nosso homomorfismo é trivial

e, portanto, é injectivo.

3.4.2.1 Determinacao do niimero de elementos de S; através do GAP

Geradores de S4
gap> s4:=Group((1,2),(1,2,3,4));
Group([ (1,2), (1,2,3,4) 1)

Nimero de elementos de S4
gap> Size(s4);
24

gap> Elements(s4);

[ O, 3,4, (2,3), (2,3,4), (2,4,3), (2,4), (1,2), (1,2)@3,4), (1,2,3),
(1,2,3,4), (1,2,4,3), (1,2,4), (1,3,2), (1,3,4,2), (1,3), (1,3,4),
(1,3)(2,4), (1,3,2,4), (1,4,3,2), (1,4,2), (1,4,3), (1,4, (1,4,2,3),
(1,4)(2,3) ]

Assim, pelo teorema 3.6 da pagina 47

IS4| = 24 entao |O] = [S4] = 24

3.4.3 Simetrias do dodecaedro

Finalmente, consideremos as simetrias proprias do dodecaedro regular, ou
do seu dual, o icosaedro regular.
Existem trés tipos de simetrias rotacionais. Primeiro, podemos rodar

segundo os angulos < e =T através de um par de vértices opostos. Existem

2 4
3 3
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vinte rotacoes deste tipo. Segundo, podemos rodar segundo qualquer
angulo de 7, que passa pelos pontos médios de um par antipodal de arestas.
Temos quinze destas rotacgoes. E, finalmente, podemos rodar segundo uma
linha que passa pelos centros de um par de faces opostos, segundo os angulos
L, I, Te %’T. Estas dao-nos mais vinte e quatro rotagoes. Ao todo existem
sessenta simetrias proprias.

Seja 1 a designagao do grupo préprio das simetrias de um dodecaedro
regular ou icosaedro.

Podemos novamente recordar estas simetrias como permutacoes. As rotagoes
de ordem trés correspondem aos ciclos de comprimento trés, as de ordem
dois correspondem ao produto de duas transposicoes disjuntas e, as restan-
tes rotagoes sao de ordem cinco e correspondem aos ciclos de comprimento
cinco. Repare-se que todas as permutagoes sao pares. Como A5 tem
sessenta elementos e estes escrevem-se a custa do produto de um nimero

par de transposicoes, entao I é isomorfo a As.

3.4.3.1 Determinacao do niimero de elementos de S5 através do GAP

gap> sb:=Group((1,2),(1,2,3,4,5));
Group([ (1,2), (1,2,3,4,5) 1)

gap> Size(sb);
120

gap> Elements(s5);

[ O, 4,5), (3,4, (3,4,5), (3,5,4), (3,5), (2,3), (2,3)(4,5), (2,3,4),
(2,3,4,5), (2,3,5,4), (2,3,5), (2,4,3), (2,4,5,3), (2,4), (2,4,5),
(2,4)(3,5), (2,4,3,5), (2,5,4,3), (2,5,3), (2,5,4), (2,5), (2,5,3,4),
(2,5)(3,4), (1,2), (1,2)(4,5), (1,2)(3,4), (1,2)(3,4,5), (1,2)(3,5,4),
(1,2)(3,5), (1,2,3), (1,2,3)(4,5), (1,2,3,4), (1,2,3,4,5), (1,2,3,5,4),
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(1,2,3,5), (1,2,4,3), (1,2,4,5,3), (1,2,4), (1,2,4,5), (1,2,4)(3,5),
(1,2,4,3,5), (1,2,5,4,3), (1,2,5,3), (1,2,5,4), (1,2,5), (1,2,5,3,4),
(1,2,5)(3,4), (1,3,2), (1,3,2)(4,5), (1,3,4,2), (1,3,4,5,2), (1,3,5,4,2),
(1,3,5,2), (1,3), (1,3)(4,5), (1,3,4), (1,3,4,5), (1,3,5,4), (1,3,5),
(1,3)(2,4), (1,3)(2,4,5), (1,3,2,4), (1,3,2,4,5), (1,3,5,2,4),
(1,3,5)(2,4), (1,3)(2,5,4), (1,3)(2,5), (1,3,2,5,4), (1,3,2,5),
(1,3,4)(2,5), (1,3,4,2,5), (1,4,3,2), (1,4,5,3,2), (1,4,2), (1,4,5,2),
(1,4,2)(3,5), (1,4,3,5,2), (1,4,3), (1,4,5,3), (1,4), (1,4,5), (1,4)(3,5),
(1,4,3,5), (1,4,2,3), (1,4,5,2,3), (1,4)(2,3), (1,4,5)(2,3), (1,4)(2,3,5),
(1,4,2,3,5), (1,4,2,5,3), (1,4,3)(2,5), (1,4)(2,5,3), (1,4,3,2,5),
(1,4)(2,5), (1,4,2,5), (1,5,4,3,2), (1,5,3,2), (1,5,4,2), (1,5,2),
(1,5,3,4,2), (1,5,2)(3,4), (1,5,4,3), (1,5,3), (1,5,4), (1,5), (1,5,3,4),
(1,5)(3,4), (1,5,4,2,3), (1,5,2,3), (1,5,4)(2,3), (1,5)(2,3), (1,5,2,3,4),
(1,5(2,3,4), (1,5,3)(2,4), (1,5,2,4,3), (1,5,3,2,4), (1,5)(2,4,3),
(1,5,2,4), (1,5)(2,4) ]

3.4.3.2 Determinacao do nimero de elementos do subgrupo alterno Aj

através do GAP

Os geradores deste subgrupo sao ciclos de ordem 3, pois s6 podem ser
escritos como um produto par de transposicoes. (ver teorema 3.5 da pagina

46)

gap> ab:=Group((3,4,5),(3,5,4),(2,3,4),(2,3,5),(2,4,3),(2,4,5),(2,5,3),
(2,5,4),(1,2,3),(1,2,4),(1,2,5),(1,3,2),(1,3,4),(1,3,5),(1,4,2),(1,5,3),
(1,5,4));

Group([ (3,4,5), (3,5,4), (2,3,4), (2,3,56), (2,4,3), (2,4,5), (2,5,3),
(2,5,4), (1,2,3), (1,2,4, (1,2,5), (1,3,2), (1,3,4), (1,3,5), (1,4,2),
(1,5,3), (1,5,4) 1)
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gap> Size(ab);
60

gap> Elements(ab);

[ O, 3,4,5), (38,5,4), (2,3)(4,5), (2,3,4), (2,3,5), (2,4,3), (2,4,5),
(2,4)(8,5), (2,5,3), (2,5,4), (2,5)(3,4), (1,2)4,5), (1,2)(@3,4),
(1,2)(3,5), (1,2,3), (1,2,3,4,5), (1,2,3,5,4), (1,2,4,5,3), (1,2,4),
(1,2,4,3,5), (1,2,5,4,3), (1,2,5), (1,2,5,3,4), (1,3,2), (1,3,4,5,2),
(1,3,5,4,2), (1,3)(4,5), (1,3,4), (1,3,5), (1,3)(2,4), (1,3,2,4,5),
1,3,5,2,4), (1,3)(2,5), (1,3,2,5,4), (1,3,4,2,5), (1,4,5,3,2),
(1,4,2), (1,4,3,5,2), (1,4,3), (1,4,5), (1,4)(3,5), (1,4,5,2,3),
(1,4)(2,3), (1,4,2,3,5), (1,4,2,5,3), (1,4,3,2,5), (1,4)(2,5),
(1,5,4,3,2), (1,5,2), (1,5,3,4,2), (1,5,3), (1,5,4), (1,5)(3,4),
1,5,4,2,3), (1,58)(2,3), (1,5,2,3,4), (1,5,2,4,3), (1,5,3,2,4), (1,5)(2,4)

Assim, pelo teorema 3.6 da pagina 47

|As| = 60 entao |H| = |As| = 60



Capitulo 4

Tabelas de caracteres

Neste capitulo vamos fazer um resumo da teoria de caracteres de grupos,
com o objectivo de construir tabelas de caracteres.

Na secgao 4.1. indicamos as ferramentas basicas para o estudo das repre-
sentagoes de grupos. Este assunto leva-nos a teoria de caracteres (seccao
4.2.), que é o estudo das representagoes através do tragco. Um dos re-
sultados fundamentais é o Teorema de Maschke, que implica que toda a

representacao linear é a soma directa de representacoes irredutiveis.

4.1 Representacao de grupos

Nesta secgao definimos representacao de um grupo sobre o corpo R ou C
e estudamos as suas propriedades basicas, tendo em vista o Teorema de
Maschke. O grupo sera sempre denotado por G, com a operacao escrita
como multiplicagao e o elemento identidade escrito como e¢. Focaremos o
nosso estudo nos grupos finitos. Em particular, no fim, daremos énfase ao

grupo simétrico, S,,.

o4
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Definigao 4.1 [9/, pdg.198
Uma representacao de dimensao n de um grupo G abstracto é um homo-

morfismo de grupos

D: G — GL(n).

Nota A representagao é designada de real, pois as entradas das matrizes
de GL(n) sao reais. Se as entradas fossem complexas a representagao seria

designada por representagcao complexa.

O nicleo da representagao D, denotado ker(D), mede a quantidade de
informacgao que é perdida ao passar para GL(n). Uma representagao com

nicleo {e} é designada de “faithful”.

Definicao 4.2 [8/, pdg.119
Seja D uma representacdo de um grupo G num espago vectorial (R"ouC,).
Um subespaco W contido no espaco vectorial é designado por invariante

se para qualquer geG tivermos D(g)WCW.

Definicao 4.3 [8], pdg.119
Uma representacao D: G — GL(n) é chamada irredutivel se os unicos

subespacos invariantes forem {0} e R" ou C,.

Definicao 4.4 Uma representacao diz-se redutivel se nao for irredutivel.

Definigao 4.5 [3], pdg.43
Duas representacées de ordem n, DY) e D?) de um grupo G sdo equivalen-
tes se todas as matrizes D (g) e D?)(g) estiverem relacionadas segundo

a mesma transformacao de semelhanca:

DW(g) = SDP)(g)S~!, VgeG , com S independente de g.
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Na classificagao de representagoes, as representacoes equivalentes sao con-
sideradas como sendo as mesmas, ou seja, tém a mesma transformacao de
semelhanga, mas com diferentes bases. Apenas consideramos as classes de
equivaléncia distintas.

Se queremos um modo de distinguir entre representacoes que trata repre-
sentacoes equivalentes como a mesma, somos naturalmente conduzidos a

nocao de caracter.

Definicao 4.6 [3], pdg.43

O caracter de uma representacao D de um grupo G é o conjunto:

x={x(g) |geG},

onde x(g) é o trago da matriz da representacao D(g):

O traco da matriz é soma dos elementos da diagonal principal:

O facto de que o caracter nao faz distingao entre representagoes equivalen-
tes, (isto é, é uma fungao de classes de equivaléncia), segue da propriedade

ciclica do tragco. Ou seja, para quaisquer matrizes A, B e C tem-se:

= Y BjrCridi; =

= Tr(BCA)
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Em particular,

Tr(SD(g)S~!) = Tr(D(g)S~'S) = Tr(D(g))

Conclusao Se DY(g) e D®?)(g) forem representacoes equivalentes tém o

mesmo caracter:

O reciproco também é verdadeiro, ou seja, se duas representacoes tém o

mesmo caracter sao equivalentes.

Corolario 4.1 [8]/, pdg.129
Seja DM, ..., D) o conjunto representativo de todas as representacoes
irredutiveis nao equivalentes de um grupo finito G num espaco vectorial

V; com dimensao d;. Entao,
X_d; = |G
Demonstracao Seja y; o caracter de D", Sabe-se que:
Xe = Xi_1diXi

Devido a

|~

G| =

)

‘ |XG(€)2 = (xclxe)

tem-se,

G| = < xclxe > = 14 (xilxs) = X, d}
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Teorema 4.1 [8], pdg.130
Cada d; divide |G|

Teorema 4.2 [8], pdg.121
As representacoes irredutiveis complexas de um grupo abeliano sao de

dimensao um.

Demonstracao Para toda a representacao D de um grupo |G| compacto,
cada elemento D(g) pode ser diagonalizado. Mais, se A e B sao duas
matrizes diagonalizaveis comutam. Entao uma pode diagonalizar as duas
em simultaneo. Isto quer dizer que todos os elementos de D(g) podem ser
diagonalizados, o que implica que todos os subespacgos irredutiveis sao de

dimensao um. O

Exemplo 4.1 [8], pdg.122

Grupos ciclicos
Os grupos ciclicos Z, e C,, sao isomorfos, Vn € N, n > 1.

2t A representacao
n

Sao representacoes tipicas de R?, segundo rotagoes de
¢é irredutivel se n > 2. Pelo teorema 4.2, conclui-se que toda a representacao
irredutivel é um complexo de dimensao um. Seja p um elemento geral para

C,. E facil verificar que:

2mki

Dy: G - C =GL(1,C): p+— en

para k = 1, ..., n define n representagoes nao equivalentes.
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Exemplo 4.2 [8], pdg.130

Grupos Diedrais
O grupo diedral D, é gerado pela rotagao de %’r e pela reflexao de 7, ja
mencio-nado anteriormente. Se n = 2 entao D, tem uma representacao

irredutivel. Se n > 2 nao é irredutivel.

Exemplo 4.3 [8], pdg.130

O grupo D, tem:

(i) Se n é impar, duas representacoes de dimensao igual a um e ”T_l repre-
sentacoes de dimensao igual a dois,

. , ~ . ~ . n—2

(ii) Se n é par, quatro representagoes de dimensao igual a um e “3= repre-

sentacoes de dimensao igual a dois,

representacoes irredutiveis.

No final deste capitulo serao dados dois exemplos de construgao de tabelas:

de um grupo ciclico e de um grupo diedral.

4.1.1 Redutibilidade

Teorema 4.3 ( Teorema de Maschke) [3], pdg.56
Todas as representacoes redutiveis de um grupo finito sao completamente

redutiveis, ou seja, decomponiveis.

Exemplo 4.4 [3] , pdg.44 C;

No caso de Cj, tem-se as matrizes com a forma:



CAPITULO 4. TABELAS DE CARACTERES 60

R(ec)y =1 . . 0|, ete

A diagonal formada € devido ao z ser invariante segundo as transformacoes
de C;. Apenas r e y mudam, ou seja, o vector x = x; + y; + 2z €

decomposto em dois vectores:
r=u + v,

ondeu = x; +y; ev = z.

A representacao € efectivamente decomposta em duas representagoes se-

2)

pardveis, a de dimensao dois, D'*), actua em u e a representacdo trivial de

dimensdo um, D'V actua em v, sendo ambos completamente independentes:
A O A O AA O

RR = =
O 1 O 1 o 1

O simbolo especial & € usado na decomposi¢cao da diagonal e, escreve-se:
R(c) = DW(c) @ DP(c)

Definigao 4.7 [3], pdg.45
A representacdo de dimensdo n + m € dita como sendo redutivel se D(g)
toma a forma:

D(g) = A(g) C(g) VgeG

O Bg)
onde A, (' e B sao submatrizes de dimensao m x m, m X n e n X n,
respectivamente, e O representa a matriz nula de dimensao n x m.

Ao multiplicar-se as duas matrizes vé-se:
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D(g9)D(g9) = D(g9) =

Assim,

e, também,

Clg9) = A(9)C(9) + C(9)B(9)

Assim, { A(g)} e { B(g)} sao representacoes de G de ordem m e n, respec-

tivamente.

Para grupos finitos a equivaléncia C' pode ser a matriz nula, como no caso de
Cs. A representagao D(g) é dita como sendo uma redutibilidade completa

ou decomponivel se:

D(g) = A(g) ® B(g)

As representacoes A e B sao elas préprias decomponiveis, sendo natural a
continuagao do processo, que termina quando se alcanga o nivel de repre-
sentagoes irredutiveis, chamadas de representagoes que ja nao podem ser
mais reduzidas. Nao existe limite no nimero e dimensoes de representagoes
redutiveis, o que significa que as representagoes irredutiveis podem ser
classificadas pelos caracteres e numeradas.

Uma representacao irredutivel pode aparecer mais do que uma vez na

decomposicao e, escreve-se:
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D = Yza,D™

onde, o niimero inteiro nao negativo, a, representa o nimero de vezes que
a representacao irredutivel, D("), aparece na decomposicao.

Para encontrar o coeficiente, a,, usam-se as propriedades de ortogonalidade
dos caracteres. (ver secgao seguinte)

Tomando o traco de um elemento do grupo, g, verifica-se que o caracter,

x(g) de D é decomposto segundo uma soma de caracteres x(")(g):

x(9) = Zoa,x(g)

4.1.2 Ortogonalidade dos caracteres

Como ja foi mencionado anteriormente, o caracter de uma representagao
D é o conjunto {x(g)}, onde x(g) é o traco da matriz D(g). O trago de uma
matriz tem as seguintes propriedades:

(1) x é o mesmo quando as representacgoes sao equivalentes, ou seja,
Dlg) = SD(g)S™"
(17) x é o mesmo para elementos conjugados, uma vez que,
D(hgh™') = D(h)D(g)(D(h))~!

(ii7) Se D é unitéria, ou seja, D~! = D*, entao

Assim, é sempre verdade que para um grupo finito ou compacto, qualquer
representacao é equivalente a uma representagao unitaria, ou seja, tem o
mesmo trago da representagao unitaria.

A relacao de ortogonalidade de caracteres é obtida através do teorema

fundamental de ortogonalidade de caracteres [3], pig.62:
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S @O (@ (g1 = Gl giv g, 5,
o XXM =7 kj Okj
onde, Jy; 0y; = 0k = d;, dimensao da representacao irredutivel. Assim,
2 X (gx(g™) = 6" (1)
Por (7i7) tem-se uma forma alternativa,
@1 Zg XD ()X (g) = 0%

Assim, por (1) é definido o produto escalar de dois caracteres de duas repre-
sentacoes nao equivalentes, em que estes dois caracteres sao ortonormais,

se,
< X(Z)JX(U) > = 6“)

Por (ii) os elementos de uma mesma classe de conjugacao tém o mesmo
caracter, assim os caracteres distintos sao classificados como x;, j =1, ... ,
k; correspondente a k, ao nimero de classes de conjugacao, K;.

Seja k; o nimero de elementos da classe de conjugagao K;. Entao a soma

segundo g em (1) pode ser escrita como a soma de j:
& 55 kg 9)x ) (g) = 6

Uma vez que nao podem existir mais do que k vectores ortogonais, temos
novamente uma desigualdade no nimero r de diferentes representagoes ir-
redutiveis. Normalmente, o niimero de representacgoes irredutiveis é menor

ou igual ao niimero de classes de conjugacao:

r <k
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4.2 Construcao de tabelas de caracteres

E possivel na maioria das aplicacoes fisicas determinar os caracteres das
representacoes irredutiveis de um grupo finito. Os caracteres sao apre-
sentados numa tabela com a seguinte forma: as linhas correspondem as
diferentes representacoes irredutiveis e as colunas correspondem as classes

de conjugacao do grupo.

Na construcao da tabela as principais ferramentas a serem usadas sao:
(1) O nimero de representacoes irredutiveis = ao ntimero de classes de

conjugacao: r = k;

(2) A soma dos quadrados das dimensoes das representagoes irredutiveis, é

igual & ordem do grupo, isto é: XI_,d? = |G|;
(3) Ortogonalidade: Ejij§i)xj”)* = |G|
(4) Qualquer informagao vem com (!).

Nas representacoes de dimensao um, os caracteres sao o mesmo que as
matrizes e, eles préprios devem imitar as propriedades da operagao do
grupo (multiplicagao).

No caso do grupo ser abeliano, todas as representagoes irredutiveis sao de
facto de dimensao um.

Para grupos finitos isto pode ser provado usando (1), (2) e o facto de que
as classes de conjugacgao consistem em um unico elemento. Sendo assim, o

nimero de classes, k, é igual a ordem do grupo, |G|, e (2) fica:
Zidi= |G|

cuja unica solugao é d; =1, V,.
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4.2.1 Exemplos de tabelas de caracteres

Exemplo 4.5 Tabela de caracteres de C;

A tabela quadrada 3 x 3 é formada por trés representacoes irredutiveis D!

. D®) e por trés classes de conjugacio, cada uma com um elemento e, r,

Os caracteres das representacoes irredutiveis sao de dimensao um e devem

“imitar”’o grupo multiplicativo. Em particular,

x(r?)=(x(r))” e (x(r)* = x(r’) = x(e) = 1.

Tabela 4.1: Tabela de caracteres de Cs

DM é uma representacao trivial, onde cada elemento é uma funcao unitaria.
D®) e DB) sao representagoes de dimensdo um, sao complexos conjugados.
Pensando nas representagoes como fungoes de C3 para GL(1,C), de niimeros
complexos diferentes de zero, podemos identificar diferentes nucleos. Estes
podem ser subgrupos normais de C;. Uma vez que C3 nao tem subgrupos
proprios, as unicas possibilidades sao os subgrupos impréprios, ou seja,

Cs e {e}. Para DY) é uma das primeiras destas possibilidades que sao
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realizadas, enquanto que para D?) e D®) o nticleo é justamente o elemento
unitario, o que significa que sao representagoes “faithful”.Vamos verificar

a ortogonalidade das linhas, segundo a equagao abaixo,
<xW x> =11+w?+w) =0,

em virtude da factorizagao de (2°—1) em (2 —1)(2?+z+1). De igual forma o
mesmo para < Y x®) > e < y(?) y(® > A normalizacao é assegurada pelo
facto dos caracteres terem mdédulo unitario ( isto é, os niimeros unitarios,
convém a representagao unitaria).

Finalmente, vamos usar a tabela de caracteres para ver como actua o vector
nas componentes r, y e z e, as decompoe em representacgoes irredutiveis. O

caracter é

o que significa que
X = arx™ + asx® + azx®
Como o grupo é abeliano
= v @ 43
O coeficiente é dado através

a, = <x", x> =3 (3x"(e)) = 1

Assim, o vector da representacao D" é decomposto através de uma soma

directa

DV = DM ¢ D2 g DBG)
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Pelo exemplo 4.4 da pagina 59, z é invariante segundo qualquer rotacao de
C, isto é, z forma a base da representacao trivial D). Para D® e D®),

considera-se a transformagao como sendo a combinacao de x + 7y.

Ficam, assim, explicados todos os passos necessarios para a construgao de

uma tabela de um grupo abeliano.

Exemplo 4.6 Tabela de caracteres de D(3)

As classes de conjugagao de D(3) sao: (e), (r,r?) e (s, sr, sr?), que denotamos
por ki, ko e k3, respectivamente. Assim, temos trés classes de conjugacao e
trés representacgoes irredutiveis.

Como a ordem do grupo é igual a soma dos quadrados das dimensoes das
representagoes irredutiveis, temos: d; + d3 + di = 6.

Existe sempre uma representacgao trivial D*)(g) = 1, com d, =1, obtendo-se,
assim, d% + d3 = 5.

Apenas as solucgoes inteiras da equacao sao: d, = 1, d3 = 2. E importante,

para preencher a primeira coluna da tabela de caracteres, uma vez

Para as representagoes de dimensao um, Y devem traduzir o grupo estru-

tura. Assim,
x(sr) =x(s)x(r).
Mas,
x(s) = x(s7) = x3, uma vez x(r) = x2 = 1.

Portanto,
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x(s)* = x(s%) = x(e) = 1, déd-nos x3 = *1.

O sinal superior d4 a representacao trivial, obtendo-se y; = —1 para D).

Usando (1), (2) e (4) determinamos a tabela de caracteres, a seguir,

D3) | K, K, Ks
DWWl 1 1 1
D@ |1 1 -1
DB | 2 -1 0

Tabela 4.2: Tabela de caracteres de D(3)

Finalmente, usando (3), a ortogonalidade de caracteres, verificamos a orto-
gonalidade entre Y(®) e y(!), entre y(®) e x(?) e, ainda, entre y(!) e y(?.

No caso dos grupos rotacionais existe uma outra notagao usada com frequéncia
nas classes de conjugacao que se reflecte no niimero e na natureza dos seus

elementos.



Capitulo 5

Estudo dos grupos de rotacoes dos

solidos platonicos

A primeira versao da criagao de tabelas de caracteres no “GAP”surgiu com
o0 “GAP 3.1”em Marco de 1992, para ser utilizado estudo nos grupos. Um
outro aspecto foi a criagao da biblioteca de tabelas de caracteres com todas

as tabelas dos grupos finitos (ver [1], disponivel na Internet).!

Vamos apresentar tabelas de caracteres obtidas através do software GAP,

para os grupos de rotagoes dos solidos platénicos.

5.1 Subgrupo alterno A4

gap> a4:=CharacterTable("Alternating",4);
CharacterTable( "Alt(4)" )

gap> Display(a4);

Alt(4)

1“The GAP caracter table library”, version 1.1, maintained by Thomas Breuer

69
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2 2 2
31 . 1 1

la 2a 3a 3b
2P 1a 1a 3b 3a
3P 1a 2a 1la 1la

X.1 1 1 1 1
X.2 3 -1

X.3 1 1 A /A
X.4 1 1 /A A
A = E(3)

(-1+ER(-3))/2 = b3

Nota: A = ¢27/3

A tabela dada pelo software “GAP”nao é a melhor para apresentar resul-
tados, assim os seus resultados foram colocados numa tabela, de forma a

que a sua leitura seja mais compreensivel.

Elementos | 1 3 4 4
Ordem 1 2 3 3
1 1 1 1 1

9 1 1 e2mi/3  p—2mi/3

3 1 1 e-2mi/3  p2mi/3
4F 3 -1 0 0

Tabela 5.1: Tabela de caracteres do grupo A4

Passemos entao a explicar cada linha obtida. A primeira linha da-nos o
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numero de elementos de cada classe de conjugacao, nimero de simetrias
do subgrupo A(4), e a segunda a ordem dos elementos das classes. Assim,
para comprovar o numero de elementos de cada classe, assim como a ordem

dos elementos, utilizamos, novamente, o software GAP.

5.1.1 Determinacao do nimero de elementos do subgrupo

alterno A(4), através de ciclos de comprimento 3 através

software GAP

gap> A4:=Group((2,3,4),(2,4,3),(1,2,3),(1,2,4),(1,3,2),(1,3,4),
(1,4,3),(1,4,2));(8 ciclos de ordem 3)

Group([ (2,3,4), (2,4,3), (1,2,3), (1,2,4), (1,3,2), (1,3,4), (1,4,2),
(1,4,3) D

gap> Size(ad);
12

gap> Elements(a4);
[ O, (2,3,4), (2,4,3), (1,2)(3,4), (1,2,3), (1,2,4), (1,3,2), (1,3,4),
(1,3)(2,4), (1,4,2), (1,4,3), (1,4)(2,3) ]

Determinacao do nimero de classes de conjugagao

gap> ConjugacyClasses(ad);
[ O°G, (1,2)(3,4)°G, (1,2,3)°G, (1,2,4)°G ]

Classes de conjugacao e nimero de elementos de cada classe

gap> e:=ConjugacyClass(a4,());
0-G
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gap> Elements(e);
L O]

gap> ap> q:=ConjugacyClass(a4, (1,2)(3,4));
(1,2)(3,4)°G

gap> Elements(q);

[ (1,2)(3,4), (1,3)(2,4), (1,4)(2,3) ]

gap> n:=ConjugacyClass(a4, (1,2,3));
(1,2,3)°G

gap> Elements(e);

[ (2,4,3), (1,2,3), (1,3,4), (1,4,2) ]

gap> s:=ConjugacyClass(a4,(1,2,4));
(1,2,4)°G

gap> Elements(s);

[ (2,3,4), (1,2,4), (1,3,2), (1,4,3) ]

Apdés uma leitura dos dados, verifica-se que existem quatro classes de

conjugacao,
(), (1,2)(3,4),(1,2,3), (1,2,4).

Como se verifica, a 1* classe de conjugagao tem um elemento, a 2* tem trés
elementos e as duas tultimas tém quatro elementos, 1* linha da tabela. As

linhas a seguir representam o nimero de representagoes irredutiveis.

O caracter assinalado com o F' significa que é uma representacgao irredutivel
“faithful”, ou seja, a identidade é o inico elemento do ntucleo.
As representacoes irredutiveis sob a forma de complexos sao de dimensao

um e pertencem ao grupo ciclico C,, na tabela A = €277/3,
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5.2 Subgrupo alterno A5

gap> ab:=CharacterTable("Alternating",5);
CharacterTable( "Alt(5)" )

gap> Display(ab);

A1t (5)

la 2a 3a 5a 5b
2P la la 3a 5b ba
3P 1la 2a la 5b ba
5P 1a 2a 3a la 1la

X.1 11 1 1 1
X.2 4 1-1-1
X.3 5 1-1

X.4 3 -1 A xA
X.5 3 -1 *A A
A = -E(5)-E(5)74

(1-ER(5))/2 = -Db5
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5.3 Grupo Simétrico S4

gap> s4:=CharacterTableSpecialized(CharacterTable("Symmetric"),4);
CharacterTable( "Sym(4)" )

gap> Display(s4);

Sym(4)

2 3 2 3 . 2
la 2a 2b 3a 4a

2P 1a 1a 1a 3a 2b
3P 1a 2a 2b 1la 4a

X.1 1-1 1 1-1
X.2 3 -1-1 1
X.3 2 . 2-

X.4 3 1-1 -1

X.5 11 1 1 1



Conclusao

Como o tema geral deste trabalho se denomina por “Grupos e Simetrias”,
cada capitulo foi sendo elaborado em funcao do que era necessario para
relacionar os dois sub-temas, ou seja, primeiro entender o significado de
grupo, segundo entender o significado de simetria e, apds este entendi-
mento, como relacionar os dois sub-temas.

A sua relagao é conseguida através de tabelas de caracteres. Estas tabelas
fazem o estudo das representagoes de grupos.

Na construcao destas tabelas e, mesmo ao longo de todos os capitulos,
foi sendo utilizado, de forma progessiva, o software “GAP” (Groups, Algo-
rithms and Programming), que comegou por ser um sistema computacional
para ser usado no estudo de grupos, mas o seu uso tem sido alargado devido
ao elevado nimero de“share-packages” existente. No entanto, este software
nao foi utilizado tanto como gostariamos, devido ao tempo permitido para
a elaboracao da tese, ou seja, foi pouco. Por tultimo, espero que a estrutura

da tese esteja adequada ao tema aqui tratado.

5
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