Maria Vitoria Duarte Moreira

Os FRACTAIS E A APRENDIZAGEM DE CONCEITOS MATEMATICOS

NOS ENSINOS BASICO E SECUNDARIO

Universidade Portucalense Infante D. Henrique

Departamento de Inovacao, Ciéncia e Tecnologia

Julho de 2011






Maria Vitoria Duarte Moreira

Os FRACTAIS E A APRENDIZAGEM DE CONCEITOS MATEMATICOS

NOS ENSINOS BASICO E SECUNDARIO

Mestrado em Matematica/Educacao

Trabalho realizado sob orientacao da

Professora Doutora Ana Ramires

Universidade Portucalense Infante D. Henrique

Departamento de Inovacao, Ciéncia e Tecnologia

Julho de 2011






Agradecimentos

Gostaria de expressar o meu mais sincero agradecimento a todos aqueles que
me apoiaram ao longo do curso de Mestrado, em particular, a Professora Doutora Ana
Ramires o meu reconhecimento pela incondicional disponibilidade, pelo precioso contri-
buto da sua orientac¢do através de variadissimas ideias e sugestdes, sempre presentes ao
longo das diversas etapas deste trabalho; aos meus pais, pelo apoio incondicional; a
todos os professores do curso de Mestrado e, finalmente, a todos os colegas e amigos

gue me acompanharam e incentivaram na realizacdo deste trabalho.






Os FRACTAIS E A APRENDIZAGEM DE CONCEITOS MATEMATICOS

NOS ENSINO BASICO E SECUNDARIO

Resumo

Embora a Geometria Fractal tenha grandes potencialidades para ser leccionada
do ensino basico ao ensino superior, sdo poucas as tarefas desenvolvidas com fractais no
ensino basico e no secunddrio, parecendo impensavel, numa primeira analise, o envol-
vimento destes alunos em tarefas que incluam o seu estudo e exploracdo. Porém, a
Geometria Fractal, através da formulagdo de problemas estruturados para a aprendiza-
gem de conceitos, representacoes e procedimentos, reconhecimento de padrdes, esta-
belecimento de conjecturas, generalizacdes e debate de ideias, permite o estabeleci-
mento de conexdes entre a Algebra e a Geometria, apresentando uma visdo mais inte-
grada da Matematica, e promove o desenvolvimento das capacidades transversais,
nomeadamente, a resolucdo de problemas e o raciocinio e comunicacdo matematicos. O
objectivo principal desta dissertacdo é mostrar de que forma a Geometria Fractal pode
ser explorada para introduzir e explorar conceitos matematicos do ensino basico até ao
secunddrio de acordo com os programas portugueses actuais de Matematica e as suas
recomendag¢des metodoldgicas.

Neste trabalho, apresenta-se uma perspectiva histdrica da Geometria Fractal e a
sua relagcdo com a Teoria do Caos. Descreve-se a evolu¢do do conceito de fractal e as
suas duas caracteristicas principais: dimensdo fractal e auto-semelhanca. A partir da
analise do Novo Programa do Ensino Basico, dos actuais programas do ensino secunda-
rio e respectivas orientacoes, é sugerida a introducdo dos fractais classicos nos diferen-
tes niveis de aprendizagem, descrevendo-se o seu processo de construcdo e as principais
caracteristicas que poderdo ser usadas na exploracdo de diversos conteudos programa-
ticos. E apresentado um conjunto de tarefas praticas de exploracdo do tridngulo de Sier-
pinski, permitindo a integracdo da Geometria Fractal nos quatro niveis de ensino nao

superior portugueses.

Palavras-Chave: Fractais; Ensino de Matematica; Perspectiva Metodoldgica.






FRACTALS AND MATHEMATICAL CONCEPTS IN SCHOOL EDUCATION

Abstract

While fractal geometry can potentially be taught from primary through to higher
education, there are at present few exercises developed for fractals in primary and sec-
ondary school courses. At first sight, it may therefore seem unthinkable to involve stu-
dents in tasks that include their study and exploitation. However, through the formula-
tion of problems for structured learning of concepts, representations and procedures,
pattern recognition, establishment of conjectures, generalizations, and debate of ideas,
fractal geometry allows the establishment of connections between algebra and geome-
try, permitting a view towards a more integrated mathematics. It can also promote the
development of transversal skills, including problem solving and mathematical reasoning
and communication. The main objective of this dissertation is to show how fractal geo-
metry can be exploited to introduce and explore mathematical concepts in primary and
secondary education programs in accordance with the current Portuguese Mathematics
Curriculum and its methodological recommendations.

The paper begins with a historical overview of fractal geometry and its relation to
chaos theory. It describes the evolution of the concept and its two main features: fractal
dimension and self-similarity. From an analysis of the new basic education program and
the current secondary education programs and their guidelines, it argues for the intro-
duction of classical fractals at different levels of learning, describing the process of con-
struction and the main tools that can be used in an exploration of their programmatic
content. It presents a set of practical exercises in operating the Sierpinski triangle, allow-
ing the integration of fractal geometry at the four levels of Portuguese non-tertiary edu-

cation.

Keywords: Fractals; Teaching of Mathematics; Methodological Perspective.
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CAPiTULo I

“O melhor trabalho dos matemdticos é arte, arte per-
feita, tdo arrojada como os mais secretos sonhos da
imaginagdo, clara e limpida.” Gésta Mittag-Leffler

1. Introdugao

A Matematica é vista como uma disciplina muito abstracta e formal. Muitos alunos
ndo compreendem certos conceitos porque ndo conseguem visualiza-los, o que torna a
Matematica uma disciplina dificil e, aparentemente, sem significado real. A visualizacao
permite passar dos exercicios rotineiros ao raciocinio matematico. O poder visual das
imagens e a consequente percepgao visual podem ajudar o aluno a assimilar os varios
conceitos com maior facilidade e a desenvolver as capacidades matematicas. As imagens
ajudam também a interligacdo de diversos assuntos, quer pelo seu valor estético quer
por estimularem o sentido critico, gerando, por si s6, mensagens ricas e diversificadas. A
referéncia as imagens e a sua forca esta ligada as que dao voz a nova linguagem geomé-
trica —a Geometria Fractal.

Mandelbrot, o pai da Geometria Fractal, descreve-a da seguinte forma:

“... as imagens que lhe servem de “caracteres” sdo intrinsecamente seduto-
ras para o artista, para a crianga e para o leigo. Muitas ja foram aceites
como resultado de uma nova forma de arte. Algumas destas imagens sdo
“imitagées” (de um realismo surpreendente) de montanhas, nuvens ou
drvores. Outras sdo absolutamente novas, abstractas e fantdsticas. (...) Por-
que os mestres se mostram encantados ao verem quanto esta linguagem
seduz os seus alunos. Nos mais diversos paises, com as estruturas escolares
mais dispares, os fractais consequem tdo bem despertar a curiosidade
matemadtica dos jovens mais reticentes como reforcar a paixdo dos mais
motivados. Nesta época pobre em vocagbes é caso para se ficar admirado.”
(1998, p. 210 e 211)



Introducao

Quando os fractais sdao observados pela primeira vez, é dificil imaginar que a sua
beleza seja gerada por repeticdo de regras matematicas muito simples — iteracdes de
certas fungdes, sendo o fractal o limite da sucessdao de imagens geradas por computa-
dor. No entanto, ndo se pode falar em visualizacdo sem a aliar ao computador. A trian-
gulagdo “fractais — computador — visualizagdo” torna-se, assim, a associacao perfeita

para a nova visao da Matematica escolar.

“Imagine uma sala de aula, uma escola ou um agrupamento de escolas,
onde todos os alunos tém acesso a um ensino de matemdtica estimulante e
de elevada qualidade. As expectativas sGo ambiciosas, para todos, com
meios adicionais para aqueles que deles necessitem. Os professores melhor
preparados e experientes possuem recursos adequados em que baseiam o
seu trabalho e encontram-se em desenvolvimento enquanto profissionais. O
programa curricular é bastante rico ao nivel da matemadtica, proporcionan-
do aos alunos uma aprendizagem compreensiva dos conceitos e procedi-
mentos matemdticos mais importantes. A tecnologia constitui uma compo-
nente essencial desse ambiente. E com confianca que os alunos se envolvem
em tarefas matemdticas complexas, criteriosamente escolhidas pelos pro-
fessores. Constroem os conhecimentos a partir de uma vasta gama de
temas, por vezes abordando o mesmo problema sob diferentes perspectivas
matemadticas ou procedendo a representagées matemdticas distintas, até
encontrarem os métodos que lhes permitem progredir. Os professores aju-
dam os alunos a formular, aperfeicoar e explorar conjecturas, baseadas em
evidéncias, e a utilizar uma diversidade de técnicas de raciocinio e de prova
de modo a confirmar ou infirmar essas conjecturas. Os alunos resolvem os
problemas de forma flexivel e expedita. Individualmente ou em grupos, e
com recurso as tecnologias, trabalham produtiva e reflectidamente sob a
orientacio competente dos seus professores. Os alunos transmitem de
modo eficaz as suas ideias e resultados, sob a forma oral ou escrita. Valori-
zam a matemdtica e envolvem-se activamente na sua aprendizagem.”
(National Council of Teachers of Mathematics, 2011, p. 3)

2. Motivagao e objectivos

Neste trabalho, pretende-se mostrar como a Geometria Fractal pode ser explo-
rada para introduzir ou trabalhar conceitos matematicos, de acordo com os programas
portugueses de Matemadtica e as suas recomendacdes metodoldgicas, desde o 12 ciclo
ao secundario.

A exploragcdo dos fractais contribui para o desenvolvimento das trés grandes

capacidades transversais a toda a aprendizagem da Matematica que estruturam o Novo
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Programa de Matemdtica do Ensino Bdsico (Ponte, et al., 2007), homologado a 28 de
Dezembro de 2007: resolucdo de problemas, raciocinio matematico e comunicacao
matemadtica. A Geometria Fractal permite a formulagdo de problemas estruturados para
a aprendizagem dos diversos conceitos, representacdes e procedimentos matematicos,
a construcado de cadeias argumentativas e uma participagao construtiva em discussdes
sobre ideias, processos e resultados matematicos. Segundo Barbosa, a utilizagdo da
Geometria Fractal na sala de aula é amplamente justificada através das:

“ - conexdes com outras ciéncias;

- deficiéncias da Geometria Euclidiana para o estudo das formas da natu-
reza, desde que é, em geral, apenas apropriada para formas do mundo
oriundas do humano, como construgdes de casas, prédios, pontes, estradas,
mdaquinas, etc.;

- 0s objectos naturais sdo com frequéncia mais complicados e exigem uma
geometria mais rica, que os modela com fractais, possibilitando desenvol-
ver projectos educacionais sobre temas transversais voltados para a com-
preensdo de fendmenos que ocorram nos diversos ambientes;

- difusd@o e acesso aos computadores e a tecnologias da informdtica nos
vdrios niveis da escolarizagdo;

- existéncia do belo nos fractais e possibilidade do despertar e desenvolver
0 senso estético com o estudo e arte aplicada a construgcdo de fractais,
entendendo-se arte como toda a ac¢dio que envolve simultaneamente habi-
lidade e criatividade;

- sensacdo de surpresa diante da ordem na desordem.” (2005, p. 19 e 20)

Em Portugal, o uso da Geometria Fractal no 12 e no 22 ciclo ndo estd explorado.
No 32 ciclo e secundario, ja existem alguns manuais escolares, embora sejam poucos os
gue propdem tarefas com fractais, como por exemplo (Conceicdao & Almeida, 2010, pp.
63, 215) e (Viegas, Gomes, & Lima, 2011, pp. 204,214,236,237,248,282,288,294-296).
Neste trabalho, a partir da andlise do Novo Programa do Ensino Basico, dos actuais pro-
gramas do ensino secundario e respectivas orienta¢des, é sugerida a introducao dos
fractais classicos nos diferentes niveis de aprendizagem, descrevendo-se o seu processo
de construcdo e as principais caracteristicas que poderdo ser usadas na exploracao de
diversos conteldos programaticos. Sdo propostas quatro tarefas praticas de exploracao
do mesmo fractal, o tridngulo de Sierpinski, que permitem a integracdo da Geometria
Fractal nos quatro niveis de ensino portugueses, respeitando as directivas dos progra-
mas do ensino bdsico e secundario. A escolha deste fractal como elo comum das tarefas

deve-se ao facto de ser o Unico que possui caracteristicas ajustaveis ao desenvolvimento
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matemadtico nos quatro ciclos de aprendizagem. As tarefas propostas apresentam-se
como uma cadeia, num crescendo de dificuldade adaptada ao ciclo de ensino corres-
pondente.

A tarefa do 12 ciclo enquadra-se na unidade tematica Geometria e Medida e sub-
tema Figuras no Plano e Sdlidos Geométricos, destinando-se aos alunos do 32 e 42 ano
de escolaridade. Segue as recomendagdes do National Council of Teachers of
Mathematics (abreviadamente, NCTM), a instituicdo de referéncia no dominio das ten-
déncias curriculares internacionais, sobre o ensino da Geometria no 12 ciclo do ensino
basico (2011, p. 191) e pretende o estabelecimento da interdisciplinaridade com a disci-
plina de Lingua Portuguesa e o desenvolvimento da percepgdo espacial e de conceitos
geométricos, como indicado no Novo Programa do Ensino Bdsico.

A tarefa do 22 ciclo do ensino basico enquadra-se na unidade tematica Geome-
tria e subtema Figuras no Plano, sendo, essencialmente, um processo de construcao de
fractais caracterizados por auto-semelhanca. Pretende-se, com esta tarefa, o desenvol-
vimento da capacidade transversal da comunicacdo matematica e a aplicacdo de concei-
tos de isometrias anteriormente adquiridos: reflexées, rotacdes, translacdes e simetrias
axiais e rotacionais.

A tarefa do 32 ciclo do ensino bdsico destina-se ao 72 ano de escolaridade e
enquadra-se na unidade tematica Algebra, subtema Sequéncias e Regularidades. Esta
tarefa pretende o estabelecimento de conexdes entre a Algebra e a Geometria e segue
as recomendac0es relativas as tarefas exploratdrias e de investigacao do Novo Programa
do Ensino Bdsico (Ponte, et al., 2007, p. 51) e as recomendacdes do NCTM sobre o ensi-
no da Geometria neste ciclo (2011, p. 275) e o desenvolvimento do raciocinio
matematico (2011, p. 310).

A tarefa do ensino secundario destina-se a alunos do 112 ano de escolaridade e
enquadra-se na unidade tematica Algebra, subtema Sucessdes. Aqui, pretende-se o
estabelecimento de conexdes entre a Algebra e a Geometria, o desenvolvimento do
raciocinio matematico através da identificacdo e analise de padrdes e estruturas, o esta-
belecimento de conjecturas e generaliza¢Ges (através de métodos iterativos e recursi-
vos), seguindo as recomendac¢bes do NCTM (2011, p. 361). Cria condi¢Ges propicias ao
uso de software de Geometria Dinamica, também no seguimento das recomendagdes

do NCTM (2011, p. 368), e a triangulagdo “fractais — computador — visualizagéo” .
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3. Estrutura da Dissertagao

A dissertacao, além desta introdugao, inclui mais trés capitulos, cujo conteudo se
passa a descrever.

No Capitulo Il, a Geometria Fractal é apresentada como uma extensao enriquece-
dora da Geometria classica. E descrita como a Geometria da natureza, uma vez que
pode ser encontrada na arte antiga, na arquitectura gética e barroca, nos sons naturais,
fendmenos fisicos e fisiologia do corpo humano e até na organizagao do Universo. Tam-
bém é referido o uso dos fractais na modelacdo de fendmenos sociais e econémicos.
Segue-se uma perspectiva histérica da Geometria Fractal dividida em dois periodos dis-
tintos, século XIX e século XX, que termina com uma alusdo a relacdo entre a Teoria do
Caos e os fractais. Neste capitulo, apresenta-se a evolugdao do conceito de fractal e a
descricao das suas duas caracteristicas principais: auto-semelhanca e dimensao fractal.
A propriedade de auto-semelhanca é definida como uma extensdo de uma das mais
importantes nocdes da Geometria elementar — a semelhanca de figuras, podendo-se
apresentar em diferentes graus, quer em objectos fractais, quer em fractais puramente
matematicos. Na descricao da dimensao fractal, apresenta-se a evolugao da defini¢do da
dimensao topolégica das figuras euclidianas em contraponto com a dimensdo nao intei-
ra dos fractais, terminando com o célculo das trés dimensodes fractais: dimensao fractal
ou de auto-semelhanca, dimensdo de Hausdorff e dimensao box-counting.

No Capitulo lll, é analisado o Novo Programa do Ensino Bdsico e os actuais progra-
mas do ensino secundario, e, aproveitando as orientacdes dos respectivos programas, é
sugerida a introducdo e a exploracdo dos fractais cldssicos nos ensino basico e secunda-
rio. Descreve-se o processo de construcdo e as principais caracteristicas de alguns frac-
tais cldssicos — Curva de Von Koch, Floco de Neve de Von Koch, Conjunto de Cantor,
Triangulo de Sierpinski, Esponja de Menger e Piramide de Sierpinski, e os conteudos
programaticos que poderdo ser introduzidos e explorados através do seu estudo. O capi-
tulo termina com o enquadramento e descricdo de quatro tarefas que exemplificam
formas de exploracdo do triangulo de Sierpinski desde o 12 ciclo até ao secundario, res-
peitando as directivas dos programas do ensino basico e do ensino secundario e as

recomendacdes do NCTM.
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No Capitulo 1V, sdo apresentadas as conclusGes deste trabalho e, no Anexo A, B, Ce
D, apresentam-se as tarefas propostas de exploracdo do triangulo de Sierpinski para o

19, 22 e 32 ciclo do ensino basico e para o ensino secundario, respectivamente.



CAPiTULo [

“Ndo hd nenhum ramo da Matemdtica, por mais abs-
tracto que seja, que ndo possa um dia ser aplicado a
fenomenos do mundo real.” Nicolai Lobachevsky

A Geometria Fractal é uma extensao da Geometria classica. Ndo a substitui, mas
enriquece-a. Através de computadores, pode-se criar modelos precisos de estruturas
fisicas, desde conchas marinhas até galaxias. Citando M. Barnsley, “A Geometria Fractal
é uma nova linguagem. A partir do momento em que é dominada, pode-se descrever a

I/I

forma de uma nuvem tdo precisamente como um arquitecto faz com uma casa!” (in
Lesmoir-Gordon, Rood, & Edney, 2001, p. 8)

As formas fractais foram expressas intuitivamente por artistas muito antes de
serem conhecidas pela Ciéncia. Encontram-se modelos auto-semelhantes na arte celta,
romana, grega, egipcia, asteca, inca e maia. A arquitectura, em particular a gdtica e a
barroca, é prddiga em formas fractais. A andlise espectral da musica, desde a classica até
as cang¢des de embalar, revela uma afinidade notdvel com os modelos presentes na
natureza, em particular, com a distribui¢do fractal (designada por ruido 1/f) encontrada
no som de uma cascata ou no barulho das ondas. Os modelos fractais sao encontrados
em muitos aspectos da natureza: as mudancas dos estados fisicos da dgua, o escoamen-
to da agua desde os rios até aos oceanos, a fisiologia da circulacdo sanguinea, a dimen-
sdo das nuvens, o modo de propagacao de um fogo florestal, o crescimento dos corais, a
forma de um floco de neve, o movimento das particulas quanticas, a forma dos pulmdes,
o sistema circulatério, os rins, o figado, o pancreas e o cérebro; a forma dos receptores
moleculares das superficies dos virus e bactérias e o seu periodo de incubacdo, a super-

ficie das células cancerosas, a estrutura interna dos 0ssos, os batimentos cardiacos, a

dindmica dos tremores de terra e a forma da propagacdo de epidemias, a organizacdo
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do Universo, inclusive a sucessdo das etapas que deu origem ao Big Bang. E devido a
esta omnipresenca nos fendmenos naturais que a Geometria Fractal é considerada,
unanimemente, a verdadeira geometria da natureza. A Geometria Fractal também é
usada para modelar fendmenos sociais e econdmicos, sendo, por exemplo, o trabalho
de Keith Still sobre o comportamento e gestao de multiddes utilizado na arquitectura
dos estadios e na modelagao de ecossistemas (in Lesmoir-Gordon, Rood, & Edney, 2001,
p. 130). Mandelbrot considera, num dos seus trabalhos sobre economia intitulado “Frac-
tal and Scalling in Finance: Descontinuity, Concentration, Risk” que os fractais estdo tao
presentes na economia como nas ciéncias naturais e que as oscilagdes dos mercados
mundiais seguem padrdes fractais (in Lesmoir-Gordon, Rood, & Edney, 2001, p. 144).
Neste capitulo, comeca-se por apresentar uma breve perspectiva histdrica dos
fractais nos séculos XIX e XX através de sucintas descri¢des dos fractais descobertos nas
duas épocas e da sua relacdo com a Teoria do Caos. Seguidamente, é apresentada a evo-
lucdo do conceito de fractal e sdo descritas as suas duas caracteristicas principais: auto-

semelhanca e dimensao fractal.

1. Histdria dos Fractais

As regras que, durante milénios, definiriam os estudos da Geometria foram fun-
dadas por Euclides de Alexandria (360 a. C. — 295 a. C.). As formas que estudou, linhas
rectas e circulos, mostraram-se tao eficazes na explicacdo do Universo que os cientistas
ndo notaram as suas limitacdes. Os modelos que ndo se enquadravam na Geometria
Euclidiana chegavam a ser considerados contra-intuitivos ou patoldgicos. S6 a partir do
século XIX, é que as descobertas de Karl Weirstrass (1815 — 1897), Henri Poincaré (1845
—1912) e George Cantor (1845 — 1918), lancaram as bases de um novo tipo de Geome-
tria capaz de descrever aspectos do mundo real inacessiveis para a Geometria Euclidia-
na. A histdria dos fractais pode ser dividida em dois periodos, século XIX e XX, que se

passam a descrever sucintamente.
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1.1 Os Fractais no Século XIX

O século XIX foi caracterizado, sobretudo, pela aritmetizacao da Analise, ou seja,
pelo estabelecimento de bases matematicas rigorosas. Um dos conceitos que gerou con-
trovérsia, em meados do século XIX, foi a descoberta da Teoria das Tangentes das Cur-
vas. Durante o século XVIII e principios do século XIX, estava estabelecido que uma fun-
¢do y = f(x), continua e definida num intervalo real, tinha uma tangente bem definida
em qualquer ponto desse intervalo com a excep¢do de um nimero finito de pontos clas-
sificados, na altura, como “angulosos”. Bolzano (1781-1848) apresentou, em 1834, uma
funcdo continua num intervalo e ndo derivavel em nenhum ponto desse intervalo. No
entanto, ndo foi levado muito a sério até a altura em que Weirstrass apresentou, em
1872, uma classe de fungdes que sendo continuas ndo eram derivaveis em nenhum pon-
to.

De inicio, os matematicos ndo aceitaram tais exemplos, chegando Poincaré a
designa-los como “galeria de monstros” e Hermite (1822-1901) como “praga”. Estes
objectos matematicos bizarros foram proliferando, desafiando a intuicdo humana, des-
tacando-se, neste século, a Curva de Weirstrass, a Fung¢do de Riemann, o Conjunto de
Cantor, a Curva de Peano, a Curva de Hilbert e a Curva de Von Koch, que sao apresenta-

dos a seguir.

1.1.1 Curva de Weirstrass

O primeiro fractal matematico, a Curva de Weirstrass, foi descoberto em 1861
guando Karl Weirstrass analisava os trabalhos de outros matematicos. A sua preocupa-
¢do pelo rigor absoluto conduziu-o a descoberta de uma fung¢do continua e ndo diferen-
ciavel em nenhum dos seus pontos, isto é, uma curva constituida completamente por
“bicos”. Esta “fungcdo patoldgica” é representada pela série trigonométrica f(x) =

+ 2% b™ cos(a™mx), onde a é um ndmero impar, 0 < b < 1 e n é um nimero natural. A
Curva de Weirstrass, representada na Figura 1, foi considerada uma aberragao, nao lem-

brando nada que pudesse ser encontrado na natureza. Mas, citando Weirstrass: “Um
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matemdtico que ndo tenha qualquer coisa de poeta, nunca serd um matemadtico perfei-

”

to”.

Figura 1 Curva de Weirstrass

1.1.2 Fun¢ao de Riemann

Georg Bernhard Riemann (1826 — 1866) apresentou uma funcdo descontinua — a
Fungéio de Riemann, numa infinidade de pontos de um intervalo, mas cujo integral existe
e define uma funcdo continua que, para a infinidade de pontos em questdo, ndo tem
derivada. Apesar de esta fungao ser menos “anormal” do que a funcdao de Weirstrass,
tornou claro que a definicdo de integral de Cauchy, inspirada pela intuicdo geométrica

de uma area sob uma curva, deveria ser mais cuidadosa.

1.1.3 Conjunto de Cantor

Um dos pioneiros da moderna Teoria dos Conjuntos, George Cantor, preocupou-
se sempre com a natureza do continuum. Foi esta busca sobre o significado da continui-
dade que o levou, em 1883, a descoberta do Conjunto de Cantor (um dos primeiros frac-
tais a serem estudados matematicamente). Este conjunto, representado na Figura 2, é
construido a partir de um segmento de recta representativo do intervalo fechado [0,1]
ao qual se remove o terco central, o intervalo |1/3,2/3][. De seguida, a cada um dos
tercos restantes tira-se o préoprio tergo central e assim sucessivamente até ao infinito. O
resultado final desta interpolacdo é tdo pouco visivel que é impossivel representa-lo
graficamente, donde resulta a designagdao de Poeira de Cantor. Este conjunto nao tem

comprimento, nem interior (dimensdo zero) e ndo é denso. Apesar de ser composto por
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pontos desconexos, é inumeravel, contendo tantos pontos quanto os da linha que o ori-
gina. Cada um dos seus pontos é um ponto de acumulacdo, o que significa que para cada
um deles, ndo importando o seu tamanho, ha uma infinidade de pontos do conjunto na
sua vizinhanga. Como contém todos os seus pontos de acumulac¢do, o Conjunto de Can

tor é considerado um conjunto perfeito. A existéncia deste conjunto descontinuo, mas

infinitamente divisivel, forcou Cantor a refinar a sua nogao de continuidade.

Figura 2 Primeiros passos da constru¢dao do Conjunto de Cantor

1.1.4 Curva de Peano

Durante a procura de uma definicdo de dimensao, Giuseppe Peano (1858 — 1932)
descobriu, em 1890, uma curva continua que preenche um plano na sua totalidade. Esta
curva, designada por Curva de Peano, ilustrada na Figura 3, é dada pelas equagbes
paramétricas x = f(t) e y = g(t), onde f e g sdo fungBes reais continuas no intervalo
0 <t <1 e tais que os seus pontos preenchem completamente o quadrado unitario

0<x<1e0 < y<1.Estadescoberta criou uma nova e diferente perspectiva para os

Figura 3 Curva de Peano

matematicos da época dado que a bidimensionalidade do plano reside neste conjunto

11
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de pontos gerados apenas por uma varidvel, desafiando a defini¢ao da altura de dimen-

sao em termos do numero de varidveis necessarias para criar os seus pontos.

1.1.5 Curva de Hilbert

Em 1891, Hilbert (1862 - 1943) criou a Curva de Hilbert que é uma fungdo que
preenche completamente o plano a semelhanca da Curva de Peano. A construcao desta
curva fractal continua pode-se observar na Figura 4 e resulta de um processo de altera-
¢do da figura inicial. A figura inicial € um quadrado, que se divide em quatro quadrados
iguais, iniciando-se a construcdo da curva com os trés segmentos consecutivos resultan-
tes da unido dos seus pontos centrais. A curva é formada nao pelos quadrados mas pelos
segmentos de recta formados pela ligacdo destes pontos centrais. Cada um dos quatro
guadrados anteriores é substituido por quatro novos quadrados cujos pontos centrais se
unem por trés segmentos consecutivos, ligando-se cada uma destas curvas com um
segmento da mesma ordem dos anteriores. Procede-se deste modo, sucessivamente,
até ao infinito.

Na Curva de Hilbert, a propriedade de auto-semelhanca verifica-se em todas as eta-
pas de construcdo, sendo cada uma das curvas resultantes auto-semelhante a curva
anterior por uma razdo de semelhanca de reduc¢do de 1/4. A dimensdo fractal é igual a

1,46.

1 [l [

Figura 4 Processo de construcao da Curva de Hilbert

1.1.6 Curva de Von Koch

Outra forma “patoldgica” do século XIX é a Curva de Von Koch (Figura 5) concebi-

da por Helge von Koch (1870-1924) em 1904. Definiu-a como o limite de um processo

12
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recursivo gerador de uma sequéncia infinita de curvas cada vez com mais bicos. A curva
final tem perimetro infinito, apesar de estar contida numa area finita. E continua, mas

nao diferencidvel em nenhum ponto.

Figura 5 Curva de Von Koch

A sua construcao inicia-se a partir de um segmento de recta de comprimento uni-
tério. O terco central deste segmento é substituido por um bico em forma de tridangulo
equildtero ao qual é removida a sua base (etapa geradora da curva), medindo cada um
dos lados deste triangulo 1/3 do segmento inicial. O processo continua indefinidamen-
te, substituindo-se, em cada etapa, trés segmentos por quatro de igual comprimento.

Estas curvas monstros do século XIX, deixaram de ser aberracdes em meados do
século XX e passaram a ser modelos de objectos e fendmenos reais. Por exemplo, a Cur-
va de Von Koch serve de modelo para as linhas costeiras, sistema circulatério e oscila-
¢Oes dos mercados mundiais. Este ultimo campo também tem caracteristicas similares

as do Conjunto de Cantor.

1.2 Os Fractais no Século XX

O inicio do século XX foi rico na descoberta deste tipo de curvas, aparentemente
anormais, concebidas pelos matematicos e que mais tarde se veio a concluir serem
omnipresentes no nosso mundo. Os fractais que mais se distinguem neste século sdo: o
Tridngulo de Sierpinski, os fractais resultantes das solucdes de equacgdes nado lineares, os

Conjuntos de Julia e Fatou e o Conjunto de Mandelbrot, descritos a seguir.

13
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1.2.1 Triangulo de Sierpinski

O matematico polaco Vaclav Sierpinski (1882-1969) construiu o Tridngulo de
Sierpinski em 1916, mas os principios subjacentes eram conhecidos ha milénios pelos
artistas. Os primeiros protétipos deste fractal sdo encontrados no pulpito da catedral de
Ravello construida no século Xll e desenhada por Nicola Bartolomeo of Foggia.

O Tridngulo de Sierpinski (Figura 6) obtém-se a partir de um triangulo equildtero.
Este triangulo inicial é dividido em quatro triangulos equilateros menores, sendo remo-
vido o triangulo do meio. Os trés triangulos restantes sdao divididos exactamente da
mesma maneira, podendo-se repetir este processo indefinidamente.

Este processo gerador de fractais pode ser aplicado a quadrados, pentagonos, ou
guaisquer outros poligonos, fazendo lembrar a arte Celta, quando aplicado a circulos. Ao
adaptar este método a figuras tridimensionais, consegue-se construir piramides e cubos
fractais. Apesar de o Tridngulo de Sierpinski ser uma criacdo da mente humana, podem-

se encontrar modelos similares nos buzios.
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Figura 6 Triangulo de Sierpinski

O matematico Henri Poincaré mostrou que a compreensao de sistemas dinami-
cos de comportamento complicado pode ser obtida através de modelos matematicos
simples. Descobriu, no inicio do século XX, uma classe de fractais que emergiam espon-
tdnea e inesperadamente da observacdo das solucdes de equacdes ndo lineares. No
entanto, foi necessario que passassem cerca de cinquenta anos, para que estes fractais

se tornassem visiveis no ecrda de um computador.
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1.2.2 Conjuntos de Julia e Dominios de Fatou

Gaston Julia (1893 — 1978) e Pierre Fatou (1878 — 1929) deram um contributo
extremamente importante na descoberta de outra classe de fractais de extrema beleza,
gue constituem a base dos Sistemas Dinamicos, os Conjuntos de Julia. Durante a primei-
ra Guerra Mundial, dedicaram-se ao estudo dos mapas racionais do plano complexo’,
particularmente, as iteracdes de func¢des racionais de varidvel complexa z2 — z? + ¢,
onde ¢ é uma constante complexa. Para cada valor de z, é iniciado o processo iterativo e
gerada uma sequéncia do tipo z,,; = z2 + c. Ao observar o comportamento dos pontos
sob a influéncia deste processo recursivo, verificaram que alguns valores iniciais de z
afastam-se rapidamente para o infinito e outros ndo; pintando de preto os pontos que
se afastam para o infinito sob a iteracdo do mapeamento e de branco os que ndo o
fazem, delineia-se o dominio do ponto no infinito. O Conjunto de Julia é a sua fronteira.

O trabalho de Julia e de Fatou manteve-se desconhecido durante muito tempo
porque, sem as imagens graficas dos computadores, era quase impossivel transmitir as
suas ideias, nunca tendo sido visualizado um Conjunto de Julia. S6 com o advento das
novas tecnologias é que os Conjuntos de Julia e Dominios de Fatou, ilustrados na Figura

7, puderam ser vistos com a toda a sua beleza e gldria.

Figura 7 Exemplos de Conjuntos de Julia

! 0 mapeamento do plano complexo consiste numa regra que permite obter um ponto do plano a partir de outro.
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1.2.3 Conjunto de Mandelbrot

Na década de 70, Mandelbrot juntou todas as descobertas dos séculos XIX e XX e
unificou-as numa so ciéncia — a Geometria Fractal. Defendia que a Matematica, princi-
palmente a Geometria, deveria explicar a natureza e os seus processos, opondo-se
totalmente ao formalismo da escola de Bourbaki, sem qualquer conexdao com o mundo
real e quaisquer tipos de figuras. Ao estudar o fendmeno dos erros de informacdo nas
comunicagbes por computador causados pelos ruidos dos fios de ligagdo telefénicos em
periodos de vinte e quatro horas, verificou que existiam intervalos com erros e outros
sem erros. Tratava-se de um fendmeno aleatério com algum tipo de auto-semelhanca,
sendo impossivel isolar um periodo continuo de tempo sem erros. A relacdo entre a
transmissdao com erros e os periodos de transmissdo limpa era constante. Concluiu que a
ocorréncia de erros seguia um modelo fractal — auto-semelhanca a todos os niveis, con-
tinuando até ao infinito e fazendo lembrar a estrutura do Conjunto de Cantor. Desco-
briu, também, que ocorrem varia¢des do Conjunto de Cantor em varios fenémenos, des-
de sequéncias de palavras e letras a ruidos nas linhas telefénicas, enquanto a Curva de
Koch servia de modelo para linhas costeiras reais. As formas destas curvas, longe de
serem excepcionais, eram omnipresentes no mundo real. A Matematica estava certa.
Mandelbrot tinha conseguido explicar as suas observagdes matematicamente, come-
cando, entdo, a emergir um novo principio, que estd por detras da Dindmica ndo Linear
e que conseguia explicar a maneira como as coisas acontecem no mundo real.

Baseando-se no trabalho de Julia e Fatou, Mandelbrot criou o seu préprio con-

junto fractal, o Conjunto de Mandelbrot, ilustrado na Figura 8.

Figura 8 Conjunto de Mandelbrot
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Este fractal, descrito como uma forma matemadtica inventada, tem origem numa
férmula iterativa relativamente simples: z,,.; = z5 + ¢, onde z e ¢ representam nume-
ros complexos. O conjunto é definido como o conjunto dos numeros complexos para os
quais a sequéncia c,c? + ¢, (c? + ¢)? + ¢, ... » o quando n — o. Quando observou a
primeira imagem deste conjunto, a reaccdo de Mandelbrot foi de que talvez tivesse
havido um erro no programa. A imagem era extremamente estranha e inesperada.
Fazendo zooms cada vez mais profundos na fronteira do conjunto, observou que é cons-
tituida por réplicas minusculas, quase idénticas ao original, ndo sendo, porém, um con-
junto auto-semelhante. Ao aumentar a profundidade dos zooms, também era possivel
encontrar Conjuntos de Julia, tornando o Conjunto de Mandelbrot muito mais interes-
sante na sua fronteira. Lesmoir-Gordon, Rood, & Edney (2001, p. 93) referem que o
matematico chinés Tan Lei provou que este conjunto é assimptoticamente similar aos
Conjuntos de Julia na sua fronteira, sendo, por isso, considerado um indice dos Conjun-
tos de Julia.

Como o Conjunto de Mandelbrot é conexo? permite a seguinte classificagdao dos
Conjuntos de Julia, como se pode observar na Figura 9:

e a cada ponto pertencente ao interior do Conjunto de Mandelbrot, correspon-
de um Conjunto de Julia conexo;

e a cada ponto pertencente ao exterior do Conjunto de Mandelbrot, correspon-
de um Conjunto de Julia desconexo® (poeira fractal);

e a cada ponto pertencente a fronteira do Conjunto de Mandelbrot, o corres-

pondente Conjunto de Julia é um esqueleto dendritico de area nula.

2 . 7 ~ PREIT] . . o~
Um conjunto S é conexo quando ndo pode ser dividido em dois subconjuntos fechados que ndo contenham nenhum ponto comum.

3 . 7 ~ . . . . ~ .
Um conjunto S é desconexo se ndo contiver nenhum intervalo, isto é, as componentes conexas sdo simples pontos.
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Figura 9 Conjuntos de Julia que podem ser encontrados no Conjunto de Mandelbrot

O Conjunto de Mandelbrot é usado como evidéncia do realismo matematico.
Penrose argumenta que “ O Conjunto de Mandelbrot ndo é uma invencgéo. E uma desco-
berta, tal como o Monte Everest estd simplesmente 1d.” (in Lesmoir-Gordon, Rood, &
Edney, 2001, p. 96). Estd presente em varias estruturas do nosso mundo, desde mate-

maticas a pertencentes ao mundo natural e na arte, como a seguir se exemplifica.

Durante séculos, o Método de Newton foi usado para resolver equacgdes por ten-
tativas sucessivas cada vez mais proximas da solucdo, até que Arthur Cayley (1821-1895)
descobriu que, entre as diferentes solucdes, existe uma complexa area cinzenta. Um
século depois, as imagens dos computadores revelaram que esta area cinzenta também
é um fractal e que dentro dela existem cépias dos Conjuntos de Julia e do Conjunto de
Mandelbrot.

Mitchel Feigenbaum descobriu, em 1978, que o facto do Conjunto de Mandelbrot
aparecer num grande numero de fractais, se deve ao fendomeno da universalidade -
grandes classes de diferentes sistemas tém atractores similares.

A primeira impressdo de Mandelbrot, quando viu um fractal pela primeira vez, foi
de que as imagens eram familiares. Para além das suas caracteristicas estarem presentes

nos fendmenos naturais, montanhas, crescimento de organismos complexos, sistema
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circulatério, entre outros, ja as tinha encontrado, também, na arte. Observando a fron-
teira do Conjunto de Mandelbrot, encontrou modelos circulares evocativos da arte
oriental, as Mandalas — desenhos meditativos do Budismo. Segundo Arthur C. Clark, “O
Conjunto de Mandelbrot parece, de facto, conter um numero enorme de mandalas ou
simbolos religiosos, os quais sdo encontrados em vitrais e, particularmente, na arte isla-

mica.” (in Lesmoir-Gordon, Rood, & Edney, 2001, p. 156).

1.3 O Caos e os Fractais

Até a década de 70, o sonho iluminista do século XIX de uma Ciéncia Universal
parecia estar posto de lado. A Ciéncia encontrava-se ramificada em micro-ciéncias
estanques ndo coincidentes nem nos assuntos estudados, nem nos métodos de traba-
Iho. No entanto, esta especializagdo crescente nao conduzia a uma melhor compreensao
do Universo por parte do Homem. Foi a descoberta dos fractais que permitiu uma con-
cepcao diferente do mundo com a revelagdo de fendmenos e comportamentos inespe-
rados em sistemas aparentemente conhecidos. Este movimento colectivo do mundo da
Ciéncia que agrupou pessoas oriundas de formacgdes distintas identifica-se pelo nome de
Caos.

Os primodrdios da histéria do Caos remontam ao século XIX e ao matematico
francés Henri Poincaré que ao estudar o “Problema dos trés corpos”, acabou por nos
deixar as pistas daquilo que seria a grande Matemadtica do século XX. Segundo James
Gleick, o “Problema dos trés corpos” consistia na seguinte questdo: “Quais sdo os com-
portamentos possiveis de um sistema constituido por trés corpos que interagem entre si
através de uma forca gravitacional newtoniana?” (2005, p. 15). A resolucdo deste pro-
blema, cujo interesse parecia ser somente académico, era uma questao de tempo, pois
ninguém duvidava que este ndo se enquadrasse na Mecanica Classica derivada das leis
de Newton. Com o objectivo de uma melhor compreensdo da Mecanica Celeste, Poinca-
ré dedicou-se ao estudo do referido problema, tendo ficado surpreendido com o facto
de num sistema de trés corpos existirem problemas nao verificdveis no “problema de

“

dois corpos: comportamentos extremamente irregulares, complexos e ndo-

periddicos...” (in Gleick, 2005, p. 17). Esta descoberta abalou todo o conhecimento da
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altura, construido com base nas leis newtonianas, pondo em causa a prépria estabilida-
de do sistema solar, o qual é constituido por um nimero superior de corpos. Esta con-
tribuicdo de Poincaré para a Teoria do Caos ficou conhecida por “Bifurcacdo de Orbitas
Homoclinicas”.

Poincaré foi o autor de outra contribuicdo importante para a Teoria do Caos com
a sua abordagem inovadora no estudo das equagdes diferenciais. Antes, tentava-se
resolvé-las encontrando a familia de solucdes, mas, se as equacdes ndo fossem lineares
nao era, salvo algumas excepgdes, tecnicamente possivel soluciona-las. As equagdes
estudadas por Poincaré ndo eram lineares, mas este considerava ndo ser necessario
conhecer a natureza quantitativa e analitica das suas solugdes para tirar conclusdes
sobre o comportamento qualitativo do sistema em analise. Privilegiando a analise das
proprias equacgdes para tirar as conclusdes referidas, lancou as bases da Teoria Qualita-
tiva ou Geométrica das Equagdes Diferenciais. Em 1881, Poincaré afirmou: “cette étude
qualitative [dés equations différentielles] aura par elle-méme un intérét du primier
ordre...” (in Gleick, 2005, p. 17). Esta teoria constitui a base do campo de investigacao,
iniciado no século XX, conhecido por Sistemas Dinamicos.

Os estudos de Poincaré sé chamaram a atencdo em 1961, quando Edward
Lorenz, um meteorologista norte-americano, criou um computador capaz de simular o
tempo. A mdaquina registava, através da impressao de uma fileira de nimeros, o clima de
um dia, minuto a minuto. Lorenz verificou a inexisténcia de dois registos idénticos,
observando a existéncia de um padrdao com algumas variagoes.

O funcionamento da maquina baseava-se em regras numéricas — equacdes que
exprimiam relacGes entre temperatura e pressao e entre pressao e velocidade do vento,
obedecendo as leis de Newton. Lorenz pensava, na altura, que estas leis eram suficien-
tes para que o seu computador criasse um mundo e conseguisse manté-lo a funcionar
até a eternidade. No entanto, com o objectivo de analisar mais rapidamente uma
sequéncia de resultados, decidiu iniciar o processo a meio, ou seja, modificou as condi-
¢Oes iniciais. Uma hora mais tarde, verificou que o tempo divergiu tanto da série ante-
rior de resultados que, ao fim de algum tempo, toda a semelhanca desapareceu. Con-
cluiu, assim, que ao mudar ligeiramente as variaveis iniciais, os efeitos produzidos sdo
desproporcionais. Chamou a esta descoberta o “Efeito Borboleta”, que constitui uma

das sementes da nova Ciéncia: o Caos.
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Tecnicamente, o Efeito Borboleta é considerado como uma dependéncia sensivel
das condigdes iniciais. Na opinido de James Gleick, “Na ciéncia, tal como na vida, é bem
conhecido que uma sequéncia de acontecimentos pode ter um ponto critico capaz de
ampliar pequenas altera¢ées. Mas o Caos significa que tais pontos estéo por todo o lado.
Sdo penetrantes.” (2005, p. 49). Para Tomé, “... informalmente podemos dizer que o Caos
é um comportamento imprevisivel e aparentemente aleatdrio que acontece num sistema
que deveria ser governado por leis naturais bem definidas.” (2003, p. 148). Este tipo de
sistemas regidos por leis fisicas bem definidas e de comportamento, aparentemente,
previsivel, chamam-se sistemas deterministicos. O caos que surge nestes sistemas é
designado por caos deterministico.

Mandelbrot seguiu a sua prépria via na historia do Caos. Christopher Scholz
conheceu o trabalho de Mandelbrot, na década de 60, quando se ocupava com questdes
sobre tremores de terra. Sabia-se, desde a década de 40, que a distribuicdo dos grandes
e pequenos tremores de terra seguia um padrao matematico similar ao padrao que regia
a distribuicdo de rendimentos numa economia de mercado. Scholz, a partir dos traba-
Ihos de Mandelbrot, associou os fractais a descricdo, classificacdo e medicao dos objec-
tos do seu universo cientifico, ndo sendo o Unico nesta abordagem pois varios cientistas
das mais diversas areas — fisica, quimica, sismologia, metalurgia, probabilidades e fisio-
logia, ja estavam reunidos a volta das ideias unificadoras da Geometria Fractal. Na opi-

nido de Scholz, o fractal:

“E um modelo que vos permite lidar com a série de modifica¢des de dimen-
sdo da Terra. (...) Dd-vos instrumentos matemdticos e geométricos para des-
cricdo e previsdo. Uma vez superadas as dificuldades iniciais, e entendido o
paradigma, podem comegar a medir coisas e a reflectir sobre elas de uma
maneira nova. Véem-nas de outra forma. Adquirem uma visGo nova. Ndo
tem nada a ver com a velha visGo — é muito mais vasta.” (in Gleick, 2005, p.
146)

Com base no que foi referido, o Caos e os fractais podem-se considerar “primos
matemadticos”. A Geometria Fractal surge como uma linguagem ilustrativa das formas do

Caos, conferindo-lhe uma certa ordem.
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2 Fractal: Conceito e Caracteristicas

Para além de objectos matematicos, os fractais ligaram-se, nos ultimos anos, a
varias dreas de investigacdo, sendo praticamente impossivel reunir toda a informacao
sobre as suas aplicagdes. Sao, assim, inUmeras as suas definicdes, muitas delas especifi-
cas de cada uma das areas de aplicacdo.

Na histéria da Matematica, sao encontrados varios exemplos em que em primei-
ro lugar se dd um nome a um objecto, procedendo-se a sua defini¢cdo (no¢do de curva ou
de tangente a uma curva, por exemplo), e, posteriormente, com o amadurecimento das
ideias, descobrem-se excepg¢des, sendo necessaria uma nova definicdo que as inclua.
Mandelbrot criou o termo fractal a partir de uma palavra latina “fractus”, que significa
irregular ou quebrado, apresentando as ideias fundamentais da Geometria Fractal sem
recorrer a formalismos matematicos. Escolheu seguir um método aberto e intuitivo,

onde os avangos se efectuem por retoques sucessivos:

“Em 1975, inventei o termo fractal com o objectivo de ser capaz de atribuir
um titulo ao meu primeiro Ensaio nesta matéria. Mas desde logo deixei de
lhe atribuir uma definicGo matemadtica, pois senti que este conceito — tal
como um bom vinho — necessita de um pouco mais de maturidade para ser
“rotulado”.” (in Tomé, 2003, p. 49)

Mandelbrot define, pela primeira vez, fractal como um conjunto cuja dimensao
de Hausdorff é estritamente maior do que a sua dimensdo topolégica. Na sua obra

Objectos Fractais (1998, p. 171), encontra-se a seguinte definicdo de fractal:

“O seu significado é intuitivo. Diz-se de uma figura geométrica ou de um
objecto natural que combine as seguintes caracteristicas:

- as suas partes tém a mesma forma ou estrutura que o todo, estando
porém a uma escala diferente e podendo estar um pouco deformadas,.

- a sua forma é ou extremamente irregular ou extremamente interrompi-
da ou fragmentada, assim como todo o resto, qualquer que seja a escala
de observacgdo;

- contém “elementos distintos” cujas escalas sGo muito variadas e
cobrem uma vasta gama.”

No seguimento desta definicdo, Mandelbrot justificou a necessidade do termo

fractal:
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“Desde hd cem anos que os matemdticos se ocupam de alguns dos conjun-
tos em questdo, sem, contudo terem construido qualquer teoria em torno
deles. Néo sentiram, por isso, a necessidade de um termo para os designar.
Depois de o autor mostrar que na natureza abundam objectos cujas repre-
sentagbes matemdticas sdo objectos fractais, passou a haver necessidade
de um termo que os designasse e que ndo tivesse qualquer outro significado
paralelo. Todavia, esse termo ainda néo possui uma definigdo matemdtica
bem aceite. Além disso, é preciso notar que a utilizagdo que lhe dou néo faz
qualquer distin¢dGo entre conjuntos matemadticos (a teoria) e objectos natu-
rais (a realidade): emprega-se em todos os casos em que a sua generalida-
de, e a ambiguidade que dai resulta, ou sdo desejadas, ou néo trazem qual-
quer inconveniente, ou ndo apresentam qualquer perigo, dado o contexto.”
(1998, p. 171)

Esta definicdo actualmente estd desactualizada, pois existem conjuntos, conside-
rados fractais, que ndo obedecem a esta regra. De entre as novas defini¢bes, salienta-se

a definicdo dada por Kenneth Falconer:

“ A minha opinido pessoal é que a definigdo de fractal deveria ser encarada
da mesma forma que um bidlogo encara a defini¢do de “vida”. Ndo ha defi-
ni¢do sdlida ou sequra, mas apenas uma lista de propriedades caracteristi-
cas de um ser vivo. (...) Da mesma forma, parece melhor interpretar um
fractal como um conjunto que tem propriedades como as que serdo indica-
das a sequir, do que procurar uma defini¢do precisa a qual iria, quase cer-
tamente, excluir alguns casos interessantes. (...) Quando nos referimos a um
conjunto F como um fractal, tipicamente teremos o seguinte em mente:

e F tem estrutura fina, isto é, detalhe em escalas arbitrariamente
pequenas;

e F é demasiado irregular para ser descrito em linguagem geométrica
tradicional, tanto pontualmente como globalmente;

e frequentemente F tem alguma forma de auto-semelhancga, talvez
aproximada ou estatistica;

e habitualmente, a dimensdo fractal de F (definida de alguma forma) é
maior que a sua dimensdo topoldgica;

e na maior parte dos casos de interesse, F é definido de uma forma
muito simples, talvez recursivamente.” (2003, p. xxv)

Importa salientar que os fractais verdadeiros nao existem na realidade, pois os
objectos naturais ndo apresentam estrutura detalhada em todas as escalas, ou se a
apresentarem, ndo é possivel observa-la em toda a sua extensao. Os fractais sdo apenas
uma aproximacdo, no entanto, sdo modelos melhores do que as estruturas geométricas

classicas para descrever um objecto que possua estruturas detalhadas numa grande
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gama de escalas como, por exemplo, as linhas costeiras modeladas pela Curva de Koch
ou os fractais da mesma familia.
Os fractais apresentam duas caracteristicas principais: auto-semelhanga e dimensao

fractal, explicadas nas secg¢des seguintes.

2.1 Auto-Semelhanga

Existem fractais que sdo completamente caracterizados e definidos pelas suas
propriedades de auto-semelhanga. Considere-se o exemplo de um objecto natural com a
propriedade de auto-semelhante, a couve-flor. Ndo é um fractal matematico classico,
mas é uma estrutura natural em que esta propriedade é revelada sem necessidade de
recorrer a qualquer tipo de Matematica. A cabeca da couve-flor contém ramos ou partes
gue quando removidas e comparadas com o todo, apresentam praticamente a mesma
estrutura numa escala de observacdo menor. Cada um destes ramos pode ser decom-
posto em ramos menores que também sdo muito similares quer no todo, quer nos seus
predecessores. No entanto, chega-se a uma altura em que deixa de ser razodvel consi-
derar cépias diminutas do objecto fractal completo, pois as partes nunca sdo exacta-
mente iguais ao todo, podendo-se falar antes de auto-afinidade. Matematicamente, a
propriedade de auto-semelhanca dos fractais verifica-se em todos as iteracGes até ao
infinito, estando, por isso, ligada ao conceito de limite.

A auto-semelhanca é uma extensdo de uma das mais importantes nocdes de
Geometria elementar: a semelhanca de figuras. Diz-se que duas figuras sao semelhantes
guando tém a mesma forma, independentemente do tamanho de cada uma, os angulos
correspondentes sdo iguais e os segmentos de recta correspondentes directamente
proporcionais sendo a constante de proporcionalidade directa designada por razao de
semelhanca. Isto é, uma figura é transformada noutra semelhante através de uma trans-
formacdo de semelhanga, que consiste numa composicdo envolvendo uma razao de
semelhanca, rotacdes e translagGes. Adicionalmente, podem surgir simetrias.

A auto-semelhanca, quer em objectos fractais, quer em fractais puramente
matematicos, pode-se apresentar em diferentes graus. Para exemplificar, observem-se,

na Figura 10, o Tridngulo de Sierpinski, uma arvore fractal de dois ramos e uma estrutura
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apenas auto-semelhante no ponto central. No Tridngulo de Sierpinski, cada uma das
suas copias estd encaixada nas outras e a propriedade de auto-semelhanca revela-se em
toda a extensdo do fractal. Na arvore fractal de dois ramos, a propriedade de auto-
semelhanga verifica-se nas extremidades dos ramos e ndao na arvore inteira: a estrutura
é constituida por um tronco e por duas cépias reduzidas do todo; nas extremidades de
cada uma das copias também se encontram cdpias cada vez mais pequenas e assim por

diante. A terceira estrutura é apenas auto-semelhante na parte central.

Figura 10 Diferentes graus de auto-semelhanca

A caracteristica de auto-semelhanca ndo é a Unica presente na maior parte dos frac-

tais fundamentalmente caracterizados pela sua dimensao.

2.2 Dimensao

No inicio do século XX, uma das controvérsias que surgiu foi o conceito de dimensao
e as suas propriedades. Segundo Peitgen et al. “A ideia intuitiva de dimensdo de um
espaco associa-a ao numero de pardmetros independentes (coordenadas) que s@o
necessdrias para descrever, de maneira Unica, os seus pontos. E, portanto, um numero
inteiro.” (in Martins, 1998, p. 46)

O aparecimento das curvas que preenchem o plano como, por exemplo, a Curva de
Hilbert foi fundamental para o desenvolvimento do conceito de curva. Em curvas com
esta caracteristica, era posta em causa a percepc¢ao intuitiva das curvas como objectos
com apenas uma dimensao, ja que este tipo de curvas preenche a totalidade do plano.
Para caracterizar estas figuras que surgiram nos finais do século XIX, inicios do séc. XX,

Mandelbrot afirmou:
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”

“... uma figura cuja dimensdo se situe entre 1 e 2 deverd ser mais “afilada
que uma superficie ordindria, sendo contudo, mais “maci¢a” que uma linha
ordindria. Em particular, se se tratar de uma curva, deverd ter uma superfi-

cie nula, mas um comprimento infinito. Da mesma maneira, se a sua dimen-

sdo estiver compreendida entre 2 e 3, deverd ter um volume nulo e uma
superficie infinita.” (1998, p. 20)

A histdria das vdrias definicdes de dimensdo envolve o nome dos maiores matemati-
cos dos finais do século XIX e inicios do século XX: Poincaré, Lebesgue (1875 — 1912),
Brouwer (1881 — 1966), Cantor, Menger (1840 — 1921), Hurewicz (1904 — 1956), Alexan-
droff (1896 — 1982), Pontrjagin (1908 — 1988), Peano, Urysohn (1898 — 1924), Cech
(1893 — 1960) e Hilbert (1862 — 1943).

Em contraponto com a dimensao topoldgica das figuras euclidianas, descrita a
seguir, varios matematicos, comecando por Hausdorff, em 1919, acrescentaram que
alguns dos fractais idealizados até entdo tém dimensdo ndo inteira que pode ser uma
fraccdo, um irracional ou a solucdo de uma equacéo.

Para Mandelbrot, “Diz-se que dois espag¢os topoldgicos tém a mesma dimensdo se
entre os pontos de um e de outro existir uma correspondéncia continua e univoca.”
(1998, p. 181). Em 1912, Poincaré apresentou, intuitivamente, o conceito de dimensdo
topoldgica (in Martins, 1998, p. 47):

- uma recta diz-se um continuo de dimensdo 1, porque pode ser dividida por um
ponto, que se diz um continuo de dimensao 0;

- um plano diz-se um continuo de dimensao 2, porque pode ser dividida por uma
recta, que se diz um continuo de dimensao 1;

- uma superficie diz-se um continuo de dimensdo 3, porque pode ser dividida por
um plano que se diz um continuo de dimensao 2.

Em suma, define-se um continuo de dimensdo n quando se pode decompor em
varias partes através de varios cortes de dimensdon — 1.

Esta definicdo de dimensdo topoldgica foi aperfeicoada, sucessivamente, por Brou-
wer (1914), Menger (1926) e Urysohn (1928), resumindo-se, segundo lan Stewart (in
Tomé, 2003, p. 117), do seguinte modo:

- o conjunto vazio tem dimensdo iguala —1;
- se as fronteiras de pequenas vizinhangas de todos os pontos no espago tiverem

dimensdo k — 1, o espago tem dimensédo Kk;
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- as dimensdes superiores definem-se por recorréncia.
Ao conceito de fractal estd associado o conceito de dimensdo fractal ou de auto-

semelhanga, dimensao de Hausdorff ou dimensao box-counting apresentados a seguir.

2.2.1 Dimensao de Auto-Semelhanga

O cdlculo da dimensdo de auto-semelhanca aplica-se a figuras estritamente auto-
semelhantes, ou seja, a figuras que para qualquer um dos seus pontos, existe uma vizi-
nhanc¢a que contém uma parte semelhante ao todo.

A formula que define a dimens3do de auto-semelhanca obtém-se a partir da anali-
se de figuras euclidianas estritamente auto-semelhantes tais como um segmento de
recta, um quadrado ou um cubo, divididos em partes idénticas entre si e ao todo pela
razdo de semelhanca de reducdo s. Iniciando-se, esta analise, a partir de um segmento
de recta e razdo de semelhancga de reducdo de 1/7, sdo necessarias sete copias reduzi-
das para restaurar o segmento de recta original, obtendo-se a relagdo 7 = (1/7)L. De
seguida, considere-se um quadrado de dimens3o 2 e razdao de semelhanga de reducao
de 1/4. Neste caso, sdo necessarias dezasseis copias reduzidas para preencher o qua-
drado original, verificando-se a igualdade 16 = (1/4)72. Finalmente, para um cubo s3o
necessarias vinte e sete cépias reduzidas para preencher o cubo original, quando a razao
de semelhanca de redugdo é de 1/3, obtendo-se a relagiio 27 = (1/3)73. Assim, numa
estrutura auto-semelhante, a relacdo entre a razdo de semelhanca de reducdo, s, e o

D

numero de copias em que a estrutura pode ser dividida, a, é dada por a = s™~, sendo

D =loga/log(1/s).

Como exemplo de célculo da dimens3ao de auto-semelhanca de objectos fractais
é apresentado o calculo da dimensdo de auto-semelhan¢a do Tridngulo de Sierpinski,
ilustrado na Figura 11. Este fractal pode ser dividido em trés partes (a = 3) que podem
ser ampliadas por uma razao de semelhanca igual a 2, Figura 11, transformando-se cada
uma delas no triangulo original. Usando a formula da dimens3ao de auto-semelhanca,
obtem-se D =log3/log2 =~ 1,585. A dimensdo de auto-semelhanga do Tridngulo de

Sierpinski ndo é um inteiro, situando-se entre 1 e 2.

27



Fractais — Perspectiva Historica e Caracterizagao

Figura 11 Auto-semelhanga no Tridngulo de Sierpinski

2.2.2 Dimensao de Hausdorff

Para definir a dimensdo de Hausdorff restrita a conjuntos A € R", é necessario
introduzir algumas no¢des topoldgicas.

Definigdo 1  Seja U um conjunto ndo vazio de R™. O diégmetro de U, denota-se
por diam(U), é a maior das distdncias euclidianas entre qualquer par de pontos de U e
diam(U) = sup{d(x,y):x,y € U}.

Definicdo 2 O subconjunto U de R™ é aberto para qualquer x € U se existir
uma bola de raio € >0 e centro emx , B.(X) ={y€eU:d(x,y) <e}cU. Se
{U,,U,,Us, ...} é uma familia numerdvel (ou finita) de conjuntos abertos tal que
A c U2,U,, diz-se que é uma cobertura aberta de A.

Definicdo 3  Seja A um subconjunto de R™ e s e € numeros reais ndo negativos.
Para qualquer € — 0, define-se a medida s - dimensional de Hausdorff:

hi(4) = inf{}2, diam(U;)*:{U;, U,, ...} é uma coberta de A com o diam(U;) < €}.
O resultado da medida s - dimensional de Hausdorff pode ser um valor finito ou infinito.
A medida que € diminui, o nimero de coberturas possiveis de A também diminui,
aumentando o valor do infimo, por se aproximar de um limite quando € — 0, que pode
ser um valor finito ou infinito. Logo a medida s - dimensional de Hausdorff do conjunto A
é dada por: h°(A) = lim._, h (A).
Aplicando a definicdo de medida s - dimensional de Hausdorff a um conjunto

vazio, verifica-se que é 0 e que h°(A) < h(B) se A c B. Tem-se, também, que h°(A)
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pode ser infinita e que s ndo é necessariamente um inteiro. Hausdorff provou que, para
qualquer conjunto A, hd um ndmero Dy (A) tal que:

0 para s > Dy (A)
oo para s < Dy (A)

b () = |

Este numero, Dy (A), é a definicdo da dimensdo de Hausdorff, propriamente dita.
Assim, tem-se que a dimens3do de Hausdorff, D (A4) é o infimo de s tal que a medida s —
dimensional de Hausdorff de A é zero, ou, é o supremo de s tal que a medida s — dimen-
sional de Hausdorff é infinita.

Dy (A) = inf{s:h5(A) = 0} = sup{s: h°(A) = oo}

No caso de s = Dy (A4), h°(A) pode ser zero, infinito ou qualquer nimero real
positivo. A dimensdo de Hausdorff apresenta, também, as seguintes propriedades, des-
critas em Peitgen et al. (2004, p. 208):

(1) Se A c R™, entdo Dy (A) < n.

(2) Se A c B, entdo Dy (A) < Dy(B).

(3) Se A é um conjunto numerdvel, entdo Dy (A) = 0.

(4) Se A c R" e Dy < 1, entdo A é totalmente desconexo.

(5) Seja C,, o conjunto de Cantor. Entdo Dy (C,) = log2/log 3.
Demonstracdo da propriedade 5 Comeca-se por considerar que 0 < h¥(C.) < oo para
s = Dy(Cy). Cy divide-se em duas partes, C, = C, N [0,1/3] e Cr = C, N [2/3,1], as
guais sdo ambas semelhantes a C,, mas reduzidas por uma razdo de semelhanca
c=1/3.Logo,

h*(Cy) = h5(C;) + h®(Cr) = c*h’(Cx) + c*h°(Cy).
Dividindo-se este resultado por h*(C.,) # 0, tem-se 1 = 2¢® ou s = log 2/log 3. O

O célculo da dimensdo de Hausdorff é bastante dificil, o que a leva a ser preterida
pelo calculo de outras dimensdes fractais como a dimensdo box-counting, que se apre-

senta na secg¢ao seguinte.
2.2.2 Dimensao Box-Counting

A dimensdo box-counting é a versdo final do conceito de dimensdo fractal de

Mandelbrot. Este conceito estd relacionado com a dimensdo de auto-semelhanca, com o
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mesmo resultado em muitos casos, mas diferente noutros. Este novo conceito é utiliza-
do quando o objecto em estudo ndo é auto-semelhante na sua totalidade. A dimensao
box-counting é um método sistematico de medida que pode ser aplicado a qualquer
estrutura do plano e adaptada para estruturas no espaco. Segundo Peitgen et al. (2004,
p. 204) é uma das dimensdes mais utilizadas em todas as ciéncias dada a facilidade e
rapidez com que o computador executa os procedimentos necessarios ao seu calculo.

Para determinar a dimenséo box-counting de uma estrutura, é utilizado o seguin-
te método:

1. A estrutura geométrica em estudo é revestida por uma grelha quadriculada,
(Figura 12), em que os lados de cada quadricula medem r (convenciona-se que nesta
malha inicial r € um valor unitario) e N(r) é o nimero de quadriculas que contém parte
da estrutura considerada.

2. A operagdo anterior é repetida para sucessivos valores de r cada vez meno-
res (por uma questdo pratica é aconselhdvel que o tamanho de cada quadricula seja
reduzido por uma razdo de 1/2 (Figura 14). De cada vez que se repete o processo €
registado o nimero de quadriculas ocupado, ou seja, o valor de N (7).

3. Usando uma escala logaritmica, representam-se graficamente os pares de
pontos obtidos em cada uma das operagdes anteriores, marcando-se no eixo das abcis-
sas os valores dos logaritmos de 1 / r e no eixo das ordenadas os valores corresponden-
tes dos logaritmos de N(r) (Figura 13).

4. Tenta-se ajustar uma recta aos pontos representados, sendo o seu declive,

Dy, uma estimativa da dimensdo fractal box-counting .

Figura 12 Primeira etapa de calculo da dimensao “box-counting” (r = 50 Km, N=35)
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Figura 14 Segunda etapa de calculo da dimensao “box-counting” (r=25 Km, N=76)
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Figura 13 Etapa final de calculo da dimensao “box-counting”

Através deste processo, sio obtidas as contagens, N(27%),k = 0,1,2, ..., sendo a

estimativa da dimensdo box-counting dada por:

_ logN(2~"*v) — logN (27%) _ . N(27C+D)
b log2k+t — log2k b2 N(27k) 7

em que N(Z‘(k“)) representa o nimero de quadriculas ocupadas numa grelha e
N(27%) representa o nimero de quadriculas ocupadas na grelha anterior.

A dimensdo box-counting apresenta varias vantagens relativamente as outras
dimensdes fractais e é a mais usada, dado que os seus procedimentos sdao facilmente
computorizaveis. O seu cdlculo pode ser aplicado a todas as dimensdes fractais, inde-
pendentemente de serem estritamente auto-semelhantes ou ndo. Outra grande vanta-
gem é que através desta dimensdo se pode calcular a dimensao fractal de objectos frac-
tais tridimensionais, usando cubos em vez de quadriculas. A dimensao box-counting do
Conjunto de Cantor, bem como a de fractais deste tipo, também pode ser calculada
substituindo as quadriculas por pequenos intervalos.

Tal como acontece na dimensdo de auto-semelhanca, a dimensdo box-counting
de uma estrutura fractal nem sempre é igual a dimensdo de Hausdorff, embora sejam

coincidentes num grande numero de estruturas fractais. Se numa estrutura a sua
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dimensdo de auto-semelhanga ndo for um inteiro, ndo significa que seja um fractal. Um

exemplo deste facto é o conjunto {0,1/2,1/3,1/4, ...} cuja dimensdo é 1 / 2.
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CAPiTULo [11

“Um bom ensino da Matemadtica forma melhores habi-
tos de pensamento e habilita o individuo a usar melhor
a sua inteligéncia.” Irene de Albuquerque

Os fractais sdo considerados como uma colec¢do de imagens de rara beleza. No
entanto, professores e estudantes acham o seu estudo nao sé intrigante, como conse-
guem encontrar uma forte conexdao com tdpicos matematicos presentes nos curriculos
matematicos contemporaneos. A exploracdo dos fractais também permite desenvolver
uma das competéncias matematicas muitas vezes relegada para segundo plano, o
desenvolvimento do sentido estético. A visualizacdo de um fractal permite captar a sua
beleza e harmonia, contrariando a ideia de que a Matematica é uma ciéncia fria.

Neste capitulo, sdo apresentados os programas do ensino bdsico e secundario
portugueses da disciplina de Matematica, e, aproveitando as orienta¢des dos respecti-
vOs programas, sugerida a introducdo e exploracdo dos fractais classicos nos diferentes
niveis de aprendizagem. Segue-se a descri¢cao do processo de construcdo e das principais
caracteristicas dos fractais que poderado ser usadas na introducdo e exploracao de diver-
sos conteldos programaticos. O capitulo termina com a apresentacdo de quatro tarefas
de exploracao do tridangulo de Sierpinski desde o 12 ciclo do ensino basico até ao nivel

secundario.
1. Fractais nos Programas do Ensino Basico e Secundario
Nas linhas orientadoras do Novo Programa de Matemdtica do Ensino Bdsico

(Ponte, et al., 2007) sdo definidas as finalidades e objectivos gerais do ensino da Mate-

matica e as competéncias transversais a toda a aprendizagem da Matematica.
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“a) Promover a aquisi¢do de informagdo, conhecimento e experiéncia em
Matemadtica e o desenvolvimento da capacidade da sua integra¢éo e mobili-
zagdo em contextos diversificados. Esta finalidade deve ser entendida como
incluindo o desenvolvimento nos alunos da:

- compreensdo de conceitos, relagées, métodos e procedimentos
matemadticos e da capacidade de os utilizar na andlise, interpretagdo e reso-
lugdo de situagdes em contexto matemadtico;

- capacidade de analisar informagdo e de resolver e formular proble-
mas, incluindo os que envolvem processos de modelacéio matemdtica;

- capacidade de abstrac¢do e generalizagdo e de compreender e ela-
borar argumenta¢ées matemdticas e raciocinios I6gicos;

- capacidade de comunicar em Matemdtica, oralmente e por escrito,
descrevendo, explicando e justificando as suas ideias, procedimentos e racio-
cinios, bem como os resultados e conclusbes a que chega.

b) Desenvolver atitudes positivas face a Matemdtica e a capacidade de apre-
ciar esta ciéncia. Esta finalidade deve ser entendida como incluindo o desen-
volvimento nos alunos da:

-capacidade de reconhecer e valorizar o papel da Matemdtica nos
vdrios sectores da vida social e em particular no desenvolvimento tecnoldgico
e cientifico;

-capacidade de apreciar aspectos estéticos da Matemdtica.” (Ponte,
et al., 2007, p. 3)

A estas finalidades associa-se um conjunto de nove objectivos gerais, onde a explora-
¢do de fractais pode ser utilizada:

“..0s alunos devem desenvolver uma compreenséo da Matemadtica. Isto é,
devem ser capazes de:
e reconhecer regularidades e compreender relagées.

Os alunos devem ser capazes de estabelecer conexdes entre diferen-
tes conceitos e relacbes matemdticas e também entre estes e situagcbes ndo
matemadticas. Isto é devem ser capazes de:

e dentificar e usar conexdes entre ideias matemdticas;
e compreender como as ideias matemadticas se inter-relacionam, constituin-
do um todo.

Os alunos devem reconhecer a Matemdtica como um todo integrado,
estabelecendo conexdes entre aquilo que estdo a aprender em cada momen-
to, mas também ser capazes de a usar em contextos ndo matemdticos. O
estabelecimento de conexdes é essencial para uma aprendizagem da Mate-
mdtica com compreensdo e para o desenvolvimento da capacidade de a utili-
zar e apreciar.

Os alunos devem ser capazes de fazer Matemdtica de modo autono-
mo. Isto é, devem ser capazes de:

e explorar reqgularidades e formular e investigar conjecturas matemdticas.

Ndo se espera, naturalmente, que os alunos descubram ou inventem
novos resultados matemdticos significativos. Espera-se, isso sim, que sejam
capazes de realizar actividades matemdticas com autonomia, tanto na reso-
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lugdo de problemas como na exploragdo de regularidades, formulando e tes-
tando conjecturas, sendo capazes de as analisar e sustentar. Deste modo,
poderéio sentir-se mais envolvidos na elabora¢do do seu conhecimento
matemdtico e consequir uma apropriagdo mais profunda desse conhecimen-
to.

Os alunos devem ser capazes de apreciar a Matemdtica. Isto é, devem
ser capazes de:

e reconhecer a beleza das formas, reqularidades e estruturas matemdticas;
e mostrar conhecimento da Histdria da Matemdtica e ter apreco pelo seu
contributo para a cultura e para o desenvolvimento da sociedade contempo-
rdnea.

Os alunos devem desenvolver uma predisposicGo para usar a Mate-
mdtica em contexto escolar e nGo escolar, apreciar os seus aspectos estéti-
cos, desenvolver uma visdo adequada a natureza desta ciéncia e uma pers-
pectiva positiva sobre o seu papel e utilizagéo. A compreenséo dos conceitos
e relagées matemdticas, o estimulo e desafio que tarefas com cardcter pro-
blemdtico podem proporcionar, e o envolvimento na exploragdo de regulari-
dades, formas e relagcbes matemdticas, sdo elementos muito importantes
para o desenvolvimento de determinadas ideias matemdticas, apresentando-
a como uma ciéncia viva e em evolugdo.” (Ponte, et al., 2007, pp. 4, 5, 6, 7)

O desenvolvimento das duas finalidades fundamentais vai de encontro a explora-
cdo de fractais. Os fractais permitem estabelecer conexdes com outras ciéncias e con-
teudos programaticos, suprir as deficiéncias da Geometria Euclidiana no estudo das
formas da natureza (que exigem uma modelacdo com fractais) através do desenvolvi-
mento de projectos sobre temas transversais que permitam a compreensao de variados
fenédmenos. Proporcionam a difusdo e acesso as novas tecnologias nos diferentes niveis
de escolaridade e possibilitam o desenvolvimento do sentido estético.

O Novo Programa de Matemdtica do Ensino Bdsico surge estruturado em funcao
de trés grandes capacidades transversais a toda a aprendizagem da Matematica: a reso-
lucdo de problemas e o raciocinio e comunicacdao matemadticos. O estudo dos fractais
contribui para o desenvolvimento destas capacidades transversais, dado que a sua
exploracdo permite a formulacao de problemas estruturados para a aprendizagem dos
diversos conceitos, representacdes e procedimentos matematicos, a construgdo de
cadeias argumentativas e uma participa¢do construtiva em discussdes sobre ideias, pro-
cessos e resultados matematicos.

A exploracdo de fractais neste nivel de ensino pode ser introduzida desde o pri-

meiro ao 32 ciclo, como a seguir se fundamenta.
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No 12 ciclo do ensino bdsico, a exploracao de fractais pode ser usada no desen-
volvimento dos conteldos da unidade didactica, Geometria e Medida. Nas indicacbes

metodoldgicas para este ciclo de ensino, pode ler-se:

“A abordagem de aspectos histdricos, artisticos e culturais relaciona-
dos com a Geometria favorece a exploragdo e compreensdo dos tdpicos
abordados. Por exemplo, observar trabalhos de arte decorativa (azulejos,
bordados e tapetes) pode entusiasmar os alunos a explorarem aspectos rela-
cionados com simetrias e pavimentag¢des e a perceberem-se da beleza visual
que a Matemdtica pode proporcionar.” (Ponte, et al., 2007, p. 21)

A exploracdo somente de frisos e pavimenta¢es é um pouco redutora, uma vez
gue a observacdo de fractais classicos permite a identificacdo ndo sé de simetrias, mas
também de translac¢des, reflexdes, reflexdes deslizantes e rotagdes. Os alunos do 12 ciclo
do ensino bdsico podem construir ou desenhar fractais cldssicos através de materiais
manipulaveis ou de dobragens ou recortes em papel.

No 22 ciclo do ensino bdsico, a exploracdo de fractais permite a identificacdo e
estudo de alguns conceitos de duas grandes unidades didacticas designadamente a
Algebra e a Geometria. Relativamente a Algebra, encontra-se nas indicacdes metodold-
gicas, o seguinte: “A investigacdo de regularidades, tanto em sequéncias numéricas fini-
tas ou infinitas (sucessdes), como em representa¢des geométricas deve ser tomada como
base para o desenvolvimento do pensamento algébrico”. (2007, p. 40)

As actividades de contagem, por exemplo, do numero de triangulos no final de
cada iteracdo do Tridngulo de Sierpinski, vdo de encontro a indicacdo metodoldgica
supra-citada. As isometrias que deverdo ser estudadas no 22 ciclo do ensino basico -
reflexdes, rotacdes e translacdes, podem ser identificadas em fractais e ndo somente em
obras de arte, frisos e rosdceas, como sugerido nas indicacdes metodoldgicas desta uni-
dade didactica.

No 3¢9 ciclo do ensino basico, a exploracdo dos fractais continua a ser importante
na introduc3o e estudo de conceitos das duas unidades didécticas, Algebra e Geometria.
No estudo da Geometria, a utilizacdo e exploracdo de software de Geometria Dinamica
ganha uma importancia acrescida no 32 ciclo do ensino basico, sendo, uma das formas
de desenvolver esta competéncia, a criacdo de fractais classicos como, por exemplo, o
Triangulo de Sierpinski. O estudo e exploragdao dos fractais pode também ser utilizado

para o estudo da semelhanca de figuras que se inicia no 32 ciclo do ensino basico.
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Tal como no programa do ensino basico, o programa do ensino secunddrio nao
contém especificamente o tema Fractais em nenhuma unidade didactica, mas a sua
abordagem é claramente sugerida nas indicagdes metodoldgicas de desenvolvimento de
conteudos de alguns temas de aprendizagem do ensino secundario. A possibilidade do
uso de actividades de exploragdo de fractais é extremamente importante, como se pode
constatar na explicagdo sobre o desenvolvimento do programa de Matematica A do

ensino secundario:

“ As indicagbes metodoldgicas que acompanham o desenvolvimento dos
temas esclarecem as questdes estratégicas da metodologia de ensino e do
“fazer matemdtica”, definem as formas de abordar conceitos e de estabele-
cer conexdes, de utilizar tecnologia, de experimentar, etc., e s6 por isso sdo
importantes e imprescindiveis partes do programa a par dos conteudos.
Podemos mesmo dizer que a forma de aprender a fazer matemdtica é um
contetdo do ensino de Matemdtica. Para além disso, as indicagées metodo-
Iégicas sdo importantes e imprescindiveis neste programa jd que é nelas que
se estabelecem em pormenor, para além da forma de abordagem. Resumin-
do, cada contetido do ensino secunddrio de Matemdtica ndo estd mais do
que esbo¢ado no desenvolvimento dos temas; para efeitos deste programa,
as indicagbes metodoldgicas ndo sdo simples indicacbes e concorrem até
para a definicdo dos conteudos de ensino.” (Silva J. C., Fonseca, Martins,
Fonseca, & Lopes, 2001, p. 18)

O programa de Matematica A do 102 ano (Silva J. C., Fonseca, Martins, Fonseca,
& Lopes, 2001) contém um maddulo inicial que se baseia na resolugdo de problemas de
aplicagdao de conceitos essenciais do 32 ciclo do ensino bdsico. Na sua descri¢ao, pode-

mos encontrar o seguinte:

“ O professor deverd propor neste mddulo problemas ou actividades aos
estudantes que permitam considerar e fazer uso de conhecimentos essenciais
adquiridos no 32 ciclo de modo tanto a detectar dificuldades em questées
bdsicas como a estabelecer uma boa articulagdo entre este ciclo e o Ensino
Secunddrio. Poderd partir de uma determinada situagdo, de um determinado
tema, procurando evidenciar todas as conexdes com outros temas tomando
como meta o desenvolvimento das competéncias matemdticas transversais,
isto é, daquelas que atravessam todos os temas e devem constituir os gran-
des objectivos de um curriculo de Matemadtica.

Uma compreens@o mais profunda da Matemdtica sé se verifica quando o
estudante vé as conexdes, quando se apercebe que se estd a falar da mesma
coisa, encarando-a de diferentes pontos de vista. Se os estudantes estdo a
explorar, por exemplo, um problema de geometria poderdo estar a desenvol-
ver a sua capacidade de visualizar, de fazer conjecturas e de as justificar, mas
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também poderdo estar a trabalhar simultaneamente com numeros, calcu-
lando ou relacionando dreas e volumes, a trabalhar com proporg¢bes na
semelhancga de figuras ou a trabalhar com expressées algébricas.

Os problemas a tratar neste modulo devem integrar-se essencialmente nos
temas Numeros, Geometria e Algebra ...

Pretende-se que os problemas a propor ponham em evidéncia o desenvolvi-
mento de capacidades de experimentagdo, o raciocinio matemdtico (com
destaque para o raciocinio geométrico) e a andlise critica, conduzindo ao
estabelecimento de conjecturas e a sua verificagdo.” (Silva J. C., Fonseca,
Martins, Fonseca, & Lopes, 2001, p. 23)

A exploragao dos fractais classicos permite o desenvolvimento das competéncias
matemadticas a adquirir neste médulo e, ao mesmo tempo, rever e inter-relacionar os
conteudos de sequéncias e regularidades, semelhancas e isometrias, leccionados no 32
ciclo do ensino basico.

Os fractais e a Teoria do Caos permitem contrariar o conceito enraizado da
Matematica como uma disciplina estatica em que os conceitos estdo descobertos, o que
pode ser aproveitado para desenvolver um dos temas transversais do programa de
Matematica A do ensino secundario, a Perspectiva Histdrico-Cultural. Na descri¢cdo deste

tema transversal, pode ler-se:

“Actividades com uma perspectiva histérica humanizam o estudo da discipli-
na, mostrando a Matemdtica como ciéncia em construgdo e em constante
interac¢o com outras ciéncias. Proporcionam também excelentes oportuni-
dades para pesquisa de documentagdo. A informagdo sobre a génese e o
percurso de um conceito ao longo dos tempos e a sua relagdo com o progres-
so da humanidade pode fomentar, ou aumentar, o interesse pelo tema em
estudo, ao mesmo tempo que constitui uma fonte de cultura.” (Silva J. C.,
Fonseca, Martins, Fonseca, & Lopes, 2001, p. 12)

2. Estudo e Construcao de Alguns Fractais

A introducdo da Geometria Fractal no ensino basico e secundario permite a apli-
cacdo de conhecimentos adquiridos a novas situacbes e a exploracdo de conceitos
matematicos de uma forma diferente, nomeadamente, através da construcdo de mode-
los e tabelas que acompanham os resultados e a evolugdo nas sucessivas iteragdes. Os

fractais podem ser utilizados de forma criativa para ilustrar o calculo de areas e perime-

38



Fractais nos Ensinos Basico e Secundario

tros de poligonos ou volumes de poliedros e, dado que as figuras ndo podem ser total-
mente desenhadas, estimulam ainda o pensamento abstracto.

Nesta seccdo, exploramos as caracteristicas principais de alguns fractais que
podem ser utilizadas para fins pedagdgicos, e o seu processo de construcdo, nomeada-
mente, a Curva de Von Koch, o Floco de Neve de Von Koch, o Conjunto de Cantor, o

Tridngulo de Sierpinski, a Esponja de Menger e a Pirdmide de Sierpinski.

2.1 Curva de Von Koch

A Curva de Von Koch apresenta propriedades geométricas interessantes, diferen-
tes das que aparecem nas figuras da Geometria Euclidiana. Permite trabalhar, no ensino
basico, os conceitos de semelhanga de figuras e isometrias, mais especificamente, as
rotacdes e, no ensino secunddrio, os conceitos de sucessdao, monotonia e convergéncia
de sucessoes, limites e infinitamente grandes.

A construcdo desta curva inicia-se com um segmento de recta cujo ter¢o médio é
substituido por um tridangulo equilatero ao qual se suprime a base. Obtém-se uma linha
guebrada com quatro segmentos de recta, cada um tendo comprimento trés vezes
menor que o segmento inicial. Repetindo-se este processo sobre cada um dos segmen-
tos gerados pela iteragcdao anterior, o comprimento de cada um dos segmentos resultan-
tes é (1/3)™ do segmento original. A Curva de Von Koch é o limite deste processo recur-
sivo. A Figura 15 representa as seis primeiras iteracdes da construcao da Curva de Koch,

observando-se, na ultima iteracdo, uma boa aproximacao da Curva de Koch.
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Figura 15 Construgao da Curva de Koch

Propriedade 1 A Curva de Koch tem perimetro infinito.

Demonstragao: Calcula-se o comprimento da curva em cada uma das suas iteragdes,
uma vez que cada etapa de construcdo é construida por um conjunto de segmentos de
recta cujos comprimentos sdo possiveis de determinar. Pode-se observar a evoluc¢do do
conjunto total na Tabela 1. A medida que se vai avancando cada uma das itera¢des na
construcao da Curva de Koch, o comprimento desta curva vai aumentando por intermé-

dio de uma razdo de semelhanca igual a 4/3 e sem nenhum limite, ou seja, a Curva de

Koch é infinitamente longa. O
Iteragdo | N2 de segmentos Comprimento de cada segmento Comprimento total
0 1 1 1
1 4 1/3 4x1/3=(4/3)=1,333...
2 16 =4° 1/9 = (1/3)° 4> x (1/3)* = (4/3)* = 1,777...
3 64 =4° 1/27 = (1/3)° 4’ x (1/3)° = (4/3)’ = 2,370...
4 256 =4" 1/81 = (1/3)" (4/3)* = 3,160...
5 1024 =4’ 1/243 = (1/3)° (4/3)° = 4,214...
6 4096 = 4° 1/729 = (1/3)° (4/3)° =5,619...
7 16384 =4’ 1/2187 = (1/3)’ (4/3)" = 7,492...
n 4" (1/3)" (4/3)"

Tabela 1 Varia¢ao do comprimento total da Curva de Koch
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Propriedade 2 A Curva de Koch tem area finita.

Demonstragao: Esta area é determinada pela soma das areas dos tridngulos que se vao
adicionando a curva em cada uma das etapas de construgao. Na iteragao O, apenas se
tem uma recta inicial, mas na iteracdo 1 ja se tem um tridngulo equilatero, como se
pode ver na Figura 16, cuja area, designada por A, pode ser calculada a partir das suas

dimensoes.

Figura 16 Area sobre a Curva de Koch apés a 12 iteragdo

Na iteracdo 2, sdo adicionados quatro tridngulos equilateros (Figura 17). Cada
uma das bases e alturas destes quatro novos tridngulos mede 1/3 do valor da base e da
altura do tridngulo inicial, sendo a area de cada tridangulo igual a 1/9 A. A érea corres-
pondente a iteracdo 2 é A + 4/9 A. No final da iteragdo 2, acrescentaram-se dezasseis
novos tridngulos menores de 1/81 A. A area total é dada por A + (4/9)A + (4/9)%A e,

na n-ésima iteracao, por:

Ao @+ @) o (O] e

Figura 17 Area sobre a Curva de Koch apés a 22 iteragdo

Conclui-se que a area da Curva de Koch, entre a primeira e a n-ésima iteracoes, é
finita e tende, no limite, para 9/5 A, sendo A a area do tridangulo equilatero da primeira

iteracao. O

Propriedade 3 A Curva de Koch contém um numero infinito de cdpias auto-semelhantes.
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Na Figura 18, pode-se observar que as duas cdpias centrais sdo versées mais
pequenas da curva inteira que sofreram, cada uma delas, uma rotacdo. A primeira cdpia
da Curva de Koch tem o seu centro de rotagao no seu extremo esquerdo e sofreu uma
rotacdo de 60° no sentido contrario ao dos ponteiros do relégio. A segunda cdpia, por
sua vez, tem o seu centro de rotagdao no seu extremo direito e sofreu uma rotacao de
60° no sentido dos ponteiros do reldgio. Esta caracteristica pode-se observar em todas
as copias auto-semelhantes da Curva de Koch, variando em cada uma destas a
caracterizagdo da rotagao sofrida. Consoante a escala de observagdo (razao de
semelhanca de reducdo) que se utiliza, também se pode calcular o nimero de cdpias

auto-semelhantes, como se exemplifica na Tabela 2.

1"
én,}. ,‘*.An.\g‘
5 "' ‘} . '{5 : A
PSP AN 77 i

Figura 18 Copias auto-semelhantes da Curva de Koch

Curva de Koch

Razdo de semelhanga 1{3|9

Numero de cdpias auto-semelhantes | 1 | 4 | 16

Tabela 2 Numero de cépias auto-semelhantes da Curva de Koch

Esta curva tem uma variante, o Floco de Neve de Von Koch, que também pode ser
utilizada para explorar conceitos matematicos do ensino bdsico e secundario, uma vez

gue possui as mesmas caracteristicas da Curva de Koch.
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2.2 Floco de Neve de Von Koch

O Floco de Neve de Von Koch apresenta as mesmas propriedades e auto-
semelhanca a varias escalas da Curva de Koch. Este fractal, que possui perimetro infinito
e area finita, suscitara naturalmente a curiosidade dos alunos. A sua construgao e estudo
permitem consolidar, no ensino secundario, conhecimentos envolvendo férmulas algé-
bricas, dreas e perimetros e trabalhar conceitos de sucessdao, monotonia e convergéncia
de sucessoes, limites, infinitamente grandes, progressdes geométricas e termos gerais
de progressdes geométricas. Relativamente ao ensino basico, podem ser trabalhados,
tal como na Curva de Von Koch, conceitos relativos a semelhanga de figuras e isome-
trias.

A construcdo do Floco de Neve de Von Koch inicia-se com um triangulo equilatero
(iteracdo 0). De seguida, cada um dos seus lados é dividido em trés partes iguais, reti-
rando-se a do meio, que é substituida por um triangulo equildtero sem um dos lados
(iteracdo 1). Os trés segmentos de cada um dos lados sdo transformados, assim, em qua-
tro segmentos, passando-se a ter no final da primeira iteracdo 3 X 4 = 12 segmentos.
Continuando o mesmo processo, ou seja, substituindo-se sempre cada um dos segmen-
tos por quatro, obtém-se 3 X 4 X 4 = 48 segmentos no final da segunda iteragao; e
3X4x4x4=3x43=192 segmentos no final da terceira iteracdo. Pela observacio
destes resultados, pode-se definir o termo geral para o nimero de segmentos no Floco
de Neve de Von Koch no nivel n: S, = 3 X 4",

Na Figura 19, apresentam-se as seis primeiras iteracdes do processo de constru-

¢do do Floco de Neve de Von Koch, sendo a sexta iteracdo uma boa aproximacdo deste

/N
£

fractal.

FAES
LS

Figura 19 Construc¢do do Floco de Neve de Von Koch
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Propriedade 4 O perimetro do Floco de Neve de Von Koch tem perimetro infinito.

Demonstragao: Utilizando a contagem de segmentos efectuada em cada uma das itera-
¢Oes e o comprimento de cada um deles, é possivel observar a evolugao do perimetro do
Floco de Neve. Para se estudar o comprimento de cada segmento do Floco de Neve de
Von Koch, no final de cada uma das iteragdes, considera-se que cada um dos lados do
triangulo equilatero inicial tem comprimento c. Ao dividir cada lado em trés partes
iguais, no final da primeira iteracao, fica transformado em quatro segmentos iguais com
comprimento ¢(1/3). Na iteragdo 2, cada um dos segmentos da iteracdo anterior é divi-
dido em trés partes iguais, transformando-se em quatro segmentos, cada um de com-
primento c(1/3)?. O mesmo se verifica no final da terceira iteragdo, passando cada um
dos segmentos a ter de comprimento c(1/3)3. Ent3o, na iteragdo n, cada um dos seg-
mentos mede ¢(1/3)™. Como se pode observar na coluna dos valores do perimetro da
Tabela 3, no final de qualquer iteracdo, o perimetro é igual a 4/3 do valor da iteragdo
anterior, aumentando em cada uma das etapas de gerag¢do da curva. Logo, o perimetro
da curva fronteira tende para o infinito, isto é, o perimetro do Floco de Neve de Von

Koch é infinito. O

Iteragdo Sn Comprimento | Perimetro
0 3 c 3¢c

1 3x4' c(1/3) 3(4/3)c

2 3x 4 c(1/3) 3(4/3)° ¢

3 3x4° c(1/3)° 3(4/3)° ¢

n 3 >.<“4” c (173)n 3 (4}5)“ c

Tabela 3 Variacao do perimetro do Floco de Neve ao longo

das iteragGes (Barbosa, 2005, p. 73)
Propriedade 5 O Floco de Neve de Von Koch tem area finita.

Demonstragao: Para determinar a area limitada pelo Floco de Neve de Von Koch, consi-
dere-se um tridngulo equildtero de drea A = c%2+/3/4. Dado que as altera¢des efectua-
das em cada um dos lados deste tridngulo sdo iguais, analisemos a evolucdo do valor da
area provocada pelas transformacdes num so lado. Na iteracdo 1, é adicionado um

tridngulo equildtero de area A= 1/9 A. Na segunda iteragdo, e continuando a conside-
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rar o mesmo lado do triangulo inicial, a drea anterior acresce a drea de quatro pequenos
triangulos equilateros, cada um com areaiguala 1/9 A, isto é A + 4(1/9)A. Na terceira
iteracdo, adiciona-se a drea anterior a drea de 42 tridngulos equilateros, de area, de
novo, nove vezes inferior a drea de cada um dos triangulos da iteragdo 2. O acréscimo de

area no final das trés iteragdes é dado por:
pra(Dare (D) a=1t+ ()]
9 9) = 9 \9
Pode-se, assim, determinar o acréscimo de drea no final de n iteragdes:

g e

Como estamos perante uma série geométrica de razao inferior a 1:

i |14 24 (3) 4 r () o= —a=2a
e |" 79T g 9 _(1_§) ~5
9

Para se obter a drea do Floco de Neve de Von Koch, basta multiplicar o resultado

2

anterior por 3 (trés lados) e adiciona-lo a area do triangulo equilatero inicial. A drea do

Floco de Neve de Von Koch é finita e dada pela expressao:

A+3><§A=A+3x§x%A= A 0

ul |

2.3 Conjunto de Cantor

As propriedades do Conjunto de Cantor podem ser usadas para introduzir o
estudo intuitivo de limite. O cdlculo do nimero de segmentos e do comprimento total
do Conjunto de Cantor podera servir de base para o estudo de limites, dado que o com-
primento total se aproxima, mas nado &, igual a zero, assim como para introduzir a férmu-
la da soma de n termos consecutivos de uma progressao geométrica de razdo diferente
da unidade.

O Conjunto de Cantor é um subconjunto do intervalo [0, 1]. A sua construgdo é

feita através do seguinte processo recursivo:
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1. Seja C, o intervalo [0, 1]. A C, retira-se o tergo central. Seja C; o conjunto resul-
tante: C; = Cy\]1/3;2/3[ =[0;1/3]U [2/3;1].

2. A cada intervalo de C; é retirado o intervalo central aberto de comprimento
1 /9. Seja C, o conjunto resultante: C, = C;\(]1/9;2/9[U 17/9;8/9[) =[0;1/9] U
[2/9;1/3]U[2/3;7/9] U [8/9; 1].

3. Este processo é repetido até ao infinito, dividindo-se sempre cada um dos seg-
mentos restantes por trés e removendo o terco central de cada divisdo. O resultado do
limite deste processo é o Conjunto de Cantor ou Poeira de Cantor.

Na Figura 20, apresenta-se as seis primeiras iteracoes do processo de construcdo

do Conjunto de Cantor, sendo a sexta iteragdao uma boa aproximac¢ao deste conjunto.

Figura 20 Construg¢ao do Conjunto de Cantor

O processo de construcdo do Conjunto de Cantor descreve uma
sucesséo,(Cn)nENo, mondtona decrescente de subconjuntos de [0; 1]. Cada conjunto C,
é a reunido disjunta de 2" intervalos fechados de [0; 1], e C,,,; obtém-se retirando, a
cada um dos intervalos resultantes da iteracdo anterior, o intervalo central de
comprimento (1/3)™*1. O Conjunto de Cantor é o limite desta sucess3o definido como
a intersecgdo dos conjuntos C =Nyey, Cp-

Para concluir esta definicdo, prove-se que o comprimento de cada um dos 2"
intervalos fechados (cuja reunido disjunta é C,,) é maior que (1/3)"*1. O segmento C; é
obtido pela remogdo de um segmento de comprimento 1/3 do intervalo inicial [0; 1],

logo tem comprimento [(C;) = 2/3; da mesma forma, retirando-se a C; dois segmentos
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de comprimento 1/9, obtém-se C, cujo comprimento é [(C,) = 4/9. Assim, o compri-

mento do Conjunto de Cantor na iteragaon € N, é dado por:

(C) =1~ 2;121; =1 —% :=1 @)k -1 ll - eﬂ

sendo o comprimento de cada um dos seus 2" segmentos dado por

1 2\" 1 1
71 (1-G) )|=5> 5=

O Conjunto de Cantor possui uma série de propriedades, das quais se destacam

as seguintes:

e O Conjunto de Cantor é um conjunto ndo vazio.

e O Conjunto de Cantor é um conjunto ndo numeravel.

e Seja x € [0;1]. Entdo x pertence ao Conjunto de Cantor, C, se e s6 se tem
uma representacao terndria que ndo contém o digito 1.

e O comprimento total do Conjunto de Cantor é zero.

¢ No Conjunto de Cantor, o que se tinha é igual ao que se retirou e igual ao que
restou.

As duas ultimas propriedades do Conjunto de Cantor, demonstradas a seguir,
podem ser usadas para explorar e introduzir os conceitos matematicos de progressao
geométrica, limites de progressdes geométricas e de soma de n termos de uma progres-

sdo geométrica de razao diferente da unidade.
Propriedade 6 O comprimento total do Conjunto de Cantor é zero.

Demonstragdo: Cada conjunto C,,, n € N, consiste em 2" intervalos disjuntos, cada um

de comprimento (1/3)™ . Como o comprimento total de C, é o limite da soma dos

comprimentos, tem-se: lim,,_, [2" G)n] = lim, (g)n =0. O

Propriedade 7 No Conjunto de Cantor, o que se tinha é igual ao que se retirou e igual ao

que restou.

Demonstragdao: Adicionando a quantidade que se retira em cada uma das iteracdes,

obtém-se:
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NPV SV PO SPPIVEE SN 1200 (Z)H 1
—_— X — X — X — X — cen - see = — —_ =
3 9 27 81 243 30 3/4,\3

provando-se, assim, que a quantidade retirada é igual ao comprimento do segmento

unitario inicial. O

Outra propriedade importante deste conjunto, que ndo pode deixar de ser refe-
rida, é a auto-semelhanca. Conforme a escala de observacdo, cada um dos segmentos
no final de uma iteragao, pode ser considerado como réplica dos segmentos resultantes

no final de itera¢des anteriores.
2.4 Triangulo de Sierpinski

O Triéngulo de Sierpinski, para além de possuir algumas das propriedades dos
fractais descritos anteriormente (perimetro infinito, drea nula e ser auto-semelhante),
possui relagdes com o triangulo de Pascal que podem ser exploradas aquando do seu
estudo na unidade tematica Combinatdria e Probabilidades no ensino secundario.

A construcao geométrica do Tridngulo de Sierpinski inicia-se com um triangulo
equilatero de lado unitario ao qual é aplicada uma série de processos repetitivos, como
se explica a seguir:

1. Os pontos médios de cada um dos lados do triangulo, juntamente com os
vértices iniciais, definem quatro tridngulos congruentes. Na primeira iteracdo, o tridangu-
lo central é removido, restando apenas trés. Este é o passo basico de construcao.

2. Na segunda iteracdo, é removido, de cada um dos tridngulos do nivel ante-
rior, o triangulo central dos seus quatro novos, ficando-se com 32 = 9 triangulos.

3. Analogamente, restam 33 = 27 triangulos, no final da terceira itera¢do, apds
a remocao do central de cada um dos novos anteriores.

Assim, por indugdo simples, na n-ésima iteracdo obter-se-a 3™ tridngulos.

A Figura 21 ilustra as primeiras iteracdes do Tridngulo de Sierpinski, sendo a sexta

iteracdo uma boa aproximacao do triangulo final.
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Figura 21 Etapas iniciais da construgao do Triangulo de Sierpinski

Como uma das caracteristicas do Tridngulo de Sierpinski é a sua auto-
semelhanca, este também pode ser construido através do “Jogo do Caos”. Este jogo ndo
reflecte a dindmica de um jogo usual, sendo, simplesmente, um processo de construcdo
de fractais caracterizados por auto-semelhang¢a. Uma vez escolhido um ponto inicial, a
semente, pertencente a fronteira ou ao interior de um triangulo equildtero, a marcacdo
dos restantes pontos é feita através de jogadas aleatdrias de um dado, comegando a
surgir, a partir de um certo nimero de jogadas, uma estrutura analoga ao Tridngulo de
Sierpinski.

Tal como a curva e o Floco de Neve de Von Koch, o Tringulo de Sierpinski tam-

bém é um fractal de perimetro infinito mas de drea nula.
Propriedade 8 O perimetro do Tridngulo de Sierpinski é infinito.

Demonstragao: Para calcular o perimetro do Tridngulo de Sierpinski, considerara-se uma
variavel c¢ representativa do comprimento de cada um dos lados do triangulo inicial. Na
primeira iteracdo, cada lado dos triangulos resultantes passam a medir ¢ / 2 e, analo-
gamente, os lados da segunda e terceira iteragdes passam a medir, respectivamente,
c/2%e c/23 . Pode-se concluir, por inducdo simples, que cada um dos lados da enésima
iteracdo tem o comprimento igual a ¢/2™ . O perimetro de cada tridngulo na iteracdo n
¢, assim, 3 ¢/2"™. Na Tabela 4, pode observar-se o valor do perimetro dos tridngulos no

final das sucessivas iteracdes. O perimetro do Tridngulo de Sierpinski é infinito, porque

lim,_, 3 X (3/2)" ¢ = oo. O
Nivel 0 1 2 3 n
Numero de Tridngulos 1 3 3 3’ 3"
Perimetro de cada Triangulo | 3c 3¢c/2 3c/22 3c/23 3¢/2"
Perimetro Total 3c | 3(3/2)c | 3(3/2)% | 3(3/2)%c | ... | 3(3/2)"c

Tabela 4 Perimetro dos tridangulos no Triangulo de Sierpinski (Barbosa (2005, p. 77))
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Propriedade 9 A 4rea do Tridngulo de Sierpinski é nula.

Demonstragao: Para calcular a area do Tridngulo de Sierpinski, considera-se A a area do
triangulo inicial. As areas dos triangulos resultantes da primeira, segunda e terceira ite-
racdo sdo, respectivamente, (1 /4) A, (1/4%)A e (1/43)A. Por inducdo, conclui-se,

assim, que na enésima iteracgdo, a area do Tridngulo de Sierpinski é igual a (1/4™)A.

A Tabela 5 resume os valores das areas resultantes das sucessivas iteragdes deste

fractal. A medida que se vai iterando o triangulo, a drea deste diminui, anulando-se na n-

ésima iteragdo, pois lim,,_,,, (3/4)"A= 0. O
Nivel 0 1 2 3 n
Nimero de Tridngulos | 1 | 3 3 3? 3"
Area de cada Triangulo | A | 1/4A | (1/4)°A | (1/4)°n | ... | (1/4)"2
Area Total A | 3/40 | (3/4)°a | (3/4)A | ... | (3/4)A

Tabela 5 Area dos triangulos no Triangulo de Sierpinski (Barbosa, 2005, p. 78)

A relacdo do Tridngulo de Sierpinski com o triangulo de Pascal (1623 — 1662) é
uma caracteristica importante que pode ser utilizada para o estudo da Combinatéria e
Probabilidades do ensino secundario.

O triangulo de Pascal (Figura 22) é obtido através dos coeficientes das expansdes
sucessivas do polinémio (1 4+ x)™, sendo n + 1 as linhas do tridngulo. Aplicando-se a
formula do Bindmio de Newton, (x +y)"® = n!/[k! (n — k)!] x" *y* , obtém-se o k-
ésimo coeficiente, by, k = (0,1,2,...,n) da linha n do triangulo de Pascal, através da
formula b, =n!/[k!(n—k)!]=[n(n—1)..(n—k+ 1)]/(1 X 2 X ... X k). O tridngu-
lo de Pascal também pode ser construido recursivamente através de uma lei de forma-

¢do simples: adicionam-se dois valores consecutivos de uma linha para obter, na outra
: n — —
linha, o valor com a mesma ordem do segundo ou (k) = (n K 1) + (ﬁ }) ; quando

um dos valores a adicionar é nulo, o resultado na linha seguinte é 1.
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Figura 22 Triangulo de Pascal

Ao colorir os elementos do triangulo de Pascal encriptados em hexagonos, con-
forme as propriedades de cada um dos niumeros, obtém-se varios niveis de itera¢do do
Tridngulo de Sierpinski. Para exemplificar este facto, constrdi-se o fractal dos multiplos
de dois (Figura 23) seguindo a seguinte lei de construcdo: as casas hexagonais que cor-
respondem a numeros pares sdo coloridas a branco e as que correspondem a nimeros
impares sdo coloridas de cinzento. O fractal resultante da colorac¢do do tridngulo de Pas-
cal com 16 linhas apresenta varios niveis de construcdo do Tridngulo de Sierpinski. Ao
observa-lo, verificam-se as configuracGes triangulares equilateras dispostas de maneira
auto-similar: a primeira iteracdo pode ser observada até a quarta linha, o segundo nivel
de iteracdo até a oitava linha, a terceira iteracdo é observavel até a décima sexta linha e,
prologando-se indefinidamente as linhas do triangulo de Pascal, sdo observaveis as res-

tantes iteragdes.

3
o

Figura 23 Fractal dos multiplos de 2
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2.5 Esponja de Menger

A Esponja de Menger, ilustrada na Figura 24, é um fractal tridimensional da autoria de
Karl Menger (1902 — 1985) em 1926. A Esponja de Menger possui propriedades geomé-
tricas interessantes que fazem parte das recomenda¢Ges metodoldgicas do Curriculo
Nacional do Ensino Secunddrio: o estudo de poliedros fractais de superficie infinita, mas

de volume finito, neste caso, nulo.

Figura 24 Esponja de Menger

A sua construcdo inicia-se a partir de um cubo de aresta unitaria. Na iteracdo 1,
cada uma das suas faces é dividida em 9 quadrados congruentes, obtendo-se 27 cubos
geometricamente iguais, de aresta 1 / 3 da aresta inicial. De seguida, sdo removidos o
cubo central e os cubos centrais de cada uma das faces. Assim, no final da iteracao 1, o
cubo inicial é constituido por 20 cubos pequenos. Na iteracdo 2, o processo de constru-
¢do descrito é aplicado a cada um dos 20 cubos restantes, sendo removidos no total
7 x 20 = 140 pequenos cubos, sobrando no final desta iteracio 202 cubos. Este pro-
cesso de construcdo, exemplificado na Figura 25, continua indefinidamente, sendo a

Esponja de Menger o limite deste processo recursivo de construcao.
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@

Figura 25 Etapas iniciais da construcao da Esponja de Menger

A Tabela 6 resume o processo de contagem dos cubos ao longo de cada uma das

iteragdes até ao infinito.

Nivel 0 1 2 3 n
Cubos removidos 0 7 7 %20 7 x 20° 7x20™"
Cubos restantes 1 20 20 20° 20"

Tabela 6 Processo de contagem dos cubos na Esponja de Menger (Barbosa, 2005, p. 79)

Propriedade 10 O volume da Esponja de Menger é nulo.

Demonstragdo: Considerando-se a aresta inicial de comprimento unitdrio, a Tabela 7
resume o comprimento das arestas dos cubos até a n-ésima iteracdo. Na n-ésima itera-
¢do, o volume resulta do produto entre o nimero de cubos gerados e o volume de cada

um, obtendo-se a expressio V = 20" x (1/3)3". O volume final corresponde a

limp- 00 [20™ X (1/3)3"] = lim,,_,6(20/27)" = 0. 0
Iteragao Comprimento da aresta
1 1/3=(1/3)!
2 1/9 = (1/3)°
3 1/27 = (1/3)?
n (1/3)"

Tabela 7 Varia¢ao do comprimento das arestas dos cubos ao longo das iteragdes

(Tomé, 2003, p. 81)
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Propriedade 11 A drea de superficie da Esponja de Menger é infinita.

Demonstragdo: Considera-se F a area de cada face do cubo inicial, sendo a area da
superficie total do cubo 6F. Como na iteragdao 1, o cubo inicial é dividido em 27 cubos e
sdo removidos o cubo central e os 6 cubos centrais das faces como consequéncia das 3
perfuragdes, conclui-se que em cada face perde-se 1 / 9 F, sendo a perda total de area
de 6 X (1 /9)F. Ao mesmo tempo, como estd exemplificado na Figura 26, sdo adicio-
nados, a superficie, 24 novos quadrados em cada uma das perfuracdes, e acrescenta-se

aarea24 x (1 /9)F. Tem-se, assim, que a area no final da iteracdo 1 é dada por:

6F—6x(§)F+24x(§)F=8F.

Figura 26 Iteragdo 1 da Esponja de Menger

O processo de remogdo de cubos continua assim até ao infinito, sendo, no final
de cada uma das iteracOes, a area igual a 4/3 da area anterior. Consequentemente, no
limite, a area da superficie da Esponja de Menger tende para o infinito. a

A Esponja de Menger é, portanto, um objecto auto-semelhante de volume nulo,
mas de drea de superficie infinita. De salientar, também, que o Conjunto de Cantor
resulta das interseccbes da figura limite com as diagonais do cubo inicial. (Tomé, 2003,

p. 82)

2.6 Piramide de Sierpinski

A Pirdmide de Sierpinski (Figura 27) corresponde ao andlogo tridimensional do
Tridngulo de Sierpinski e reforga as nogdes de processo de construgao iterativo e de

auto-semelhanca.
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Figura 27 Piramide de Sierpinski

Na sua construcdo, quatro tetraedros regulares unem-se de modo a que no seu
interior figue um tetraedro invisivel que é removido - etapa geradora da curva, ilustrada
na Figura 28. Continuando-se indefinidamente, obtém-se a Pirdmide de Sierpinski que é
o limite deste processo iterativo de construcdo. A Pirdmide de Sierpinski apresenta as
seguintes propriedades:

Propriedade 12 O volume da Pirdmide de Sierpinski é nulo.

Axiom Generator

Figura 28 Etapas iniciais da constru¢ao da Piramide de Sierpinski

Demonstragdo: Considerando-se a aresta inicial de comprimento unitdrio, a Tabela 8

resume o comprimento das arestas dos tetraedros até a n-ésima iteracdo.

Iteragao Comprimento da aresta
1 1/2=(1/2)"
2 1/4=(1/2)
3 1/8=(1/2)°
n (1/2)"

Tabela 8 Variagao do comprimento das arestas dos tetraedros ao longo das iteragoes

55



Fractais nos Ensinos Basico e Secundario

O volume na n-ésima iteragdo, V = 4™(v/2/12)(1/2)%", resulta do produto

entre o nimero de tetraedros gerados e o volume de cada um. O volume final corres-

ponde, assim, ao limite: lim,, e [4” g(%)m] = lim,, [g (g)n] =0. O

Propriedade 13 A area de superficie da Pirdmide de Sierpinski é constante.

Demonstragdo: Considera-se F a drea de cada face do tetraedro inicial, sendo a area da
superficie total do tetraedro igual a 4F. Como, na iteracao 1, a Pirdmide de Sierpinski é
constituida por 4 tetraedros, a drea de cada uma das novas faces é (1 / 4 )F, a 4rea de
superficie de cada tetraedro é F e a drea da superficie total no final da continua a ser
4F. Na iteracdo 2, a Pirdmide de Sierpinski passa a ser constituida por 16 tetraedros,
sendo a drea de cada uma das faces (1/16 )F, a area de superficie de cada um dos
tetraedros é (4/16 )F e a area total da superficie total continua a ser 4F. Este processo
de construgdo continua assim até ao infinito, permanecendo a area de superficie da

Pirémide de Sierpinski, no final de cada iteracao, igual. O

A Pirdmide de Sierpinski é, portanto, um objecto auto-semelhante de volume

nulo, mas de area de superficie constante.
3. Tarefas com Fractais

Os fractais permitem ver a Matematica como um todo e ndo como um conjunto
de ramos isolados, ao estabelecer conexdes entre diversos conceitos matematicos e
permitindo a exploracdo da Matematica por caminhos ndo analiticos. As tarefas de
investigacdo com fractais, que se propdem, englobam os conceitos matematicos do
ensino basico - angulos, tridngulos, congruéncia e semelhanca de figuras, areas, perime-
tros, transformacdes geomeétricas, e os do ensino secundario - funcoes logaritmicas e
exponenciais e progressdes geométricas.

Nessa seccdo, sdo apresentadas quatro tarefas exemplificadoras de algumas das

formas de exploracdo do tridngulo de Sierpinski para os trés ciclos do ensino basico e
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para o ensino secundario, respeitando as directivas dos programas do ensino bdsico e

secundario portugueses e as recomendacdes do NCTM.

3.1. Tarefa para o 12 ciclo do Ensino Basico

A tarefa sugerida para o 12 ciclo (Anexo A: “Triangulo de Sierpinski”)

enquadra-se na unidade temdatica Geometria e Medida e subtema Figuras no Plano e
Sélidos Geométricos e destina-se aos alunos do 32 e 42 ano de escolaridade.

S3do objectivos desta tarefa a analise da forma geométrica do tridngulo de Sier-
pinski, a compreensdo das suas caracteristicas através do desenho ou construgdo e a
construcdo da piramide de Sierpinski.

Através da elaboracdo da tarefa, pretende-se que os alunos desenvolvam as
seguintes competéncias:

e aptiddo para realizar construcdes geométricas, reconhecer e analisar proprie-
dades de figuras geométricas, nomeadamente, recorrendo a materiais manipulaveis e
para utilizar a visualizacdo e o raciocinio espacial na andlise de situa¢des, na resolugdo
de problemas e, ainda, em outras areas da Matematica;

e compreensdo do conceito de comprimento, assim como a aptidao para utilizar
conhecimentos sobre este conceito na resolucdo e formulagdo de problemas;

e aptiddo para efectuar medicOes e estimativas em situacGes diversas e a com-
preensao do sistema internacional de unidades;

e predisposicdao para procurar e explorar padroes geométricos e o gosto por
investigar propriedades e relacdes geométricas.

Pode ser desenvolvida através da formacao de grupos de trabalho, estando divi-
dida em trés etapas: a primeira consiste na leitura da histéria do triangulo de Sierpinski,
a segunda, na apresentacao e explicacdo das caracteristicas do tridngulo de Sierpinski e
a terceira, no desenho e construcao do tridangulo e da piramide de Sierpinski.

A primeira etapa da tarefa, apresentada na Figura 29, permite estabelecer a

“”

interdisciplinaridade com a disciplina de Lingua Portuguesa: . as conexdes entre a
Matemadtica e as outras disciplinas podem apoiar a aprendizagem. A construg¢do de

conhecimentos baseados nas conexbes pode, igualmente, fazer da Matemdtica um
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dominio de estudo desafiador, envolvente e excitante.” (National Council of Teachers of
Mathematics, 2011, p. 239). Os alunos poderdo, ainda, dramatizar a histéria e apresen-

tar o triangulo de Sierpinski a toda a comunidade escolar.

Historia do Triangulo de Sierpinski

Era uma vez um menino muito distraido que perdeu o seu gato e partiu a sua procura.
Tanto andou, tanto andou, que chegou a Terra das Formas Coloridas. Espantado com o
que viu, disse:

- Tantas formas bonitas!

De repente, encontrou uma forma geométrica muito infeliz e chorosa e perguntou:

- Como te chamas?

- Triangulo — respondeu a forma.

- E por que é que choras? — tornou o menino a perguntar a forma.

- Sinto-me muito sozinho. Todos gostam dos quadrados, circulos, rectangulos e usam-
nos para fazerem pacotes, pacotinhos e balGes. Viajam por todo o lado e fazem muitos
amigos.

O triangulo chorava cada vez mais e, entdo, o menino disse-lhe:

- Nao estejas triste. Eu posso ajudar-te. Chama todos os tridngulos desta terra e nunca
mais nenhum se ird sentir triste e sozinho. Vais ver!

MilhGes de tridngulos de varios tamanhos e cores responderam ao chamamento e
encaixaram-se uns nos outros. O tridngulo ficou tdo lindo e feliz que o seu nome ja nao
podia ser o mesmo. O menino pensou e de Sierpinski o baptizou. Sierpinski agradeceu-lhe
e nunca mais triste ficou.

Moral da histéria: Todos os problemas se resolvem se os amigos ajudarem.
(Histéria adaptada do site: http://sierpinski.wetpaint.com)

Figura 29 Histdria do triangulo de Sierpinski

A segunda etapa, apresentacdo e explicacdo das caracteristicas do tridngulo de
Sierpinski, pode ser acompanhada por uma breve nota histérica adequada a faixa etaria
dos alunos, que favorecera a exploracdo e compreensdo dos tépicos abordados. A etapa
final da tarefa que corresponde ao desenho (Figura 30) e construcdo do triangulo de
Sierpinski (Figura 31) e da piramide de Sierpinski (Figura 32 e Figura 33), usando material
de desenho e papel ou com recurso a materiais manipulaveis, permite o desenvolvimen-
to da percepcgao espacial e de conceitos geométricos, como indicado no Novo Programa

do Ensino Basico (Ponte, et al., 2007):

“Desenhar objectos partindo de diferentes dngulos de viséo, fazer constru-
¢Oes e maquetas e debater ideias sobre essas representagbes contribui para
o desenvolvimento da percep¢do do espago. Os materiais manipuldveis
(estruturados e ndo estruturados) tém um papel importante na aprendiza-
gem da Geometria e da Medida. Estes materiais permitem estabelecer rela-
¢Oes e tirar conclusdes, facilitando a aprendizagem de conceitos.” (2007, p.
21)
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A tarefa foi concebida de acordo com as recomendag¢des do NCTM sobre o ensino

da Geometria no 12 ciclo do ensino basico:

“O estudo da geometria nestes anos de escolaridade exige pensar e fazer.
Enquanto os alunos classificam, criam, desenham, modelam, tragam, medem
e constroem, a sua capacidade de visualizago das relagées geométricas
desenvolve-se. E, simultaneamente, estéo a aprender a raciocinar e a formu-
lar, testar e justificar conjecturas sobre essas relacbes. Esta exploragdo
requer acesso a uma multiplicidade de ferramentas, tais como papel quadri-
culado ou ponteado, réguas, blocos poligonais de pavimentar, geoplanos e
solidos geométricos ...” (2011, p. 191)

Desenho do Triangulo de Sierpinski

V4 \
Passo 1: Desenhar um triangulo equilatero. /

Passo 2: Marcar os pontos médios dos
lados do triangulo e uni-los: o triangulo
inicial fica assim dividido em quatro trian-
gulos equilateros iguais. Pintar o triangulo
central.

Passo 3: Para cada um dos triangulos nao
coloridos:

- marcar os pontos médios dos lados do
triangulo e uni-los : cada triangulo fica
dividido em quatro tridangulos equilateros
iguais;

- pintar o triangulo central.

Passo 4: Para os triangulos nao coloridos
resultantes, repetir o processo descrito no
Passo 3. Este processo pode ser repetido
indefinidamente.

Figura 30 Desenho do tridngulo de Sierpinski
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Figura 31 Construgao de triangulo de Sierpinski

através de materiais manipulaveis

Construgao da Piramide de Sierpinski

Passo 1: Recortar os tridngulos de Sierpins-

ki desenhados.

Passo 2: Colar os triangulos recortados
numa cartolina. Colar os triangulos entre si

de forma a construir quatro tetraedros.

Passo 3: Construir a Piramide de Sierpinski.

Figura 32 Construcao da piramide de Sierpinski
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Figura 33 Construcao da piramide de Sierpinski

através de jogos de construgao geométricos

3.2. Tarefa para o 22 Ciclo do Ensino Basico

Os jogos sdo actividades enriquecedoras e geradoras de competéncias que aliam
raciocinio, estratégia e reflexdo com desafio e competicdo de uma forma lidica muito

rica, podendo ser um ponto de partida para uma tarefa de investigacdo ou um projecto.
A tarefa sugerida para o 22 ciclo do ensino basico ( Anexo B: “Jogo do Caos”),

enquadra-se na unidade tematica Geometria e subtema Figuras no Plano, destinando-se
aos alunos de ambos os anos deste ciclo de ensino e podendo ser desenvolvida em gru-
pos de 2 jogadores.

A tarefa tem como objectivos a construcdo do tridngulo de Sierpinski e a analise
e compreensdo da sua forma e caracteristicas geométricas, através de um jogo.

Através da elaboracdo da tarefa pretende-se que os alunos desenvolvam as
seguintes competéncias:

e aptiddo para discutir com outros e comunicar descobertas e ideias matemati-
cas através do uso de uma linguagem, escrita e oral, ndo ambigua e adequada a situa-
¢do;

e tendéncia para procurar, ver e apreciar a estrutura abstracta que esta presen-
te numa situacao, seja ela relativa a problemas do dia-a-dia, a natureza e a arte, envolva
ela elementos numéricos, geométricos ou ambos;

e aptiddao para efectuar medi¢bes e estimativas em situacdes diversas, bem

como a compreensao do sistema internacional de unidades;
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e sensibilidade para apreciar a geometria no mundo real e o reconhecimento e
a utilizacdo de ideias geométricas em diversas situagcdes, nomeadamente na comunica-
¢ao.

O Jogo do Caos ndo reflecte o que se entende usualmente por jogo, sendo,
essencialmente, um processo de construgcdo de fractais caracterizados por auto-
semelhanca. Nesta tarefa, o fractal a ser construido é o tridngulo de Sierpinski. O desen-
volvimento da tarefa envolve um conjunto de trés etapas: primeira, a explicagdo das
regras do jogo (Figura 34), segunda, o jogo propriamente dito, e, terceira, a analise da

forma geométrica do triangulo de Sierpinski e compreensdo das suas caracteristicas.

Regras do Jogo do Caos

O jogo é jogado por 2 jogadores que, alternadamente, langam o dado e marcam os pontos numa
folha.
Desenhar um ponto (semente) no interior do tridngulo equildtero delimitado pelos trés vértices
marcados na folha fornecida.
Para marcar um novo ponto, langar o dado e seguir as regras seguintes:
e se sair aface 1 ou 2, é marcado no ponto médio entre o vértice (1, 2) e o ultimo ponto mar-
cado,
e se sair a face 3 ou 4, é marcado no ponto médio entre o vértice (3, 4) e o ultimo ponto mar-
cado,
e se sair a face 5 ou 6, € marcado no ponto médio entre o vértice (5, 6) e o ultimo ponto mar-
cado.

A marcagdo de pontos pode-se repetir indefinidamente.
Exemplo: Considere-se o triangulo da figura, a semente Z,e
a sequéncia 1-3-6 resultante do langamento dos dados. A /\zc

zz
marcagdo dos pontos correspondentes, Z,, Z, e Z3, encon- \.

tra-se ilustrada na figura. 3,4 56

De 20 em 20 iteragdes, os jogadores deverdo analisar a estrutura obtida e comparar os resultados

com os dos colegas.

Ganha o primeiro par 1‘; 13-
R XN Ady
de jogadores que P . \;‘.«‘\ Sty 5L =
BT Ll .1.'&-‘;._‘ 2\6—63
identifique a estrutura .. f . o g . ~y
t ey ., _,.)A}" 4'&; . A
emergente como 2 8 Tt B P O N~ Y ‘;A’
. O ARSI LI S N R T O O S -...Aé: ARG 2A%
sendo o Triangulo de
Sierpinski.
0 processo de identificacdo pode ser acelerado, jogando em

http://math.bu.edu/DYSYS/applets/fractalina.html.

Figura 34 Regras do Jogo do Caos
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A medida que vdo jogando e marcando os pontos, os alunos deverdo descrever a
estrutura observada e comparar os seus resultados com os dos colegas. Fomentam-se,
assim, as experiéncias de argumentacdo e de discussdo em grande e pequeno grupo e

desenvolve-se a capacidade transversal da comunicacdo matematica. Segundo Orton,

“O auténtico objectivo do debate é promover a aprendizagem. O desenvol-
vimento da compreensdo relacional exige um desenvolvimento e estimagdo
constantes das estruturas existentes do conhecimento a luz do novo conhe-
cimento. Como jd vimos, os conceitos ndo se formam nem se aprendem, para
subsistirem permanentemente fixos; mudam continuamente e desenvolvem-
se a medida que surgem e se estudam novos contextos. A conversagdo per-
mite que se produza uma valoragdo de ideias.” (in César de Sd, 1997, p. 12)

Apds a identificacdo do triangulo de Sierpinski, da-se inicio a etapa final, onde
deverd ser feita uma andlise conjunta das suas caracteristicas. E importante que, nesta
analise, sejam aplicados os conceitos de isometrias, ja conhecidos neste ciclo: reflexdes,
rotacdes, translacdes e simetrias axial e rotacional. No final do debate, devera ser redi-
gido um texto com todas as conclusGes. Esta Ultima parte da tarefa pretende que o Jogo
do Caos melhore a compreensao e aquisicao dos conteldos matematicos subjacentes,

evitando o hiato entre actividades ludicas espontaneas e o trabalho em sala de aula.
3.3. Tarefa para o 32 ciclo do Ensino Basico

No 32 ciclo do ensino basico, as tarefas com fractais permitem interligar a Alge-
bra e Geometria, indo de encontro as recomendac¢des do NCTM:

“As recomendagies sdo ambiciosas — exigem que os alunos aprendam mui-
tos conteudos relacionados com a dlgebra e a geometria ... Consequente-
mente, para prevenir a fragmentagdo do curriculo, os programas e o ensino
destes anos deverdo ser convergentes e integrados.” (National Council of
Teachers of Mathematics, 2011, p. 248)

A tarefa que se propde ( Anexo C: “Investigando o Triangulo de

Sierpinski") enquadra-se na unidade tematica Algebra, subtema Sequéncias e Regu-

laridades e destina-se ao 72 ano de escolaridade deste ciclo de ensino, podendo ser

desenvolvida em grupos de 4 alunos.
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O objectivo é o desenvolvimento de uma tarefa do tipo investigativa, utilizando a
Geometria Fractal como tema gerador de conceitos. Pretende-se que os alunos cons-
truam as iteragOes iniciais do tridangulo de Sierpinski, usando software de Geometria
Dindmica, o Geogebra, explorem, descubram e formulem conjecturas, argumentem e
comuniquem matematicamente, desenvolvam o espirito critico, discutam as conclusdes
encontradas nos diferentes grupos de trabalho e elaborem um relatério final.

Através da elaboracdo da tarefa pretende-se que os alunos desenvolvam as com-
peténcias:

e aptidao para discutir com os outros e comunicar descobertas e ideias mate-
maticas através do uso de uma linguagem, escrita e oral, ndo ambigua e adequada a
situagao;

e tendéncia para procurar, ver e apreciar a estrutura abstracta que esta presen-
te numa situacado, seja ela relativa a problemas do dia-a-dia, a natureza e a arte, envolva
ela elementos geométricos ou ambos;

e sensibilidade para apreciar a geometria no mundo real e o reconhecimento na
utilizacdo de ideias geométricas em diversas situacdes, nomeadamente na comunicacao;

e aptiddo para visualizar e descrever propriedades e relagcdes geométricas, atra-
vés da analise e comparacdo de figuras, para fazer conjecturas e justificar os seus racio-
cinios, para realizar construgdes geométricas;

e tendéncia para procurar invariantes em figuras geométricas;

e predisposicao para procurar padroes e regularidades e para formular generali-
zagOes em situagoes diversas, nomeadamente em contextos numéricos e geométricos.

A tarefa inicia-se com a construcdo das iterag¢des iniciais do tridangulo de Sierpins-
ki no software Geogebra, seguida da elaboracdo da tarefa exploratdria (Figura 35).

Na primeira etapa sdo observadas as recomendacdes do programa do ensino
basico relativamente as tarefas exploratdrias e de investigacdo: “Os alunos devem recor-
rer a software de Geometria Dindmica, sobretudo na realiza¢do de tarefas exploratorias
e de investiga¢do.” (Ponte, et al., 2007, p. 51), e as recomendac¢des do NCTM sobre o

ensino da Geometria neste ciclo de escolaridade:

“Os alunos do 62 ao 82 ano deverdo explorar uma diversidade de formas
geométricas e analisar as suas caracteristicas. Os alunos poderéo conduzir
essas exploragdes, recorrendo a utilizagdo de materiais, tais como geopla-
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nos, papel ponteado, tiras de cartdo articuladas e de vdrios comprimentos e
programas de geometria dindmica, para a construgdo de figuras bidimen-
sionais.” (National Council of Teachers of Mathematics, 2011, p. 275)

Esta tarefa envolve elementos caracteristicos da exploragao e investigacao que
conduzem os alunos aos passos caracteristicos das investigacdes matematicas, o levan-
tamento de hipdteses, a elaboragao de conjecturas e a sistematizagdo numa demonstra-
¢do. O uso dos fractais na sala de aula permite a identificagdo de processos iterativos e
de regularidades, através da andlise de padrdes e estruturas, sendo estas caracteristicas
fundamentais do pensamento algébrico. Segundo Kaput, J.:

“A generalizagdo envolve a extensdo deliberada do leque de raciocinio ou
comunicagdo para além do caso ou casos considerados, identificando e
expondo explicitamente o que é comum entre os casos, ou elevando o
raciocinio ou comunica¢do a um nivel onde o foco ja nGo sdo os casos ou
situagdes em si mesmas, mas antes os padroes, procedimentos, estruturas,
e as relagcbes através de e entre eles (que por sua vez se tornam novos
objectos de nivel superior para o raciocinio ou comunicagdo).” (in
Canavarro, 2009, p. 7)

Ao identificar o crescimento do nimero de tridngulos ndo coloridos, através da
visualizacdo e contagem, os alunos adquirirem competéncias iniciais para a elaboracdo
de um pensamento mais sofisticado, a investigacdo numérica. A investigacdo numérica
permite a formulacdo e teste de conjecturas e a procura de generalizacdes para além do
desenvolvimento da no¢ao de variavel, fungdes essenciais do ensino algébrico.

Nesta tarefa, seguem-se as recomendacées do NCTM de desenvolvimento da
capacidade transversal - raciocinio matematico,

“Ao longo destes anos, os alunos deverdo ter uma prdtica diversa e fre-
quente com o raciocinio matemadtico, a medida que:

- analisam padrdes e estruturas para a identificagcdo de reqularidades;
- formulam generalizacbes e conjecturas sobre regularidades observadas;
- validam conjecturas;

- constroem e avaliam argumentos matemadticos.” (2011, p. 310)
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Investigando o triangulo de Sierpinski

1. Construgdo das iteragGes iniciais do triangulo de Sierpinski no software “Geogebra”
1.1. Construir um tridngulo equildtero [ABC] (etapa inicial da construc3o do Tridngulo de Sier-

pinski).
1.2. Ao lado do triangulo anterior, construir, com as mesmas medidas, o tridangulo equilatero
[All Bll Cl]

1.3. Construir os pontos médios D, E; e F;, dos lados do triangulo inicial.

1.4. Construir os segmentos de recta [F,E;|, [F{D;] e [E;D;], com a finalidade de dividir o
tridngulo inicial nos tridngulos [A,D;F,], [D,C,E,], [FLE,B;] e [F1D,E,].

1.5. Colorir o tridngulo [F;D,E;] (12 etapa da construgdo do Tridngulo de Sierpinski).

1.6. Voltar a construir, ao lado, a etapa 1 descrita acima, renomeando os vértices de A,, B, C,,
D,,E,eF,.

1.7. Construir os pontos médios G,, H,, I3, J,, K5, L,, M,, N5, O, dos segmentos de recta
[A2F2], [F2B,), [B2E2], [E2C2l, [D2C3l, [A2D,], [F2D,], [D2E2] e [E;F], respectivamente.

1.8. Construir os segmentos [G,M,], [M;L,], [L,G,], [I,H,], [I,0;], [0;H,] , [N,],], U2K:],
[K,N,] com a finalidade de dividir cada um dos tridngulos n3o coloridos resultantes da etapal em
quatro triangulos e colorir os centrais (22 etapa da construgdo do tridngulo de Sierpinski).

Nota: Os alunos poderdo, eventualmente, construir mais etapas repetindo este processo de
construgao.

2. Observa as trés etapas de construgdo do tridangulo de Sierpinski que acabaste de construir.
‘ c2

. c1 .

Etapa O Etapal

2.1 Desenha ou constréi o préximo triangulo da sequéncia.

2.2 Procura e regista as relagGes existentes entre o nimero de triangulos que nao foram colo-
ridos em cada uma das etapas de construgao e as suas posi¢des na sequéncia.

2.3 Haverd algum triangulo da sequéncia com 100 triangulos ndo coloridos? E com 125? Justi-
fica.

2.4 Escreve uma expressao algébrica que te permita calcular o nimero de triangulos ndo colo-
ridos em fungdo da posigdo das etapas de construgdo do triangulo de Sierpinski na sequéncia.

Figura 35 Ficha de trabalho da tarefa “Investigando o triangulo de Sierpinski”

3.4. Tarefa para o Ensino Secundario

A exploracdo de fractais ja constitui uma recomendacdo metodolégica do pro-

grama de Matematica A do 112 ano do ensino secunddrio, como se pode constatar:
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“O estudante poderd ser solicitado a estudar, por exemplo, a curva de Von
Koch ou o poliedro fractal. Os estudantes encontrardo assim uma interes-
sante caracteristica das figuras fractais enquanto utilizam propriedades das
progressées. Descobrirdo que tém comprimento (ou superficie) infinito e
uma superficie (ou volume) finita (quer a tratem no plano ou no espago).”
(2002, p. 9)

Os fractais induzem o desenvolvimento do raciocinio matematico através da identi-
ficacdo e andlise de padrdes e estruturas, o estabelecimento de conjecturas e generali-
zagOes (através de métodos iterativos e recursivos) e a modelizagdo recursiva de situa-
¢oes:

“Do 92 ao 122 ano, os alunos deverdo basear-se nos conhecimentos prévios
para aprender técnicas de resolugdo de problemas mais variadas e sofisti-
cadas. Deverdo ampliar as suas capacidades de visualizagdo, descricGo e
andlise de situa¢des, em termos matemdticos. IrGo precisar de aprender a
usar uma vasta gama de fungdes, explicita e recursivamente definidas, para
modelar o mundo que os rodeia.” (National Council of Teachers of
Mathematics, 2011, p. 342)

“Do 92 ao 122 ano, os alunos deverdo deparar-se com uma grande varie-
dade de situagées que podem ser modeladas recursivamente. (...) O estudo
de padrées recursivos deverd ser construido desde o 92 até ao 129 ano.”
(National Council of Teachers of Mathematics, 2011, p. 361).

A tarefa aqui proposta para o ensino secundario (Anexo D: “O Triangulo de

Sierpinski e as Progressdes Geométricas”) destina-se a alunos do 112 ano

de escolaridade e enquadra-se na unidade tematica Algebra, subtema Sucessdes. Pode
ser desenvolvida em trabalho de pares e, eventualmente, constituir um instrumento de
avaliacao final. Surge como uma continuac¢do da tarefa exploratéria do 32 ciclo e tem
como objectivo principal analisar a propriedade do fractal de Sierpinski, “perimetro infi-
nito limitando uma drea nula”, através do desenvolvimento de uma tarefa investigativa
que contempla os contetddos do subtema “Sucessdes”, utilizando a Geometria Fractal
como tema gerador de conceitos. Pretende-se que os alunos explorem, descubram e
formulem conjecturas, consigam argumentar e comunicar matematicamente, desenvol-
vam o espirito critico e partilhem as conclusGes com os colegas de turma.

Na tarefa, cuja ficha de trabalho se apresenta na Figura 36, é requerida a andlise dos
perimetros totais dos tridngulos das figuras resultantes das sucessivas iteracdes e, pos-

teriormente, as areas totais. Nesta analise, estdo implicitos os seguintes conceitos pro-
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gramaticos: formas de representagdao de uma sucessao e estudo das propriedades das
sucessoes, progressdes geomeétricas e termo geral de uma progressao geométrica, limi-
tes, infinitamente grandes, infinitamente pequenos e infinitésimos e convergéncia de
sucessoes.

O reconhecimento de padrdes, estabelecimento de conjecturas e generaliza¢des
através de métodos iterativos e recursivos permite o desenvolvimento do raciocinio
matematico, uma das principais capacidades transversais a desenvolver no ensino da
Matematica. Da mesma forma, o estabelecimento de conexdes entre a Algebra e a
Geometria permite que os alunos desenvolvam uma visdo da Matematica como um
todo integrado. Como sugestdo, podera ser proposto a construcdo das iteracdes iniciais
do tridngulo de Sierpinski no programa Geogebra (ou outro software de Geometria
Dinamica), no seguimento das recomendag¢des do NCTM, explorando assim a triangula-
cao “fractais — computador — visualizagdo”:

“Um dos desafios mais importantes no ensino da Matemdtica refere-se ao
papel que a demonstracdo e a justificagdo desempenham sobretudo em
ambientes cada vez mais tecnoldgicos. Usando software de geometria
dindmica, os alunos podem, rapidamente, gerar e explorar vdrios exemplos
geométricos. Se ndo tiverem aprendido a utilidade da demonstracdo e da
argumentag¢do matemdticas, poderdo argumentar que uma conjectura tem
que ser vdlida, simplesmente por que se verificou em todos os exemplos
que experimentaram. Embora seja possivel que os alunos desenvolvam este
tipo de concepg¢do erradas, numa aula em que compreendamos 0s papéis
da experimentacéo, da formulagcdo de conjecturas e da demonstracéo, a
capacidade de gerar e explorar multiplos exemplos pode resultar em inves-
tigagcdes matemdticas mais profundas e abrangentes do que, de outra for-
ma, seria possivel. (National Council of Teachers of Mathematics, 2011, p.
368)
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A. Constrdi o triangulo de Sierpinski”
A construgdo inicia-se a partir de um triangulo equilatero: este triangulo inicial é dividido em quatro triangulos
menores, sendo removido o tridngulo do meio. Os trés triangulos restantes sao divididos exactamente da mes-
ma maneira. Este processo iterativo de construgdo repete-se indefinidamente, sendo o Triangulo de Sierpinski a
figura limite deste processo iterativo.

/,M b3
lﬁj? /“\/7 £\

A esta sequéncia de figuras pode-se associar varias sucessodes: a sucessdo do nimero de tridngulos da figura, a
sucessdo das areas de cada triangulo retirado, a sucessdo da area total dos tridangulos de cada tridangulo e a
sucessdo do perimetro total dos triangulos.

B. Responde as seguintes questdes.
1. Atribuindo ao comprimento do lado do tridngulo equilatero inicial a variavel c, completa a seguinte tabela:

Posigcao 01|23 ..1|n
Numero de tEngulos 1
Perimetro de cada tridangulo | 3c
Perimetro Total e

a) Mostra que a sucessdo (P,) dos perimetros totais dos tridngulos das flguras € uma progressdo geométrica.
b) Define a sucessdo (B,) por recorréncia.
c) Escreve o termo geral da sucessdo (B,).
d) Estuda a monotonia da sucess3o (B,).
e) Mostra, justificando, que a sucessdo (P,) é um infinitamente grande.
2. Atribuindo a area do triangulo equilatero inicial a variavel A, completa a seguinte tabela:

Posi¢ao 0|1|2|3] .. |n
Numero de Tridngulos | 1
Area de cada Triangulo | A
Area Total A
a) Mostra que a sucessdo (4,,) das dreas totais dos tridngulos das figuras é uma progressdo geométrica.
b) Define a sucessdo (4,,) por recorréncia.
c) Escreve o termo geral da sucess3o (4,).
d) Estuda a monotonia da sucess3o (4,).
e) Mostra, justificando, que a sucessdo (4,) é um infinitésimo.
3. Com base nas respostas dadas nas questdes anteriores, comenta a seguinte afirma¢dao numa breve mas fun-
damentada composi¢do: “Fractal de Sierpinski: Um perimetro infinito limitando uma area nula.”

Sugestdo: Pode ser proposto a construgdo das diferentes etapas de construgdo do Tridngulo de Sierpinski no pro-
grama Geogebra (ou outro), como um factor enriquecedor da investigagdo.

Figura 36 Ficha de trabalho da tarefa “O Tridangulo de Sierpinski e as Progressoes Geo-

métricas”
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4, Conclusoes

A Geometria Fractal € uma area muito recente, no entanto, as suas aplicagdes
sdo inumeras e em diversas areas do conhecimento: engenharia, economia, fisica,
meteorologia, fisiologia, por exemplo. Tem grandes potencialidades para ser leccionada
no ensino superior, mas nos ensinos bdsico e secundario, sdo poucas as tarefas desen-
volvidas com fractais, parecendo, a partida, quase impensavel o envolvimento dos alu-
nos destes niveis de escolaridade em tarefas que envolvam o estudo e a exploracdo de
fractais.

Como resultado da andlise dos actuais programas do ensino basico e do ensino
secunddrio, e das recomendag¢des do NCTM, provou-se, ao longo deste capitulo, que sdo
varios os conceitos programaticos que podem ser introduzidos e explorados através de
tarefas envolvendo fractais.

No ensino bdsico, os fractais permitem a explora¢do dos conceitos de isometrias
nos trés ciclos de escolaridade, de sequéncias e regularidades nos 22 e 32 ciclos e seme-
Ihanca de figuras no 32 ciclo. Relativamente as capacidades transversais, nomeadamen-
te a resolucdo de problemas, raciocinio e comunica¢cdo matematicos, o estudo dos frac-
tais permite o seu desenvolvimento através da formula¢cdao de problemas estruturados
para a aprendizagem de conceitos, representacdes e procedimentos matematicos, cons-
trucao de cadeias argumentativas e debate de ideias sobre os processos utilizados e os
resultados alcancados.

No ensino secundario, o estudo da unidade temdtica Algebra, subtema Suces-
soes, pode ser feito utilizando a Geometria Fractal como tema gerador de conceitos,
permitindo, este estabelecimento de conexdes entre a Algebra e a Geometria, que os
alunos desenvolvam uma visdao da Matematica como um todo integrado. O desenvolvi-
mento do raciocinio matematico, uma das principais capacidades transversais a desen-
volver no ensino da Matematica, pode ser explorado através do reconhecimento de
padroes, estabelecimento de conjecturas e de generalizacbes através de métodos itera-

tivos e recursivos.
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CAPiTULo [V

“Conhece a Matemdtica e dominards o mundo”.
Galileu Galilei

Conclusao

O objectivo principal deste trabalho consistiu em mostrar de que forma a Geometria
Fractal pode ser explorada para introduzir ou trabalhar conceitos matematicos, de acor-
do com os programas portugueses de Matematica e as suas recomendag¢des metodold-
gicas, desde o 12 ciclo até ao secundario. Neste sentido, foram propostas quatro tarefas
praticas de exploragao do triangulo de Sierpinski, permitindo a integracdao da Geometria
Fractal nos quatro primeiros niveis de ensino portugueses, ao abrigo dos programas do
ensino basico e secundario. Com este estudo, pretendeu-se colmatar a lacuna que existe
em Portugal relativamente a exploracdo da Geometria Fractal, onde poucos manuais
propdem tarefas com fractais, apesar de permitirem a formulacao de problemas estru-
turados para a aprendizagem de diversos conceitos, representacées e procedimentos
matematicos e a construcdo de cadeias argumentativas seguidas de debates construti-
vos sobre ideias, processos e resultados matematicos. Este tipo de tarefas permite o
desenvolvimento das trés grandes capacidades transversais a toda a aprendizagem da
Matematica: resolucdo de problemas, raciocinio matematico e comunicacdao matemati-
ca.

No Capitulo |, apresentou-se a triangulacdo “fractais — computador — visualizacdao”,
como a associagdo perfeita para a nova visao da Matematica escolar, que passa pelo uso

do poder visual das imagens na assimilacdo de conceitos e capacidades matemadticas. O
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computador constitui, de facto, uma ferramenta indispensavel para a visualizagdo das
imagens geradas por repeticdo de regras matematicas muito simples — iteracbes de cer-
tas fungdes, incluindo-se aqui os fractais como limite da sucessdao de imagens geradas
por computador. As imagens dos fractais possibilitam conexdes entre diversos temas da
Matematica, a exploragdo e aperfeicoamento de conjecturas baseadas em evidéncias,
permitindo a utilizacdo de diversas técnicas de raciocinio e de prova. Ainda, segundo o
NCTM (2011, p. 3), a nova Matematica escolar devera ser regida por programas curricu-
lares bastante ricos ao nivel da Matematica que proporcionem aos alunos uma aprendi-
zagem compreensiva dos conceitos e procedimentos matematicos importantes, onde a
tecnologia se enquadra como componente essencial deste tipo de aprendizagem.

No Capitulo Il, a Geometria Fractal foi apresentada como a verdadeira Geometria da
natureza através de varios exemplos e referido o seu uso na modelagdo de fenémenos
sociais e econdmicos. Seguiu-se uma perspectiva histérica da Geometria Fractal dividida
em dois periodos distintos: século XIX e século XX. Em cada um destes periodos, foi
apresentada a descricdo dos fractais. No século XIX, Curva de Weirstrass, Funcao de
Riemann, Conjunto de Cantor, Curva de Peano, Curva de Hilbert e Curva de Von Koch, e,
no século XX, Triangulo de Sierpinski, Conjuntos de Julia e Fatou e o Conjunto de Man-
delbrot. Ainda dentro desta perspectiva histdrica, apresentou-se a Teoria do Caos € a
sua relacdo com fractais. Apdés a introducao histdrica, apresentou-se a evolugao do con-
ceito de fractal e descreveram-se as duas caracteristicas principais: dimensdo fractal e
auto-semelhanca.

No Capitulo lll, para responder a questao “Como é que se pode relacionar a Geome-
tria Fractal com os conceitos matemdticos dos programas de Matemdtica portugueses e
suas recomendagdes metodoldgicas”, foi elaborada uma anélise exaustiva do Novo Pro-
grama do Ensino Bdsico e dos actuais programas do ensino secundario relativamente a
disciplina de Matematica.

Desta anadlise, concluiu-se que, relativamente ao ensino basico, os fractais permitem
a exploracdo dos conceitos de isometrias nos trés ciclos de escolaridade, de sequéncias
e regularidades nos 22 e 32 ciclos e semelhanca de figuras no 32 ciclo. No que se refere
ao desenvolvimento das capacidades transversais a toda a aprendizagem matematica no
ensino basico — a resolucdo de problemas, raciocinio e comunicagdo matematicos, o

estudo dos fractais permite o seu desenvolvimento através da formulagdo de problemas
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estruturados para a aprendizagem de conceitos, representagdes e procedimentos
matematicos, construcdo de cadeias argumentativas e debate de ideias sobre os proces-
sos utilizados e os resultados alcangados.

No ensino secunddrio, os fractais podem ser usados para rever conceitos e para
explorar e introduzir novos conceitos. Dado que permitem a conexao entre varios con-
ceitos matemadticos, também permitem que a Matematica seja vista como um todo
integrado, em que as tarefas que os envolvem se apresentam como ideais para o médu-
lo inicial do programa de Matemadtica A do 102 ano. O objectivo principal deste médulo
inicial é a proposta de tarefas que, a partir de um determinado tema, permitam estabe-
lecer conexdes com outros através do desenvolvimento de capacidades de experimen-
tacdo, raciocinio matematico (o raciocinio geométrico ganha uma especial importancia
neste mddulo) e da andlise critica e do estabelecimento de conjecturas e sua verificacdo.

Ainda no ensino secundario, o estudo da Geometria segue as recomendacdes
metodoldgicas do programa de Matematica A do 112 ano (2002, p. 9). No tema Algebra,
subtema Sucessdes, é possivel explorar os conceitos (sucessdes, termos, termo geral,
sucessao definida recursivamente, limite, sucessdo limitada, infinitésimo, infinitamente
grande, nogao de infinito, progressdes geométricas, razdo e termo geral de uma pro-
gressdao geomeétrica) através da Geometria Fractal. Um dos temas transversais do mes-
mo programa, a Perspectiva Histérico—Cultural, pode também ser desenvolvido através
de trabalhos de projecto sobre a Geometria Fractal e a Teoria do Caos, uma vez que
estas permitem mostrar a Matematica como uma ciéncia em construgdo e em constante
interaccdo com outras ciéncias, permitindo recolha de informacdo sobre a génese e o
percurso dos conceitos em estudo e a sua relacdo com o progresso da humanidade,
enquadrando-se no espirito do desenvolvimento cientifico.

Na segunda seccdo deste capitulo, foram apresentadas as caracteristicas principais e
o respectivo processo de construcao de alguns fractais — Curva de Von Koch, Floco de
Neve de Von Koch, Conjunto de Cantor, Triangulo de Sierpinski, Esponja de Menger e
Piramide de Sierpinski, que podem ser utilizados para fins pedagdgicos. Na descri¢ao de
cada um destes fractais foram utilizados processos recursivos e indutivos para a dedugdo
das formulas de areas e perimetros dos poligonos fractais e dos volumes dos poliedros

fractais, permitindo a estimulacdo do raciocinio matematico e do pensamento abstracto.
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Foram também realgadas as suas propriedades de auto-semelhanca, que podem ser
aproveitadas para explorar conceitos relativos a semelhanca de figuras.

O Capitulo Il termina com a proposta de quatro tarefas exemplificadoras de algu-
mas das formas de exploracdo do tridngulo de Sierpinski desde o 12 ciclo até ao secun-
dario, respeitando as directivas dos programas do ensino bdsico e secundario e as reco-
mendag¢bes metodoldgicas do NCTM, que concretizam o objectivo principal deste traba-
Iho.

A tarefa do 19 ciclo permite o estabelecimento da interdisciplinaridade com a disci-
plina de Lingua Portuguesa e o desenvolvimento da percep¢do espacial e de conceitos
geométricos, tal como o preconizado nas recomendag¢des do NCTM sobre o ensino da
Geometria no 12 ciclo do ensino bdsico (2011, p. 191). A tarefa do 22 ciclo do ensino
basico é um jogo que serve o propdsito de exploracao de conceitos previamente adqui-
ridos - reflexdes, rotacdes, translacdes e simetrias axial e rotacional, aliando as activida-
des ludicas e o trabalho em sala de aula. A tarefa do 32 ciclo do ensino basico destina-se
a alunos do 72 ano de escolaridade e é uma tarefa exploratdria e investigativa, que
recorre do uso de software de Geometria, liga a Algebra e a Geometria, seguindo as
recomendacdes do Novo Programa de Matematica do Ensino Basico (Ponte, et al., 2007,
p. 51) e do NCTM sobre o ensino da Geometria (2011, p. 275) e desenvolve o raciocinio
matemadtico (2011, p. 310). A tarefa do ensino secunddrio destina-se a alunos do 112 ano
de escolaridade, permitindo também o estabelecimento de conexdes entre a Algebra e a
Geometria, o desenvolvimento do raciocinio matematico através da identificacdo e ana-
lise de padrdes e estruturas, estabelecimento de conjecturas e generaliza¢des pelo uso
de métodos iterativos e recursivos, seguindo as recomendagdes do NCTM (2011, p. 361).

Concluindo, a Geometria Fractal tem potencialidades para ser trabalhada em qualquer
nivel de ensino. Além de os exemplos de aplicagao serem facilmente encontrados na nature-
za, promove a criatividade, o raciocinio légico e o sentido estético pelas formas que pode
apresentar. Promove uma perspectiva nova da Matematica e enriquece a sala de aula com a

identificacdo e analise de padrdes, favorecendo a aprendizagem da disciplina.
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Anexo A: “Tridngulo de Sierpinski”

TAREFA:

“Triangulo de Sierpinski”

TEMA: Geometria e Medida

SUBTEMA: Figuras no plano e sélidos geométricos

DESCRICAO:

A tarefa destina-se a alunos do 32 e 42 ano de escolaridade do 12 ciclo do ensino basico
e pode ser desenvolvida através da formacdo de grupos de trabalho.

OBJECTIVOS:

Analisar a forma geométrica do Triangulo de Sierpinski;
Compreender as caracteristicas do Triangulo de Sierpinski;
Desenhar ou construir manualmente o Triangulo de Sierpinski;
Construir a Pirdamide de Sierpinski.

COMPETENCIAS A DESENVOLVER PELOS ALUNOS:

A aptidao para realizar construgdes geométricas e para reconhecer e analisar proprie-
dades de figuras geométricas, nomeadamente recorrendo a materiais manipulaveis;

A aptid3do para utilizar a visualizacdo e o raciocinio espacial na andlise de situacGes e na
resolucdo de problemas e em outras dreas da Matematica;

A compreensao do conceito de comprimento, assim como a aptidao para utilizar conhe-
cimentos sobre este conceito na resolugdo e formulagdo de problemas;

A aptiddo para efectuar medigdes e estimativas em situagdes diversas, bem como a
compreensdo do sistema internacional de unidades;

A predisposicdo para procurar e explorar padrdoes geométricos e o gosto por investigar
propriedades e relagdes geométricas.

MATERIAIS:

Papel cavalinho A4; Lapis; Régua; Borracha; tesoura; Cola; Cartolina; Jogos de constru-
¢do de figuras geométricas.
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DESENVOLVIMENTO DA TAREFA

1. Leitura da histdria do triangulo de Sierpinski
Apresentacgdo e explicagdo das caracteristicas do Tridngulo de Sierpinski
Desenho ou construcgao do Tridngulo de Sierpinski

P WN

Construgdo da Piramide de Sierpinski

1. Leitura da histéria do tridngulo de Sierpinski

Histdéria do Triangulo de Sierpinski

Era uma vez um menino muito distraido que perdeu o seu gato e partiu a sua
procura. Tanto andou, tanto andou que chegou a Terra das Formas Coloridas.
Ficou espantado com o que viu e disse:

- Tantas formas bonitas!

De repente, encontrou uma forma geométrica muito infeliz e chorosa e per-
guntou:

- Como te chamas?

- Triangulo. — respondeu a forma.

- E por que é que choras? —tornou o menino a perguntar a forma.

- Sinto-me muito sozinho. Todos gostam dos quadrados, circulos, rectangulos
e usam-nos para fazerem pacotes, pacotinhos e baldes. Viajam por todo o lado e
fazem muitos amigos.

O triangulo chorava cada vez mais e, entdo, o menino disse-lhe:

- Ndo estejas triste. Eu posso ajudar-te. Chama todos os triangulos desta terra
e nunca mais nenhum se ird sentir triste e sozinho. Vais ver!

Milhdes de triangulos de varios tamanhos e cores responderam ao chama-
mento e comegaram a encaixar-se uns nos outros. O triangulo ficou tdo lindo e
feliz que o seu nome ja ndo podia ser o mesmo. O menino pensou e de Sierpinski o
baptizou. Sierpinski agradeceu-lhe e nunca mais triste ficou.

Moral da histdria: Todos os problemas se resolvem, se os amigos ajudarem.
(Historia adaptada do site: http://sierpinski.wetpaint.com)

2. Apresentacao e explicagdo das caracteristicas do Tridngulo de Sierpinski
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3. Desenho ou constru¢do do Triangulo de Sierpinski

Desenho do Triangulo de Sierpinski

Passo 1: Desenhar um triangulo equilatero. 4

Passo 2: Marcar os pontos médios dos
lados do triangulo e uni-los: o tridngulo
inicial fica assim dividido em quatro trian-
gulos equilateros iguais. Pintar o triangulo
central.

Passo 3: Para cada um dos triangulos ndo
coloridos:

- marcar os pontos médios dos lados do
triangulo e uni-los : cada triangulo fica
dividido em quatro tridangulos equilateros
iguais;

- pintar o triangulo central.

Passo 4: Para os triangulos ndo coloridos
resultantes, repetir o processo descrito no
Passo 3. Este processo pode ser repetido
indefinidamente.

Construir o Tridngulo de Sierpinski
usando materiais de construgdo
manipulaveis.

Sugestao: Podem-se substituir os materiais manipuldveis por tiras de cartolina.
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4. Construgao da Piramide de Sierpinski

Construcao da Piramide de Sierpinski

/'Y
AVA
Passo 1: Recortar os triangulos de Sierpins- AvA VA

ki desenhados. v \
SN

Passo 2: Colar os triangulos recortados

numa cartolina. Colar os triangulos entre si

de forma a construir quatro tetraedros.

Passo 3: Construir a Piramide de Sierpinski.
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Anexo B: “Jogo do Caos”

TAREFA:

“Jogo do Caos”

TEMA: Geometria

SUBTEMA: Figuras no plano

DESCRICAO:

A actividade destina-se a alunos do 62 ano do 22 ciclo do ensino basico e pode ser
desenvolvida em trabalho de pares.

OBJECTIVOS:

Construir o Triangulo de Sierpinski;
Analisar a forma geométrica do Triangulo de Sierpinski;
Compreender as caracteristicas do Tridangulo de Sierpinski.

COMPETENCIAS A DESENVOLVER PELOS ALUNOS:

A aptid3do para discutir com outros e comunicar descobertas e ideias matematicas atra-
vés do uso de uma linguagem, escrita e oral, ndo ambigua e adequada a situagao;

A tendéncia para procurar, ver e apreciar a estrutura abstracta que estd presente numa
situacdo, seja ela relativa a problemas do dia-a-dia, a natureza e a arte, envolva ela
elementos geométricos ou ambos;

A aptiddo para efectuar medi¢Oes e estimativas em situa¢des diversas, bem como a
compreensdo do sistema internacional de unidades;

A sensibilidade para apreciar a geometria no mundo real e o reconhecimento e a utili-
zacdo de ideias geométricas em diversas situagdes, nomeadamente na comunicagao.

MATERIAIS:

Papel, lapis e borracha; Régua; Marcador; Papel de acetato; Dados; Retroprojector;
Computador com acesso a internet.

DESENVOLVIMENTO DA TAREFA

1. Explicagdo das regras do jogo
2. Durante o jogo
3. Analise da forma geométrica do Triangulo de Sierpinski e compreensao das suas

caracteristicas.
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1. Explicagdo das regras do jogo do caos

O jogo é jogado por 2 jogadores que, alternadamente, lancam o dado ou marcam
0s pontos.

12 Desenhar um ponto (semente) no interior do triangulo equildtero delimitado
pelos trés vértices marcados na folha fornecida.

29 Para marcar um novo ponto, langar o dado e seguir as regras seguintes:

e se sairaface 1 ou 2, é marcado no ponto médio entre o vértice (1, 2) e o ulti-
mo ponto marcado,

e se sair a face 3 ou 4, é marcado no ponto médio entre o vértice (3, 4) e 0
ultimo ponto marcado,

e se sair aface 5 ou 6, é marcado no ponto médio entre o vértice (5, 6) e o ulti-
mo ponto marcado.

O processo descrito no segundo passo pode-se repetir indefinidamente.

1,2
Exemplo: Se o tridngulo escolhido e o ponto Z,
(semente) forem os da figura ao lado, e as faces
resultantes do langcamento do dado forem
sucessivamente 1, 3 e 6, entdao os pontos cor- -
respondentes (Z,, Z, e Z;) sdo marcados segun- \.
do a figura.

2. Durante o jogo

Depois de marcar os pontos Zy a Zg a lapis, trocar o lapis por um marcador e mar-
car os pontos Z; a Z;5. Apagar, de seguida, os pontos Zy a Zg.

Os alunos deverdo descrever, neste estddio, a estrutura observada (uma boa
estratégia serd marcar os pontos numa folha transparente de acetato) e comparar os
seus resultados com os dos colegas.

De 20 em 20 iterag¢des, os alunos deverao analisar a estrutura e comparar os resul-
tados com os dos colegas, até conseguirem identificar a estrutura emergente como
sendo o Tridngulo de Sierpinski. Ganha o par de jogadores que o fizer em primeiro
lugar.

Exemplos de estruturas observadas ao longo das diferentes itera¢ées
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Os alunos poderao acelerar o processo de identificagdo jogando o “Jogo do Caos”
em http://math.bu.edu/DYSYS/applets/fractalina.html.

3. Analise da forma geométrica do Triangulo de Sierpinski e compreensao das
suas caracteristicas.

No final, os grupos deverdo debater todas as conclusdes acerca das caracteristicas
da forma geométrica do triangulo de Sierpinski e redigir um texto comum.
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Anexo C: “Investigando o Tridngulo de Sierpinski”

TAREFA:

“Investigando o Triangulo de Sierpinski”

TEMA: Algebra

SUBTEMA: Sequéncias e regularidades

DESCRICAO:

A tarefa destina-se a alunos do 72 ano de escolaridade do 32 ciclo do ensino basico e
pode ser desenvolvida em grupos de 4 alunos.

OBJECTIVOS:

Desenvolver uma actividade investigativa, contemplando os conteldos do tema
“Sequéncias e regularidades”, utilizando a Geometria Fractal como tema gerador de
conceitos.

Construir as iteragdes iniciais do Triangulo de Sierpinski no software “Geogebra”.
Explorar, descobrir e formular conjecturas.

Argumentar e comunicar matematicamente.

Desenvolver o espirito critico.

Discutir as conclusdes encontradas nos diferentes grupos de trabalho.

Elaborar um relatdrio aglutinador das conclusdes encontradas.

COMPETENCIAS A DESENVOLVER PELOS ALUNOS:

A aptid3do para discutir com outros e comunicar descobertas e ideias matematicas atra-
vés do uso de uma linguagem escrita e oral, ndo ambigua e adequada a situagao;

A tendéncia para procurar, ver e apreciar a estrutura abstracta que estd presente numa
situacdo, seja ela relativa a problemas do dia-a-dia, a natureza e a arte, envolva ela
elementos geométricos ou ambos;

A sensibilidade para apreciar a geometria no mundo real e o reconhecimento e a utili-
zacdo de ideias geométricas em diversas situagdes, nomeadamente na comunicagao;

A aptidado para visualizar e descrever propriedades e relagdes geométricas, através da
analise e comparacdo de figuras, para fazer conjecturas e justificar os seus raciocinios;

A aptidao para realizar construgdes geométricas;

A tendéncia para procurar invariantes em figuras geométricas;

A predisposicdo para procurar padrdes e regularidades e para formular generalizacGes
em situagoes diversas, nomeadamente em contextos numéricos e geométricos.

MATERIAIS:

Ficha de trabalho; material de escrita; software “Geogebra”; um computador por grupo
de trabalho.
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FICHA DE TRABALHO

1. Construgao das iteragdes iniciais do tridngulo de Sierpinski no software “Geoge-
bra”

1.1. Construir um tridngulo equilatero [ABC] (etapa inicial da constru¢do do Tridngulo
de Sierpinski).

1.2. Ao lado do tridngulo anterior, construir, com as mesmas medidas, o tridngulo equi-
latero [A4, B, C4].

1.3. Construir os pontos médios D, E; e F;, dos lados do triangulo inicial.

1.4. Construir os segmentos de recta [F,E,], [F;D,] e [E;D,], com a finalidade de divi-
dir o triangulo inicial nos triangulos [4;D,F,], [D,C1E,], [F1E1B;] e [F1D1E;].

1.5. Colorir o tridngulo[F; D, E;] (12 etapa da construgdo do Tridngulo de Sierpinski).
1.6. Voltar a construir, ao lado, a etapa 1 descrita acima, renomeando os vértices de
A,, B,,C,,D,,E, eF,.

1.7. Construir os pontos médios G,, H,, I,, |, K,, L,, M,, N,, O, dos segmentos de
recta [A,F,], [F2B,], [BLE;), [E2C,], [D,C,], [A2D,], [F2D,], [D;E,] e [E,F,], respec-
tivamente.

1.8. Construir os segmentos [G,M,], [M,L,], [L,G,], [I,H,], [I,0,], [0,H,], [N,],],
[/.K,], [K,N,] com a finalidade de dividir cada um dos tridngulos ndo coloridos resul-
tantes da etapa 1 em quatro triangulos e colorir os centrais (22 etapa da construcdo do
triangulo de Sierpinski).

Nota: Os alunos poderdo, eventualmente, construir mais etapas repetindo este pro-
cesso de construgao.

2. Observa as trés etapas de construcao do tridangulo de Sierpinski que acabaste de
construir.

A
*=

Etapa O Etapal Etapa 2

2.1 Desenha ou constréi o préximo triangulo da sequéncia.

2.2 Procura e regista as relagdes existentes entre o numero de tridngulos que nao
foram coloridos em cada uma das etapas de construcdo e as suas posi¢cdes na sequén-
cia.

2.3 Haverd algum triangulo da sequéncia com 100 tridngulos ndo coloridos? E com
1257 Justifica.

2.4 Escreve uma expressao algébrica que te permita calcular o nimero de tridngulos
ndo coloridos em funcdo da posicao das etapas de construcdo do tridangulo de Sierpins-
ki na sequéncia.
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Anexo D: “O Tridngulo de Sierpinski e as Progressoes

Geométricas”

TAREFA:

“O Triangulo de Sierpinski e as Progressdes Geométricas”

TEMA: Algebra

SUBTEMA: Sucessoes

DESCRICAO:

A tarefa destina-se a alunos do 112 ano de escolaridade e pode ser desenvolvida em
trabalho de pares, constituindo, eventualmente, um instrumento de avaliacdo final do
tema.

OBJECTIVOS:

Desenvolver uma actividade investigativa, contemplando os contetdos do tema “Suces-
soes”, utilizando a Geometria Fractal como tema gerador de conceitos.

Construir as iteracGes iniciais do Triangulo de Sierpinski no software “Geogebra”
(opcional).

Explorar, descobrir e formular conjecturas.

Argumentar e comunicar matematicamente.

Desenvolver o espirito critico.

Partilhar as conclusdes com os colegas de turma.

MATERIAIS:

Ficha de trabalho; Material de escrita; Régua; Software “Geogebra” (opcional); Compu-
tador (opcional).

| FICHA DE TRABALHO

A. Constraéi o tridngulo de Sierpinski”

A construcdo inicia-se a partir de um tridangulo equilatero: este triangulo inicial é divi-
dido em quatro tridngulos menores, sendo removido o triangulo do meio. Os trés
triangulos restantes sdo divididos exactamente da mesma maneira. Este processo
iterativo de construcdo repete-se indefinidamente, sendo o Tridangulo de Sierpinski, a
figura limite deste processo iterativo.
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A esta sequéncia de figuras pode-se associar varias sucessdes: a sucessao do nimero
de triangulos da figura, a sucessao das areas de cada triangulo retirado, a sucessao da
area total dos tridangulos de cada triangulo e a sucessao do perimetro total dos trian-
gulos.

B. Responde as seguintes questdes.

1. Atribuindo ao comprimento do lado do tridngulo equilatero inicial a varidvel ¢, com-
pleta a seguinte tabela:

Posi¢ao 0 112|3|..|n

Numero de triangulos 1

Perimetro de cada triangulo | 3c

Perimetro Total 3c

a) Mostra que a sucessdo (B,) dos perimetros totais dos tridngulos das figuras é uma
progressdo geométrica.

b) Define a sucessdo (B,) por recorréncia.

c) Escreve o termo geral da sucesséo (B,).

d) Estuda a monotonia da sucessdo (B,).

e) Mostra, justificando, que a sucessdo (P,) é um infinitamente grande.

2. Atribuindo a drea do triangulo equildtero inicial a variavel A, completa a seguinte

tabela:

Posi¢ao 0O(1(2|3]|..|n

Numero de Tridngulos | 1

Area de cada Triangulo | A

Area Total A

a) Mostra que a sucessdo (A4,,) das areas totais dos tridngulos das figuras é uma pro-
gressao geomeétrica.

b) Define a sucessdo (4,,) por recorréncia.

c) Escreve o termo geral da sucessdo (4,,).

d) Estuda a monotonia da sucessdo (4,,).

e) Mostra, justificando, que a sucessdo (4,,) é um infinitésimo.

3. Com base nas respostas dadas nas questdes anteriores, comenta a seguinte afirma-

¢do numa breve mas fundamentada composicdo: “Fractal de Sierpinski: Um perimetro

infinito limitando uma area nula.”

Sugestao: Pode ser proposto a construgao das diferentes etapas de construgao do

Triangulo de Sierpinski no programa Geogebra (ou outro), como um factor enriquece-
dor da investigacao.
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