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Resumo

RESUMO

O problema da validade em Logica Matemética € talvez o problema
mais importante cuja solucdo constitui um dos principais temas que tem
conduzido a evolucdo da Légica Matemadtica. Com este trabalho pretende-
se mostrar alguns dos meios, em particular raciocinios e mais tarde meios
computacionais, que tém vindo a ser utilizados pelos estudiosos da Logica,
na tentativa de encontrar uma solucdo que terd de fazer parte do
pensamento humano, e na procura da qual se pode dizer que existe uma
evolugdo natural da razdo, do espirito e da inteligéncia do Homem, desde a

Antiguidade Grega até ao nosso século.

No trabalho estuda-se a Logica Proposicional e a Logica Predicativa
como generalizagdo da Logica Proposicional, sendo feita referéncia a
varios procedimentos da razdo e a alguns algoritmos, que pretendem obter
a desejada resposta, passando por Lowenheim, Skolem, Church, Godel até
chegarmos a Tarski, que com a sua Teoria dos Modelos marca a possivel

continuacdo deste trabalho.
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Abstract

ABSTRACT

The problem of the validity in Mathematical Logic is perhaps the
problem most important whose solution constitutes one of the main
subjects that have lead to the evolution of the Mathematical Logic. With
this work it is intended to show some ways, in particular reasoning’s and
later computational ways, that have come to be used by the scholars of the
Logic, in the attempt to find a solution that will have to be part of the
human thought, and in the search of which if it can say that a natural
evolution of the reason, the spirit and the intelligence of the Man, since the

Antiquity Greek until the ours century.

In the work it is studied Propositional Logical and Predicate Logic as
generalization of the Propositional Logic, being make reference to some
procedures of the reason and some algorithms, that they intend to get the
desired reply, passing for Lowenheim, Skolem, Church, Godel until
arriving the Tarski, that with its Theory of the Models marks the possible

continuation of this work.
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Introdugao Historica

1. INTRODUCAO HISTORICA

Quando se pensa em escrever um trabalho sobre a Ldgica
Matemadtica que permita explicar a situagdo actual, sobretudo no que diz
respeito a Matemdtica, € obrigatério distinguir os dois aspectos sob os

quais a Logica Matemadtica se pode apresentar:

1) Por um lado, trata-se de um ramo da Matemaética e como tal deve

ser considerado o seu desenvolvimento.
2) Por outro lado, a Matematica tem os seus fundamentos na Légica.

Quer dizer, ao estudar Ldgica, podemos estar a estudar teoremas
matematicos, mas também poderemos estudar metateoremas, quer dizer,

teoremas que fundamentam as bases do raciocinio matematico.

Na actualidade coloca-se ainda uma outra questdo, com o
aparecimento das mdquinas de calcular de que os computadores mais
sofisticados fazem parte: serd possivel “mecanizar” o raciocinio ou a
argumentacdo l6gica? Serd possivel construir algoritmos que permitam

verificar mecanicamente a validade de uma proposicao?

Usando o raciocinio dedutivo tipico da Matematica, serd possivel
construir axiomaticas para os diversos ramos da Matemdtica, que permitam

verificar a validade ou ndo validade de uma proposi¢ao?

Vamos ver no nosso trabalho qual a situacdo destes problemas na

actualidade. Mas nao devemos apresentar essa situacdo sem uma breve
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referéncia a evolugdo da Ldgica, até para entendermos melhor a “estranha”
situacdo actual da que foi considerada a ciéncia humana mais bem

conseguida e estudada: a Matematica.

A Logica € a ciéncia do raciocinio correcto. Pode ser vista como um
sistema de principios subjacentes a toda a ciéncia. A Logica descreve o
relacionamento entre proposicdes, com a finalidade de fornecer
instrumentos para verificar a exactidio de um argumento, para deduzir
conclusdes das premissas, e consequentemente para estabelecer a
consisténcia de uma teoria. A fim de alcangar este alvo, a Ldgica deve ter
as ferramentas simboélicas descritivas para representar proposicdes, e
deterministicas e regras formais para trabalhar nelas. Na aproximacao
simbolica classica, ambos os elementos acima devem ser meramente
mecanicos e completamente independentes do significado das proposi¢des

consideradas.

Esta independéncia dos conteidos estava ja desobstruida desde o
tempo dos filésofos Gregos, em particular Aristételes (384-322 a.C.) com o

desenvolvimento do silogismo.

A procura de fundamentos do nosso pensamento, e em particular da
Matemética, vem ja da antiguidade cldssica, desde a conhecida polémica
que opds Zendo de Eleia (490-485 a.C.) as concepgdes pitagdricas, até
Platao (428-348 a.C.) e Aristoteles. A este se deve a primeira abordagem da
Légica. Essa procura andou a par com o desenvolvimento das geometrias e

o das axiomaticas.
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A questdo central dos paradoxos de Zendo reside na impossibilidade
de considerar segmentos de espaco e de tempo como sendo formados por
uma infinidade de elementos individuais e, ndo obstante, separados uns dos

outros, isto €, descontinuos.

O paradoxo de Aquiles e a tartaruga é um dos paradoxos mais
conhecidos. Neste paradoxo, Zendo considera a questio do movimento

relativo de dois corpos. O argumento € o seguinte:

Aquiles nunca pode alcancgar a tartaruga; porque na altura em que atinge o
ponto donde a tartaruga partiu, ela ter-se-4 deslocado para outro ponto; na
altura em que alcanca esse segundo ponto, ela ter-se-a deslocado de novo; e

assim sucessivamente.

Zendo sabia, evidentemente, que Aquiles podia apanhar a tartaruga,
que um corredor pode percorrer o estadio, € que uma seta em voo se move.
Pretendia simplesmente demonstrar as consequéncias paradoxais de encarar
o tempo e 0 espaco como constituidos por uma sucessao infinita de pontos

e instantes individuais consecutivos como as contas de um colar.

No paradoxo da seta Zendo declara que o movimento, tal como o
conhecemos, € impossivel. Com efeito num dado instante de tempo
qualquer corpo em movimento “aparente” (a seta) ocupa exactamente uma
certa por¢ao do espago. Ora como nao pode ocupar mais do que uma e uma
s6 por¢ao do espaco num certo instante de tempo, forcosamente estard
estaciondrio nesse instante. Logo a seta ndo pode estar em movimento

como aparentemente parece estar.
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De todos os paradoxos de Zendo, o paradoxo da seta € normalmente
visto e tratado como um problema diferente dos outros. De facto todos os
paradoxos de Zendo sdao usualmente considerados como tratando de
problemas diferentes e com diferentes solu¢des. Em particular o paradoxo
da seta é resolvido por alguns seguindo duas linhas diferentes de
pensamento. Uma delas assume uma ligacdo especial, embora vaga, como a
relatividade restrita admitindo que: “A teoria da relatividade restrita
responde aos preconceitos de Zenao sobre a falta de uma diferenca
instantinea entre 0 movimento € o nao-movimento da seta estabelecendo
uma reestruturacdo fundamental da maneira bésica segundo a qual o espaco
e 0 tempo se ajustam em conjunto, tal que ‘“‘existe” realmente uma
diferenca instantinea entre um objecto em movimento € um objecto
estacionado, desde que faca sentido falar de “um instante” de um sistema
fisico com os seus elementos deslocando-se mutuamente. Assim, objectos
em movimento relativo t€m diferentes planos de simultaneidade, em todas
as respectivas consequéncias relativisticas, ou seja, ndo sé um objecto em
movimento parece diferente ao resto do mundo, como também o mundo

parece diferente ao referido objecto”'.

Contudo estes parecem ser os tipos de argumentos que sdo usados
por aqueles que parecem ndo entender bem a relatividade e/ou a sua
formulagdo matemdtica. Com efeito, é dificil ver como e em que termos é

relevante a relatividade restrita para o problema de Zenao.

Uma outra solu¢iao proposta para o problema da seta é admitir que,
embora ndo se encontre em movimento em qualquer instante considerado

isoladamente, a seta estd em movimento em “todos” os instantes de tempo

! Kevin Brown, “Zeno and the Paradox of Plotion”, www.mathpages.com/home/iphysics.html
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(alids em ndmero infinito) logo nunca se encontra em repouso. Esta
conclusao resulta do estudo das func¢des continuas no cdlculo infinitesimal

de Weirstrass, afirmando que embora o “valor” da funcio f(r) seja

constante para um dado tempo ¢, a funcio f(¢) pode ser nio constante em t.

Mas também hd quem proponha desprezar completamente as

. . R 2
velocidades instantineas, para resolver o paradoxo da seta”.

O modo como o célculo classico resolve, por exemplo, o paradoxo
de Aquiles e da Tartaruga consiste em determinar a soma de uma série
infinita, empregando técnicas matematicas desenvolvidas por Cauchy
(1789 — 1857), Weirstrass (1815 — 1897), Dedekind (1831 — 1916) e Cantor
(1845-1918), e essa soma did a resposta correcta no estrito sentido
matemadtico do termo, fornecendo as solugdes desejadas. No entanto o
processo de cdlculo desses grandes matemdticos depende contudo, em
sentido estritamente fisico, de um objecto em movimento, tendo uma
posicao precisamente definida em cada instante de tempo. Ora isto nao
representa de forma alguma a maneira como o universo funciona. Além
disso a soma de séries infinitas determina a solu¢do sem considerar os
infinitamente grandes, resolvendo os paradoxos do movimento da forma

“actualmente possivel”.

2Albert, D., “Time and Chance”, Harvard University Press, chapt. II, 2000.
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E o que dizer do raciocinio logico?

Aristoteles foi o criador da Logica formal como uma ci€ncia que

estuda e classifica as formas de raciocinio (validas ou nao):

* Nocao de proposi¢ao (verdadeiras ou falsas);
» Conjuncdo, disjunc¢do, implicacio e negacao;
= Quantificadores;

* Silogismos exemplo: modus ponens de A — B e de A inferir B.

Os principais escritos de Aristoteles sobre Légica, foram reunidos
pelos seus continuadores apds a sua morte, numa obra a que deram o nome

de "Organon”, e que significa "Instrumento da Ciéncia".

Essa obra monumental da L.ogica cujo principal mérito consistiu em
ter conseguido sistematizar e codificar pela primeira vez os processos de
raciocinio, que os seus antecessores nao tinham formulado ou continuavam

confusos.

Aristételes era um discipulo de Platdo e parece nao ter tido particular
interesse pela Matemdtica, embora deva ter tido conhecimentos do

espantoso sucesso da logificagdo da Geometria por Euclides.

Na obra “Organon” Aristételes define a Logica como um método do
discurso demonstrativo que utiliza trés operagdes da inteligéncia: o
conceito, o juizo e o raciocinio. O conceito € a representacdo mental dos
objectos. O juizo € a afirmagdo ou negacdo da relacdo entre o sujeito (o

objecto) e o seu predicado. E o raciocinio é a operacdo que leva a
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conclusdo sobre os varios juizos contidos no discurso. Os raciocinios
podem ser analisados como silogismos, nos quais uma conclusio se segue
de duas premissas. Como podemos ver no seguinte exemplo jia bem

conhecido,

“Todo homem € mortal.
Socrates € homem.

Logo, Sdécrates € mortal.”

“Sécrates”, “homem” e “mortal” sdo conceitos. “Todo o homem é mortal”,
“Socrates € mortal” e “Socrates € homem” sdo juizos. O raciocinio é a
progressdo do pensamento que se di entre as premissas “Todo homem ¢é

mortal”, “Socrates € homem” e, a conclusao, “Socrates € mortal”.

O postulado essencial implicito no Organon, que persistiu até ao
nosso tempo, € o de que:
“E possivel reduzir todo o raciocinio correcto a um pequeno nimero de
regras fixas, sejam quais forem os objectos sobre os quais incide o

raciocinio”.

Usando este postulado e adaptando a técnica dos gedmetras,
Aristételes usa letras para efectuar a notacdo dos conceitos e proposicoes,
sendo neste aspecto o grande precursor dos algebristas modernos. No
entanto, como o proprio Aristételes reconheceu, a Logica Silogistica ndo
compreende todas as operacdes ldgicas usadas pelos matemdticos da sua
época. Efectivamente corresponde apenas a uma parte daquilo que
actualmente chamamos Loégica Formal, mas Aristoteles ja distinguia

proposi¢des particulares e universais, embora sem utilizar o0s
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quantificadores que apareceriam muito mais tarde, e que irdo permitir a

passagem da logica a ordens superiores.

Ainda na Antiguidade grega, temos a L.gica da escola dos Estdicos e
Megéricos (Euclides de Megara — 400 a.C.). Esta Ldgica apresenta-se de
modo diferente da Aristotélica e a sua principal contribui¢do parece ter sido
a criacdo de um Cilculo Proposicional. Pertenceu a essa escola Zendo que
fundou o estoicismo, e cujos paradoxos ainda hoje sdo analisados e

estudados, como vimos.

Infelizmente o nosso conhecimento sobre os Estdicos e os Megaricos

€ quase todo em segunda mao, via comentadores ndo muito correctos.

Euclides (330 a. C. - 260 a. C.) nasceu na Siria e estudou em Atenas.
Foi um dos primeiros gedmetras e € reconhecido como um dos

matemadticos mais importantes da Grécia Cléssica e de todos os tempos.

Muito pouco se sabe da sua vida. Sabe-se que foi chamado para
ensinar Matematica na escola criada por Ptolomeu (306 a. C. - 283 a. C.),
em Alexandria, mais conhecida por "Museu". Af alcangou grande prestigio
pela forma brilhante como ensinava Geometria e Algebra, conseguindo

atrair para as suas licdes um grande nimero de discipulos.

O desenvolvimento das suas teorias estd contido nos treze volumes
dos seus “Elementos”. Deu a Geometria um tratamento 16gico e dotou-a de
uma série de axiomas e postulados que ndao se modificaram durante
dezanove séculos, até a aparicdo das Geometrias Nao — Euclidianas, o que

constitui um facto simplesmente espantoso.
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Entre as suas investigacdes e solugdes hd que citar as seguintes:
demonstra que a sucessdo de ndmeros primos ¢ ilimitada e que a raiz
quadrada de dois é um numero irracional; estuda as frac¢des e as
propor¢cOes € enuncia uma teoria dos numeros; idealiza um processo de
célculo destinado a obten¢do do mdximo divisor comum, o chamado
algoritmo de Euclides; escreve também diversas obras sobre musica,
astronomia e geometria esférica e desenvolve os principios da Optica

geométrica.

Como ja dissemos, o trabalho de Euclides deve ter influenciado o
trabalho de Aristételes, e do que ndo temos divida é que influenciou a

Matematica até a actualidade.

E depois dos Gregos? Nada de relevante até ... Leibniz. Vamos

entdo referir os grandes nomes da Logica até ao século XXI.

No século XVII (é verdade, passaram dezassete séculos sem nada
digno de registo na evolucdo da Logica e do Homem), aparecem as obras
de Descartes (1596-1950) e Viete (1540-1603) que usando letras como
variaveis e simbolos de operacdes, estabelecem de forma definitiva a
notacao algébrica. Surgem entdo as primeiras tentativas de utilizacdo de
uma escrita simbdlica da Légica, quando os matemdticos devem ter notado

certas analogias entre a Légica Formal e a Algebra. E surge Leibniz. ..

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) ocupa um lugar especial na
histéria da Ldégica. Este filésofo procurou aplicar a Légica o modelo de
célculo algébrico da sua época. A Loégica € concebida como um conjunto

de operagdes dedutivas de natureza mecanica onde sdo utilizados simbolos
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técnicos. Era sua intencdo submeter a estes cdlculos algébricos a totalidade
do conhecimento cientifico. Na sua obra que se pode traduzir por
“Dissertacdo da Arte Combinatéria”, apresenta os principios desta nova

Légica:

* Criagdo de uma nova linguagem, com notacdo universal e artificial;

» Fazer o inventdrio das ideias simples e simbolizd-las de modo a
obter um "alfabeto dos pensamentos" simples expressos em

caracteres elementares;

" Produzir ideias compostas combinando estes caracteres

elementares;

= Estabelecer técnicas de raciocinio automatizaveis, de modo a

substituir o pensamento € a intui¢ao, por um célculo de signos.

O raciocinio torna-se, neste projecto de Leibniz, um calculo
susceptivel de ser efectuado por uma mdquina organizada para o efeito.
Esta ideia ird inspirar até aos nossos dias ndo apenas o desenvolvimento da

Légica, mas a criacdo de maquinas inteligentes.

Depois de Aristoteles ter elevado a Logica a categoria de Formal,
Leibniz ao tentar reduzir o raciocinio a um cdlculo automatico, d4 um golpe
de degradagdo na Ldgica, tal como a viam os seus contemporaneos: afinal
tratava-se de um formalismo que poderia ser executado por uma simples

maquina.
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Embora Leibniz nunca tenha levado até ao fim o seu ambicioso
projecto a que chamou “mathesis universalus” ou “calculos ratiocinator”,
andlogo ao seu Calculo Infinitesimal, apresentou 1deias
extraordinariamente revoluciondrias para a sua época, como por exemplo
tentar associar a cada conceito um ndmero primo, e fazendo corresponder a
cada termo constituido por varios termos primitivos e produto dos nimeros
primos correspondentes. (ideia que Godel retomou em alguns dos seus
trabalhos sobre Metamatematica). A ideia era simples: podemos dizer que a
decomposi¢ao de qualquer inteiro num produto de factores primos constitui
o seu “Bilhete de Identidade”; Leibniz tenta traduzir neste sistema as regras
silogisticas, embora com grandes problemas derivados da representacdo da
negacdo. Acaba por construir, embora com fortes dificuldades de notagdo, a
adicdo logica, a multiplicacdo 1dgica, a negacdo, a identidade, a classe
vazia, a inclusdo, a correspondéncia biunivoca e multivoca e a
equivaléncia. Nao conseguiu no entanto libertar-se totalmente da formacao
cldssica, ndo passando além do estudo das regras dos silogismos, que ele

sabia ndo corresponder a Logica completa da Matematica.

Entre os matemdticos que se interessavam por Légica quando esta
ciéncia declinou como um ramo da filosofia, Leibniz € o mais importante,
mas hd outros que também merecem ser referidos como por exemplo
Gerolamo Saccheri (1667-1733) que publicou um livro chamado “Logica
Demonstrativa” e que mais tarde demonstrou os primeiros teoremas das
Geometrias Nao — Euclidianas (sem efectivamente saber que se tratava

mesmo de Geometrias Nao — Euclidianas).
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As ideias de Leibniz e Saccheri ndo tiveram sucesso significativo na
sua época, talvez devido a influéncia negativa de Immanuel Kant (1724-

1804) que sustentou dogmaticamente que:

“Nao precisamos de nenhuma inveng¢do nova em Ldgica, porque é

suficiente a forma que lhe foi dada por Aristételes”

afirmacdo que demonstra claramente a ignorincia matemaética desse grande

filésofo alemao.

No século XIX surgiram duas novas teorias que produziram a

fundamentacido da Matematica que vigorou durante todo o século XX:

= A Légica Matemadtica, iniciada, de modo embriondrio, por George
Boole (1815-1864) em 1847 e atingindo a maturidade com Gottlob
Frege (1848-1925) em 1893;

» A Teoria dos Conjuntos iniciada por George Cantor em 1872, e por

ele desenvolvida a um elevado grau de sofisticacio.

Cada uma das teorias foi e continua a ser desenvolvida, de forma

intensa, ao longo de todo o século XX.

E atribuida a George Boole a criagio da Légica Matemética. Nas
suas obras “Mathematical Analysis of Logic”, publicada em 1847 e “An
Investigation of the Laws of Thought” de 1854, a Ldgica foi pela primeira
vez de uma forma consistente tratada como um cdlculo de signos

algébricos. Esta Algebra Booleana serd fundamental para o desenho dos
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circuitos nos computadores electrénicos modernos. E ainda a base da teoria
dos conjuntos. Outras das suas contribui¢cdes decisivas foi ter acabado com
as restricoes impostas a Logica desde Aristoteles, afirmando que existia
uma infinidade de raciocinios vélidos e uma infinidade de raciocinios ndo

validos.

Boole desenvolve o conceito de Logica de Classes ou Conjuntos e
nas operacdes logicas de interseccao (a que chamava seleccdo), reuniao
(mas s6 para conjuntos disjuntos; s6 Jevons (1835-1882) é que generalizou
este conceito), complemento e relacdes de inclusao e identidade,

deduzindo dos seus conceitos todas as regras do silogismo cléssico.

Nasceu assim o Célculo Proposicional (Cédlculo de Classes de
Proposicodes) que foi posteriormente muito mais desenvolvido por Charles

S. Pierce (1839-1914) que introduziu pela primeira vez o seguinte:

a) A diferenca entre Proposi¢do (“Sécrates € Homem” sé com

constantes) e Funcdo Proposicional (“xé Homem” que contém

variavel).

b) Enquanto uma Proposicdo ou € verdadeira ou falsa, uma Funcdo

Proposicional €, em geral, verdadeira para certos valores da varidvel

e falsa para outros.

¢) Os dois operadores da quantificacdo, o quantificador existencial

3 e o quantificador universal V.

d) O uso das tabelas de verdade.

13
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e) Libertacdo das equagOes e das operacOes inversas proveniente da
Algebra, utilizando simultaneamente a implicacio e a inclusdo
hipotética e tendo restabelecido a nog¢ao aristotélica de abducdo que
veio a cair no esquecimento, tendo sido reabilitada na obra de

Umberto Eco (1932), “Sugli Specchi ed Altri Saggi” de 1982.

f) Introduzindo a negacdo conjunta notada pela seta de Peirce:

Al B=~(AvB) “NOR”

que em alternativa com a incompatibilidade notada pela barra de

Sheffer

A/B=~(Av B) “NAND”

vird a constituir o fundamento basico do suporte material “hardware”
dos sistemas informaticos, pois pode demonstrar-se que toda a
expressao logica que contenha as operagdes negacdo, adi¢do e
multiplicacdao 16gicas pode ser escrita em fungdo somente dos
simbolos de Peirce e Sheffer o que permite uma simplificacdo
notavel dos circuitos 16gicos que passam a poder ser constituidos por

um unico tipo de componente, NAND ou NOR.

Paralelamente, Augustus De Morgan (1806-1871) desenvolveu,
também, a Algebra da Légica. A sua maior contribui¢io para o
conhecimento foi como reformador da Ldégica Aristotélica. De facto, o
renascimento dos estudos de Logica que comegaram na primeira metade do

século XIX deveu-se quase que inteiramente aos trabalhos de De Morgan e
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Boole. As realiza¢des mais importantes de De Morgan foram o lan¢camento
dos fundamentos de relacdes e a preparacdo do caminho para o nascimento

da Logica Simbdlica (ou Matematica).

De Morgan no seu “Formal Logic, or the Calculos of Inference,
necessary and probable”, 1847, melhorou e ampliou a Logica Aristotélica,

juntando-lhe um novo principio: a quantificacdo dos termos que permite a

introdu¢do de uma multiplicidade de novas formas validas de silogismo.
Mais ainda, a quantificacdo elimina um dos piores defeitos da Légica de
Aristoteles que considerando como premissa todos os X sdo Y deduz a
conclusdo alguns X sdo Y que implica a existéncia material dos X, o que

nao € formalmente necessario.

De Morgan iniciou também, como foi dito anteriormente, o estudo da
Logica de Relacoes, ampliando a Logica de Aristételes que se limitava a

tratar apenas da relacao “ser”, afirmando-a ou negando-a.

Depois da obra de Boole, De Morgan e Peirce o grande passo em
frente em Logica é dado por Gottlob Frege. Mas enquanto Boole queria
mostrar que a Loégica era uma parte da Matematica, Frege pretendeu
mostrar que a Aritmética era idéntica a Logica.

Gottlob Frege iniciou a Légica de Predicados, utilizando:

" Notagdo simbolica para formalizar as demonstracdes da

Matematica;

= Estabelecendo a nocdo de sistema formal e respectiva axiomaética.
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Gottlob Frege desenvolve a sua obra (“Begriffschrift”, 1879, “Die
Grundlagen der Arithmetik”, 1884 e “Grundgesetze der Arithmetik”, 1893,
1903) de uma forma quase autistica, sem ligar aos seus precursores.
Generalizou o uso das variaveis logicas e das fun¢des proposicionais, bem

como dos quantificadores e tornando bem clara a distin¢ao entre:

a) O enunciado de uma proposi¢do e o seu valor ldgico, tanto do

nivel notacional como conceptual.

b) Um objecto e um conjunto formado somente por ele.

c) Pertenca e inclusao.

Clarificar os conceitos de:

a) Quantificacdo de fungdes proposicionais, isto €, a determinagdo

dos respectivos universos ou dominios.

b) Implicacdo material.

Tendo edificado a Ldgica sobre um sistema explicito de axiomas (a
sua axiomatica), Frege tentou entdo construir a Aritmética como extensao
da Loégica, para em seguida passar a toda a Matematica. Infelizmente as
notacoes de Frege e toda a sua simbologia € extremamente complicada e a
sua obra somente se tornou conhecida depois de Bertrand Russell (1872-
1970) a ter divulgado, o mesmo Russell que quase a tinha destruido com o

famoso paradoxo do barbeiro:
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“Um barbeiro afixou um cartaz onde proclamou que, embora nao
barbeasse aqueles que se barbeavam a si proprios, barbeava todos os que

ndo se barbeavam a si proprios”.

Um dia, ao fazer a barba a si proprio lembrou-se que se o fizesse,
seria um dos que se barbeariam a si proprios e ndo deveria ser barbeado
pelo barbeiro; por outro lado, se ndo se barbeasse a si proprio, o cartaz seria
incorrecto, pois realmente ndao barbeava todos os que nio se barbeavam a si
proprios. Tinha sido definido um problema aparentemente insoldvel da
Teoria dos Conjuntos, nao tendo no entanto nada a ver com a teoria do

continuo ou do infinito.

George Cantor foi um grande matemdtico do século XIX, pai da

Teoria dos Conjuntos, que observou:

“Dois conjuntos A e B tém a mesma cardinalidade se for possivel
estabelecer uma relacdo entre eles tal que a cada elemento de cada um

desses conjuntos corresponde um e um sé elemento do outro conjunto”.

Giuseppe Peano (1858-1932) foi o fundador da Légica Simbdlica e o
centro de seus interesses foram os fundamentos da Matematica € o

desenvolvimento de uma linguagem Logica Formal.

O programa de Peano era mais vasto € mais robusto que o programa
de Frege. Peano pretendia publicar uma espécie de “Formuldrio das
Matemdticas” completamente escrito em linguagem formal e contendo nao
somente a Logica Matemdtica, mas todas as proposi¢des validas dos

diferentes ramos da Matematica. Trabalhando em conjunto com Fano
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(1871-1952), Burali- Forti (1861-1931) e outros colaboradores, realizou
com relativa rapidez o seu ambicioso projecto , tornando evidente a
conveniéncia do simbolismo adoptado. A sua linguagem tornou-se
facilmente legivel, com a introdu¢do de numerosas abreviaturas e
simbolismos bem escolhidos, além de um engenhoso sistema de
substituicdo de cascatas de paréntesis por pontos de separagdo (convengao
que alguns matemaéticos actuais ainda usam). Muitas das notacdes devidas a
Peano, como por exemplo D (que hoje significa contém) era usada por
Peano no sentido inverso (de contido ou implica). Por outro lado a
quantificacdo, segundo Peano, somente se pode aplicar a relagdes da forma
equivaléncia, implicacdo ou igualdade, o que constitui uma restricdo muito

severa.

Em 1889 Peano desenvolveu uma axiomatica para oS numeros

naturais constituida por cinco axiomas (A1-AS5):

A1-Um (1) é um nimero natural;

A2-Todo o nimero natural tem um sucessor que é ainda um ndmero
natural;

A3-Um (1) ndo é sucessor de qualquer nimero natural;

A4-Os nimeros naturais a € b, a # b, ndo t€m o mesmo sucessor;

AS5-Principio de indugao finita (completa ou matematica):

Todo o subconjunto do conjunto IN dos nimeros naturais que contenha o
nimero um e que contendo um numero natural contém o seu sucessor,

coincide com o conjunto IN dos nimeros naturais, € daqui resulta o
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Método de inducao finita (completa ou matematica)
Se num enunciado,

T(1) é verdadeiro e se

T(n+1) € verdadeiro sempre que T(n) o seja,

Entdo T(n) é verdadeiro para todo o numero natural n.

Embora Peano seja realmente um dos fundadores da Loégica
Matematica, o filésofo e matemadtico alemao Gottlob Frege € considerado o

fundador da Légica Matemadtica actual.

Bertrand Russell em 1901 encontra um paradoxo (o paradoxo do
barbeiro, ja anteriormente referido) nos axiomas de Frege para a teoria dos
conjuntos. Juntamente com Whitehead (1861-1947) escreve os “Principia
Matematica” (1910-1913), onde se pretende que todos os teoremas da
Matemadtica se podem deduzir de principios puramente ldgicos e que

constitui o cume das contribui¢des da escola logicista, iniciada por Frege.

Segundo Russell, a Matemadtica € "uma ciéncia dedutiva". Partindo
de certas premissas chegamos, através de um rigoroso processo de dedugao

aos varios teoremas que a constituem.

Da mesma forma que Russell queria usar a Logica para clarificar
conceitos da Matemdtica, também queria usd-la para clarificar conceitos
em Filosofia. Enquanto um dos fundadores da Filosofia Analitica, Russell €
recordado pelo seu trabalho em que usa a Logica de primeira ordem e pelo
seu empenho na importancia da forma Ldgica para a resolucdo de muitos

problemas filos6ficos. Aqui, tal como na Matemadtica, a sua esperanca era
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que aplicando maquinaria 16gica pudéssemos ser capazes de resolver

grandes dificuldades.

O programa de investigacdo de David Hilbert (1862-1943)
apresentado no congresso internacional de Matematica de Bolonha em
1928, constituia essencialmente uma extensao do trabalho que iniciara na
década de 1890. Nao tentava responder a questio que Frege e Russell
haviam colocado, quanto ao que a Matematica era verdadeiramente. Nesse
aspecto mostrava-se menos filoséfico, menos ambicioso. Por outro lado era
muito mais penetrante pois levantava questdes profundas e dificeis acerca
dos sistemas como os que Russell produzira. De facto Hilbert fez a
pergunta sobre quais eram, por principio, as limitacdes de um esquema
como o de “Principia Mathematica”. Haveria algum modo de descobrir o

que se podia, € o que nao se podia, demonstrar dentro de tal teoria?

Nesse congresso de 1928, Hilbert tornou as suas questdes muito
precisas. Primeiro, seria a Matemadtica completa? No sentido técnico de
que toda a afirmacao (tal como “todo o inteiro € a soma de quatro nimeros
quadrados”) podia ser demonstrada, ou declarada falsa. Segundo, era a
Matematica consistente? No sentido de que a afirmagdo “2+2=5" nunca
poderia ser alcancada por uma sequéncia de passos validos de uma
demonstracdo. E terceiro, era a Matemdtica decidivel? Queria com isto
dizer, se existiria um método bem definido o qual, em principio, ao ser
aplicado a qualquer assercdo, conseguiria garantidamente produzir uma

decisdo correcta quanto a validade da assercao.

Em 1928, nenhuma destas questdes tinha resposta. Opinava Hilbert

que a resposta era “sim” em todos os casos. Na opinido dele, “ndo havia
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problemas irresoliiveis.” Mas em breve o jovem matemético da Austria,
Kurt Godel (1906-1978), anunciou resultados que vibraram um sério golpe

no programa de Hilbert.

Entdo surge finalmente uma axiomatica para os conjuntos.

Fundamentando-se na Matemadtica ¢ nos seus diversos ramos: no
caso dos Inteiros a axiomdtica de Peano, no caso dos Conjuntos a
axiomdtica de Zermelo — Fraenkel. A Ldgica ajudava a construcdo da
Matematica que utilizando o método dedutivo construia os seus teoremas

com base na axiomatica. E tudo correu bem até Godel.

Kurt Godel, matemético austriaco, foi um dos mais importantes
l6gicos de todos os tempos. Em 1931, com a publicagdo do seu artigo “On
Formally Undecidable Propositions of Principia Mathematica and Related
Systems”, Godel desfez algumas das suposi¢Oes fundamentais que serviam

de base a Matematica e a Logica.

Ironicamente, poucos matematicos do seu tempo foram capazes de
compreender a complexa prova do seu teorema e a total importancia do seu

trabalho foi durante muito tempo ignorada.

O Teorema de Godel surge como a Proposicao VI do seu artigo de
1931 e afirma que qualquer sistema axiomadtico coerente suficientemente
poderoso para definir os conceitos da aritmética dos nimeros naturais €
incompleto, isto €, existem formulas da linguagem dos numeros naturais

tais que nem elas nem as suas negacdes sdo teoremas desse sistema.
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Eis como um simples teorema conseguiu destruir o que até ao seu
enunciado sempre tinha sido considerado como uma verdade adquirida:
afinal a Matematica raciocinava bem sobre dados incompletos. Estava em

jogo o conceito de verdade e o problema da decisao.

Nao se pense porém que demonstrar a possibilidade da
axiomatizacao de uma teoria equivale a demonstrar a sua coeréncia interna;
o proprio programa formalista de David Hilbert exige essa demonstra¢io
para cada sistema axiomatico, pondo no entanto duas sérias restricdes aos

métodos de demonstracdo a usar:

1) A indugdo matemadtica é permitida, mas somente na forma finita.

2) Nao € permitido a utilizagdo do principio do terceiro excluido tal

como foi solicitado por Bernays (1926) e Herbrand (1930).

Mas foi Kurt Godel quem, demonstrando o Teorema da Completude
da Logica de Predicados Mondadica ou Légica de 1* ordem, em 1930,
pareceu dar a prova de que o modelo axiomdtico era um modelo vélido. S6
que em 1931 o mesmo Godel demonstrou os seus Teoremas da
Incompletude (como vamos ver no Capitulo 6), destruindo totalmente os

pensamentos axiomaticos tdo queridos da Matemadtica.

A Tarski (1901-1983) deve-se muito no que respeita a0 progresso
dos estudos 16gicos. De entre as suas contribui¢des, destaca-se, a defini¢cao
semantica de verdade, que tem aplicagdes em numerosos campos da
Matemadtica, com repercussdes na Filosofia. E dificil dar hoje uma ideia da

ampliacdo do campo de estudos da Logica, quanto as pesquisas e
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possibilidades, mas o que € certo € que um conhecimento preliminar ainda

que intuitivo € necessario em quase todos os ramos de conhecimento.

Alan M. Turing (1912-1954) trabalhou com Kurt Godel, Alonso
Church (1903-1995), e John Von Neumann (1903-1957) sobre o problema
da decisdo, as maquinas (de Turing) universais, a quebra do cédigo Enigma
e o cérebro artificial. Em 1950 escreve o artigo: “Computing Machinery

and Intelligence” e formula o teste de Turing.

E bem conhecida a previsio de A. M. Turing:

“Nos proximos 50 anos, seremos capazes de construir computadores que
serdo bons a realizar o jogo da imitacdo que um perguntador médio tem sé
70% de oportunidades em identificar correctamente se ele ou ela € uma

pessoa ou uma miquina.”

Mais tarde Church e Turing em 1936 chegaram a conclusdo que a

Loégica de Predicados nao € decidivel.

Ao longo do século XX assistiu-se por um lado a generalizacio e
diversificacdo dos estudos da Loégica Matemdtica, atingindo um elevado
grau de formalizacdo. A Logica possui actualmente um sistema completo
de simbolos e regras de combinacdo de simbolos para obter conclusoes
validas. Este facto tornou-a particularmente adaptada a ser aplicada a

concepg¢do de maquinas inteligentes.

* in A, M. Turing “Computational Machinery and Intelligence”, Mind, 1950,

http://www.gecad.isep.ipp.pt/.
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A ideia de criar mdquinas inteligentes ndo € nova. Desde o
Renascimento que se tem procurado de forma sistemdtica conceber

maquinas capazes de substituirem o homem em certas tarefas.

A disponibilidade dos computadores na segunda metade do século
XX levantou a esperanca que as computacOes na Légica poderiam ser
usadas para resolver problemas do mundo real. Nascem novas disciplinas
como a Robética e a Inteligéncia Artificial e a evolucdo é hoje

extraordinariamente rapida, sobretudo a nivel de Hardware.

Este trabalho pretende efectuar uma introdugdo a Ldgica em que é
valido o principio do terceiro excluido, usando sempre que possivel termos
simples e que possam ser entendidos por qualquer estudioso que se inicia

neste tipo de estudo. O trabalho consta de:

Capitulo 1: Introdugdo Histérica. Constitui um breve resumo sobre a

evolucdo da Légica.

Capitulo 2: Uma introducdo a Loégica Proposicional e alguns aspectos
referentes a esta, tais como tabelas da verdade, equivaléncias ldgicas,
arvore de andlise, algoritmo tautologia, regras de inferéncia e as formas

normais.

Capitulo 3: Uma introdugdo a Ldgica Booleana ¢ como minimizar uma

funcio Booleana utilizando o Mapa K e o método de Quine McCluskey.
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Capitulo 4: Uma introdu¢do a Logica Predicativa, e alguns aspectos
referentes a esta tais como formas Prenex, Skolemizacdo e regras de

inferéncia.

Capitulo 5: Uma introducao ao Sistema Formal.

Capitulo 6: O conceito de verdade segundo Tarski, os Teoremas da
Completude e Incompletude de Godel, o problema de decisao de Church

entre outros.

Capitulo 7: E um capitulo mais detalhado que aborda o problema da
satisfabilidade, para sabermos se € possivel “mecanizar” o raciocinio ou a
argumentacdo logica ou construir algoritmos que permitam verificar
mecanicamente a validade de uma proposicdo como por exemplo a
resolugdo, o algoritmo Davis — Putnam— Procedure (D.P.P.), o Teorema de

Tseitin e o Principio de Dirichlet.
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2. LOGICA PROPOSICIONAL

“Uma vez que a Logica ndo € apenas argumento valido mas também
reflexdo sobre os principios da validade, esta s6 aparecera naturalmente
quando ja existe a disposicdo um corpo considerdvel de inferéncias ou
argumentos. A investigacao Logica, a de pura narrativa, ndo € suscitada por
qualquer tipo de linguagem. A linguagem literdria, por exemplo, ndo
fornece suficiente material de argumentos e inferéncias. As investigacoes
em que se pretende ou procura uma demonstracdo é que naturalmente dao
origem a reflexao logica, uma vez que demonstrar uma proposi¢do € inferi-
la validamente de premissas verdadeiras. H4 duas condi¢bes para a

demonstragdo: premissas verdadeiras e argumentos validos.” [8, pag. 3]

A Logica é o estudo de argumentos vdlidos. Argumento ¢é
constituido por duas ou mais condi¢des iniciais — premissas — e dessas
premissas que se admitem ser verdadeiras nds chegaremos a uma
conclusdo. Os raciocinios, os chamados silogismos pelos Gregos, sdo hoje

a dedugdo (Gregos), a indugao e a abducao.

Enquanto que o argumento diz respeito a forma o raciocinio diz

respeito ao conteudo.

Se admitirmos o Principio do Terceiro Excluido (“Tertio non Datur™)
um argumento ou € verdadeiro ou € falso, podendo determinar-se sempre a
sua validade. Partindo de premissas vélidas podemos ter um raciocinio

valido ou nao valido, conforme estejamos a analisar a forma ou o conteudo.
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O céu € verde.
O mar é cor-de-rosa.

Logo o céu € verde e o mar € cor-de-rosa.

E um silogismo, e se admitirmos que as premissas sdo verdadeiras, a
conclusdo € verdadeira quanto a forma (sintaxe) embora seja falsa quanto

ao conteudo (semantica).

A Logica formal € uma ciéncia abstracta que tem por objectivo a

analise formal dos argumentos.

A matematizagdo implica o uso de simbolos: varidveis, constantes e
simbolos de operacdes. A Ldgica tem dois tipos de sinais elementares, os
sonoros € os graficos: os sonoros ddo origem a linguagem falada, os
graficos dao origem a linguagem escrita que pode ser de dois tipos:
fonética (letras e digitos) e ideogréfica (tipo de escrita com simbolos que

representam ideias).

O conjunto de simbolos numa linguagem designa-se por expressao

ou enunciado.

Chamam-se proposicoes a todos os enunciados cujo valor légico é
possivel determinar, ou seja, sdo expressoes a respeito das quais faz sentido

dizer que sdo verdadeiras ou que sao falsas.
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Dentro das proposi¢des podemos considerar a tautologia, se for
sempre verdadeira, a contradicao, se for sempre falsa e contingente, tanto

pode ser verdadeira como falsa.

As proposicdes podem ser de dois tipos: atdmicas e moleculares. As
atémicas sdo aquelas que ndo podem ser subdivididas. As moleculares ou
também chamadas compostas sdo proposi¢des atomicas ligadas pelos sinais

das conexodes logicas que t€ém pelo menos uma conexao logica.

As conexdes logicas sio: negacio (~), conjungio (A), disjungio

(v), disjuncio exclusiva (v), implicagio (=) e equivaléncia (<).

As proposicdoes dependem de uma linguagem. Uma linguagem
l6gica pode ser considerada uma estrutura tridimensional, isto é, constituida

por:

» Vocabulédrio é o elemento lexicogréfico, isto €, as palavras que

constituem o 1idioma;

= Sintaxe € o elemento que efectua o estudo da estrutura puramente
formal da Ldgica, ou seja, estabelece as leis da Logica, que regulam

a construcao das expressoes logicas;

= Semantica € o elemento que tem por objectivo a interpretacdo do

significado de expressoes.
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Existem dois tipos de relacoes logicas: a relacdo de identidade e a

relagcdo pertenga/inclusdo.

A relacdo identidade pressupde dois axiomas:

= Axioma 1: todo o ser € idéntico a si proprio.

= Axioma 2: todo o ser € diferente de outro ser.

A relagdo pertenga/inclusao diz-nos que:

" Ae M (relagdo entre um elemento € um conjunto)

*  C B (relagdo entre conjuntos)

Chama-se universo logico ou simplesmente universo de uma teoria
ao conjunto de todos os entes que sdo sempre considerados individuos
nessa teoria.

A Légica que vamos estudar pressupde os seguintes axiomas:

1) Axioma da ndo contradi¢gdo: uma proposi¢do nao pode ser

simultaneamente verdadeira e falsa.

2) Axioma do terceiro excluido (dicotomia): uma proposi¢cdao ou é

verdadeira ou € falsa, nunca se verifica uma terceira hipotese.

Para obtermos os principios gerais da Logica vamos trabalhar com

varidveis proposicionais que vamos representar por P, O, R, ...
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Na Loégica Proposicional temos em conta diversos algoritmos
possiveis para analisar proposi¢cdes: tabelas da verdade, equivaléncias

l6gicas, arvores de andlise, algoritmo tautologia e regras de inferéncia.

2.1. Tabelas da Verdade

P

E sempre possivel, teoricamente, determinar a validade de uma

proposi¢do pela tabela da verdade.

Ao usarmos a tabela da verdade necessitamos na pratica de linhas e
colunas. Nas linhas estdo os valores 16gicos, nas colunas as proposicoes. Se
o numero de proposi¢cdoes for n (nimero de proposi¢des atdmicas
diferentes) entdo temos 2" linhas, e o algoritmo € simples, mas ineficiente,

pois € um algoritmo cuja complexidade € exponencial.

As conexodes l6gicas podem ser definidas usando tabelas de verdade.

Assim temos:

= Negacdo — not: A proposicdo resultante da negacdao de uma outra
proposi¢do € verdadeira se a outra for falsa e € falsa se a outra for
verdadeira. A negacdo € representada pela conectiva “~”. A tabela
de verdade da negacao é:

P

Vv
F

< Tl

Tabela 1 — Tabela da verdade da negacao

= Conjungdo — and: A proposi¢ao resultante da conjuncdo de duas

proposicoes € verdadeira quando, e sé quando, ambas o forem. A
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conjuncao é representada pela conectiva “A” (também é designada por

produto l6gico pois trata-se efectivamente de um produto logico). A

tabela da verdade da conjuncao l6gica é:

PAQ

T < <Y

< <O

V
F
F
F

Tabela 2 — Tabela da verdade da conjunc¢iao

= Disjuncdo inclusiva — or: A proposi¢ao resultante da disjungdo de

duas proposi¢oes € falsa quando, e s6 quando, ambas o forem. A

disjunc¢do inclusiva é representada pela conectiva “v” (sinal de soma,

pois representa a adicdo logica). A tabela de verdade desta operacdo

l6gica é:

PvQ

T < <|T

< <Q

Vv
Vv
Vv
F

Tabela 3 — Tabela da verdade da disjunciao

= Disjunc¢ado exclusiva — Xor: A operagdo Logica Xor é derivada das

operacdes fundamentais (conjunc¢do, disjuncio inclusiva e negacdo) da

seguinte forma: (P AQ) v (P AQ). Para a representacio da disjuncio

exclusiva, vamos adoptar a conectiva “v .

Pl o|pPvo
viv] F
V| F| Vv
FlV]| Vv
F|F| F

Tabela 4 — Tabela da verdade da disjuncao exclusiva
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= Implicagdo: Na linguagem corrente usamos frequentes vezes frases
condicionais, por exemplo, “Se hoje chover, entdo vou ao cinema”. Esta
frase s6 € falsa se hoje chover e eu ndo for ao cinema; se hoje nao
chover a frase é verdadeira, tal como o é se hoje chover e eu for ao
cinema. A operacdo que traduz, em termos de Logica Matemadtica, a
ideia de uma frase condicional é a implicacdo. Trata-se de uma operacao
l6gica de grande importancia que é designada por “=". Sendo P ¢ Q
duas proposi¢des quaisquer, a proposi¢cao P= Q (leia-se “P implica Q)
¢ falsa se P for verdadeira e Q falsa e é verdadeira em todos os outros
casos; por outras palavras, a tabela de verdade para a implicacdo €, por

definicdo, a seguinte:

P | QO |P=0
ViV Vv
V| F F
F|V 1%
F | F %

Tabela 5 — Tabela da verdade da implicacao

Na implicacdo P=(Q chama-se antecedente a proposicdo P e
consequente a proposicao Q. Repare-se que uma implicagdo s6 € falsa se o
antecedente for verdadeiro e o consequente for falso; em todos os outros

casos a implicacao é verdadeira.

= Equivaléncia: Dadas duas proposi¢des, digamos P e @, podemos
construir uma nova Proposicdo P< Q, que se 1€ “P equivalente a Q”, e
que € verdadeira se e s6 se P e Q tiverem o mesmo valor 16gico (ambas
verdadeiras ou ambas falsas) e falsa se e s6 se P e Q tiverem valores

16gicos diferentes (uma for verdadeira e a outra for falsa).
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Assim, por exemplo, a proposicao

Lisboa é uma cidade < Londres € uma vila

€ falsa, visto a proposicao “Lisboa € uma cidade” ser verdadeira e a

proposicao “Londres € uma vila” ser falsa. J4 a proposicao

oito € um nimero primo < dois € um nimero irracional

€ verdadeira, visto as proposicoes “oito € um nimero primo” e “dois € um

numero irracional” serem ambas falsas.

Uma forma visual bastante ttil de exprimir o valor l6gico da
proposi¢do P< Q como fungdo dos valores logicos de P e de Q € a

utilizacao das chamadas tabelas de verdade:

P | QO PO
V| Vv Vv
V| F F
F |V F
F | F Vv

Tabela 6 - Tabela da verdade da equivaléncia

Na primeira coluna da tabela anterior estdo os valores 16gicos de P,
na segunda coluna os valores 16gicos de Q e na coluna da direita os valores
légicos de P< Q. E 6bvio que, nas duas primeiras colunas, teremos de ter

todas as combinagdes possiveis de valores 16gicos das proposi¢oes P e Q.
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Classificar a proposi¢cao (A:>B):>(§:>Z), utilizando tabelas da

verdade.

Al B|A|B|(A=B)|(B=A)| (A=B)=(B=A)
V|V | F|F \Y \Y \Y
V | F F |V F F \"
F| V]|V |F \Y \Y \Y
F|F |V |V \Y \Y \Y

A proposicao € uma tautologia pois o resultado final € sempre V.

Classificar a proposicio (P v Q)= (P A Q), utilizando a tabela da verdade.

plO|(PvO)|(PAQ)|(PvO)=(PAQ)
VIV \Y A\Y Y
V| F \Y F F
F|V AY/ F F
F|F F F A\Y

A proposi¢do € contingente pois o resultado tanto € V como F.

Sendo a tabela da verdade um algoritmo torna-se intrativel pela
impossibilidade da aplica¢dao devido a sua complexidade algoritmica, que é
do tipo 2" como vimos. Com efeito, para representar uma tabela de

verdade, por exemplo, com seis proposicOes atdmicas, SA0 necessarias

2% =64 linhas. E se n > 6, como é 6bvio o procedimento € intratavel.
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Veremos no capitulo 7, um exemplo mais completo como analisar

proposi¢oes utilizando a tabela da verdade.

2.2. Equivaléncias Logicas

Duas expressOes dizem-se equivalentes se tiverem o0 mesmo
significado, isto €, a mesma tabela da verdade. Para indicar se duas

expressoes A e B sdo equivalentes, escrevemos: A < B, como vimos.

Note-se que dizer que A e B sdo logicamente equivalentes € 0 mesmo

que dizer que A < B € uma tautologia.
Algumas equivaléncias Logicas:

= [dentidade

PAV & P
PvF& P

* Dominacao
PvV eV
PAF&SF

» [dempoténcia
PvP& P
PAPS P

= 3° Excluido
PV P =%
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= Contradi¢ao

PAPo F

* Dupla negacao

I=3<:>P

= Comutativa
PvOsQvP
PAQSQOAP

= Associativa

(PvQ)vR(:)Pv(QvR)
(PAQ)IAS PA(QAR)

= Absorc¢ao
Pv(PAQ)e P
PA(PVvQ)e P

® Distributiva
Pv(QAR)= (PvQO)A(PVR)
PA(QVR)& (PAQ)V(PAR)

* De Morgan
P/\Q(I)FV@
PvQ<:>I_3'/\§
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= Tautologia da implicacdo
P=0s PV
P=0sPAQ

Usando as equivaléncias 16gicas podemos determinar a validade ou

ndo validade de uma proposicao légica.

As dificuldades préticas na utilizacdo deste processo aparecem
quando a proposicdo € complexa ou extensa, sobretudo se ndo for
estabelecida uma regra de precedéncia entre as conexdes ldgicas,

equivalente as regras da Algebra elementar.

Admitindo a regra de precedéncia ~,A,v,=, &

2.3. Arvore de Andlise

A arvore de andlise analisa a proposi¢do subdividindo-a nas
proposicoes atomicas que a constituem. Se partimos das proposi¢coes

atomicas até chegarmos a proposicao inicial temos uma arvore de sintese.
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Analisar a proposi¢io (P AQ)v R =(Pv R)AQ, utilizando a arvore de

analise.

(PAQ)VR=(PVR)AQ

P A Q P v R

Figura 1 - Arvore de analise de uma proposicio

Vimos entdo como subdividir uma proposicdo utilizando a arvore de
andlise, e obtivemos no final as proposi¢des atdmicas que a constituem, que

neste caso sao: P, Qe R.

A 4arvore de andlise pode ser utilizada em varias aplicacdbes como
descricoes completas da sintaxe e da semantica de linguagens de
programacdo, como a definicdo formal de uma linguagem e sistemas de

processamento de linguagens naturais.

2.4. Algoritmo Tautologia

O algoritmo tautologia ¢ um algoritmo que nos permite analisar
proposi¢des, mas este algoritmo tem uma particularidade: s6 pode ser
usado se a expressdo tiver pelo menos uma implicagdo, porque utiliza a

implicacdo (V = F)« F, sendo « o sinal de atribui¢io do valor Iégico.
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Determinar o valor 16gico da proposi¢do usando o algoritmo tautologia.
(A=B)=(B=A)

Este algoritmo somente se pode usar se a conexdo principal for uma

implicacdo ou equivaléncia o que acontece no nosso caso, tal como foi dito.
Passos do algoritmo:

Assignar valores 16gicos V ao antecedente e F ao consequente.

(A= B)=(B=A)

14 F

Estudar separadamente os dois casos, atribuindo valores légicos as
proposicoes atdmicas.

= Estudar o caso de: (E =A«F ) Isto s6 acontece se

B«V
A«F

= Estudar o caso de: (A= B« V). Isto acontece quando

A<V A« F A« F
B«V B«V B« F
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Comparagdo dos resultados obtidos
Demonstramos que é falso que a implicacdo seja falsa (como foi
admitido por hipétese), logo ela € verdadeira. Entdo a proposi¢do € uma
tautologia. Trata-se obviamente de um procedimento baseado na

hipotese do terceiro excluido, ou melhor, da reducdo ao absurdo.

2.5. Regras de Inferéncia

No nosso dia a dia raciocinamos e tiramos conclusdes usando
determinadas regras. A Logica ajuda a compreender essas regras
permitindo distinguir entre argumentos correctos € nao correctos. Seguem-
se as regras de inferéncia estudadas na Légica, admitindo que acima do

traco estdo premissas verdadeiras, abaixo estard a conclusdo verdadeira.

» S — Simplificag¢do

PAQ PAQ

P Q

= C — Conjungdo

Y
PAQ

" A — Adigdo

P
PvQ
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= MP — Modus Ponens
P,P=Q
0

» MT — Modus Tollens

P=0,0
P

» ST — Silogismo Transitivo

P=0,0=R
P=R

= SD — Silogismo Disjuntivo
PvO, P
Q

= DC — Dilema Construtivo

P=Q,R=S,PVR
ovSs

Ainda se poderiam acrescentar outras regras de inferéncia, mas estas

sdo as principais.

Mas como aplicamos as regras de inferéncia?

As regras de inferéncia podem-se aplicar por exemplo na derivacao
de uma proposicao. A derivagcdo consiste: na interpretacao da proposicao
onde assignamos os valores 16gicos a cada proposicdo, na formalizacao

escrevendo a proposi¢do com todas as suas conexdes ldgicas e por fim a
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derivacdo propriamente dita € partir de um conjunto de verdades até
atingirmos uma ultima que € verdade, isto € atingir a conclusdo. Para

derivarmos utilizamos as regras de derivagdo seguintes:

= Regra P: Introducao de premissas ou hipoteses
Qualquer proposi¢ao pode ser uma premissa P ou uma hipétese H
tendo um unico nimero de premissa que € igual ao nimero da linha

da sequéncia.

= Regra T: Uso de tautologias
Pode-se sempre introduzir na sequéncia da derivacdo uma

proposicao que ja seja conhecida anteriormente como tautologia.

= Regra MP
P,P= 0
Q
= Regra MT
P=0.0
P

= Regra C: Condicionaliza¢ao

Estabelecida a sequencia de derivagdes pode sempre escrever-se a
proposi¢do ¢ = ¥ desde que ambas sejam vdlidas isoladamente e ¢
seja anterior a ¥ .

oy
=y
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= Regra E: Equivaléncia
Se duas proposi¢oes forem equivalentes podemos sempre ligd-las por

qualquer conexao l6gica na sequéncia da derivacao.

Interpretar, formalizar e derivar o seguinte enunciado, utilizando regras de
inferéncia:

“Se um programa € eficiente, ele executa-se rapidamente; o programa, ou é
eficiente ou tem um erro. Contudo o programa ndo se executa rapidamente,

portanto ha um erro.”

Interpretar
“O programa ¢é eficiente” «— P
“O programa executa-se rapidamente” «— Q

“O programa tem um erro” «— R

Formalizar

(P=Q)A(PVR)AQ =R

Derivar
(1) P=0Q P
(2) PVR P
3) 0 P
4 (P=0Q0)A(PVR)AQ Conjuncio (1,2,3)
(5) P MT (1,3)
(6) R Disjuncao exclusiva (2,5)
(7 (P=Q)A(PVYR)AQ =R C (4,6)
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2.6. Formas Normais

Por vezes para simplificar expressdes ou para analisar proposi¢coes é
necessario passar essas proposi¢des para as formas normais conforme o

Caso.

Uma expressao logica diz-se que estd na forma normal disjuntiva
(DNF - disjuntive normal form) se puder ser escrita como uma disjun¢do

cujos termos sao conjungdes.

Pv (OAR) v(ﬁ/\Q/\E)
%/—J
conjungio de literais conjungio de literais
De outro modo também existe a forma normal conjuntiva (CNF —
conjuntive normal form), ou seja, quando puder ser escrita como uma

conjungao cujos termos sao disjungoes.

(PvQ) A (EVP) AQ

disjungio de literais disjuncdo de literais

P

E sempre possivel colocar uma proposi¢ao légica numa das formas

normais. A regra pratica para esse efeito podera ser a seguinte:

= Retirar todas as implicacdes e equivaléncias, utilizando as
seguintes equivaléncias:

P=>Q0oPvQ

P=0SPAQ
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» Usar as leis de Morgan no caso de negacgdes, conjungdes ou

disjuncgoes;

» Usar as propriedades comutativa e distributiva.

A uma conjuncdo de literais vamos chamar mintermo, € a uma

disjuncdo de literais, maxtermo.

Se uma funcdo Légica f(P,Q,R) for dada por uma tabela de

verdade como a seguinte:

o < <L < <L =
i << <| <
Ti<|m<im<|m<®
<™ < || <=

podemos escrever imediatamente a fung¢do na forma DNF e na forma CNF.

Este método conduz-nos as formas normais disjuntiva e conjuntiva
usando a tabela de verdade da funcdo proposicional. O método esta
baseado na notavel propriedade do conjunto standard de conectivas que foi

notada por Post (1897 — 1954) em 1921, ou mais correctamente:

“Para qualquer tabela de verdade existe uma formula proposicional

com essa tabela de verdade”.
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Para escrevermos a DNF temos de ter em conta que é uma disjuncdo
em que os termos sdo conjungdes, entdo para isso escolhemos sempre onde
a funcdo é verdadeira, pois assim temos a certeza que oS mintermos Sao

verdadeiros.

Para escrevermos a CNF temos de ter em conta que € uma conjun¢do
em que os termos sdo disjungdes, entdo neste caso escolhemos sempre os

termos para os quais a funcdo € falsa.
Jong = (PvQVE)A(PVQVE)A(FVQVR)A(IB\/QVE)A(F\/Q\/E)

Entao os constituintes DNF e CNF da func¢ao f (P, Q, R) definida

anteriormente sao:

plol|R Constituinte | Constituinte
DNF CNF
V|V |V| PAOAR | PVQVR
VI V|F| PAOAR | PVOVR
V|F|V| PAOQAR | PVQOVR
VIF|F| PAOAR | PVOVR
F|V|V| PAOAR | PVOVR
F|V|F| PAOAR | PVQOVR
F|F|V| PAOAR | PVOVR
F|F|F| PAOAR | PVOVR
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Se A for uma expressao o complemento de A obtém-se construindo
primeiro o dual de A e depois substituindo todos os literais pelos seus

complementos.

A/\(B\/F)V(E/\V)/\(F\/V)
Dual: Av(B/\V)/\(f/\F)v(V/\F)
Complementar: ZV(E/\V)/\(C/\F)V(V/\F)

A complementacdo é uma das maneiras mais simples de negar uma

proposicao extensa.

A forma de Horn é um caso particular duma forma normal

conjuntiva no qual cada disjun¢ao tem no maximo um literal positivo.
(PVQ)A(EVE)A(FVQV§)APA§
As formas de Horn podem ser equivalentemente escritas
transformando os maxtermos em implicacdes. Este processo designa-se por
escrever a forma algoritmica de Horn.

Para isso pode seguir-se a seguinte rotina:

1) Escrever os literais negativos como antecedentes da implicacdo

(escrever V ou 1 se ndo houver literais negativos).
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2) Escrever os literais positivos como consequente da implicacdo

(escrever F ou 0 se ndo houver literais positivos).
No nosso exemplo, a forma algoritmica de Horn é
@=P)A(~(RAS)=0)A(~(PAS)= Q) (1= P)A (0 =0)

onde os valores logicos V e F estdo substituidos por 1 e 0O

respectivamente.

Até aqui, a Logica € chamada Proposicional, porque se baseia em
proposi¢des claramente V ou F. Mas, isso € incompleto para descrever o

mundo, sendo vejamos o silogismo famoso:
Sdcrates € homem. Todo homem € mortal, logo... Sécrates € mortal.

O problema surge ao ter que se tratar o facto de que Socrates € uma
instancia de homem. A regra ndo se aplica s6 a Sdcrates, € sim a todos os
homens. Nasce a necessidade de quantificadores, a menos que estejamos
interessados em fazer uma proposicao distinta para cada um dos homens da
terra. Nasce assim a Loégica Predicativa ou de Predicados que ird ser

analisada no capitulo 4.
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3. LOGICA BOOLEANA

Na matemadtica e na ciéncia da computacao, as Algebras Booleanas
sdo estruturas algébricas que "capturam a essé€ncia" das operagdes logicas
E, OU e NAO, ou seja as operacdes da teoria de conjuntos, adicio,
multiplicacdo e determinacdo do complementar estio na base deste

algoritmo.

Receberam o nome de George Boole, que foi o primeiro a defini-las
como parte de um sistema de logica em meados do século XIX. Mais
especificamente, a Algebra Booleana foi uma tentativa de utilizar técnicas
algébricas para lidar com expressdes no cdlculo proposicional. Hoje, as
Algebras Booleanas tém muitas aplicagdes na electrénica. Foram pela
primeira vez aplicadas a interruptores por Claude Shannon (1916 — 2001),

no século XX.
e - . 4
Vamos principiar por lembrar algumas no¢des conhecidas’.

Definicao:
Uma algebra Booleana (ou anel Booleano) ¢ um anel (B,+,%,0,I) em que
cada elemento ¢ um idempotente para a multiplicacdo (isto €, € igual ao seu

quadrado).

* MACLANE and BIRKHOFF, A Survey of Modern Algebra . Mac Millan, 1965.
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O anel <%Z +,%,0,1)

O anel (P(E ),A,m,@, E) onde E é um conjunto ndo vazio arbitrario,
A e N sido as operagdes da diferenca simétrica e intersecgio e P(E) é o

conjunto poténcia de E.

Calculo Proposicional

Um anel (com identidade) R = (R,+,*,1) ¢ um conjunto R munido de

duas operacdes bindrias, adicdo e multiplicacdo (podem-se chamar assim
sem qualquer perda de generalidade, ao contrario das ideias

“Bovebakianas”) e de uma operacdo de ordem zero, “escolher 17, tais que:
a) (R,+) é um grupo abeliano para a adigio.
b) (R,*,1) é um monéide para a multiplicacio.

¢) A multiplicacdo € distributiva (a esquerda e a direita) em relagdo a

adicdo.

Grupo e qualquer grupéide associativo (A,8) (constituido pelo
conjunto A e pela operacdo &, sendo esta operacdo fechada sobre esse
conjunto), que tenha elemento neutro e em que todo o elemento do

conjunto tem inverso.

Mondide é um grupdide associativo (semi — grupo) com elemento

neutro.
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A defini¢do de Anel corresponde a dizer que ele é um conjunto R
com um elemento distinto 1€ R e duas operagdes bindrias a+b e a*b,
ambas associativas, sendo a adi¢do comutativa (o anel € um grupo

abeliano) e contem um elemento unidade 1 e um elemento zero O tais que

a+0=a

a*l=a=1%aqa

para todo o a€ R, e contem elemento inverso que € simétrico aditivo ou
oposto (—a) tal que a+(—a)=0, e onde sido vilidas as propriedades

distributivas.

O exemplo 1) é um exemplo da tnica Algebra Booleana que é um

anel , um corpo e também um dominio de integridade.

Corpo é um anel comutativo R com elemento neutro (identidade)

ndo igual a zero e para o qual todo o elemento ndo nulo a€ R tem um

inverso multiplicativo, isto €, a'eRsendoa*a'=a'*a=1.
Dominio de integridade ¢ um anel comutativo R com elemento
neutro (identidade) e que nao tem divisores de zero, isto é, a*b=0 se e s6

sea=0vb=0.

Obviamente um corpo € um dominio de integridade.
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Pode-se demonstrar que:

a) Qualquer Algebra Booleana é comutativa.

b) Em qualquer Algebra Booleana, qualquer elemento é o seu

proprio inverso aditivo.

¢) 0 € o elemento minimo e 1 € o elemento maximo para a relacdo

<

d) Quaisquer dois elementos x,y de B ttm m.d.c. notado por x Ny

e que € o seu produto x * y.

e) Quaisquer dois elementos x,y de B ttm m.m.c. notado por x U y

equeé x+y+x*xy.

A Logica Booleana comecou praticamente com os trabalhos de
Boole “The Mathematical Analysis of Logic” em 1847 e “An Investigation
of the Laws of Thought” em 1854.

Trata-se de trabalhos iniciais sobre um assunto nada fécil: a
algebrizacdo da Ldégica. E o caminho seguido por Boole foi considerar as
proposicoes légicas como sendo referidas a classes de objectos ou
individuos. Boole pretendia que a dlgebra da Logica funcionasse da forma
idéntica a algebra dos numeros, pretendendo usar equacgdes ldgicas em
todos os casos, mesmo que se tratasse de proposi¢oes existenciais que hoje

estdo no foro da Logica Predicativa e dos seus quantificadores.
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O ponto de vista actual sobre este assunto é que o dominio no qual as
leis do pensamento estdo de acordo com leis numéricas € coincidéncia pura
[13, pag.30]. A 16gica de classes de Boole nunca teve uma axiomdtica na
qual tivesse as suas bases de desenvolvimento, e muitas das demonstragoes
de Boole ndo fazem qualquer sentido [13]. Consequentemente os livros de

Boole nunca foram considerados como introdugdo a Légica Matematica.

Um dos maiores problemas que torna praticamente intrativel a
Logica Booleana de classes € que, a despeito da sua beleza, os célculos

podem ser praticamente impossiveis de realizar em tempo qtil.

A 1deia teoricamente era interessante, mas como se diz actualmente,
traduziu-se numa complexidade algoritmica muito elevada, praticamente

intratavel.

Lewis Carroll (1832 — 1898) apresentou em 1886 no seu livro “The
Game of Logic” solu¢des que pareciam ser mais praticas, pelo menos até
um maximo de dez variaveis, tentando dar continuidade ao trabalho de
Boole. Para isso seguiu o que se designa por Problema de Eliminacao, na
resolucdo do qual vao desaparecendo (vao eliminando) vérios termos

(classes) e que se tornou um dos pilares da dlgebra da Logica Matematica.

Vamos ver um desses problemas analisando em termos de Légica de

Classes.
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Verificar se o seguinte raciocinio € valido usando Légica de Boole.
1) Os preguigosos que ganham pouco sao inuteis.

2) Os jogadores do clube A ganham pouco.

3) Os indteis e preguicosos sao maus jogadores.

4) Os que ganham pouco sao preguicosos.

Conclusao: os jogadores do clube A sdo maus jogadores.

Neste enunciado podemos verificar a existéncia das classes seguintes:
A = {homens que sdo preguicosos}

B = {homens que ganham pouco}

C = {homens que sao inuteis}

D = {jogadores do clube A}

E = {homens que sdo maus jogadores }

Se considerarmos o Universo dos individuos que constituem as cinco
classes acima definidas, podemos trabalhar com as proposicoes A, B, ...
que designam as classes e com os seus complementares, traduzindo cada
argumento para uma equacao logica, que passara a designar uma premissa.
Omitindo o sinal de produto 16gico, isto €, escrevendo por exemplo AB no
lugar de A*B (o que em geral e sobretudo nos casos dos produtos
algébricos nao deve ser feito, embora seja habitual entre os “matematicos”

efectuar uma tal “simplificacdo de escrita) temos

(1) ABC =0, pois ABC =1
(2) DB =0 pois DB=1
(3) CAE =0 pois CAE =1
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(4) BA =0 pois BA=1
Conclusdo: DE =0 pois DE =1

Vamos agora mostrar que o nosso raciocinio € valido utilizando um

grafo ou melhor uma arvore cuja raiz € a conclusdo do raciocinio.

/\

3| C c

Figura 2 — Arvore

Esta drvore mostra uma estratégia que Lewis Carroll propde para
resolver este tipo de problemas com “papel e ldpis”. A raiz da arvore € a
conclusido que pretendemos obter, neste caso, DE =0 e encontra-se no
topo como € habitual nas drvores com raiz (claro que ndo é habitual nas
arvores da floresta, mas os matematicos gostam de “baralhar um

pouco”...).

Para qualquer classe X é 6bvio que DEX U DEX =DE, pois
XUX=1 é um dos axiomas da Légica Proposicional que ja vimos.
Seguidamente procuremos entre as premissas uma classe X tal que ou

DEX =0 ou DEX =0. Encontramos DEB =0. Entio para mostrar que
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DE =0, basta mostrar que DEX =0 e seguimos por esse ramo da arvore,
bloqueando o ramo DEB =0 e indicando o niimero da premissa que
justifica esse facto, neste caso o numero 2. Repetindo o procedimento,
poderemos atingir o caso de ambos os ramos da drvore poderem ser
bloqueados por corresponderem a premissas do problema. Quando esta
situacdo for atingida, se verificarmos que todas as premissas foram usadas,
entdo nao haverd qualquer divida de que o raciocinio estd correcto, isto €, a

conclusdo resulta efectivamente das premissas.

Vamos ver um exemplo um pouco mais complicado.

1) Os Professores de Matematica trabalhadores de bom caricter sao
dinamicos.

2) Os Psicologos irritados jogam slot machines.

3) Os fumadores que usam camisas Havaianas sdo passivos.

4) Os Psicologos engracados sdo Professores de Matematica.

5) Os fumadores que ndo trabalham sao nervosos.

6) Os que usam camisas Havaianas trabalham e sdo passivos sdo
engracados.

7) Os Psicologos que ndo sao jogadores da bolsa sdo estudantes.

8) Os Psicologos descontraidos sdo criativos.

9) Os estudantes criativos que ndo jogam slot machines usam camisas
Havaianas.

10) Os fumadores nervosos jogam slot machines.

11) Os Psicologos que jogam slot machines ndo sdo fumadores.

12) Os jogadores da bolsa de bom caricter criativos usam camisas

Havaianas.
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Conclusdo: Nenhum Psicélogo € fumador.

Neste enunciado podemos verificar a existéncia das classes seguintes:
A = {de bom caricter}

B = {trabalha}

C = {Professor de Matematica}
D = {dinamicos}

E = {usa camisas Havaianas}
F = {fumador}

G = {engracado}

H = {descontraido}

I = {jogadores da bolsa}

J = {estudante }

K = {criativo}

L = {joga slot machines}

M = {Psicologo}

Entdo as equagOes das nossas proposi¢oes sao:

(1) ABCD=0
(2) AML =0
(3) FED=0
(4) GMC =0
(5) BFH =0
(6) DBEG =0
(7Y MIJ =0
(8) HMK =0
(9) KJLE =0

57



Logica Booleana

(10) HFL =0
(11) MLF =0
(12) KIAE =0

Conclusao: MF =0.

Vamos agora mostrar que o nosso raciocinio € valido utilizando uma

arvore cuja raiz € a conclusao do raciocinio.

5 3/‘ B 12
F/ \c" Eimrd
1{;_2]_/ N 9 7
4 |_g_J | (;’J 6

Figura 3 - Arvore

A raiz da 4rvore € a conclusdo que pretendemos obter, neste caso,

MF =0.

Para esta drvore vejamos por exemplo o ramo que termina com O
nimero 8. Vemos que o produto NFLAHK =0 porque a premissa 8 diz
que HMK =0, e NFLAHK =0 = (HMK )FLA=0FLA=0.
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3.1. Funcoes Booleanas

Consideremos uma fun¢do Booleana do tipo F (xl,xz,x3...) ou
F(x,y,z,w,...), em que x,,X,,X;... OU X,y,2,W,... S30 as varidveis

booleanas. Estes valores s6 podem ser O ou 1.

Para reduzir o ndmero de termos numa fung¢do Booleana
representamo-la através de um circuito, em que € necessario encontrar
termos para combinar com a nossa fungdo. A esse método chamamos
minimizar um circuito. Para minimizar um circuito pomos em evidéncia

as variaveis, como vemos no exemplo seguinte:

F(x,y,2)=xyz+xyz=(xz)(y + ) =(xz) - 1=xz

3.1.1. Minimizacdo de Funcoes Booleanas

Mas se for um circuito com vdrias varidveis é impossivel saber qual
se vai por em evidéncia, e entdo podemos usar dois métodos: o mapa de

Karnaugh (mapa K) ou o método de Quine McCluskey.

3.1.1.1. Mapa K

Reduzir o ndmero de termos numa expressdo Booleana que
representa um circuito, € encontrar as condicdoes necessarias para combinar
esses termos. H4 um método grifico, chamado mapa de Karnaugh, que
combina os termos encontrados nas fungdes Booleanas que envolvem um

numero relativamente pequeno de varidveis. O método que descrevemos
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foi introduzido por Maurice Karnaugh(1924) em 1953. Este método ¢
baseado num trabalho anterior de E. W. Veitch. Este método € usualmente
aplicado apenas quando a fun¢do envolve seis ou menos varidveis. O mapa
K da-nos um método visual para simplificar a soma de produtos mas eles
ndo sdo apropriados para mecanizar este processo. llustraremos primeiro
como o mapa K é usado para simplificar fungdes Booleanas em duas

variaveis.

H4 quatro possiveis mintermos na soma de produtos de uma fungao

Booleana em duas varidveis x e y. O mapa K para esta funcdo Booleana

em duas varidveis consiste em quatro quadrados onde o 1 é colocado no
quadrado que representa o mintermo. Os quadrados sdo ditos adjacentes se
os mintermos que eles representam diferem em exactamente num literal.
Por exemplo o quadrado xy representado € adjacente aos quadrados xy e

xyrepresentado. Os quatro quadrados e os termos que eles representam

podemos ver na Tabela 7.

y y
x| Xy Xy
X | Xy | Xy

Tabela 7 — Mapa K em duas variaveis

O mapa K em quatro varidveis (por exemplo) € um quadrado que é
dividido em 16 quadrados. Os 16 quadrados representam os 16 possiveis
mintermos em quatro varidveis. Uma das maneiras para formar o mapa K

em quatro varidveis € mostrada na tabela 8.
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wx wx wx WX
YZ | WXYZ | WXyZ W)_cyz nyz

Y2 | wxyz | weyz | woyz | wayz

YT | wxyz | wxyz | wxyz | wxyz

YT | wxyz | wxyz | wxyz | wxyz

Tabela 8 — Mapa K em duas variaveis

Dois quadrados s@o adjacentes se e sO se 0s mintermos representados
diferirem num literal. Consequentemente, cada quadrado é adjacente aos
outros quatro quadrados. A simplificacio de uma soma de produtos em
quatro variaveis € levada a cabo identificando esses blocos de 2, 4, 8 ou 16

quadrados que representam mintermos que pode ser combinados.

Os exemplos seguintes mostram como o mapa K é usado em quatro

variaveis.

Considerar a funcao Booleana definida por:

F(x,y,2,w)=WXyZ + WXYZ + WXYZ + WXYZ + WXYZ + WXYZ + WXYZ + WXYZ + WX)Z

Para minimizar esta fun¢cdo Booleana que estd na forma DNF vamos
utilizar o mapa K. Primeiro construimos o quadrado seguinte onde temos

de preencher os quadrados com os mintermos da forma DNF.
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wXx wx — wx wXx

yZ 1 1
¥z 1 1 1
yZ 1 1

ya | 1 1

Tabela 9 — Mapa K com os mintermos’

Se figurar o que ndo € o caso de “1” em todos os quadrados do mapa,

o circuito ia anular-se.

Para minimizar um circuito temos de comegar primeiro por procurar
octetos (23 = §), depois quartetos (22 = 4)e por final dupletos (21 =2), 1isto é
conjunto de pares de termos. O dominio da fungdo é 2* = 16 no caso de

n=4.

Na nossa funcdo temos dois quartetos e um dupleto como vemos na

tabela abaixo:

wx wx — wX wXx

Yz 1 1
yZ 1 1 1
yZ 1 1

yz | |1 1

Tabela 10 — Mapa K minimizado

5 .. .. .
As arestas definidas a vermelho coincidem, tal como as azuis.
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Definicao:
Diz-se redundante quando se “casa” um numero que ja estd casado com

outro.

Vejamos na nossa funcdo um exemplo de um redundante:

wx wx — wx WX

Yz 1 1
yZ 1 1 1
yZ 1 1

|1

Tabela 11 — Mapa K — Redundante

A nossa fungio minimizada é: F(x,y,z,w)=wy + XZ + wyz.

Existéencia de Termos Ndao Essenciais

Suponhamos que se pretende construir um circuito légico que
produza um output 1 se o digito decimal for maior ou igual a cinco e um
output O se o digito decimal for menor do que cinco. Vamos agora construir

o circuito booleano na forma minima possivel.

Uma forma de codificar nimeros decimais € usar os 4 bits
correspondentes a codificacdo bindria dos digitos usados em numeragao
decimal. Como ha 16 conjuntos de 4 bits e somente existem 10 simbolos
para os digitos decimais entdo existem 16 — 10 = 6 combinacdes de 4 bits

que ndo sao usadas para codificagdo.
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Para construir a funcdo Booleana convertemos os digitos em bits.

. 2 [ 22 ] 2" ] 2°
Digitos . y 2 | w f
0 0 O/ 0 010
1 0 O/ 0 1]0
2 0 O/ 1 010
3 0 0|1 10
4 0 10 010
5 0 1 10 1]1
6 0 1 1 |0 1
7 0 1 1 1|1
8 1 O 0 0 1
9 1 O 0|1 1

Tabela 12 - Digitos escritos em bits

wx wx — wx WX

Yz 0 1
yZ 0 1
¥z 1 0 0
yZ 1 0 1

Tabela 13 — Mapa K com os mintermos

Sabemos que o dominio de uma fun¢do Booleana com quatro
variaveis € 16, mas na tabela anterior vemos que ha seis termos nao
presentes, a esses termos vamos chamar, termos “don’t care” ou termos nao

essenciais.

Definicao:
Os termos “don’t care” (d) sdo os termos possiveis disponiveis e podem ser

colocados como “1”, para formar dupletos, quartetos e octetos.
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Entao colocamos “d” nos espagos vazios para construir dupletos, quartetos
ou octetos.

wXx wx — wx WX

val[d [ d]] 0 | 1
il d | all o] 1]
aild |l 1]] o] o
yz || d 1 0 1

Tabela 14 — Mapa K com os mintermos e os termos “don’t care”

A verde temos um octeto, a amarelo um quarteto e a laranja um

dupleto.

A nossa fungio minimizada é: F(x,y,z,w)=w+ xz + xy.

3.1.1.2. Método de Quine McCluskey

Vimos até agora que o mapa K pode ser usado para minimizar um
circuito de uma funcdo Booleana como somas booleanas de produtos
booleanos. Contudo, o mapa K torna-se intratdvel quando houver mais de
quatro varidveis. Além disso, o uso do mapa K confia na inspec¢do visual
para identificar condi¢des que se agrupam. Por estas razdes hd a
necessidade de um procedimento para simplificar a soma de produtos que
possa ser mecanizado. O método de Quine McCluskey € um tal
procedimento. Pode ser usado para fun¢des Booleanas de qualquer nimero
de variaveis. Foi desenvolvido por volta de 1950 por W. V. Quine (1929) e
E. J. McCluskey (1908). O método de Quine McCluskey consiste em duas

partes. A primeira parte procura os termos que sdo os candidatos para
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inclusdo num circuito minimo como uma soma booleana de produtos
booleanos. A segunda parte determina quais destes termos vamos usar na
realidade. De seguida para vermos como funciona este procedimento

damos alguns exemplos.

Vamos considerar a fungdo Booleana definida por:

F(x, v,z w) = WXYZ + WXYZ + WXYZ + WXYZ + Wxyz + WXyZ + wXyzZ + wxyz + wxyz

Para minimizar a fun¢do Booleana utilizando o método de Quine

McCluskey € necessario primeiramente escrever a fungdo Booleana em

bits.

3 2 I 0

Mintermos 2 2712 12
w | x y z

0 O[O0 O O

2 00 1 0

3 01O 1 1

6 0 1 1 0

7 0 1 1 1

8 1 O 0 O

9 1 0O 0 1

10 1 0 1 0

13 1 1 0 1

Tabela 15 — Escrever a funcio Booleana em bits

Entao a nossa funcdo Booleana vem:

F(x,y,z,w)=>m(0,2,3,6,7,8,9,10,13), sendo “m” os mintermos.

O préximo passo € contar o niimero de 1’s para cada mintermo.
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Mintermo Forma Numero
binaria de 1’s
my O 0 0 O 0
m, O 0 1 O 1
ms 0O 0 1 1 2
mg O 1 1 O 2
my O 1 1 1 3
mg 1 0 0 O 1
my 1 0 0 1 2
mjg 1 0 1 0 2
m;is 1 1 0 1 3

Tabela 16 —Contagens de 1’s

De seguida agrupamos os mintermos em classes de acordo com o

numero de 1’s como se mostra na tabela abaixo:

Forma
Classes | Mintermo

binaria
0 my 0O 0 0 O
1 m, 0O 0 1 0
mg 1 0 0 O
mjo 1 0 1 0
3 my o 1 1 1
mis 1 1 0 1

Tabela 17 — Agrupar em classes de acordo com o niimero de 1’s

1* Comparagdo: dois elementos sdo compardveis se diferem num sé
elemento, num s6 bit (na tabela o elemento que difere € substituido pelo

asterisco).
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Forma Lugar do asterisco
Classes
binaria em poténcia de base 2
0,2 0O 0 * 0 (2)
0,8 * 0 0 O (8)
2,3 0O 0 1 =* (1)
2,6 0O * 1 0 4)
2,10 * 0 1 0 (8)
8,9 1 0 0 * (1)
8,10 1 0 * 0 (2)
3,7 0o * 1 1 4)
6,7 o 1 1 * (1)
9,13 1 * 0 1 4)

Tabela 18 — 1* comparacao

2* Comparagdo: somente sdo compardveis aqueles que t€ém asterisco na

mesma posicado e diferem num outro elemento.

Forma Lugar do asterisco
Classes

binaria em potencia de base 2
028,10 | * 0 * 0 (2,8)
082,10 | * 0 * 0 (2,8)
2,3,6,7 o * 1 = (1,4)
2,6,3,7 o * 1 =* (1,4)

Tabela 19 - 2% comparacao

3* Comparagdo: somente sao compardveis aqueles que t€ém os dois

asteriscos na mesma posi¢ao e diferem num elemento.

N3ao existe comparacao possivel.

Como ndo existem mais combinacdes possiveis, entdo os termos que

nao podem ser comparados vamos chamar implicantes primos.
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Definicao:
Chamam-se implicantes primos os termos de uma classe que nao fazem

parte da classe superior.

No nosso exemplo os implicantes primos sao:
0,2,8,10(2,8)

2,3,6,7(1,4)

8,9(1)

9,13 (4)

Construindo uma tabela com os implicantes primos, vejamos se

existe algum termo que possa ser dispensado:

m, msy myg m; myg my my m;

0,2,8,10 | A ;)> e e
2367 I+

8,9 +

{}>
9,13 e <

Tabela 20 — Analisar se algum termo podera ser dispensado

Identificando na tabela os implicantes primos essenciais, ou seja,
aqueles que definem um 0 ” em uma coluna com um tnico O 7.
Definicao:

Chamam-se implicantes primos essenciais, os implicantes primos que nao

contém termos repetidos.
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Uma vez que o termo 8 ja pertence a classe 1 e o termo 9 pertence a
classe 4, podemos dispensar o termo 8,9 pertencente a classe 3 porque este

se encontra repetido.

Os implicantes primos essenciais sao:
0,2,8,10(2,8) — xz

2,3,6,7(1,4) — wy

9,13 (4) — wyz

O teorema de Quine diz-nos que qualquer soma de produtos
(mintermos) que seja minima deve ser constituida por implicantes primos

essenciais.

A nossa fungio minimizada é: F(x,y,z,w)=XZ + Wy + wyz.
Minimizar a seguinte func¢do booleana utilizando o método de Quine
McCluskey, com termos “don’t care” indicados pelo somatério com inicial

“d” e “m” os mintermos.

F(x,y,z,w)=Y m(1,2,5,6,9)+ > d(10,11)
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. Forma Numero
Mintermo . .

binaria de 1’s
M, 0O 0 0 1 1
m, 0O 0 1 O 1
M; 0 1 0 1 2
mg 0O 1 1 0 2
my 1 0 0 1 2
dio 1 0 1 O 2
di; 1 0 1 1 3

Tabela 21 — Contagens de 1’s

Forma
Classes | Mintermo
binaria
| m; 0O 0 0 1
m, 0O 0 1 O
dio 1 0 1 O
3 di; 1 0 1 1

Tabela 22 - Agrupar em classes de acordo com o nimero de 1’s

1* Comparacio:

Forma Lugar do asterisco
Classes
binaria em poténcia de base 2
1,5 0o * 0 1 4)
1,9 * 0 0 1 ()
2,6 0O * 1 0 4)
2,10 * 0 1 0 (8)
9,11 1 0 * 1 (2)

Tabela 23 — 1* comparacao
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2* Comparacaio:

N3ao existe comparacao possivel.

No nosso exemplo os implicantes primos sao:
1,54)

1,9 (8)

2,6 (4)

2,10 (8)

9,11 (2)

1,9

ENEANNE:
e

¢ + |+

2,10 %F
9,11 +

Tabela 24 — Analisar se algum termo podera ser dispensado

Podemos dispensar os termos 2, 10 € 9, 11 pois contém termos nao

essenciais.

Os implicantes primos essenciais sao:
1,5(4) — xzw
1,9 (8) — yzw
2,6 (4) — xzw

A nossa fun¢do minimizada é: F (x,v,2,w)=XZw+ yZw+ Xzw.
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Ao compararmos o mesmo exemplo (Exemplo 1 do Mapa K e
Exemplo 1 do método de Quine McCluskey) pelos dois métodos
observamos que o exemplo do mapa K é muito mais simples e rapido, mas
nem sempre € assim. No nosso exemplo a fun¢do Booleana tem quatro
variaveis por isso o método mais rapido foi usar o mapa K, mas se o
nimero de varidveis fosse superior j& ndo poderiamos usar este método
porque € intratavel e utilizariamos o método de Quine McCluskey, pois
este método permite-nos minimizar uma funcdo qualquer que seja o
nimero de varidveis. Por este motivo o método de Quine McCluskey ¢
muito mais riapido e eficiente, além de que também poderemos utilizar o
computador para este método por se tratar de um procedimento

mecanizavel.
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4. LOGICA PREDICATIVA

Vamos generalizar a Légica Proposicional, usando a Loégica de

Predicados ou Predicativa.

Os predicados podem ser atributos (mondadicos), quando dizem
respeito a uma propriedade, ou relacionais (diadicos,
triddicos...poliddicos), quando envolvem relagdes e assim, a Logica de
Predicados com uma varidvel diz-se monddica e a Logica de Predicados

com duas variaveis diz-se diadica, etc.

Em geral, uma afirmagdo envolvendo as varidveis x,,x,,...,x, pode
ser denotada por p(xl,xz,...,xn); p diz-se um predicado de aridade n ou um

predicado n-drio. Em particular se n = 1, p diz-se unério, se n = 2, diz-se

binario.

As variaveis Logicas vao designar os valores que correspondem ao
que vamos tratar: Universo ou dominio do assunto. Entre as varidveis
Logicas podemos considerar as varidveis e as constantes. Vamos designar

as varidveis por x,y,z,w € as constantes por a, b, ¢, d, por exemplo.

As conexoes Logicas usadas na Logica de predicados sdo as mesmas

usadas na Logica proposicional.

Para expressar afirmagcdes podemos usar, para além dos simbolos de

predicado, os quantificadores universal e existencial. Usamos V_ para

29 < 29 <

significar “para todo o x”, “todo o x”, “para qualquer x”, etc. Escrevemos
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29 &6 2 (13

3. para expressar de “existe um x”, “existe algum x”, “existe pelo menos

29 <6

um x”, “para algum x”, etc.

Desde ja se deve salientar que a ordem dos quantificadores depende
de serem ou ndo do mesmo tipo. Se forem do mesmo tipo, a ordem €
arbitraria, se forem de tipo diferente ndo se pode trocar a ordem dos

quantificadores.

V.V, &YV,
3.3, 3,3,
V.3, %39,

Para compreendermos melhor o que se passa ao trocar um

quantificador existencial com um universal, seja P(x,y) uma expressio
proposicional qualquer nas varidveis x € y, de dominios respectivamente

D, e D,, e consideremos as duas proposi¢des seguintes

(a) VxeDlzlyeDZP(x’ y)

(b) 3yeDz\v/xeDIP(x’ y)

Na proposi¢ao (a) afirma-se que, para cada x em D; existe um y em
D, tal que P(x,y); naturalmente que esse y depende do x considerado. Na
proposicao (b) afirma-se que existe um y em D, (independente de x) tal
que, para todo o x em Dy, se tem P(x,y). Isto mostra que (b) implica (a),

ou seja, a proposicao
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(C) E]yeDz\v,xeDl P(X, y) = vxeDlzlyeDZP(x’ y)
¢ verdadeira. Aten¢do! Nao hé equivaléncia entre (a) e (b); o que se passa é
que (b) implica (a), pelo que (c) é verdadeira. Por outras palavras, 3 yvxé
mais forte do que V 3, .
Consideremos, por exemplo, a proposi¢ao

Elye/vae/R xy(y - 1) =0

trata-se de uma proposi¢cdo verdadeira, pois basta tomar y=0

(alternativamente poderiamos ter tomado y =1). Entdo a proposi¢ao

vxe/RayelR xy(y - 1) =0
¢ seguramente verdadeira. J4 a proposicao
3.5V =x
yelR Y xe[0,+00[ Y
€ obviamente falsa, enquanto a proposi¢ao
Y 3 =x
xe[0,+0o[Tyeir Y
€ verdadeira porque basta tomarmos para y uma raiz quadrada de x o que

€ possivel pois, como sabemos, todo o nimero real 20 tem pelo menos

uma raiz quadrada.
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O que dissemos para duas varidveis estende-se a um qualquer
numero delas. Numa expressdo proposicional num certo ndmero de
varidveis, por cada varidvel quantificada obtemos uma expressiao
proposicional nas varidveis restantes; se todas as varidveis estiverem
quantificadas, obtemos uma proposicdo. Quantificadores consecutivos da
mesma espécie podem ser trocados; de espécie diferente ndo, como ja foi

dito.

Alguns autores, para representar o “existe um e um s6”, costumam
usar o quantificador existencial acompanhado de um sinal, por exemplo,

3.

P

E muito importante referir que um dado quantificador diz respeito a

uma unica variavel, quer dizer, deve escrever-se V,V ~quando se pretende

representar o enunciado ‘“quaisquer que sejam os valores das varidveis

x e y” e ndo deve escrever-se V  , representacdo esta que ndo deve ser

usada em Ldégica. Isto porque qualquer quantificador actua somente sobre

uma sé variavel, logo cada varidvel tem o seu quantificador.

4.1. Formas Prenex

Diz-se que uma expressdo ldgica estd na forma prenex se todos os

quantificadores da expressdo se encontram no inicio da proposigao.

Escrever a expressao ~ 3 (VxP(x, y)) na forma prenex.

y

Entao a expressao ficaria da seguinte forma: VyEIxI_J(x, y).
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Escrever a expressao ‘v’XP(x)/\EIyQ(y)/\VX‘v’ZR(x,z)\/~EIy‘v’ZS(y,z) na

forma prenex.

Indexar as variaveis pois sdo diferentes em varios casos

V. P(x)~3,0(3)AVY YV R(x,z)v~3 V_S(y,.2,)
Retirar a negacdo apos a disjungao

V., P(x)~3 0(y)AVY, YV R(x,,z)vV 3 S(y,.2,)
Passar todos os quantificadores para o inicio da proposi¢ao

vxlaylvxzvzlvyzazz (P('xl ) A Q(yl)/\ R(xz’zl ) v §(y2, Z2 ))

4.2. Skolemizacdo

Uma férmula da l6gica predicativa estda na forma normal de Skolem
(nome devido a Thoralf Skolem (1887-1963)), se a sua forma normal
prenex contiver somente quantificadores universais. Cada férmula de
primeira ordem ou monddica pode ser convertida na forma normal de
Skolem através do processo de skolemizacdo. A férmula resultante deste
processo nao € necessariamente equivalente a original, mas € satisfazivel se

e somente se a original também o for.
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A skolemizacdo € feita substituindo cada varidvel y, quantificada
existencialmente, por um termo f (xl,...,xn) no qual o simbolo de uma
funcdo f € uma nova fun¢do (ndo existe outra ocorréncia dele na férmula).
Se a formula estiver na forma normal prenex, x,...,X,, sd0 as varidveis

universalmente quantificadas cujos quantificadores precedem a variavel y.

A skolemizacdo trabalha tentando eliminar a quantificacio

existencial.

V.3, (x<y)

Se x=5, entdo ye {5,6,7.8....}
Sex=6, entio ye {6,7,8,9,...}
Sex =20, entio ye {20,21,22,...}

Entdo o y varia em funcdo do x.
Logo pode-se trocar VxEly(x <) por ‘v’x((x)s £(x)).

Generalizando, troca-se VxElyP(x,y)poerP(x, f(x)). f chama-se funcio

de Skolem.
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4.3. Interpretacio

Quando queremos escrever uma proposi¢ao na Logica de Predicados
devemos ter em conta a sua interpretacio. Em que consiste a

interpretacao?

1) Consiste em determinar o universo ou dominio da interpretacdo,

que tem de ser um conjunto com pelo menos um individuo;

2) Assignar uma propriedade dos elementos do dominio a cada

predicado da expressdo;

3) Assignar um elemento particular do dominio a cada simbolo

constante na CXpI‘CSSENIO.

Definicao:
Se B € uma expressao ldgica entdo qualquer interpretacao que faz com que
B tenha o valor 16gico V, diz-se que satisfaz B; qualquer interpretacdo que

satisfaca B chama-se um modelo.

Se B tem um modelo entdo diz-se satisfazivel. Uma expressio logica que
ndo tenha nenhum modelo diz-se contraditéria. Entdo atendendo ao

principio da ndo contradi¢ao, se B for vdlida B € contraditério.
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Se compararmos as

proposicoes

nao quantificadas com as

proposi¢des quantificadas, verificamos que:

Proposicoes nao quantificadas

Proposicoes quantificadas

V ou F dependendo das assignagcdes dos

valores 16gicos as proposicoes.

Vdlida ou ndo valida dependendo da

interpretacgao.

Tautologia: proposi¢des verdadeiras para

todos os valores 16gicos assignados.

Proposicoes  universalmente  vélidas:
proposicoes verdadeiras para todas as

interpretacoes.

Existem algoritmos, processos mecanicos
ou mecanizaveis que permitem determinar

o valor l6gico da proposigao.

Nao existe qualquer algoritmo que permita

determinar se a proposicao € ou nao valida.

Tabela 25 — Proposicdes nao quantificadas/quantificadas

Definicao:

Sejam A e B duas expressdes logicas: elas dizem-se logicamente

equivalentes se A < B ¢ vilido.

Eis algumas equivaléncias logicas:

= V(AAB)&V AAV B

3(AvB)e3 AvIB
" VVASV VA

» J3A33A

= ~JASV ~A

" AV AT ~A

As duas tltimas sao as Leis de De Morgan em Légica Predicativa.
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4.4. Regras de Inferéncia

Tudo o que vimos na Logica Proposicional mantém-se, pois a Logica

Predicativa tem como caso particular a Légica Proposicional.

Temos entdo de, em presenca de uma proposicdo quantificada,
escrevé-la sem quantificadores, de forma a poder usar as regras de
inferéncia da Loégica Proposicional. Para este efeito podemos usar as

seguintes regras:

= Regra P: Introducao de premissas ou hipoteses

Qualquer proposi¢ao pode ser introduzida numa linha da derivagao.

= Regra T: Uso de tautologias
Qualquer proposicao que seja valida pode ser introduzida numa linha

desde que a validade jé esteja demonstrada.

= Regra C: Condicionaliza¢ao
A proposicio ¢ = pode ser considerada vélida e introduzida
numa linha da derivacdo se Y aparecer numa linha anterior e @

numa linha anterior a ¥ .

(4
=y
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= Regra EU: Especificacao Universal
Se (D:VxP(x) é verdade e quando x=a vem S=P(a), entio é
verdade que S =P(a) é verdadeiro. Se a proposicio P é verdadeira

num dado dominio para qualquer valor de x entdo podemos escolher
um valor que vamos chamar a e a proposicdo é verdadeira. A
especificacdo universal elimina o quantificador universal. Se

Q= VxP(x) aparecer numa dada linha e portanto € uma proposicao
vélida, entio B = P(a) pode ser introduzido numa nova linha.

9=V, Px)

X

= Pla)

= Regra GU: Generalizacdo Universal

y € um valor qualquer, constante ou varidvel, quer dizer que cada
individuo y tem aquela propriedade. A generalizacdo universal
corresponde 2 insercio do quantificador universal. Se B=P(y) é

uma proposi¢ao vdlida (isto é, se € verdade que cada individuo do
universo considerado goza de uma certa propriedade), entdo,
(/):VXP(x) ¢ também valido e pode ser introduzida numa linha,
desde que B ndo ocorra nem em ¢ nem em nenhuma premissa dessa

linha anterior.
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= Regra GE: Generaliza¢ao Existencial

H4 uma constante ou valor a e tem uma dada propriedade. A
generalizagdo existencial corresponde a inser¢dao do quantificador
existencial. Se = P(a) é uma proposicio vélida, entdo a proposi¢io
¢=EIXP(x) também € valida e pode ser introduzida numa linha,

desde que a varidvel x ndo apareca anteriormente em P(a).

= Regra EE: Especifica¢do Existencial

Se existe algum x entdo existe uma constante ou valor a. A
especificagdo existéncia corresponde a eliminacdo do quantificador
existencial. Se ¢ = EIXP(x) é uma proposicio vélida entdo B =P(a) é
também valido e pode ser introduzida numa nova linha, desde que a
constante a ndo apareca em quaisquer linhas anteriores de todo o

argumento, ou seja, ¢ uma variavel livre.

¢=3,P(x)
f="Pla)

= Regra QE: Quantifica¢do Existencial
Segundo estas regras podemos usar as segundas Leis de Morgan em

todo o raciocinio. Simbolicamente:

~V &4, ~

Dualmente: ~3, &V~
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Interpretar, formalizar e derivar o seguinte enunciado, utilizando regras de

inferéncia:

“Toda a gente estd infeliz ou atarefado. No entanto alguém esta infeliz.

Logo alguém esta atarefado.”

Interpretar
Dominio: pessoas «— x
“A gente estd feliz” «— P(x)

“A gente estd atarefada” — Q(x)

Formalizar

v, (P(x)v Q(x) A3, P(x) = 3,0(x)

Derivar
(D) V. (P(x)v O(x))
(2) 3, P(x)

(3) ¥ (P(x)v Q(x)) A 3, P(x)
4) Pla)v Qla)

(5) P(a)

(6) Qla)
(7) 3.0(x)
(8) 3,0(x)

9) ¥, (P(x)v O(x)) A 3, P(x) = 3,0(x)

P

P

Conjuncao (1,2)
EU (1)

H

Disjuncao (4,5)
GE (6)

EE (1,4,6,7)

C (3.8)
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Como ja vimos ndao podemos usar um algoritmo para verificar a
validade de uma proposi¢ao na logica quantificada. Em relagdo com este

assunto temos:

Teorema de Alonso Church (1936):
Nao existe qualquer conjunto de métodos (algoritmo) para testar a validade

de uma proposi¢ao quantificivel.

Na Légica de Predicados ndo existe qualquer algoritmo que permita
determinar se a proposi¢do € ou nao valida, logo teremos de usar

raciocinios baseados nas regras de inferéncia.

Entao o que podemos fazer para verificar a validade de uma
proposicdo quantificada?

Resta-nos usar a razdo devidamente auxiliada por regras de
inferéncia tipicas da Logica de Predicados. A esta extensdo da Logica
Proposicional, na qual aparecem varidveis e constantes pertencentes a um
dado universo e sobretudo operadores de quantificacdo: os quantificadores
universal e existencial chama-se Logica de Predicados. Os predicados
podem depender de uma ou mais varidveis, cujos valores pertencem ao

universo.

Num universo finito para sabermos se uma proposi¢do € ou nao
universalmente valida ndo podemos usar algoritmos, pois Church provou

que € impossivel resolver este problema usando algoritmos.

Mas se uma proposicao for uma tautologia entdo é universalmente

valida porque € valida no universo onde foi definida. Se for universalmente
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valida pode ndo ser uma tautologia. Logo a condicdo é necessdria mas nao

¢é suficiente.

A tnica forma de verificar na Logica Predicativa se uma proposicao
€ ou ndo universalmente valida € usar as regras de inferéncia que ja vimos
na Légica Proposicional, uma vez que a Ldgica Predicativa tem como caso

particular a Logica Proposicional.
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5. SISTEMA FORMAL

A axiomadtica da Logica também chamada Z — F por ter sido sugerida

por Zermelo (1871-1953) e Fraenkel (1891-1965) € a seguinte:

Axioma da extensao

Dois conjuntos sao iguais se € sO se t€ém os mesmos elementos.

Axioma Esquema de separacao

Seja P(x) um predicado. Para cada conjunto A existe um conjunto

cujos elementos sdo precisamente os elementos a de A para os quais

P(a) é verdadeiro.

Axioma dos conjuntos elementares

Existe um conjunto que nao tem qualquer elemento. Se a € um
conjunto, existe um conjunto que tem a € apenas a como elemento.
Se a e b sdo conjuntos, existe um conjunto que contem a € b, e

apenas a € b, como elementos.

Axioma da Unido

Dado um conjunto de conjuntos, existe um conjunto cujos elementos

pertencem a pelo menos um dos conjuntos do conjunto dado.

Axioma da Poténcia

Dado um conjunto A, existe um conjunto cujos elementos sdao os

subconjuntos de A.
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Axioma do Infinito.

Existe um conjunto contendo 0 (= { }) e contendo o sucessor de cada

um dos seus elementos. (sucn=nu{n})

Axioma da Substituicao

Se P (a, b) é um predicado tal que, para cada elemento a do conjunto

A, o conjunto {b|P(a,b)} pode ser formado, entdo existe uma funcao

F com dominio A tal que F(a)= {b|P(a,b)} paracadaa € A.

A axiomdtica da Matemadtica usa a abstraccdo, a formalizacdo e o
método de dedugdo e estas sdo as trés principais caracteristicas que fazem
diferir a Matemadtica em relacdo a quaisquer outras disciplinas. Estas
caracteristicas foram usadas pela primeira vez na civilizacdo grega, por

Euclides.

O sistema formal diz-se funcionalmente completo se em qualquer
interpretagdo possivel, qualquer férmula funcionalmente verdadeira puder
ser expressa no sistema por uma férmula logicamente equivalente, mas que

use somente os pares (~,v) ou (~,A).

Pode-se demonstrar que um sistema € funcionalmente completo
usando tabelas da verdade e entdo nessas tabelas deve verificar-se o
seguinte:

I) Existe um e um s6 V numa das linhas e F em todas as outras;

IT) Nao existe V em qualquer linha.
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Entre as propriedades do sistema formal, figuram as seguintes:
independéncia, completude, consisténcia, categoricidade, analiticidade e

substituicao.

A independéncia significa que os axiomas do sistema sao

independentes, isto €, nao podem ser deduzidos uns dos outros.

O sistema diz-se completo se qualquer que seja a propriedade que se
pretende demonstrar, isso € possivel com o conjunto de axiomas do sistema

formal.

Os axiomas que constituem o sistema formal dizem-se consistentes
ou coerentes, quando ndo se contradizem, ou seja, obedecem ao principio

da nao contradic¢ao.

Os axiomas do sistema sdo categoricos, no sentido em que qualquer
modelo do sistema dever ser equivalente a qualquer outro modelo do

mesmo sistema, isto é, devem ser isomorfos (t€m as mesmas propriedades).

O sistema deve ser analitico, isto é, qualquer axioma ou teorema do
sistema deve ser, ou uma tautologia ou uma proposi¢do universalmente

valida.

Se substituir uma propriedade P por outra equivalente Q, ou seja, se
houver duas propriedades logicamente equivalentes elas podem substituir-

S€.
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Estas propriedades ndo sdo independentes umas das outras e delas
podemos extrair trés que se ndo existirem ndo permitem também a
existéncia do sistema formal e que sdo: completude, consisténcia e

categoricidade.

Uma deducao € correcta quando a verdade das suas premissas torna a

conclusio verdadeira.

Mas o que € a verdade?

Esta qualificagdo implica as de real e de imagindrio, de realidade e
de ficcdo, questdes centrais tanto em antropologia cultural como na

filosofia.

Quem concorda sinceramente com uma frase estd alegando que ela é
verdadeira. A filosofia estuda a verdade de diversas maneiras. A
metafisica ocupa-se da natureza da verdade. A 16gica ocupa-se da
preservacdo da verdade. A epistemologia ocupa-se do conhecimento da

verdade.

O primeiro problema para os filésofos é estabelecer o que ¢é
verdadeiro ou o, qual o portador da verdade. Depois hd o problema de
explicar-se o que torna verdadeiro ou falso o portador da verdade. Ha
teorias robustas que tratam a verdade como uma propriedade. E h4 teorias
deflaciondrias, para as quais a verdade € apenas uma ferramenta
conveniente da nossa linguagem. Desenvolvimentos da Loégica Formal
trazem alguma luz sobre o0 modo como nos ocupamos da verdade nas

linguagens naturais e em linguagens formais.
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Entre as muitas afirmagdes sobre a verdade uma em geral é bastante

clara sobre o ponto de defini¢do de verdade:

Definicao de verdade:

A verdade é uma interpretacdo mental da realidade transmitida pelos
sentidos, confirmada por outros seres humanos com cérebros normais e
despidos de preconceitos (desejo de crer que algo seja verdade), e
confirmada por equacdes matematicas e linguisticas formando um modelo

capaz de prever acontecimentos futuros diante das mesmas coordenadas.
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6. MODELOS

6.1. Conceito Semantico de Verdade - Tarski

Segundo Tarski (1902-1983) a no¢do de verdade de um enunciado ou
de uma proposi¢ao nio € absoluta, mas € sim relativa a uma linguagem L,
na qual, se verifica o enunciado cuja verdade se pretende obter. Tarski teve
uma ideia para definir o enunciado “verdadeiro” recorrendo ao conceito de

satisfacdo e construir esse conceito usando técnicas recursivas.

Uma defini¢do recursiva de um conceito [9, pdg. 227] é uma
definicdo que procede por fases da definicdo de casos simples a de casos
complexos baseados nos anteriores. A sintaxe de uma linguagem formal
oferece uma estrutura recursiva que passa de formulas atémicas a férmulas
compostas cada vez mais complexas, que permite a definicio com um

numero finito de palavras mesmo que as possibilidades sejam infinitas.

Tarski associou a nocdo de verdade a no¢do de modelo, entendido
como uma estrutura que em principio ndo € linguistica mas € sim, uma
estrutura de relagdes a que a teoria se refere. A partir da interpretagdo, que
€ a relacdo que pde em correspondéncia a linguagem formal com a
estrutura, chega-se ao conceito de satisfacdo que se pode exprimir da
seguinte forma: dada uma férmula ou proposi¢do A ou mesmo um conjunto
de férmulas num universo U, diz-se que uma interpretacdo / satisfaz essa
féormula ou esse conjunto de férmulas se como resultado da interpretacao

essa formula se pode converter num enunciado verdadeiro.
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Quando isto acontece diz-se que a interpretacdo € um modelo do

enunciado A.

Entdo uma férmula € verdadeira ou védlida numa dada interpretagao /

e num universo U se e sé se essa interpretacdo satisfaz a férmula.

6.2. Teorema da Completude de Godel (demonstragio
de Henkin)

O sistema formal da Logica de Predicados monédica serd completo
se todas as féormulas que representam verdades tautolégicas puderem ser

formalmente dedutiveis do sistema.

A completude da Loégica de Predicados monddica foi demonstrada
por Godel em 1930. Em 1949, Henkin (1967-2005) apresentou uma
demonstra¢do mais simples desse teorema. A forma de provar este teorema
¢ estabelecer uma nova relagdo que conecta a sintaxe com a semantica: a
relacdo entre o conceito (sintictico) de consisténcia € o0 conceito
(semantico) de satisfabilidade. A satisfabilidade levada ao seu extremo

maximo € a validade universal ou verdade 16gica.

Entao Henkin demonstra um teorema, que se chama Teorema da
Satisfabilidade de Henkin, segundo o qual todo o conjunto de férmulas
que seja consistente € satisfazivel. Deste teorema se segue facilmente,

como coroldrio, o Teorema da Completude.
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Seguidamente iremos enunciar o teorema de Henkin e as suas linhas
gerais e apds isso enunciaremos também o teorema da completude de

Godel.

6.2.1. Teorema da Satisfabilidade de Henkin

O teorema da Satisfabilidade de Henkin (1949) pode enunciar-se da

seguinte forma:

“Para qualquer conjunto de formulas da Loégica de 1° ordem
(monddica) se esse conjunto € consistente entdo € simultaneamente

satisfazivel num modelo numeravel.”

Em matemadtica distingue-se usualmente entre infinito numerdvel e
nao numerdvel. Numerdvel é o conjunto dos nimeros naturais: 0, 1, 2, ...,
n, ... € qualquer outro conjunto equipardvel ao dos nimeros naturais (por
exemplo o conjunto dos niimeros inteiros negativos ou o conjunto dos
nimeros racionais). O infinito ndo numerdvel pode dizer-se uma

“infinitude” imensamente superior a do conjunto dos nimeros naturais.

A demonstracdo deste teorema divide-se estrategicamente em duas

partes, uma sintdctica e outra semantica.

A parte sintdctica consiste na maximizagdo de um conjunto
consistente dado; a parte semantica consiste na apresentacdo de um modelo

numeravel.
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6.2.2. Teorema da Completude de Godel ou 1° Teorema de
Godel

Uma vez estabelecido o teorema de Henkin, que pde em conexdo a
consisténcia com a satisfabilidade (“se A ¢é consistente, entdo A ¢é
satisfazivel”), segue-se sem dificuldade, a modo de corolédrio, o Teorema da

Completude de Godel (1930).
“Para toda a Légica quantificada de 1* ordem ou monddica qualquer
formula A se for logicamente verdadeira entdo € dedutivel.” Este teorema

significa que se uma férmula for derivdvel € dedutivel e vice-versa.

A demonstragdo do teorema de Godel reduz-se as seguintes

afirmacdes [9, pag. 336]:

1) Admitir a hipétese: A ser logicamente verdadeiro.

2) Se A é logicamente verdadeiro entio A ndo é satisfazivel

(Principio de Tarski);

3) Se A nio é satisfazivel entdo A ndo é consistente;

4) Se A ndo € consistente entio A pode ser derivdvel ou de uma

proposi¢do B ou de uma sua contraditoria, logo hd uma contradi¢ao;

5) Entao A € derivavel.
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As afirmacdes justificam-se da seguinte forma: 1) é a hipdtese do
teorema de Godel; 2) segue-se da definicdo do conceito de férmula
logicamente verdadeira: a sua negacdo ha-de ser satisfazivel, 3) € a
contraposi¢do do teorema de Henkin; 4) € uma mera anélise da definicdo de

consisténcia, e finalmente 5) baseia-se na regra da condicionalizagdo.

6.3. Teorema de Lowenheim - Skolem

Do teorema da satisfabilidade de Henkin deriva como corolario o

importante Teorema de Lowenheim — Skolem:

“Se um conjunto qualquer de férmulas € simultaneamente
satisfazivel em qualquer dominio ndo vazio, entdo € simultaneamente

satisfazivel num dominio numeravel.”

Este teorema foi descoberto por Lowenheim (1878-1957) em 1915, e
posteriormente generalizado por Skolem em 1928. A formulagdo original

de Lowenheim era:

“Se uma férmula é valida num dominio numerosamente infinito,

entdo € valida em todo o dominio nao vazio.”

Por contraposicdo deste enunciado e substituicio de vélido por
satisfazivel, obtém-se a forma habitual deste teorema. Skolem generalizou
este teorema estendendo o caso de uma sé férmula a qualquer conjunto de

formulas, como vimos no enunciado acima.
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A demonstracdo do teorema de Lowenheim — Skolem € conclusio

das seguintes premissas:

1) Se um conjunto de férmulas é simultaneamente satisfazivel entdo
¢ consistente (reciproco do teorema de Henkin).

Aceitar esta assercdo € simples se pensarmos que as regras de
inferéncia transmitem “hereditariamente” a propriedade de ser
verdadeiro para qualquer interpretagao dada, e excluem portanto o

risco de contradi¢do (inconsisténcia).

2) Se o conjunto de férmulas é consistente entdo € simultaneamente

satisfazivel num dominio numeravel (teorema de Henkin).
6.4. Teorema da Compacidade

Outra consequéncia importante do teorema de satisfabilidade é o

Teorema da Compacidade:

“Se todo o sub conjunto finito de um conjunto infinito de férmulas é

satisfazivel entdo o conjunto como um todo também € satisfazivel.”

Para demonstrarmos este teorema basta considerar cada um dos
extremos: ou esse conjunto € consistente, ou é inconsistente. Se ¢é
consistente, entdo ¢é satisfazivel (teorema de Henkin). Se é ndo consistente,
entdo é possivel derivar do teorema um par de férmulas contraditérias.
Porém em toda a deducdo formal, e portanto, também neste caso de

deduc¢do contraditoria, intervém, por definicdo, um conjunto de férmulas
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que € sempre finito, qual serd, por conseguinte, neste caso um subconjunto
do conjunto dado. Pela hip6tese do teorema que se pretende demonstrar,
esse subconjunto deve ser satisfazivel; ndo se deve admitir portanto que o

conjunto em questao seja inconsistente.

Resumindo, podemos dizer que se pode usar a seguinte terminologia:
Consideremos A e B dois conjuntos de férmulas do cdlculo proposicional
no conjunto das varidveis proposicionais P, consideremos G uma férmula e

o adistribuicdo dos valores logicos V de P.

O satisfaz A se e s se & satisfaz todas as formulas pertencentes a A.

A ¢é satisfazivel (ou consistente) se e sO se existe pelo menos uma

distribuicdo de valores 16gicos V que satisfaz A.

= A ¢ satisfazivel e finito se e s6 se cada subconjunto finito de A é
satisfazivel.

= A € contraditério se e s se nao € satisfazivel.

* G € uma consequéncia de A se e sO se a cada distribuicdo do valor
16gico V que satisfaz A satisfaz G.

= A e B sdo equivalentes se e sO se cada férmula de A é uma

consequéncia de B e cada formula de B é uma consequéncia de A.

6.5. Problema da Decisdo

O problema da decisdo num sistema dedutivo consiste em determinar
um procedimento mecanico ou algoritmo que permita num nimero finito

de passos verificar se uma dada férmula (ou proposi¢ao) € ou nao dedutivel
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no sistema. Se for dedutivel passa a constituir um teorema dentro do

sistema.

Um dos problemas de decisdo mais antigo foi formulado por David
Hilbert e é conhecido pelo décimo problema de Hilbert, e que em 1970 se
provou que ndo € decidivel. O décimo problema de Hilbert tem origem
num problema enunciado num manual de Algebra intitulado “Arithmetica”,
escrito por volta do ano 250 da nossa era por Diofanto de Alexandria (200-
284). De acordo com esse problema, os matematicos passaram a chamar a
esse tipo de problemas equacdes diofantinas.: sao equagdes com
coeficientes com uma ou mais incdgnitas e para as quais se pretende obter
uma solucdo que pertenga exactamente ao conjunto dos nimeros inteiros.
David Hilbert ndo fez mais que colocar o problema da existéncia de um
algoritmo para determinar se uma dada equacdo diofantina tem uma

solucao.

A primeira tentativa de resolu¢do do problema, pelo menos que se
possa considerar séria, deve-se a Martin Davis (1928) em 1950. Apesar de
ter introduzido nogdes interessantes e novas, usando uma estratégia, em

principio vdlida, ndo foi bem sucedido.

Seguiu-se Julia Robinson (1919-1985), que em colaboragdo com
Davis e Hilary Putnam (1926) mostrou que bastaria uma sé equagdo
diofantina nas condi¢des da estratégia de Davis para que fosse possivel

resolver o décimo problema de Hilbert.

E foi somente dez anos mais tarde que Youri Matyasevitch mostrou

que a solucdo passava pela construcio de um polinémio gerador de
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nimeros primos, somente nao disse como. Em 1977, Daihachiro Sato.
James Jones, Hideo Wada e Douglas Wiens encontraram um polinémio
com vinte e seis varidveis e de grau 25 que satisfazia as condi¢des de

Matyasevitch.

O que respeita a Logica de Predicados contrariamente ao que sucede
na Ldégica Proposicional o problema de decisao nao tem em geral solucio
satisfatéoria. Com efeito, de acordo com um teorema descoberto em 1936
por Alonso Church ndo existe um procedimento efectivo (algoritmo ou
qualquer ouro procedimento mecanico) que permita resolver o problema da
decisdo em Ldégica de Predicados de 1* ordem (salvo casos excepcionais) e

de qualquer ordem superior.

Isto nao significa que ndo se consiga estabelecer diferentes teoremas
que sdo vdlidos em Loégica Predicativa. Significa sim que a Logica
Predicativa de ordem de ordem n>?2 considerada como um todo, nao é

decidivel.
6.6. Teoremas da Incompletude de Godel

Em 1931, Kurt Go6del formulou dois teoremas célebres na
Matemética, chamados teoremas de Godel, as vezes também designados

por Teoremas da Incompletude.

Com o aparecimento destes novos teoremas, a incompletude destruia

o sonho da escola formalista de David Hilbert, segundo o qual para toda e
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qualquer proposicao Matemdtica haveria uma maneira formal de se

verificar se era falsa ou verdadeira.

Godel mostrou que hd verdades na aritmética que o sistema
axiomdtico desconhece, isto é, um sistema formal que contenha a
aritmética ndo consegue reconhecer nem negar determinadas afirmacgdes
sobre os nimeros, ainda que sejam afirmacgdes sintacticamente correctas e
expressas na mesma linguagem em que outras proposi¢cdes sao
reconhecidas por esse mesmo sistema formal como sendo falsas ou

verdadeiras.

Os Teoremas de Godel afirmam que:

Teorema 1:
“Se o conjunto axiomdtico de uma teoria € consistente, entdo nela existem

teoremas que ndo podem ser demonstrados (ou negados)”.

Teorema 2:
“Nao existe procedimento construtivo que demonstre que uma tal teoria

seja consistente”.

O primeiro teorema indica que a ‘“‘completude” de uma teoria
axiomdtica ndo pode ser alcangada; o segundo indica que ndo had garantia
de que ndo surjam eventuais inconsisténcias. A consisténcia s6 poderia ser
demonstrada a partir de uma teoria mais geral, a qual necessitaria de outra

ainda mais ampla e assim por diante.
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Em geral, para verificar se uma Logica é decidivel, ou melhor, se
uma proposi¢ao ou um teorema dessa Logica € vdlido, devemos sempre
usar a féormula prenex e a partir dai verificar se o resultado € dedutivel.
Como vimos ja Godel tinha demonstrado o seu teorema da incompletude
em 1931, segundo o qual qualquer sistema axiomdtico formal que pretenda

por exemplo formalizar a aritmética elementar € incompleto.

Os trés teoremas, quer os da Incompletude de Godel, quer o de
Church sao trés teoremas de certa forma limitativos que puseram em causa

a fé que toda a gente depositava na Matemadtica.

Uma vez que ndo € possivel tomar decisdes sobre determinadas
proposicdes da Matemdtica, os ldgicos passaram o problema para a

seguinte forma:

Serd possivel mesmo assim efectuar cdlculos de forma correcta?

A resposta foi dada por Church que € conhecido pela sua tese, tese de
Church (1936) — toda a funcdo efectivamente calculdvel é uma funcdo
recursiva. Esta tese veio apoiar os cdlculos efectuados em computadores
porque as madaquinas que tém actualmente este nome usam critérios

recursivos.

Foi no final da década de 30, que Turing provou que o problema de
paragem, para a maquina de Turing ndo € decidivel. E deste modo, a
maquina de Turing surge como um modelo de computacdo que fornece um
modo de provar a existéncia de problemas nao decidiveis, mas também

ajuda a classificar os problemas computdveis, ou seja para 0s quais existe
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um algoritmo que os resolva, pelo tempo necessdrio para executar o

algoritmo.

E usual categorizar os problemas de decisdo em duas classes de

problemas, P e NP.

Os problemas de decisdo pertencentes a classe P sdo aqueles que sdo
decidiveis, ou seja, para os quais existe um algoritmo, em tempo

polinomial.

Os problemas de classe NP sdo aqueles para os quais sdo conhecidos
algoritmos ndo deterministicos polinomiais, € composta por problemas cuja
solucao pode ser verificada ‘“facilmente”, enquanto que a classe P ¢

composta por problemas que podem ser resolvidos “facilmente”.
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7. SATISFABILIDADE

Um argumento 16gico consiste como sabemos em através de vdrias
premissas podermos obter certas conclusdes. O principal objectivo na
Logica € determinar o que constitui um argumento vélido, neste caso da

Logica verificar se € verdadeiro ou falso.

Veremos entdo algumas defini¢des e proposi¢des sobre o que € um
argumento na Ldgica Proposicional e como se determina o valor 16gico

desses mesmos argumentos.

Definicao:
Um argumento F, ..., F,, ..F, é vélido na Légica Proposicional desde que
cada determinacao do valor l6gico V ou F que transforma F,, ..., F, em

verdadeiro, transforma também F em verdadeiro.

Proposicao:
Um argumento em Légica Proposicional é vélido se e s6 se F;A... AF,—F

for uma tautologia.

Definicao:
Um conjunto S de férmulas proposicionais € satisfazivel se existe
determinagdo do valor l6gico V ou F para as varidveis em S que transforma

cada féormula em S verdadeira. Entdo dizemos que o valor 16gico satisfaz S.

Proposicao:
Um argumento F;, ..., F, ..F em Ldgica Proposicional é valido se o

conjunto de férmulas proposicionais { F, ..., F,, F } € ndo satisfazivel.
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Concluindo, temos agora as diversas caracterizacdes do que € um

argumento valido.

Teorema:
= QO argumento Fy, ..., F, .. F¢&vilido.
= A férmula F;A... AF,—F é uma tautologia.
» Nio satisfabilidade { F, ..., F,, F }.
» Nio satisfabilidade { F; A ... A F,, A F }.

O conjunto § de férmulas proposicionais € consistente se nao
conseguirmos derivar a contradi¢do F A F a partir de S. Para se verificar na
pratica se um conjunto de férmulas € consistente e portanto satisfazivel,

suponhamos que um conjunto de férmulas é [F,F,....,F,.Logo F] (1).

O conjunto {F},F,,....F,} constitui 0 que se chama um conjunto de

clausulas, que tem forcosamente de ser conjuntos finitos. Se

FyAFy ~n..AF, AnF for considerada em conjunto com a operacdo F e se

esta conjun¢do ndo for satisfazivel, entdo a inferéncia (1) é consistente e

satisfazivel, logo o argumento é valido.

Vamos considerar as dez férmulas proposicionais seguintes:
FI: ~(R=~(Rv P))

F2: RA(Re (Pv ~0Q))

F3: (0= (R=~0))r 0

F4: (0= (@ P) e (RAQ)

F5:(Qv P)v(R=0)n~0)
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F6: ((Pv(PVR)AP)= Q)= P

’11

8: (RAQ)=(RVv(RA(QAR) = P)

(Pv
F7: (PA(R=Q)r((Q< R)V P)
(R
F9: (P 0)= (0= P)e P)=~(PVR)

F10: (PvQ)vR)v(R=(~Q=R))=R

E a sua tabela da verdade:

P O R \|FI F2 F3 F4 F5 F6 F7 F8 F9 FIO
I. | 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 0 1
2. | 1 I 070 O 1 0 1 1 1 1 0 O
3./ 1 0 1 1 1 0 O 1 1 0 1 0 1
4. /1 0 0|0 O O O 1 1 1 1 0 O
5.1 0 1 1 1 o 0 O 1 1 0 1 0 1
6./ 0 1 0] 0 O 1 1 1 1 0 1 1 0
7.10 0 1 1 1 0 1 0O 0 O 1 1 1
& |0 O O[O0 O O 1 1 0 O 1 1 0

Desta tabela podemos obter as seguintes informacgdes:

a) As formas normais disjuntiva e conjuntiva:
(PAQAR)V(PAQA~R)V(PA~QA~R)éaDNF da férmula F7.
ACNFparaaF6é (PvOv~R)A(PvQVR).

b) As férmulas F1 e F10 sao equivalentes.

Note-se que as colunas pertencentes a estas sdo idénticas.
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¢) As férmulas F5 e F6 ndo sao equivalentes.

As colunas pertencentes a estas estdo em desacordo na linha 8.
d) A férmula F8 € uma tautologia, pois todas as entradas da coluna sdo 1.

e) Nenhuma destas féormulas é uma contradi¢do, ndo existe uma férmula

com uma coluna de zeros.

f) O conjunto de férmulas F3, F4, F5, F6, F8, F9 ¢ satisfazivel, todas

estas formulas sdo verdadeiras na linha 6.

g) O conjunto de formulas F6, F9, F10 nao € satisfazivel porque em cada

linha uma destas trés formulas tem o valor O.

h) O argumento "F1,F2,F4,F5 ..F10" é vilido, desde que a unica
linha com valor verdadeiro de FI, F2, F4, F5 seja a linha 1, e para esta

linha F10 seja também verdadeira.

i) O argumento "F4,F5,F6,F7 ..F3" ndo ¢ vilido, desde que na linha
1 todas as formulas F4, F5, F6, F7 sejam verdadeiras, mas a férmula F3

seja falsa.

7.1. Resolucdo

A resolugdo € uma técnica inventada por Robinson (1918-1974) na
década de 60. Ele usa a resolucdo para determinar a validade de uma

féormula: para um conjunto dado de clausulas, a regra da resolucdo deriva
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uma nova cldusula que € a consequéncia l6gica de duas cldusulas de um

conjunto.

Resolucdo € uma regra de inferéncia usada para demonstrar que um

7z

conjunto de formulas proposicionais da forma P v..vP nido ¢€

satisfazivel. Consideremos que P significa P ou P, onde P € uma

variavel proposicional.
Vejamos agora o exemplo de como se determina a validade de um

argumento.

Determinar a validade do seguinte argumento:
{P=0,P=ROVR=S} .S

Para determinar essa validade temos de considerar se o conjunto

{P=0.P=RQOvR= S5} é satisfazivel.

Passar para a forma canénica CNF

(P:>Q)/\(13:>R)/\(QVR:>S)/\(§)

Passar para a disjungo todos os maxtermos.
(Pvo)a(PvR)A(OVRYS)A(S)
(Pvo)a(PvR)A(Q AR)vS)A(S)
(Pvo)a(PvR)AO VS)A(RV S)A(S)
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Para determinar a satisfabilidade todos os termos tém de ter o valor
16gico V, para a CNF ser verdade.
(FVQ)/\(P\/R)/\(QV S)A(EVS)A(E)

1% v 4

Comparando:
SV S« F
RV "R« F
0 «V
PV WP« F
Q«V
OAQ «V

Entdo é nao satisfazivel, ou seja, ndo € consistente, logo o conjunto

de clausulas iniciais € valido.

Quando trabalhamos com férmulas da forma P v..v P, ndo
estamos interessados sobre a ordem de P, nem nos importamos com o
nimero de ocorréncias de um dado P. Toda a informagdo que

necessitamos estd presente no conjunto {R s P T

Definicao:

Uma varidvel proposicional P, assim como uma varidvel proposicional
negada P é chamada literal. Conjuntos finitos {L,....,L } de literais sio
chamadas de clausulas. Os literais de uma cldusula sdo membros dessa

clausula.
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Defini¢do de satisfabilidade:

= Se {LI,LZ,...,LH} ¢ satisfazivel se e s6 se a formula proposicional
L vL v..vL, €satisfazivel.

» Por defini¢do a cldusula vazio, { }, ndo € satisfazivel.

* Um conjunto de cldusulas S é satisfazivel se e s6 se o valor 16gico V

pode ser assignado a cada clausula de S.

O argumento do exemplo anterior,
{P:>Q,F:>R,QVR:>S} .S, é vélido se e sO se o conjunto de
férmulas proposicionais {I3 vO,PVR,OVS,RVS,S } ¢ ndo satisfazivel,
e isto depreende se e s6 se o conjunto das cldusulas obtidas destas

férmulas, {P,Q} {P,R} {0.5} {R,S} {5}, ¢ ndo satisfazivel.

Agora vemos qual o interesse em mostrar que um conjunto de
cldusulas ndo € satisfazivel, a saber, porque podemos usar esta propriedade
para determinar se um argumento € vélido, este ¢ o método mais usado para

mostrar que um conjunto de cldusulas ndo € satisfazivel: o uso da

resolucdo.

Definicao:

Regra da resolugio; CuiLiDu {L}’
cCubD

Onde C e D sdo clausulas e L € um literal. Dizemos que estamos a resolver

duas clausulas em ordem a L; e C U D é o resolvente.
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A (resolugdo) derivacdo de um conjunto de cldusulas S € uma
sequéncia finita das cldusulas tais que cada uma estd em S ou vem das

cldusulas precedentes na sequéncia pela resolugdo.

A derivacdo da cldusula vazio de um conjunto de cldusulas

{P.o}{o.R.s}{rML{PLIS} &

1. {§ } dado
2.{0.R.s} dado
3. {0.R} resolucdio 1,2
4. {R} dado
5. {Q } resolucdo 3,4
6. {P,0} dado
7.{P} resolugdo 5,6
8. {P} dado
90.{} resolucdo 7,8

112



Satisfabilidade

Da derivacdo do exemplo anterior podemos usar o seguinte diagrama

(usado para cldusulas de Horn):

{0.R.s} {5} R} {P.0} P}

\
{0.R}

\

{0}

\
{P}
\

{}

Figura 4 — Um exemplo de resolucao

Como o resultado final é a cldusula vazio, por defini¢do o conjunto

dado nao € satisfazivel.

Lema:

A resolucdo preserva a satisfabilidade, por exemplo, se um conjunto de
clausulas € satisfazivel por uma determinacdo do valor l6gico V, entio
qualquer resolvente de um par de cldusulas de S € também satisfazivel e

assignado de verdadeiro.
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7.2. Davis - Putnam - Procedure

O algoritmo Davis — Putnam— Procedure (D.P.P.) foi introduzido em
1950 como um teorema para a Logica Proposicional. Este algoritmo teve

como base a resolucdo.

Seja § um conjunto ndo vazio de cldusulas ndo vazias com as

variaveis proposicionais P;,...,P, o D.P.P. repete as seguintes etapas até

que nao haja nenhuma variavel:

» Eliminar todas as cldusulas que tenham simultaneamente P e P .

= Escolher uma varidvel P que aparece numa das cldusulas.

* Juntar todas as clausulas que contenham P e P numa so

clausula.

» Eliminar todas as cldusulas com P e P, isto é, que contenham P e

P em cada uma.

Depois de efectuados estes passos o resultado pode ser:

a) A cldusula vazio; ... ndo é satisfazivel.

b) Nao ficam cldusulas nenhumas; ..¢é satisfazivel, isto é, existe um

valor légico V que satisfaz cada uma das cldusulas do conjunto

inicial.
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Aplicar o D.P.P. as seguintes cldusulas:

(P, {pR} {0}

= Eliminando P d4-nos: {Q, R} {Q }
= Eliminando Q d4-nos: {R}

* Eliminando R ndo nds dé cldusulas.
Entdo o output € “nenhuma clausula”.

- E satisfazivel

Aplicar o D.P.P. as seguintes clausulas:

(P.oy {rs} f{ot fIsh

= Eliminando P dd-nos: {0,5} {0}  {s}
* Eliminando Q d4-nos: {§ } {s}
= Eliminando S d4-nos: { }

Entdo o output € a clausula vazio.

~. Nao é satisfazivel

Vejamos agora o teorema que nos permite afirmar sobre a

satisfabilidade ou ndo de um conjunto finito de clausulas.

Teorema:
Seja S um conjunto finito de cldusulas entdo esse conjunto S € ndo

satisfazivel se e s6 se o output do algoritmo D.P.P. € a cldusula vazio.

Tal como ja vimos na resolucao quando o resultado € nao satisfazivel

dizemos que o argumento € valido.
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No exemplo resolvido anteriormente o conjunto € nao satisfazivel,

logo o argumento € valido por defini¢ao.

Seguidamente iremos ver algumas cldusulas um pouco lentas para a
resolucdo. Contudo, para cada certos tipos de clausulas € sabido ser

razoavelmente rapido.

As cldusulas de Horn sdo um exemplo desse tipo de cldusulas. Ja
vimos que uma cldusula de Horn € uma cldusula que tem no méximo um

literal positivo.
Vejamos entdo algumas defini¢des para essas cldusulas.

Lema:

Um resolvente de duas cldusulas de Horn é sempre uma cldusula de Horn.

Definicao:

A clausula unitdria € uma cldusula do tipo {L/}, por exemplo, com um tnico
literal. A resolucdo unitaria refere-se as derivacdes da resolugdo em que
pelo menos uma das cldusulas usadas em cada etapa da resolu¢ao € uma

clausula unitaria.

Vamos aplicar a resoluc@o unitaria ao seguinte conjunto de cldusulas de

Horn para determinar se elas sdo satisfaziveis.

Rst {post {prRT} {05} {P.o.5.7}
{r} {sy {P.o.R.T}
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Resolvente em ordem a P

M {P.0.5} @ {P.R.T}3) {P.0.5.7} @) {P} 5) {P.Q.R.T}

(1.2 {o.R.5.7} 1.9 {o.5} 23 {R.0.5} 25 {o.R.T} 3.4 {0.5.7}
45) {o.R.T}

Resolvente em ordem a S

M {r.5}@ {0.5103) {s} @ {o.R.5.7} 5) {0.5} 6) {R.0.S}
M {0.5.1}

(1.3) {R} 2.3 {0} 34 {0.R.T} 3.5 {0} 3.6) {R.0} 3.7 {0.7}

Resolvente em ordem a R
M {rR} @ {o.R.T} 3) {r.0}
(1.2 fo.7} (1.3) {0}

Resolvente em ordem a O
M {ot@ ot ® {o.11 @ {o.7}
an{taznfrresH{rtcae {}

Resolvente em ordema T
M {r} @ {r}
1.2 {}

~.Uma vez que o resultado é a cldusula vazio, pela definicdo podemos

afirmar que o conjunto ndo € satisfazivel, logo o argumento inicial é valido.
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Também para as cldusulas de Horn podemos falar em consisténcia e

completude, entdo temos o seguinte teorema.

Teorema:
A resolugdo unitéria € consistente e completa quando se usam cldusulas de

Horn.

O D.P.P. foi programado por volta de 1950, mas os resultados nao
eram os esperados. Os computadores eram rapidos mas nao o suficiente,

como pareciam. Entdo a ideia que surgiu depois foi usar grafos.

A origem da Teoria dos Grafos apareceu com Euler em 1738, com o
conhecido problema das sete pontes de Konigsberg. Na antiga cidade de
Konigsberg situada na Prissia, hoje Haliningrad na Russia, existe uma ilha,
chamada Kneiphoff, formada pelos dois bragos do rio Pregel, como mostra

na figura 5. Existiam sete pontes que atravessavam esses dois bragos.

Figura 5 — Cidade de Konigsberg

O problema consistia em averiguar a possibilidade de uma pessoa
deslocar-se na cidade de tal forma que atravessasse cada uma das sete

pontes uma e uma sé vez.
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Euler mostrou que isso era impossivel, utilizando um modelo de
grafos. Através desse modelo verificou que o trajecto sé existe quando em

cada regido concorrem um numero par de pontes, como vemos na figura 6.

L,
fir

gﬂ,D‘UdC

Figura 6 — Representacao das pontes da Cidade de Konigsberg

Este Problema foi considerado o 1° teorema em Teoria dos Grafos,
mas apoés o trabalho de Euler, poucos trabalhos se realizaram sobre esta

teoria.

Podemos dizer de uma forma simplificada, que um grafo é um
diagrama que consiste num dado numero de pontos, que sdo chamados
vértices ou nddos, unido por linhas, a que chamamos arestas ou ligagdes e

cada aresta une exactamente dois vértices.

Através da defini¢do dita anteriormente podemos utilizar diversos
diagramas que representam as mesmas ligacdes. Vejamos por exemplo o
problema de ligar trés casas, A, B e C, e trés utilidades necessarias, gis,
agua e luz. Ao observamos o diagrama vemos que € impossivel ligar cada

casa a sua utilidade sem pelo menos uma linha se cruzar.
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Figura 7 — Ligacoes entre as casas e as utilidades

Podemos representar este diagrama através de varios grafos, onde os

vértices representam as trés casas e as trés utilidades.

Gas Agua Tuz Agua B

A Luz

A B C Gas

Figura 8 — Grafo associado a figura 7

No primeiro grafo ligamos os seis vértices através de nove arestas, €
no segundo grafo temos novamente os seis vértices posicionados de forma

diferente de modo a que as arestas ndo se cruzem.

Entdo um grafo G = (V,A) é um conjunto finito ndo vazio V de
elementos a que chamamos vértices e um conjunto A de pares nao

ordenados de elementos distintos de V a que chamamos arestas.

Para representar os vértices usamos os simbolos vy,v,,vs,...e para

representar as arestas usamos os simbolos a,a,,as,...Cada aresta a vem
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representada pelo par de vértices a = (b,c), sendo b e ¢ as extremidades da

aresta. Entdo dizemos que a aresta € incidente a b,c.

Mas quando uma aresta em A tiver mais do que um par de vértices

distintos, entdo tem arestas adjacentes.

Um grafo diz-se simples se, no mdximo, existe uma aresta entre cada
par de vértices e, além disso, estes ndo tém lacetes, isto €, uma aresta que

comeca e termina no mesmo vértice.

Designam-se por multigrafos os grafos em que existem mudltiplas
arestas que ligam o mesmo par de vértices, podendo, assim, apresentar

lacetes.

Geometricamente um grafo pode ser representado por um diagrama
em que cada vértice € representado por um ponto ou circulo e a aresta €

representada por uma linha que une os pontos ou circulos.

V = {v1,V2,V3 V4, V5,V6}
A = {aj,a5,a3 a4,a5,86}
a; =(2,5) a, =(3,3) a3 =(3,4)
a3 =(2,4) as = (3,4) ae = (1,5)

Entdo o grafo G = (V, A) vem representado na figura 9:
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A\
Vs a j e YI

s

as
V4 V3

)

a3

Figura 9 - Grafo G = (V,A)

Ao analisarmos o grafo verificamos que az e a5 sdo arestas que estao

ligadas através do mesmo par de vértices e a, € um lacete.

Num grafo G = (V,A), o grau de um vértice v;, € o nimero de arestas

incidentes nesse vértice, e € denotado por d(v;).

A um vértice de grau zero chamamos vértice isolado, de grau um
chamamos vértice pendente e a sua aresta incidente nesse vértice €
chamada aresta pendente.

Por definicao, um lacete contribui duas vezes para o grau do vértice.

Entdo no grafo da figura 9 vem:

div)) =1 d(vy) =3
d(vy) =2 d(vs) =2
d(vs) =4 d(ve) =0

Note-se que vg € um vértice isolado, e v; é um vértice pendente.
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Ainda no grafo da figura 9, verificamos que a soma dos graus dos
vértices € igual a doze, e o numero de arestas € seis. Entdo a soma dos

graus dos vértices € o dobro do nimero de arestas de G e € sempre par.

Teorema:
A soma dos graus dos vértices de um grafo G € igual a 2m, onde m € o

numero de arestas de G.

Teorema:

O numero de vértices de grau impar em qualquer grafo é sempre par.

7.3. Teorema de Tseitin

Tseitin, em 1968, provou que o D.P.P. era lento pela sua construgao

em alguns conjuntos de cldusulas que obteve dos grafos.

Dado um grafo finito G, com o conjunto de vértices V, e um conjunto
de arestas A, coloca-se em cada vértice o nimero 0 ou 1. Designa-se esse
nimero por potencial ou carga do vértice. E obrigatério que a carga total do
grafo que € o somatodrio das cargas dos vértices, seja um somatdrio modulo

2. A carga total s6 podera ser O ou 1.

Seguidamente colocamos sobre cada aresta, uma varidvel

proposicional (um literal), tal que arestas distintas ficam com varidveis

distintas. Ficamos assim com uma rede (um grafo pesado G), para cada

vértice designa-se por Var(v).

123



Satisfabilidade

O conjunto de varidveis proposicionais das arestas incidentes nesse
vértice e para cada vértice v constrdi-se o conjunto de clausulas Claus(v)

exigindo que Ce Claus(v) se e s0 se:
= As variaveis que ocorrem em C sdo precisamente as de Var(v).

* O numero de literais negativos em C mais a carga de v €

congruente com 1mod(2).

Teorema de Tseitin:

O conjunto das clausulas do grafo pesado, Claus(é), é satisfazivel se e s6

se a carga total for zero.

Na seguinte figura temos um grafo G com 4 vértices a, b, ¢, d (diagrama da
esquerda), colocamos cargas nestes vértices (diagrama central), e
assignamos a cada aresta uma varidvel proposicional distinta (dltimo

diagrama), que nos d4 finalmente o grafo pesado G .
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al Ob
a b
d
] |]C
d c Assignar cargas
Grafo G aos vertices

d c
0 5 0
Assignar variaveis
proposicionais as
arestas

Figura 10 — Exemplo de um grafo pesado

Vamos escrever o conjunto das cldusulas referentes a cada vértice:

Claus(a) = {{P.0.71{P.0.7}{P.0. T} {PO.T}}
Claus(b) = {{0. R} {0. R}}
Claus(c) = {7, R, S}{T. R, S}{T.R.S}T.R.S }}
Claus(d) = {{P, s} {P, 5}

Como a carga total € 1 (14+0+0+0), entdo pelo teorema de Tseitin as 12

cldusulas formam um conjunto ndo satisfazivel.
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Escrever as cldusulas de grafos associados com cada um dos seguintes
grafos e em seguida determinar se o conjunto de cldusulas € ou nao

satisfazivel.

Claus(a) = {{P ,0}, {F .0 }}
Claus(b) = {{0. R}.{0. R }}
Claus(c) = {E }
Claus(d) = {P}

Como a carga total € 3 (1+1+0+1) , pelo teorema de Tseitin as 6 cldusulas

formam um conjunto ndo satisfazivel.
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Claus(a) = {{P.0}.{P.0}}

Claus(b) = {{0. R. s} {0.R.s}{0.R.5 {0 . R.5 }}
Claus(c) = {R}

Claus(d) = {{P, s}{P.5}}

Como a carga total € 1 (1+0+0+0), pelo teorema de Tseitin as 9 cldusulas

formam um conjunto ndo satisfazivel.

Claus(a) = {1’3 }
Claus(b) = {{P,0}{P.0}}
Claus(c) = {{Q,R}, {Q,E}}
Claus(d) = {R.s}.{r.5}}
Claus(E) = {S}

Como a carga total € 3 (0+1+1+0+1), pelo teorema de Tseitin as 8 cldusulas

formam um conjunto nao satisfazivel.
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7.4. Principio de Dirichlet

Em 1974 Cook (1939) e Rechkow sugeriram que o conjunto das
cldusulas que expressam o principio de Dirichlet ou principio das gaiolas

de pombos seria dificil de provar a ndo satisfabilidade através da resolucgao.

Na sua primeira versdao o principio de Dirichlet (1805-1854) diz o
seguinte: se n pombos voam para k gaiolas e se kK <n entdo alguma gaiola

vai ficar com pelo menos dois pombos.

Uma aplicacgdo trivial deste principio € a seguinte: Dado um conjunto
de 13 pessoas, pelo menos duas delas nasceram no mesmo més. Aqui as 13
pessoas identificadas com os pombos e os 12 meses com as gaiolas. O

Principio da Casa dos Pombos pode ser reformulado como se segue:

Se n pombos forem colocados em k gaiolas, entdo pelo menos uma

gaiola contera pelo menos L J +1 pombos.°

n

Em linguagem Matemética podemos obter uma segunda versao que é
a seguinte: se f é uma funcdo de um conjunto finito X para um outro

conjunto finito Y, sendo |X| >|Y| ou #X >#Y, entdo f(xl)zf(xz), para

algum par (x,,x,)e X sendo x, # x,.

Embora o principio de Dirichlet possa parecer uma observacao

trivial, pode ser utilizado para demonstrar resultados inexplicaveis. Por

% Aqui I_XJ indica o menor inteiro menor do que ou iguala X .
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exemplo, para provar que em Lisboa existem pelo menos duas pessoas com

a mesma quantidade de cabelo nas cabecas.

Demonstracdo: uma cabe¢a normalmente contem por volta de 150000

cabelos. E sensato assumir que ninguém tem mais do que 1000000 cabelos.
Em Lisboa existem mais de 1000000 pessoas. Se atribuirmos o principio de
Dirichlet para cada numero de cabelos na cabeca e se assumirmos a
quantidade de cabelo existente na cabeca por pessoa, entdo pelo menos

devem existir duas pessoas com a mesma quantidade de cabelo na cabeca.

Outro exemplo pratico do principio de Dirichlet envolve a situagdo
de 15 alunos que escreveram um ditado. O Joao teve 13 erros, cada um dos
restantes tiveram menos do que este niimero. Agora provar que pelo menos

dois alunos tém o mesmo ndmero de erros.

Demonstracdo: para resolver este problema, vamos comparar os alunos

com os pombos e coloca-los dentro de 14 buracos numerados de 0, 1, 2, ...,
13, de acordo com o numero de erros. No buraco 0 colocamos os alunos
com zero erros, no buraco 1 aqueles com apenas um erro, no buraco 2
aqueles com apenas dois erros e assim sucessivamente. Certamente, o
buraco 13 apenas estd atribuido ao Jodo. Agora aplicando o principio de
Dirichlet para o numero de erros, entdo existem dois alunos com o mesmo

numero de erros.
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Supondo que P, € o conjunto de 9 cldusulas em 6 varidveis e

representemos as varidveis proposicionais P, que corresponde o objecto i

vai para a gaiola j.

Sejam as 9 cldusulas:

{PII’PIZ} {PZI’PZZ} {PBI’PSZ}
L0 B USSR R

PP} PP} {P..P

2127 31 22°7 32

Pretende-se saber se este conjunto de cldusulas relativas ao principio

de Dirichlet sdo satisfaziveis.

* Resolvente em ordem a P,
M (BB} @ 17RO BB
(12 {P,.2,} (13 {R,. P}

» Resolvente em ordem a P,
W {r,.2,} @ {P,.P,} 3 {B,.P,} @ {P,.B,}
(1,3) {P,.2,} (1.4) {P,.P,} 2.3) {P,.P,} 24 {P,, P, }

* Resolvente em ordem a P,
OB ICR R IOR NN ORI
13 {}@3) {P,.P.} 34 {2}
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* Resolvente em ordem a P,
() {7, P} @ P, P} 3) (P By} @) PP}
(14) {7, P} 24 { } ) (P, P}

= Resolvente em ordema P,
) PP} @ {Po. P} ) 4P P} @) (PP
a2 {}as{Etedy{ptea{}

* Resolvente em ordem a P,

) {P,} @ {P,}
(1.2 { }

. O conjunto de cldusulas nao € satisfazivel pois o resultado € a clausula

vazio.

7.5. Comparando os Algoritmos

Na Loégica Proposicional temos definidos trés problemas bdsicos de

inferéncia:

E uma férmula dada satisfazivel?

E uma férmula dada uma tautologia?

Uma férmula implica a outra?

Todos os trés podem ser resolvidos de varias formas, por exemplo,

para verificar se diferentes cldusulas sdo ou ndo satisfaziveis podemos
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utilizar vdrios algoritmos, dentro dos quais: a Resolu¢do, D.P.P., Tseitin e

Dirichlet.

Mas todos eles estdo reduzidos a um tnico problema, a que

chamamos problema da satisfabilidade.

Para determinar a validade necessitamos primeiramente de verificar
se as cldusulas sd@o ou ndo satisfaziveis, pois como ja vimos se o conjunto
de férmulas proposicionais { F), ..., F,, F} é ndo satisfazivel, entdo o

argumento F, ..., F,, ..F em Logica Proposicional é vélido.

A resolugao € o método popular para verificar a consisténcia Légica
de um conjunto de férmulas proposicionais. A resolu¢do requer que o
conjunto das férmulas proposicionais seja transformado em formas normais
conjuntivas (CNF). Um conjunto de férmulas proposicionais na CNF ¢é
feito entdo num conjunto cldusulas, onde a cldusula € um conjunto de

literais. As cldusulas resolvem-se utilizando a regra da resolugao.

Um conjunto de cldusulas € satisfazivel se e somente se existe um
valor assignado verdadeiro que satisfaz todas as clausulas nesse conjunto

de clausulas.

E possivel que um conjunto de cldusulas nao seja satisfazivel se e

somente se a cldusula vazio pode ser resolvida do conjunto de cldusulas.

Muitos algoritmos sdo baseados na resolucdao para determinar a
satisfabilidade. Alguns usados mais extensamente na prova do teorema

proposicional s@do o D.P.P. e o principio de Dirichlet. A ideia geral do
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procedimento é deduzir um problema eliminando uma varidvel: o D.P.P.
fa-lo por todas as etapas possiveis da resolu¢do numa varidvel escolhida, e
o Dirichlet procede da mesma forma mas com varidveis proposicionais da

forma P, .

O algoritmo D.P.P. utiliza a resolucao para verificar se as cldusulas
sdo ou ndo satisfaziveis. Como nas cldusulas a cldusula vazio é nio
satisfazivel, também no D.P.P. quando o resultado final € a clausula vazio
através da eliminacdo de vdrios literais dizemos também que € ndo

satisfazivel.

No algoritmo D.P.P. o que é feito é uma disjun¢do de conjuntos

disjuntos. Se F, AF, A.AF, AF levarem ao conjunto vazio entdo

F, F,,.. F .. F nao é satisfazivel. Se tiver o resultado {A,B},{K},{B},

n

fazemos desaparecer as cldusulas e ndo atingimos o conjunto vazio.

Quando nao se atinge o conjunto vazio € satisfazivel.

O algoritmo D.P.P. ¢ um dos melhores métodos mais completos para

testar a satisfabilidade numa foérmula proposicional.

Enquanto o D.P.P. verifica um conjunto de clausulas dadas se sao ou
ndo satisfaziveis, Tseitin escreve as cldusulas utilizando os grafos e apds

1sso verifica a satisfabilidade.

Para determinar a satisfabilidade de um conjunto de cldusulas
utilizando o teorema de Tseitin, utilizamos o conjunto das clausulas do

grafo pesado, de modo que o nimero de literais negativos em cada cldusula

133



Satisfabilidade

mais a carga do vértice seja congruente com Imod (2). Se a carga total do

grafo for zero, entdo o conjunto das cldusulas € satisfazivel.

Estes algoritmos sdo distintos por si s6, € um veio para substituir o

outro, uma vez que o D.P.P. era lento pela sua construcao.

O D.P.P. s6 devera ser utilizado com um conjunto de cldusulas muito
reduzido, pois como os computadores eram muito lentos na altura, era
quase impossivel determinar a satisfabilidade de algumas cldusulas, entdo
com os grafos que surgiram pela 1* vez em 1738 com o conhecido
problemas das sete pontes de Konigsberg, Tseitin conseguiu um algoritmo

mais simples e eficaz.

O algoritmo de Dirichlet € semelhante ao D.P.P., pois utiliza um

conjunto de cldusulas dadas e verifica se estas sdo ou nao satisfaziveis.

O principal objectivo na Loégica é determinar se um argumento é
valido ou ndo, isto €, encontrar um conjunto de cldusulas e verificar a sua
satisfabilidade. Para isso podemos usar diversos algoritmos, mas Cook e
Rechkow dizem ser dificil provar a ndo satisfabilidade através da

resolucdo, entdo pelo principio de Dirichlet obtiveram melhores resultados.

Estes algoritmos sdo unicamente validos para a Ldégica
Proposicional, uma vez que com um teorema descoberto em 1936 por
Alonso Church que afirma que ndo existe um algoritmo que permite

resolver o problema de decisao.
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8. CONCLUSAO

Para a Logica Proposicional temos um processo mecanico de decisio
ou regra mecanica pelo qual podemos determinar se um esquema dado €
valido ou ndo. Reduzimo-lo a forma normal conjuntiva e depois para
determinar a satisfabilidade, todos os termos tém de ter o valor 16gico V,
para a CNF ser verdade, entdo dizemos que € valido ou que ndo é vélido.
Ou entdo poderemos construir uma tabela de verdade para a férmula e ver
se recebe o valor verdade para todas as possibilidades que foram

enumeradas.

Em Légica de Predicados a situagdo € muito diferente, mas € natural
que nos perguntemos se aqui também podemos encontrar um processo de
decisdo com o qual podemos determinar se uma dada férmula é
universalmente valida ou nao, € no caso de nao ser universalmente valida,

quais serdo os dominios, se os houver, em que esta serd valida.

Mas como vimos, pelo teorema de Church, ndo ha resolugdo para o
problema de decisdo para a Logica de Predicados, mas sim outros

Processos.

Na década de 1950 vdrios matematicos tentaram utilizar o
computador para comprovar teoremas matematicos. Mas revelou-se que as
formulas proposicionais eram de dificil andlise, mesmo para os

computadores.

Um dos métodos usados para analisar férmulas proposicionais era

trabalhar com cldausulas e resolug¢do. Depois disso foi descoberto que este
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método pode ser lento na prética, e varios matemdaticos tentaram provar
1sso para alguns problemas. O primeiro sucesso foi o trabalho de Tseitin em
1968, em que ele mostrou que o D.P.P. € lento para cldusulas de grafos.
Entretanto, a pergunta de se ou nio a resolugdo seria lenta permanecia em
aberto até 1985, quando A. Haken provou que as clausulas de Dirichlet
eram de dificil resolu¢do. Entdo, em 1987, A. Urquhart provou que as
clausulas de grafos de Tseitin também eram de dificil resolugdo, e em 1988
Chvétal e Szemerédi ambos provaram que familias escassas de cldusulas
geradas aleatoriamente usualmente requerem tempo exponencial para as

confrontar pela resolucgao.

A dificuldade aparente do problema de testar uma férmula
proposicional para verificar se € uma tautologia, ou satisfazivel, tornou-se
mais clara com o trabalho de S. Cook e R. Karp em 1971, quando
mostraram que poderiam responder a pergunta da satisfabilidade de forma
razoavelmente rapida. No entanto a pergunta de se ha ou ndo um algoritmo

rapido permanece em aberto.
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