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Resumo

Muitas vezes, para resolver uma determinada situacdo problemdatica temos
tendéncia a fazer um esquema, ou um modelo, que nos facilite na organizacdo dos
dados e na estruturagdo das ideias e do pensamento. Com base nesses modelos,
conseguimos visualizar melhor qual é a solucdo para o nosso problema ou, entdo,
definir uma estratégia para a sua resolugao.

A resolucdo de problemas devera ser encarada como uma metodologia, através
da qual sao desenvolvidos diversos conteudos e ndao como um conteudo por si so.
Assim, enquanto professores, cabe-nos o papel de preparar tarefas, partindo da
resolucdo de problemas do quotidiano dos alunos, de modo a que estes se sintam
motivados e integrados nas prdprias actividades. Esta motivacdo e integracdo podera
ser alcancada através da modelacdo de realidades vivenciadas pelos alunos, os quais
devem ter um papel central na construgao dos conhecimentos.

Uma das areas que nos permite obter com relativa facilidade uma simbiose
entre a resolucdo de problemas e a modelacdo é a Teoria dos Grafos pois, em muitas
situacgGes, o tipo de modelos utilizados sdo grafos, que ndo sdo mais do que esquemas
onde se utilizam pontos ligados por linhas conforme a relagdo que é estabelecida no
problema.

Neste trabalho, podemos encontrar alguma informacao relativamente a origem
dos grafos, alguns conceitos gerais sobre grafos bem como alguns exemplos de suas
aplicagdes. Por fim, e com o intuito de evidenciar as suas potencialidades inerentes e
as da sua exploragdo na sala de aula, partindo de situagdes possivelmente
consideradas pelos alunos como ndo estando relacionadas com a Matematica,
apresentamos um conjunto de tarefas que constituem uma sugestdo para a
abordagem e desenvolvimento de conteldos constantes na disciplina de Matematica

Aplicada as Ciéncias Sociais.



Abstract

Many times, to solve a problematic situation we have trend to make a schema
or a model, that facilitates in the organization of the data and in the structuring of the
ideas and the thought. Based in these models, we can visualize which is the best
solution for our problem or, then, define a strategy for its resolution.

The resolution of problems must be faced as a methodology, through which
many contents are developed and not as a content by itself. Thus, as teachers, fit us
the paper to prepare tasks, where we present the resolution of problems of everyday
life of the students, in order that they feel motivated and integrated in the proper
activities. This motivation and integration could be reached through the modeling of
realities lived by the students, which must have a central paper in the construction of
the knowledge.

One of the areas that allow us to get with relative easiness a symbiosis between
the resolution of problems and the modeling is the Theory of the Graphs therefore, in
many situations, the type of models that are used are graphs, that are not more than
schemas where are used points connected by lines in agreement of the relation that is
established in the problem.

In this work, we can find some information of the origin of the graphs, some
general concepts on graphs as well as some examples of its applications. Finally, and
with intention to evidence its inherent potentialities and the ones that are succeded of
its exploration in the classroom, through situations considered by the students as not
being related with the Mathematics, we present a set of tasks that constitutes a
suggestion for the introduction and development of contents that are present in the

subject of Mathematics Applied to Social Sciences
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1 Introdugao

1.1 Motivagao

Consultando as Orientages Curriculares e Programas, desde o 1.2 Ciclo ao
Ensino Secunddrio verificamos que, de forma mais ou menos explicita, a resolucdo de
problemas e a modelagdo constituem duas das competéncias fulcrais no ensino da
Matematica [6]. A resolucdo de problemas aparece-nos de forma mais explicita nos
primeiros anos, no entanto, a medida que se avanc¢a ao longo da escolaridade, a sua
associacdo a modelacdo vai assumindo um papel de destaque.

Para que a resolucdao de problemas e a modelagdo assumam um papel de
promocgdo de efectivas aprendizagens conduzindo os alunos a um nivel de raciocinio
superior, é importante que ocorram associados a tarefas cuidadosamente preparadas
para que encorajem a realizacdo de multiplas abordagens e interpretacdes, déem
prioridade a comunicagao matematica, desenvolvam a transmissao de informagao de
forma organizada, promovam a realizacdo pessoal mediante o desenvolvimento de
atitudes de autonomia e solidariedade e desenvolvam capacidades de intervencao
social pela compreensdo e discussdo de sistemas e instancias de decisdo que
influenciam a vida dos cidaddos, participando desse modo na formacdo para uma
cidadania activa e participativa.

Uma das areas que nos permite obter com relativa facilidade uma simbiose
entre a resolugdao de problemas e a modelagdo é a Teoria dos Grafos, tema este que
desde sempre me suscitou grande interesse investigar pelo facto de considerar que
constituiu uma lacuna no programa curricular do meu percurso académico. Aliado a
esta curiososidade, como professora, considero imprescindivel efectuar uma constante
actualizacdo cientifica e pedagdgica, nomeadamente no que diz respeito a temas que
ndo sao tradicionais nos programas de Matematica portugueses, como alguns dos

contemplados no programa da disciplina de Matematica Aplicada as Ciéncias Sociais.
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1.2 Objectivo da tese

O facto de me deparar todos os anos com colegas que se mostram pouco
receptivos a leccionacao da disciplina de Matematica Aplicada as Ciéncias Socais pelo
facto de este tema ndo ter constado igualmente do programa curricular dos seus
percursos académicos, e apercebendo-me das dificulades por eles sentidas, pretendo
gue este trabalho, para além de constituir uma mais-valia para mim, lhes possa servir
de motivagdo e auxilio no estudo e preparagao das aulas relativas a este tema.

Com esse objectivo em mente, preparei um conjunto de tarefas em que,
partindo de realidades vivenciadas pelos alunos e de situacbes por eles consideradas
como ndo estando relacionadas com a matemadtica, permitam abordar e desenvolver
tépicos da Teoria dos Grafos, contribuindo também para uma consciencializacdo da
presenca da ciéncia em todas as situacdes do quotidiano.

Estas tarefas norteiam-se pelo objectivo de que sejam os alunos a elaborar as
suas proépias estratégias de resolugdo, comunicando-as ao grupo turma de forma a
tornar as aprendizagens efectivamente colaborativas e em que todos sdo responsaveis
pela aprendizagem de todos. Durante o processo pretende-se que os alunos vao
construindo a nogdo de grafo que seja valida bem como algumas propriedades destes,
sem que para isso seja inicialmente necessaria qualquer tipo de formalizacao,

ocorrendo esta posteriormente e quando considerada estritamente necessaria.

1.3 Estrutura da tese

Esta dissertagdo encontra-se organizada em sete capitulos que seguem a
seguinte estrutura: este capitulo é um capitulo introdutério onde se apresentam os
motivos e as finalidades da escolha do tema. Deste modo, sdo descritos os resultados
de investigacdo realizada sobre o mesmo e as dificuldades que se pretendem, nao
resolver totalmente mas, pelo menos, minimizar.

No segundo, terceiro e quarto capitulos, “Notagbes e no¢des fundamentais”,

“Grafos de Euler e Grafos de Hamilton” e “Arvores”, é efectuada a fundamentacdo
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tedrica do tema onde se evidenciam os conceitos e nota¢des fundamentais da Teoria
dos Grafos.

Assim, na primeira sec¢do do segundo capitulo, “Breve referéncia historica”,
faz-se uma apresentacdo sucinta da histéria da Teoria dos Grafos e, nas seccbes
seguintes, “Linguagem e simbologia”, “Incidéncia, adjacéncia, ordem e dimenséo”,
“Grau de um vértice”, “Subgrafos”, “Grafos especiais” e “Caminhos e Circuitos”,
introduzem-se as definicdes e notacdes necessdrias para a compreensao dos capitulos
seguintes.

No capitulo 3, apresenta-se um estudo de duas classes particulares de grafos:
os grafos eulerianos, na seccao “Circuitos e trajectos de Euler”, e os grafos
hamiltonianos, na seccao “Ciclos de Hamilton”.

Por sua vez, no quarto capitulo, também se refere uma classe de grafos
conexos muitas vezes imprescindivel na resolucdo de problemas associados a Teoria
dos Grafos. Este capitulo encontra-se dividido em trés seccdes: “Arvores”, “Arvores
abrangentes” e “Arvores abrangentes de custo minimo”. Esta ultima sec¢do encontra-
se dividida em duas subsecgOes, onde se apresentam dois algoritmos que permitem
determinar arvores abrangentes de custo minimo: “Algoritmo de Kruskal” e “Algoritmo
de Prim”.

No quinto capitulo “Aplicagdes”, nas sec¢bes “Em Psicologia”, “Em
Computacdo”, “Em Quimica”, “Em Electricidade” e “Em Biologia”, apresentam-se
alguns exemplos de aplicagBes praticas da Teoria dos Grafos em diversas areas do
conhecimento.

Para além da sugestdo da planificacdo das aulas apresentadas na terceira
seccdo do capitulo 6, “Aulas”, denominada “Planificagdo das aulas”, sdo inicialmente
dadas as orientacdes gerais do Ministério da Educacdo para a leccionacdo do tema, nas
duas primeiras seccoes: “Programa de Matemdtica Aplicada as Ciéncias Sociais” e
“Desenvolvimento do tema “Modelo de Grafos” e sugestées metodoldgicas”

A dissertacdo termina com o capitulo “Conclusdo”, no qual se faz uma reflexao
sobre o percurso efectuado, se apresenta um balanco do trabalho realizado e se

descrevem as conclusdes decorrentes do mesmo.
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2 Notagoes e nog¢oes fundamentais

Em seguida é apresentada uma breve referéncia a histdria da Teoria dos Grafos
e, posteriormente, introduzem-se as definicbes e notacbes bdsicas. Uma vez que na
literatura a terminologia e a notacao utilizadas ndo sdo Unicas, apresentaremos as que

consideramos mais frequentes.

2.1 Breve referéncia historica

Enguanto outros temas de matematica tém uma longa e gloriosa histéria, o
mesmo ndo acontece com a Teoria dos Grafos.

A primeira referéncia conhecida sobre a Teoria dos Grafos data de 1736 e tera
surgido devido as Pontes de Konigsberg (antiga capital da Prussia Oriental que,
actualmente, se designa por Kaliningrad).

Na cidade de Konigsberg, existiam sete pontes que atravessavam o rio Pregel.
As pontes ligavam duas pequenas ilhas entre si e a cada uma das margens, conforme a

Figura 1 documenta.

Conta a histdria que os habitantes da cidade, nos seus passeios, tentavam
encontrar um percurso (com partida e chegada no mesmo lugar) que permitisse

atravessarem todas as pontes uma e uma so vez. Tendo tido dificuldade em encontrar
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tal caminho apresentaram, numa carta, o problema ao matemadtico suico Leonard
Euler (1707-1783).

Para responder a questdo, Euler modelou o problema associando um vértice a
cada regido de terra e ligando dois vértices através de uma aresta sempre que havia

uma ponte entre duas regides (Figura 2)

._“t\t. 4 *b"‘

TN e

iy W77

W =
; ,..:,_:,1 __ ’ﬁ*

Figura 2

Assim, o problema ficou reduzido a determinagdo de um ciclo® contendo cada
aresta apenas uma vez. Para demonstrar que tal passeio ndao era possivel, Euler
comegou por admitir que existia um percurso nas condigdes indicadas dizendo que,
para atingir qualquer vértice utiliza-se uma aresta e para continuar o passeio é
necessario utilizar outra aresta diferente da anterior. Daqui se conclui que cada um
dos vértices tinha que ter um numero par de arestas para que o trajecto de saida do
vértice fosse diferente do trajecto de chegada. Ora, isto é absurdo pois todos os
vértices tém um numero impar de arestas como se pode verificar pela Figura 2.

A impossibilidade da existéncia de tal percurso foi publicada por Euler, em
1736, numa memoaria em S. Petersburgo.

Um problema semelhante ao das pontes de Konigsberg foi formulado e
resolvido cerca de um século mais tarde (em 1857), pelo matematico irlandés sir
William Hamilton (1805-1865).

Este problema, que foi designado por viagem a volta do mundo, consiste em

percorrer todos os vértices do dodecaedro representado na Figura 3, estando cada um

1 . e~ see . ™ o~ o~
Todas as defini¢Ges especificas da Teoria dos Grafos utilizadas nesta secgdo serdo apresentadas na
secgao seguinte.
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deles rotulado com o nome de uma cidade importante: Dublin, Roma, Paris, Madrid,

Figura 3

etc.

O desafio colocado é o de encontrar um caminho que incluisse todas as cidades
exactamente uma vez e regressar ao ponto de partida, sendo sé possivel “viajar” de
uma cidade para outra se existisse uma aresta entre os vértices correspondentes.

A figura seguinte (Figura 4) mostra um grafo que representa este problema.

Figura 4

O despertar do interesse pelo estudo e desenvolvimento dos grafos surgiu apds
os contributos de Euler e Hamilton, a partir de meados do século XIX.

Um outro problema, formulado pela mesma altura, estd relacionado com a
coloracdo de mapas.

Com este problema, pretende-se saber qual o menor numero de cores
necessarias para pintar um mapa de modo que ndo existam paises, com fronteira
comum, pintados da mesma cor.

O cartégrafo inglés Francis Guthrie, em 1852, reclamava a suficiéncia de quatro
cores para distinguir os paises num mapa plano. Esta conjectura, apresentada a De
Morgan, provocou consideravel discussdo entre vdrios matematicos. Entre os
primeiros documentos sobre este problema designado por problema das 4 cores,
encontram-se uma carta de De Morgan a Hamilton e um relatério do matematico
Cayley, apresentado em 1978 a “London Mahematical Society”, afirmando ndo ter

conseguido resolver o problema.
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O problema permaneceu sem solucdo durante mais de um século. Apenas em
1976, Kenneth Appel e Wolfgang Hanken apresentaram uma prova para a conjectura,
mas a demonstracgdo apresentada ndo convenceu a comunidade cientifica por envolver
a analise, por computador, de cerca de 1500 casos especiais, e 0 programa
computacional elaborado ser bastante complexo.

Este problema, embora tivesse apenas um interesse tedrico, foi importante
para o desenvolvimento da Teoria dos Grafos em diferentes areas. Na primeira metade
do século XX, varios matematicos, na tentativa de o resolver, contribuiram para o
aprofundamento do estudo e para o grande interesse que a Teoria dos Grafos tem
vindo a despertar até aos nossos dias.

Em 1912, Birkhoff definiu polindmios cromaticos, em 1931 Whitney criou a
noc¢ao de grafo dual e Brooks, em 1941 fundamentou um teorema estabelecendo um
limite para o nimero cromatico de um grafo. Em 1930, deu-se com Kuratowski outro
passo importante ao estabelecer-se uma condicdo necessaria e suficiente para a
planaridade de um grafo.

Uma demonstracdo mais simples (de que quatro cores chegam), considerando
um numero bem menor de casos, foi apresentada 20 anos depois da apresentada por
Appel e Hanken, por Neil Robertson, Daniel Seymor, Paul Sanders e Robin Thomas.

A resolucdao do problema passa por construir um grafo a partir do mapa dado,
criando um vértice para cada pais do mapa e ligando dois vértices por arestas sempre

que os paises que esses vértices representam partilham uma fronteira (Figura 5).

Figura 5

O termo grafo foi utilizado pela primeira vez por Sylvester (1814-1897) e s6 em
1936 foi publicado, pelo hingaro Déneskonig, o primeiro livro abordando
especificamente a teoria dos grafos.

Desde entdo, num pequeno periodo de tempo aconteceram os principais
desenvolvimentos da teoria dos grafos, inspirados, sobretudo pela evolucdo das

ciéncias ligadas aos computadores.
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2.2 Linguagem e simbologia

Um grafo é uma representacdo de um conjunto de pontos e do modo como
eles estdo ligados. Aos pontos de um grafo chamamos vértices e as ligagGes (que

representamos por linhas) chamamos arestas ou arcos.

Definigdo 2.1  Designa-se por grafo um par ordenado G:(V,E), tal que

V=V (G)={v,...v,} é o conjunto de vértices e E=E(G) é o conjunto das arestas. A

n

cada aresta corresponde um subconjunto de V(G) de cardinalidade 2, isto &,

E(G)={e,,...e,} com g, ={vi ,vj}, para ke {1,...m} e i,je{l..,n}.

Duas arestas com os mesmos vértices extremos designam-se por arestas
paralelas. Por sua vez, uma aresta e, com ambos os extremos no mesmo vértice diz-se
um lacete.

Definigao 2.2 Um grafo diz-se simples se ndo existem arestas paralelas nem lacetes.

Exemplo 2.1 O grafo da Figura 6 é simples. De facto, V={abcd} e

e ~{{ab} {bc) fod)].

Figura 6

Tendo em conta as definigdes anteriores, dois grafos G=(V,E) e G'=(V',E') sdo

iguaisseV=V' e E=E".
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Observagoes:
= Existem representacdoes “aparentemente” diferentes de um mesmo grafo.
Numa representacdo de um grafo, o importante é o niumero de vértices, o
numero de arestas e 0 modo como estas se dispdem em relacdo aqueles.
Por exemplo, o grafo da Figura 6 pode ser representado por qualquer um dos

grafos apresentados nas Figuras 7 e 8.

N,
,
&

Figura 7 Figura 8

= Uma mesma representacdo pode descrever grafos que, por definicdo sdo
distintos. Por exemplo, a descricdo apresentada a seguir na Figura 9

>
\

Figura 9

-

tanto pode representar o grafo G, =(V,,E, ), onde
V,={ab,c,d} e E ={{ab},{b,c} {c.d}}
como o grafo G, =(V,,E,), onde

V,={123,4} e E, ={{1,2},{2,3} {3,4}}.

No entanto, por simplificacdo de linguagem, nao distinguiremos grafos que

diferem na natureza dos seus vértices.

Definicdo 2.3 Chama-se grafo orientado, grafo dirigido ou, mais simplesmente

digrafo, a um par G:(V,E) onde V é um conjunto ndo vazio e EcV xV . Aos

elementos de V chamamos vértices e aos elementos de E, arcos.
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Na representacdo de um grafo orientado, um arco (a,b) é representada por

uma linha orientada, o vértice a designa-se por cauda e o vértice b designa-se por

cabega.

Da definicdo de grafo orientado resultam algumas observacées pertinentes:
= Por defini¢dao, os arcos de um grafo orientado sdo um par ordenado. Assim,

dados dois vértices distintos a e b, os arcos (a,b) e (b,a) sdo distintos.

= Paracada vértice a, o arco (a,a) é representado por um lacete orientado.

Exemplo 2.2 O grafo orientado G=(V,E) onde V={abcd} e

E={(a.a),(ab),(b,a),(bc),(c.d),(d.c)} pode serrepresentado por:

Figura 10

Um multigrafo (respectivamente, multidigrafo) é um grafo no qual se admite a
existéncia de lacetes e de multiplas arestas (respectivamente, arcos) entre dois

vértices.

No caso de um multigrafo (respectivamente, multidigrafo) ndo faz sentido
representar as arestas a custa dos vértices, pois hd ambiguidade, uma vez que dois
vértices podem estar ligados por mais do que uma aresta (respectivamente, mais do

que dois arcos).

A partir de agora, sempre que se tornar irrelevante distinguir se o grafo é
orientado ou nao, adoptaremos a terminologia e a notagao associada aos grafos nao
orientados, o mesmo se aplicando as respectivas propriedades. Também por

simplicidade de notagdo, uma aresta entre os vértices u e v sera representada poruv.
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2.3 Incidéncia, adjacéncia, ordem e dimensao

Seja G=(V,E) um grafo (grafo simples, digrafo, multigrafo ou multidigrafo)
com n vértices e m arestas (neN e meN,). Para facilitar a escrita, consideremos

V={vy:l<i<n} e E:{ej:lstm}.

Defini¢do 2.4 Diz-se que ¢; cE éincidente a v, eV se existe v, eV tal que a aresta e,

liga os vértices v, a v, .

Defini¢do 2.5 Dois vértices v, e v; de G dizem-se adjacentes se existe uma aresta em

G incidente a ambos. Do mesmo modo, duas arestas distintas de G dizem-se
adjacentes se tiverem pelo menos um vértice em comum. Um vértice que ndo é

adjacente a nenhum outro diz-se isolado.

Definigdo 2.6 O numero de vértices de um grafo G, ou seja, , designa-se por

V(G)

ordem de G e denota-se por v(G) ou v, no caso de nao haver duvidas em relagao ao
grafo a que se refere. Por outro lado, o niumero de arestas |E(G)| designa-se por

dimensdo do grafo G e denota-se por s(G) ou, simplesmente, por ¢.

Exemplo 2.3 O grafo G=(V,E) (Figura 11) onde V={123456} e

E={{12}.{2,4},{4,3}.(3,6}.{6,5}.{5,4},{16}} tem ordem 6 e dimens&o 7.

Figura 11
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Os vértices 1 e 6 sdo vértices adjacentes, as arestas {1,2} e {16} sdo adjacentes, a

aresta {1,2} é incidente no vértice 1.

2.4 Graude um vértice

Definicdo 2.7 Dado um grafo G e um vértice veV(G), designa-se por grau (ou
valéncia) de v e denota-se por d; (v), ou simplesmente, por d(v), 0 numero de

arestas incidentes no vértice v (onde os lacetes, caso existam, contam duas vezes). O

maior grau dos vértices denota-se por A(G) e o menor grau por §(G), ou seja,

A(G) = maXva(G)dG (V) e S(G) = minva(G)dG (V) :

Exemplo 2.4 Por observagdo da figura 11, facilmente se conclui que d; (l)=2,

ds(2)=2, dg(3)=2, dg(4)=3, d;(5)=2 e d, (6)=3. Logo, A(G)=3 e 5(G)=2.

Um grafo G onde todos os vértices tém grau r designa-se por grafo regular de

grau r.

E muitas vezes Util representar um grafo através de uma matriz, como seja, a

matriz de incidéncia ou a matriz de adjacéncia.

Defini¢do 2.8 Dado um grafo G, tal que V(G)={v,,v,,...v,} e E(G)={e,.e,,...e,},
designa-se por matriz de incidéncia aresta vértice de G ou, simplesmente, matriz de

incidéncia de G, a matriz My =m,, 1<i<v, 1< j<g, tal que:

ij 7
0, se e, =V,v,, comie{p,q};

m; =1 1 se e =vy,, com k#i;

2, se &, =V,

No caso de grafos orientados sem lacetes, as entradas da matriz de incidéncia

sdo definidas por:
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0,se e =v,v, comie{p,q};

m; =4 —1, se e; =v,v;, paraalgum vérticev,;

1, se e; =V,v,, paraalgum vertice v,.

Definigdo 2.8 Dado um grafo G, tal que V(G)={v,,v,,....v,}, designa-se por matriz de
adjacéncia dos vértices de G ou, simplesmente, matriz de adjacéncia de G e denota-
se por A, =(a;), a matriz de dimens&o vxv, tal que a; ¢ igual ao nimero de arestas
entre os vértices v, e v;. No caso de grafos orientados, a; € igual ao numero de arcos

com cauda em v, e cabegaem v;.

Exemplo 2.5 Uma vez que o grafo G =(V ,E) representado na figura 11, tem ordem 6,
dimensdo 7, V={1,2,3,4,56} e E={{12}{24},(4,3}(3,6},(65}.{54}(16}}, a

matriz de incidéncia vem dada por:

1000001
1100000
0011000
Mg =
0110010
0000110
0001101

Observemos que temos 6 linhas, pois existem 6 vértices, e 7 colunas,
correspondentes as 7 arestas.
Por sua vez, a matriz de adjacéncia toma a forma:

010001

100100
000101
%01 1010
000101
101010

Deve observar-se que no caso dos grafos simples ndo orientados a respectiva

matriz de adjacéncia é simétrica e a diagonal é preenchida por zeros.
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Dado um grafo (simples, digrafo, multigrafo ou multidigrafo), a construcao de
uma matriz de incidéncia (ou de adjacéncia) depende da ordem pela qual se
consideram os vértices e as arestas. Assim, o mesmo grafo admite varias matrizes de
incidéncia (ou de adjacéncia) mas estas matrizes sdo semelhantes, pois obtém-se umas

das outras por troca de linhas e/ou colunas.

O proximo teorema é fundamental para todo o estudo que faremos a seguir. A
sua demonstracdo constitui um exemplo de aplicacdo da matriz de incidéncia na

obtencgao de resultados relacionados com a estrutura de um grafo.

Teorema 2.1 Dado um grafo G, verifica-se que a soma dos graus dos vértices é igual

ao dobro do nimero de arestas, ou seja, VZ(:G)dG (v)= 2|E(G)| )

Demonstracgao
Vamos fazer esta prova apenas para grafos nao orientados, sendo imediata a

respectiva generalizacao para grafos orientados.
Seja V(G)={v,\V,,...v,}, E(G)={e,.&,,...e,} eseja Mg =(mij) a correspondente
matriz de incidéncia. Logo, a soma das entradas da linha correspondente ao vértice v

éigual a d.(v) e, como consequéncia, d.(v) éigual a soma de todas as entradas
G G
VEV(G)

da matrizM . Por outro lado, uma vez que a soma das entradas de cada coluna de M

é igual a 2, podemos concluir que a soma de todas as entradas de M, é igual a

2|E(G)|.

Como consequéncia deste teorema, podemos concluir que num grafo arbitrario

G o numero de vértices de grau impar é par.
Este Teorema também é conhecido pelo Teorema do aperto de maos. De facto,

se um grupo de pessoas der apertos de mao, o nimero de maos apertadas é o dobro

do numero de apertos.
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2.5 Subgrafos

Definigdo 2.9 Dados dois grafos G=(V ,E) e H =(W,F), diz-se que H é um subgrafo
de G e, porsuavez, que G é um supergrafode H quando W cV e FcE.
Em particular:
i. SeW=V,istoé se H e G tém exactamente o mesmo numero de vértices,
entdo dizemos que H é um subgrafo gerador de G.
ii. SeW=V e FcE,istoé, se o conjunto de arestas de H é F e o conjunto
de vértices é constituido pelos vértices extremos das arestas de F, entdo
dizemos que H é um subgrafo de G induzido pelo conjunto de arestas de F,

e denota-se H =G(F).
ii. SeWcV e F=E(W), isto é, se o conjunto de vértices de H é W e o

conjunto de arestas coincide com as arestas de G com extremos em W , entdo
dizemos que H é um subgrafo de G induzido pelo conjunto de vértices de W ,

e denota-se H =G[W].

A partir de agora, por simplicidade de linguagem, sempre que nos referirmos a
um grafo induzido estaremos a referir-nos a um grafo induzido pelo conjunto de

vértices.

Exemplo 2.6 O grafo da Figura 12 é um subgrafo do grafo da Figura 13.

e A
pe - ,_‘___' ...____.-' |"l ""., "'"m,_
! L T e w—
Y ! ".‘."‘\.\ f b f’.’_,-.-
l‘l"\ ll|l.lF ‘\_ h\}iﬁg\{: ll.l'li
L
/ \_ "f',-f -} f
Figura 12 Figura 13

Exemplo 2.7 Dado o grafo
-
.__..r-""f f H"‘“-‘..__.
e —LJ —
S~ \_—/
1‘-. |'II H‘_,:-:"")&-. /
W N
Ll f]

Figura 14

Y,

26



o subgrafo induzido por {a,b,c.e} é

Figura 15

2.6 Grafos especiais

Seguidamente apresentam-se algumas definicdes de grafos especiais que, por

caracteristicas proprias, merecem destaque especial.

Definicao 2.10 Seja G um grafo simples de ordem n>0. Diz-se que G é um grafo
completo de ordem n, e denota-se por K, quando quaisquer dois dos seus vértices
sdo adjacentes. Por sua vez, diz-se que G é um grafo nulo quando ndo tem arestas, ou
seja, E(G)=¢. Se G tem apenas um vértice, isto é, se E(G)=Q e V(G)=1, entdo

diz-se que G é um grafo trivial.

Exemplo 2.8 Para n=1,2,3,4,5, os grafos completos sdo:

i Ky e Ka iYL

Figura 16

Note-se que o grafo completo com n vértices Kk, é regular de grau n—1.

Definicdao 2.11 Um grafo G diz-se bipartido se existe uma particdo do seu conjunto de
vértices em X e Y tal que ndo existem arestas entre qualquer par de vértices de X
nem entre qualquer par de vértices de Y (ou seja, cada aresta de G tem um extremo

em X e outro emY ). Esta particdo (X ,Y) do conjunto dos vértices de G designa-se
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por biparticGo dos seus vértices e, neste caso, o grafo G denota-se pelo terno

(X,Y,E),onde E=E(G).

Exemplo 2.9 O grafo G :(X Y ,E) da Figura 17 é um grafo bipartido. Basta considerar

a particdo X ={A,B,C} e Y ={D,E,F}.

Figura 17

Defini¢do 2.12 Um grafo bipartido G=(X.Y,E), tal que Vv, ,V,  xyeE(G), onde

|X|=m e |Y|=n, designa-se por grafo bipartido completo, e denota-se por K.

E de salientar que um grafo K, tem m+n vértices (m vértices de grau n e n

vértices de grau m), e mn arestas.

Exemplo 2.10 Os grafos K, , e K, sdo representados respectivamente por:

Figura 18
Definigdo 2.13 Dado um grafo G simples, designa-se por grafo complementar de G e

denota-se por G, um grafo simples cujo conjunto de vértices é V(G) e no qual dois

vértices sdo adjacentes se e s6 se ndo sdo adjacentesem G.

Exemplo 2.11 Na figura 19 representa-se um grafo G e o seu complementar G° .

A
B F / ).\\“‘x B
e/ ;‘
f;\\\ /

Figura 19
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2.7 Caminhos e Circuitos

Grande parte da Teoria de Grafos envolve sequéncias especiais de vértices.

Nesta sec¢do apresentam-se as mais relevantes.

Defini¢do 2.14 Dado um grafo G, designa-se por passeio entre os seus vértices v, e
v, , toda a sequéncia de vértices e arestas da forma
P = (Vo VoVy Vi oo Vi Vi Vi Vi ) 5

com eventual repeticdo de vértices e arestas. Neste caso, os vértices v, e V,
designam-se por vértices extremos do passeio (sendo Vv, o vértice inicial e v, o vértice
final). Desta forma diz-se que P é um passeio entre os vértices v, e Vv, ou um
(Vo.V, )— passeio.

Se em P todas as arestas sdo distintas entdo o passeio P designa-se por trajecto e se,

adicionalmente, todos os vértices sdo distintos o passeio P designa-se por caminho.

Nos grafos simples todas as arestas sao determinadas pelos seus extremos e,
como consequéncia, um passeio pode ser representado omitindo as arestas, ou seja,

P :<V0 ,Vl,...,Vk,1!Vk> *

Exemplo 2.12 No grafo da figura seguinte tem-se que:

a b
SN

Figura 20

il

e Opasseio (ab,d,f,ce,f,b) éum trajecto;

e O passeio (a,f,d,b) é um caminho.

Definicdo 2.15 Um trajecto com pelo menos uma aresta e tal que o vértice inicial
coincide com o final, designa-se por circuito ou por trajecto fechado. Por sua vez, um

caminho, isto é, um passeio com pelo menos uma aresta e sem repeticdo de arestas
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nem vértices (com excepcdo dos vértices inicial e final), designa-se por ciclo ou por

caminho fechado.

Exemplo 2.13 No grafo da figura 20, o passeio <a,b,d,f,c,e,f,a> é um circuito e o

passeio (f,c.e, f) éum ciclo.

Definigdo 2.16 Dado um passeio P de um grafo G designa-se por comprimento de P

e denota-se por comp(P), o numero de arestas (com eventual repeticdo) que o

constitui. No caso dos caminhos, o comprimento coincide exactamente com o

respectivo nimero de arestas distintas.
Exemplo 2.14 O trajecto apresentado no exemplo 2.12 tem o comprimento 7.

Definicao 2.17 Dados dois vértices X, er(G), denota-se por B, o conjunto de
todos os (x,y)—caminhos de G e designa-se por distdncia entre vértices de G a

fungdo dist,:V (G)xV (G)——{0....v(G) -1} tal que

min comp(P) se P, #J
distg (X,y) =1 P
© se P, =0

Exemplo 2.15 Considerando o grafo representado na Figura 20, apresentam-se todas

as distancias entre os seus vértices na tabela seguinte.

dist {a|b|c|d|e]|f
a o112 ]|1]1
b 1102111
c 1120211
d 2112|021
e 1 (112 01
f 1 /11110
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Definicdo 2.18 Um grafo diz-se conexo quando, dados quaisquer dois dos seus
vértices, existe sempre um caminho que os une. Caso contrario o grafo diz-se

desconexo (ou ndo conexo).
Observe-se que um grafo com um Unico vértice v é conexo, uma vez que, neste

caso, podemos considerar que existe um caminho de comprimento nulo entre u e v

(isto é, existe um caminho — (u,v)sem arestas).

Exemplo 2.16 O grafo da figura 21 é um grafo conexo e o grafo da figura 22 é um

grafo desconexo. AT ) f"““xh
-~ o ‘HHH'\-\. - - ‘H"‘HH
o - _—r b ? »
Yoo — \ T /
I‘I‘I'-. ) h:/ ."'.I.I I‘I‘I"' J’I I{/ ."'.l.l
x\\ ;’ ;\‘ ;f \ /
Y _l_.fr AW 1Y i
VA | S
Figura 21 Figura 22

Defini¢do 2.19 Dado um grafo G, dois vértices u e v eV (G) dizem-se conexos se
existe em G um caminho — (u,v). A relacdo de conexidade entre vértices é uma
relagdo de equivaléncia sobre o conjunto de vértices V(G). Supondo que V(G) se
parte nas classes de equivaléncia V,V,,...V, , designa-se por componente conexa (ou,

simplesmente, componente) de G cada um dos subgrafos induzidos

G[V,].G[V,].-.G[V,].

Com base nesta definicdo, podemos concluir que dois vértices sdo conexos se e
sé se pertencem a uma mesma componente.
Ao longo deste texto, vamos denotar o numero das componentes conexas de

um grafo por CC(G) (ou, simplesmente, cc quando nao existem duvidas relativamente
ao grafo). Note-se que se cc(G)=1, entdo o grafo G é conexo e, no caso contrario

(cc(G)>1), G ndo é conexo.

Definigdo 2.20 Seja G uma grafo conexo. Designa-se por ponte uma aresta que, ao ser

eliminada, faz com que G deixe de ser conexo.
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3 Grafos de Euler e Grafos de Hamilton

Neste capitulo, vamos fazer o estudo detalhado dos circuitos de Euler e
Hamilton, das implicacdes que a sua existéncia tem na estrutura de um grafo e dos

principais algoritmos para a sua determinacao.

3.1 Circuitos e trajectos de Euler

O estudo que se fard nesta seccdo, permitir-nos-a responder a questdo

levantada a Euler sobre as pontes de Koninsberg em 1736.
Defini¢dao 3.1 Um trajecto designa-se por trajecto de Euler se contém todas as arestas
(logo também todos os vértices) do grafo a que se refere. Por sua vez, designa-se por
circuito de Euler, todo o circuito que contenha todas as arestas do grafo.

Desta definicdo decorre que um circuito de Euler é um trajecto de Euler
fechado. Também se podem definir trajectos e circuitos de Euler em grafos orientados

(utilizando, nesse caso, as no¢des de trajecto e circuito orientado).

Definicdao 3.2 Um grafo diz-se Euleriano (ou grafo de Euler) se admite um circuito de

Euler e diz-se semi-euleriano se admite um trajecto de Euler.

E claro que todo o grafo euleriano é também semi-euleriano.

Exemplo 3.1 O grafo da Figura 23 é euleriano, pois nele podemos definir o circuito

euleriano (a, f b,c.e,d,a,b.dc.a).
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f

Figura 23

Exemplo 3.2 O grafo da Figura 24 é semi-euleriano, pois nele podemos definir o

trajecto euleriano (a,b,c.e,d,a,c,d,b).

i I

Figura 24

Exemplo 3.3 O grafo da Figura 25 ndo é euleriano nem semi-euleriano, pois ndo é

possivel definir, neste grafo, um circuito ou um trajecto euleriano.

Figura 25

Lema 3.1. Seja G um grafo conexo onde todos os vértices tém grau par. Entdo

gualquer trajecto pode-se estender a um circuito.

Demonstragao
Seja C=(V;V,,....V, 1,V,) um trajecto em G.Temos duas situagdes:
" Vl = Vn

Neste caso, o trajecto é, ele prdprio, um circuito.

33



=V, #V,
Seja m o numero de vezes que uma qualquer aresta do passeio é incidente a v, .
Entdo, m € um numero impar. Como v, tem grau par, existe pelo menos uma
aresta incidente a v, que ndo pertence ao passeio. Seja {v, v,,,} essa aresta.
Entdo, C'=(V;,V, ...V, 1.V, Vy,y) € Um trajecto.

Aplicando agora o raciocinio anterior a C' e repetindo-o um numero necessario de

vezes, concluimos que existe v, eV tal que C'=(V,\V,,..Vp 4.V VyiienV) € UM

trajectoe v, =v,.

Estamos entao em condi¢Oes de caracterizar os grafos eulerianos conexos.

O teorema que se segue é conhecido como Teorema de Euler (dada a sua
relagdo com a resolu¢do do problema das sete pontes de Kénigsberg, obtida por Euler
em 1736). A sua primeira demonstragio, porém, foi publicada por Carl Hierholzer’ em

1873.

Teorema 3.1 Seja G um grafo conexo ndo trivial. Entdo, G é euleriano se e s6 se

todos os seus vértices tém grau par.

Demonstragdo: Seja G =(V,E) um grafo conexo e euleriano Sejam Cz(vl,vz,...,vn>
um circuito euleriano em G (estamos a considerar, portanto, v, =v,) e X um dos
vértices de G. Como G é conexo e C é euleriano, x=V, para algum ie{1,2,...,n—1,n}.
Vejamos que v, tem grau par. Claramente {v,_,,v,} e {v,,v,,} sdo arestas de G. Se
existir outra aresta incidente a v, em C, existe je{1,2,...,n} tal que je{i—l,i,i+1} e
v, =Vv;. Entdo, {vjfl,vj} e {vj ,vjﬂ} sdo arestas de C incidentes a v, distintas das duas
encontradas anteriormente. Repetindo o raciocinio até considerarmos todas as arestas

incidentes a v;, concluimos que v, tem grau par.
Assim, resta provar a implicagdo reciproca que demonstraremos por redugdo

ao absurdo.

? Carl Fridolin Bernhard Hierholzer (1840-1871) foi um matematico alem3o.
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Suponhamos que G :(V,E) é um grafo conexo onde todos os vértices tém
grau par. Entao existem circuitos em G. Seja C:<v1,v2,...,vn ,vl> um circuito com o

comprimento maximo possivel. Se C ndo é euleriano, entdo, existe uma aresta que

nao se encontra em C. Seja {vi ,VM} essa aresta, para algum ie{1,2,...,n}. Entao,
C'=(Viy Visp sV VireVig Vi V,y,) € UM trajecto que, pelo lema anterior, se pode
estender a um circuito com mais arestas que C, o que contradiz que C tem

comprimento maximo. A contradicdo resulta de termos suposto que C ndo era

euleriano. Logo, C é euleriano.

Os grafos semi-eulerianos conexos caracterizam-se de modo semelhante.

Teorema 3.2 Um grafo conexo é semi-euleriano se e sé se existem exactamente dois

vértices de grau impar.

Demonstracao

Se G contém um trajecto de Euler com vértices inicial e final coincidentes,
entdo este trajecto é um circuito de Euler e pelo Teorema 3.1., todos os vértices tém
grau par. Se os vértices inicial e final do trajecto sao distintos, entao ligando-os por
uma nova aresta e, obtém-se um grafo G+e que é euleriano e, novamente pelo
Teorema 3.1., todos os vértices de G+e tém grau par. Logo, no grafo G apenas os
vértices extremos da aresta e tém grau impar.

Reciprocamente, seja G um grafo conexo com ndo mais do que dois vértices
de grau impar. Uma vez que em qualquer grafo o nimero de vértices de grau impar é
par, temos dois casos — o numero de vértices de grau impar é zero ou dois. No
primeiro caso (auséncia de vértices de grau impar), o Teorema 3.1. implica que G
tenha um circuito (que é também um trajecto) de Euler. No segundo caso, existindo
dois vértices de grau impar, podemos ligar estes vértices por uma nova aresta e e o
grafo obtido, G +e, ndo tem vértices de grau impar. Logo, aplicando o Teorema 3.1., o

grafo G +e tem um circuito de Euler C, donde C —e é um trajecto de Euler para G.
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Prova-se que os resultados apresentados sdo validos para multigrafos. Em
relacdo ao problema das pontes de Konisberg, tendo em conta os dois ultimos
teoremas, podemos concluir que o multigrafo que modela o problema nao é euleriano,
nem semi-euleriano, ja que cada um dos quatro vértices do multigrafo tem grau impar.
A solugdo do problema seria encontrar um caminho euleriano naquele multigrafo. Se
tal caminho existisse, como o multigrafo ndo é semi-euleriano, teria de ser um circuito
euleriano, o que também n3do acontece. Assim, o passeio que os habitantes de

Koénisberg queriam fazer, ndo é possivel realizar.

Observe-se que, se G é um grafo semi-euleriano, basta adicionarmos uma
nova aresta (incidente aos dois vértices de grau impar) para obtermos um grafo
euleriano com os mesmos vértices de G.

Ao processo que consiste em transformar um grafo que ndo é de Euler num
grafo de Euler, duplicando arestas, chama-se eulerizar um grafo.

Um processo de eulerizagdo que mantenha dois vértices com grau impar

chama-se semi-eulerizagdo.

Exemplo 3.4 Considere-se grafo da Figura 26. As Figuras 27 e 28 representam duas

possiveis eulerizagGes para o mesmo.

A B

Figura 26 Figura 27 Figura 28

O exemplo anterior mostra que na maior parte dos casos ha possibilidade de se
fazer mais do que uma eulerizagao de um grafo.
Chama-se melhor eulerizagdo aquela que acrescenta o nimero minimo de

arestas, podendo haver mais do que uma “melhor eulerizacdo”.
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Se um grafo tem um numero reduzido de arestas e verifica as condi¢des para a
existéncia de um circuito de Euler, é relativamente facil de identifica-lo por tentativas
sucessivas. No entanto, se o numero de arestas é muito elevado, o processo torna-se
muito complexo, dificultando a identificagdo desse circuito.

O algoritmo seguinte, conhecido por algoritmo de Hierholzer, descreve um
método sistematico para determinar um circuito de Euler num grafo G:

1. Escolher um vértice veV(G) como vértice de partida.

2. Determinar um circuito C que se inicie e termineem v.
3. Se C inclui todas as arestas do grafo, passar para o ponto 8. Caso
contrario, seguir para o ponto 4.

4. Escolher um vértice veV (C), do qual parta uma aresta que nao pertenca a

C.

5. Determinar um circuito C' que se inicie e termine em v, utilizando
somente arestas que ndo pertengama C.

6. Juntar os circuitos C e C' e denotar o novo circuito por C .

7. Voltar ao ponto 3.

8. Ocircuito de Euler esta encontrado.

Exemplo 3.5 Observe-se o grafo G da Figura 29. Pelo Teorema 3.1, facilmente se

conclui que existe um circuito de Euler.

e B

D a, €
Figura 29
Vejamos como, seguindo o algoritmo de Hierholzer, podemos encontrar um

circuito de Euler para o grafo G.
1. Iniciar o circuito em A.

2. Escolher um circuito C que se inicie e termine em A, percorrendo sempre

arestas ndo usadas, Por exemplo, AB D C B C A. (Figura 30).

37



8=

— i
-
—

Figura 30
3. C nadoinclui todas as arestas do grafo.
4. Escolher um vértice entre o A e o D, e reiniciar o processo de construcdo no
ponto 1 com o novo vértice de partida escolhido, por exemplo o vértice D.
5. Determinar entdao um novo circuito C' iniciado em D, por exemplo, D E A
D.

6. Juntar C e C' e obter o circuito que se passard a designar por C (Figura

31).
ABDCBCA e

ABDEADCBA
A B

@ EERIY

[

Figura 31

7. Voltar ao ponto 3 do algoritmo.
3. Ocircuito resultante ja contém todas as arestas do grafo.

8. Ocircuito de Euler esta encontrado.

Um outro algoritmo igualmente eficiente para a determinacdo de circuitos de
Euler é o algoritmo de Fleury publicado em 1883, cuja estratégia consiste em juntar ao
trajecto corrente uma nova aresta que se possivel ndo seja uma ponte.

Segue-se a descricdo desse algoritmo.

Seja G um grafo que contém um circuito de Euler.

1. Escolher um vértice veV(G) como vértice de partida.
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2. Escolher um circuito, partindo de v, e eliminar todas as arestas percorridas
e todos os vértices que entretanto fiquem isolados.

3. Se a aresta candidata for uma ponte, entdo sé pode ser percorrida se pelo
menos um dos seus vértices ficar isolado.

4. Terminar quando nao houver mais vértices.

Exemplo 3.6 Observe-se grafo G da Figura 32. Pelo Teorema 3.1, facilmente se

conclui que existe um circuito de Euler.

Figura 32

Vejamos como, seguindo o algoritmo de Fleury, podemos encontrar um circuito
de Euler para o grafoG.

1. Iniciar o circuito em A.

2. Escolher um circuito C. Sempre que uma aresta for percorrida é

“eliminada” sendo colocada a tracejado e, sempre que um vértice fique

isolado, é colocado um circulo a volta dele.

A B A B A B
o - Rl S §: - @ O L
EQ I f EQ
D & D c D C
Figura 33 Figura 34 Figura 35
A B A (B)
Figura 36 @ T TELEE ‘:::@Figura 37 | '@ Figura 38
D C D C
A /'T‘\ 1?-
J. A Rt A (& ) )
G re : E
D ©) e miH
- ) © D) ©)
Figura 39 Figura 40 Figura 41
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Partindo de A tem-se 4 arestas a escolha: opta-se por a, (Figura 33). Em B, tem-

se trés arestas a escolha, podendo-se escolher qualquer uma delas. Opta-se por

ag (Figura 34). Em D, com trés arestas a escolha opta-se por a, (Figura 35). Em
C tem-se trés arestas a escolha: a,, a, e a,.
3. Aaresta a, é uma ponte logo ndao pode ser escolhida pois, se for retirada,
o grafo fica desconexo. Ndo podendo seguir a,, selecciona-se a, (Figura 36).
Saindo de B tem-se uma Unica aresta a percorrer, a aresta a, (Figura 37). 0
ponto B fica isolado. Em C tem-se uma Unica aresta disponivel, a, (Figura 38). C
fica isolado. Em A tem-se duas arestas disponiveis: opta-se por a, (Figura 39).
Em D tem-se uma aresta disponivel, a; (Figura 40). Finalmente percorre-se a
(Figura 41).

4. Ja ndo existem mais vértices. O circuito pretendidoé ABDCBCADEA.

3.2 Ciclos de Hamilton

Nesta seccao estudamos uma classe particular de grafos — os grafos

hamiltonianos. Conforme ja se referiu na introducdo, a associacdo do nome do

matematico irlandés Hamilton® a estes grafos, deve-se ao facto de ter sido ele a propor

e a resolver um problema que designou por viagem a volta do mundo que consiste em

percorrer todos os vértices de um dodecaedro passando uma Unica vez em cada um,

com partida e chegada no mesmo vértice.

Definicdo 3.3 Um caminho que contém todos os vértices de um grafo diz-se um

caminho de Hamilton (ou hamiltoniano). Por sua vez, um ciclo que contém todos os

vértices de um grafo, designa-se por ciclo de Hamilton (ou hamiltoniano).

Exemplo 3.7 No grafo da Figura 42 o caminho (a, f ,b,d,c,e> € hamiltoniano e o ciclo

(a,f,b,ced,a) éhamiltoniano.

* Sir Wiliiam Rowan Hamilton nasceu em Dublin na Irlanda em 1805 e faleceu em 1865.
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Figura 42

Também se podem definir caminhos e ciclos de Hamilton para grafos

orientados (utilizando, nesse caso, a no¢do de caminho e ciclo orientado).

Definicao 3.4 Um grafo que admite um ciclo de Hamilton designa-se por grafo
hamiltoniano (ou grafo de Hamilton). Um grafo que admite um caminho de Hamilton

diz-se um grafo semi-hamiltoniano.

Encontrar um ciclo de Hamilton num grafo de pequena dimens3ao que o admita
é relativamente facil. Porém, quando a dimensdo cresce, provar que ndo existe
qualquer ciclo de Hamilton pode tornar-se muito dificil.

Contrariamente ao que acontece no caso dos circuitos eulerianos, ndo se
conhece nenhuma condigdo necessaria e suficiente para a existéncia de um ciclo de
Hamilton. No entanto, existem algumas propriedades que os grafos hamiltonianos
satisfazem, que podem ajudar a construir, ou a deduzir que é impossivel construir, um

ciclo hamiltoniano. De facto, se um grafo G =(V ,E) é hamiltoniano, temos que:

i. Se um vértice veV tem grau 2, entdo, as duas arestas incidentes a v fazem
parte de qualquer ciclo hamiltoniano.
ii.  Na construcdo de um ciclo hamiltoniano, nenhum ciclo se pode formar até se
percorrerem todos os vértices.
iii.  Se na construgdo de um ciclo hamiltoniano duas arestas incidentes num mesmo
vértice ndo podem ser consideradas na construc¢do do ciclo, entdo, as restantes
arestas incidentes a esse vértice ndo podem ser consideradas na construcdo do

ciclo hamiltoniano.
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Vejamos um exemplo em como podemos fazer uso destas propriedades:

Exemplo 3.8 Considere-se o grafo da Figura 43.
b

1] C

AN

N r
i L e

]
A

Figura 43
Este grafo ndo é hamiltoniano pois se o fosse: por i., as arestas {a,b}, {a,h},
{b,c}, {cd}, {ed}, {e,f}, {f.g} e {h,g} estariam em qualquer ciclo hamiltoniano
(os vértices a, ¢, g e e sdo vértices de grau 2); entdo, por iii., todas as restantes
arestas de G nado poderiam ser consideradas na construcdo do ciclo hamiltoniano;

obterfamos ent&o o ciclo (a,b,c,d e, f,g,h.a), o que contradiz ii..

Os grafos completos, isto €, os grafos onde todos os vértices estdo ligados entre
si, sdo hamiltonianos. Assim sendo, dado um grafo G nao hamiltoniano, adicionando

arestas a G necessariamente se obtera um grafo hamiltoniano.

Definigao 3.5 Um grafo G simples chama-se grafo maximal ndo hamiltoniano se nao
é um grafo hamiltoniano mas a adicdao de qualquer aresta que ligue dois vértices ndo

adjacentes forma um grafo hamiltoniano.

. . 4 s .~
O teorema a seguir, designado por Teorema de Ore”, dd-nos uma condicao

suficiente, mas ndo necessaria, para que um grafo admita um ciclo de Hamilton.

Teorema 3.3 Seja G um grafo simples com v(G)ZB. Se para todos os pares de

vértices u, v de G ndo adjacentes, a soma dos respectivos graus é ndo inferior a

v(G), isto &,

* Oystein Ore (1899-1968), matematico noruegués que trabalhou em teoria dos grafos, teoria dos anéis
e teoria dos corpos.
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vu,veV(G)dG (U) + dG (V) 2 V(G) 4

entdo G é hamiltoniano.

Demonstragao

Vamos fazer esta prova por reducdo ao absurdo. Suponha-se que existe um
grafo G que satisfaz as condi¢cbes do teorema, mas ndo é um grafo hamiltoniano.
Acrescentando tantas arestas quantas as necessarias, podemos supor que G é um
grafo maximal com esta propriedade, significando isso que, se acrescentarmos mais
uma aresta, o grafo passa a hamiltoniano. Como G ndo é completo (caso contrario
seria hamiltoniano) existe um par de vértices ndo adjacentes u e v. Uma vez que
G+uv é hamiltoniano, deve conter um ciclo de Hamilton. Este ciclo contera
certamente a aresta e=uv. Como consequéncia, em G existe um caminho de

Hamilton (u=v,,v,,..,v, =V). Note-se que ndo existe nenhum indice i em G tal que
w;,,€E(G) e vveE(G), caso contrdrio existiia em G o ciclo de Hamilton
(Vg 1eeeVi VY, Vi Vy) (Ver Figura 44). Logo, sendo k=dq (u) e Ng(u)={v;,.,..v; |,
nao existe um indice j tal que vj_leNG(v). Consequentemente, existem
ds (V) <v(G)—(dg (u)+1), o que é equivalente a dg (v)+d, (u)<v(G)-1, contrariando

a hipétese. Logo, G ndo é hamiltoniano.

.’ . . ..................
U1 Uy U3 v; w Uy

Figura 44
Notemos que, qualquer grafo nas hipdteses do Teorema de Ore é um grafo

conexo.

O teorema seguinte, designado por Teorema de Dirac’, resulta imediatamente

do anterior.

> Gabriel Andrew Dirac (1925-1984), matematico, filho da mulher do fisico tedrico e fundador da
mecanica quantica (prémio Nobel da Fisica em 1933) Paul Dirac.
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Teorema 3.4 Seja G um grafo tal que v(G)>3. Se 8(6)2%\/(6), entdo G é

hamiltoniano.

Demonstracao
i . 1 ~
Uma vez que para cada vértice veV(G) se obtém dg (V)ZEV(G), entdo,

v ds (u)+ds (V)2 v(G).

uveV(G)

Logo, pelo Teorema de Ore, G é hamiltoniano.

Note-se que o teorema de Dirac é um caso particular do Teorema de Ore.

Exemplo 3.9 A Figura 45 mostra um grafo simples, de ordem 5 e para quaisquer

vértices u, v distintos e ndo adjacentes, d(u)+d(v)>5. Logo, pelo Teorema de Ore, 0

grafo tem ciclos hamiltonianos, por exemplo, (1,2,3,4,5,1).
No entanto, d (1)=2<g, logo o grafo ndo satisfaz a condicdo indicada no Teorema de

Dirac.

Figura 45

Nesse sentido o Teorema de Ore é mais geral do que o Teorema de Dirac, a condicao
indicada no Teorema de Ore ndo é necessaria para que um grafo tenha um ciclo
hamiltoniano e, consequentemente, também a condicdo indicada no Teorama de Dirac

nao é necessaria.

Exemplo 3.10 O grafo da Figura 46 é um grafo simples com 5 vértices. Os vértices 1 e 3

sdo distintos e ndo adjacentes e d(1)+d(3)=4<5, logo o grafo ndo satisfaz a

condicdo indicada no Teorema de Ore. No entanto, tem ciclos hamiltonianos, por
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exemplo, <l,2,3,4,5,1>. Este exemplo ilustra como a condicdo indicada no Teorema de

Ore ndo é necessaria para que o grafo tenha um ciclo de Hamilton.

4 3

Figura 46
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4 Arvores

Neste capitulo, apresentamos uma classe de grafos conexos — a classe das
arvores. O facto da resolucdo de muitos problemas associados a grafos se fazer com
recurso a uma ou vdrias das suas arvores abrangentes, tornam as arvores
especialmente importantes no contexto da Teoria dos Grafos. Os primeiros estudos
sobre arvores foram realizados por Cayley® em 1857, pelo que o reconhecimento da

sua importancia vem, praticamente, desde as origens da teoria dos grafos.

4.1 Arvores

Definigdo 4.1 Um grafo G diz-se uma drvore se G é conexo e nao contém circuitos.

Exemplo 4.1 Nas Figuras 47, 48 e 49 estao representadas algumas arvores.

Figura 47 Figura 48 Figura 49

Teorema 4.1 Se G =(V ,E) € um grafo simples com v vértices, entdo sdo equivalentes

as seguintes afirmacdes:
a) G éuma arvore;
b) G ndo contém ciclos e tem v -1 arestas;
c) G éconexoetem v-1 arestas;
d) G é conexo e cada aresta é uma ponte;
e) Quaisquer dois vértices de G estdo ligados por um Unico caminho;

f) G ndo contém ciclos, mas acrescentando uma aresta obtém-se um ciclo.

® Arthur Cayley (1821-1895), matematico inglés que publicou mais de 900 artigos, com resultados em
vdrias dreas da matemitica.
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Demonstragao
a) = b) Vamos fazer a prova por inducdo sobre o nimero de vértices v . E claro
que se v=1, entdo a Unica arvore com 1 vértice é o grafo trivial com 0=v-1
arestas, pelo que a implicacdo se verifica. Suponha que a implicacdo é verdadeira
para todas as drvores com menos de v >2 vértices. Uma vez que, por definicao, G
ndo contém ciclos, a remoc¢do de qualquer aresta, subdivide o grafo em duas
componentes G, e G,, cada uma das quais é uma arvores. Supondo que G, tem
v, Vértices e que G, tem v, vértices, com v, +v, =v, por hipotese de indugdo,
e(G)=v,-1 e &(G,)=v,-1. Logo, o nimero total de arestas de G ¢ igual a
e(G)=¢(G,)+¢(G,)+1=v,—-1+v,-1+1=v-1
b) = c) Suponha que G ndo é conexo. Entdo, cada componente de G é um grafo
conexo sem circuitos, pelo que, por hipdtese, o numero de vértices de cada
componente excede em uma unidade o numero de arestas. Logo, o numero total
de vértices de G, excede o numero total de arestas de G em pelo menos duas
unidades, contradizendo a hipdtese de G ter v—1 arestas.
c) = d) Como G é conexo, com v -1 arestas, a remog¢ado de uma qualquer aresta
produz um grafo com v vértices e v—2 arestas e, consequentemente, esse grafo
nao é conexo uma vez que um grafo conexo de ordem v tem, pelo menos, v-1
arestas.
d) = e) Dados dois vértices arbitrdrios u e v, por definicdo de grafo conexo, existe

um caminho - (u,v). Uma vez que, por hipdtese, qualquer aresta desse caminho é

uma ponte, podemos concluir que esse caminho é unico.

e) = f) Supondo que G contém um ciclo, entdo quaisquer dois vértices desse
ciclo estdo ligados por, pelo menos, dois caminhos e, consequentemente, existem
vértices de G que estdo ligados por mais do que u caminho. Logo, se entre
quaisquer dois vértices de G existe um Unico caminho, entdo G ndo contém
ciclos. Porém, acrescentando uma aresta entre dois vértices u e v, como, por

hipdtese, ja existe um caminho — (u,v), criamos um ciclo.

f) = a) Note-se que basta provar que se G satisfaz a hipdtese, entdo é conexo.

Suponha que G satisfaz a hipdtese, mas ndo é conexo. Se acrescentarmos uma
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aresta a G, ligando dois vértices pertencentes a componentes distintas, ndo se cria

gualquer ciclo, o que constitui uma contradicao.

Teorema 4.2 Cada arvore nao trivial contém pelo menos dois vértices de grau um (que

se designam por folhas).

Demonstra¢ao
Seja G uma arvore ndo trivial com v vértices. Como uma arvore é conexa,

entdo vV, d(v)=1. Recorrendo ao Teorema 2.1 sobre o nimero de arestas e ao

Teorema 4.1, podemos concluir que

dd(v)=2v-2

veV

Como consequéncia, pelo menos dois vértices tém grau um (caso contrario,

Dod(v)=2v-2).

veV

4.2 Arvores abrangentes

Definicao 4.2 Dado um grafo conexo G, designa-se por drvore abrangente ou drvore
geradora de G, todo o subgrafo de G que é uma arvore e contém todos os vértices de

G.

Exemplo 4.2 Seja G o grafo representado na Figura 50.
&

Figura 50

Sdo arvores abrangentes do grafo G, por exemplo:
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Figura 51 Figura 52 Figura 53 Figura 54

Teorema 4.3 Todo o grafo conexo admite uma arvore abrangente.

Demonstragao
Seja G um grafo conexo e seja T um subgrafo abrangente conexo minimal
deG, ou seja, tal que cc(T)=1 e cc(T —e)>1, para cada e<T . Entdo, cada aresta de

T é uma ponte e, tendo em conta o Teorema 4.1, T é uma arvore.

Teorema 4.4 Seja G um grafo conexo, entdo ec E(G) € uma ponte se e sO se e

pertence a todas as arvores abrangentes de G.

Demonstrac¢ao
Seja e uma ponte de G, com extremos u e v, e suponha que existem uma

arvore abrangente T de G tal que e¢ E(T). Por definicdo de arvore abrangente, em

T existe um caminho — (u,v), o que entra em contradigdo com a a aresta e=uv ser

uma ponte.
4.3 Arvores abrangentes de custo minimo

Se a cada aresta de um grafo associarmos um numero, ou seja, um custo ou
peso, entdo o grafo designa-se por grafo com custos ou pesos nas arestas. Neste caso,
o custo de um subgrafo corresponde ao custo determinado pela soma dos custos das
suas arestas. Em muitas aplicacles, é frequente a determinacdo de arvores de custo

minimo. Os algoritmos mais populares para a determinac¢do de arvores abrangentes de
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custo minimo, sdo o algoritmo de Kruskal e o algoritmo de Prim, o quais se

apresentam a seguir.

4.3.1 Algoritmo de Kruskal

O passo basico do algoritmo de Kruskal, aplicado a um grafo G com custos nas
arestas, consiste na escolha sucessiva de uma aresta com custo minimo e na sua
posterior elimina¢do, obtendo-se uma versao modificada do grafo original. Uma vez

determinado um subconjunto de arestas ScE(G) com menor custo e que nao

formam um ciclo no grafo original, determina-se uma aresta e de custo minimo em
E(G)\S tal que Su{e} continua a ndo formar um ciclo no grafo original (note-se que
a aresta de custo minimo que é analisada é eliminada do grafo modificando,
independentemente de ser ou ndo escolhida para S). Este procedimento é repetido

até se obterem v(G)—l arestas ou até ndo existirem mais arestas no grafo modificado

(neste ultimo caso, conclui-se que o grafo original ndo é conexo)

O teorema que se segue, mostra que o algoritmo de Kruskal determina uma

arvore abrangente de custo minimo de um grafo conexo com custos nas arestas.

Teorema 4.5 Se G é um grafo conexo, entdo o algoritmo de kruskal determina uma

arvore abrangente de custo minimo.

Demonstragao

E claro que o algoritmo de Kruskal determina uma arvore abrangente (no caso
de grafos conexos). Vamos mostrar, por reducdo ao absurdo, que esta arvore tem
custo minimo.

Primeiramente deve observar-se que apds ordenar as arestas segundo os
respectivos custos, vem w(e;)<w(e,)<..<w(e,), onde w(e) denota o custo da aresta
e. Suponha que a arvore T', determinada pelo algoritmo de Kruskal ndo é 6ptima, ou

seja, ndo tem custo minimo.
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Considere-se uma darvore abrangente 6ptima T talque T e T' tém as mesmas
arestas com indices ndo superiores a k-1 e que k é o maior indice nestas condicdes.

Entdo, e, é a préxima aresta a inserir no conjunto de arestas que vao formar T' e é tal
que e ¢E(T). Logo, E(T)u{e,} contém um ciclo C que, necessariamente, contém
uma aresta e e que ndo pertence a E(T') e é tal que w(e)>w(e, ). Logo, substituindo
E(T) por (E(T)\{e})u{e} obtém-se uma &rvore abrangente T' de custo ndo
superior ao custode T .

1. Se w(e)>w(e ), entdo T' tem custo igual ao de T o que é absurdo, uma vez

que, por hipotese, T é uma arvore éptima.
2. Se w(e)=w(e ), entdo T' tem custo igual ao de T o que é absurdo, uma vez

que T' tem pelo menos as k primeiras arestas coincidentes comasde T', o

gue contraria a definicdo de T .

Como consequéncia, podemos concluir que T' é uma arvore abrangente dptima.

Exemplo 4.3 Observe-se o grafo G da Figura 55.

A _

l6

Figura 55
Vejamos como, utilizando o algoritmo de Kruskal, podemos determinar uma arvore
abrangente de custo minimo do grafo G com custos nas arestas.
O primeiro passo do algoritmo consiste na ordenacdo das arestas de G. Vamos
assumir que, como resultado desta ordenagdo se obtém: e, =AB, e,=EF, e,=BC,
e,=AG, e,=CD, e, =FG, e, =BD, ¢;=DE, e, =AF, e, =BF, e, =DF e e, =EG.
Segue-se uma tabela, onde se pretende descrever cada um dos passos resultantes da

aplicacao do algoritmo.
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k & w(e, ) Insere e, ? Arvore

1 AB 9 Sim {AB}

2 EF 10 Sim {AB,EF}

3 BC 12 Sim { AB,EF BC}

4 AG 15 Sim {AB,EF ,BC,AG]

5 CcD 15 Sim { AB,EF ,BC,AG CD)
6 FG 16 Sim {AB,EF BC,AG,CD,FG)

Note-se que o algoritmo termina apds a inser¢ao da sexta aresta. Na Figura 56
representa-se a 4arvore abrangente de custo minimo obtida. O peso total é

9+10+12+15+15+16=77.

A,—
B 15
B 16 *
' F

12 \
10
C"\
15 B
D

Figura 56

4.3.2 Algoritmo de Prim

O algoritmo de Prim, também conhecido por algoritmo do vizinho mais

proximo, aplicado a um grafo G, comega com um vértice arbitrario aeV(G), a partir

do qual se escolhe a aresta de custo minimo ab, de entre as que |Ihe sdo incidentes,
com a qual se forma o conjunto corrente de arestas candidatas a incluir na arvore
abrangente de custo minimo. Sendo S o conjunto formado pelas arestas candidatas a
incluir na arvore abrangente de custo minimo, determina-se a aresta de custo minimo,
de entre as arestas incidentes num dos vértices extremos das arestas de S que,
conjuntamente com elas, ndo forma qualquer ciclo. Este procedimento é repetido, até

ndo ser possivel incluir em S qualquer aresta adicional. A determinacdo do vizinho
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mais proximo de um vértice v, pode fazer-se, com recurso a uma estrutura de dados
(a;,B;), onde o; é um vértice mais proximo de v;, de entre os vértices da arvore
corrente S, e B, é a distancia entre o vértice v. e a arvore S, ou seja, o custo da aresta

V.o

Exemplo 4.4 Vamos determinar uma drvore abrangente de custo minimo, para o grafo

do exemplo 4.3, por aplicacdo do algoritmo de Prim.

Seja A, por exemplo, o vértice inicial, pelo que T :{A} e Arvore=@. Depois de
iniciadas as diferentes varidveis, na tabela a seguir, apresentam-se os diferentes
atributos associados aos vértices de V\T .

i B C D E F G

o A A A

B 9 o ®©o 25 15

Seguem-se as tabelas dos valores (dos atributos) obtidos ao longo das seis iteracoes
necessarias para a determinacdo da arvore abrangente de custo minimo, por aplicacdo

do algoritmo de Prim.

1. O menor valorde B, é B, =9. Logo, inserimos o vértice B em T e a aresta AB
na arvore. Como consequéncia, T ={A,B}, Arvore={AB} e, actualizando os

atributos, obtém-se:

2. Neste caso, o menor valor de B, é p.=12. Llogo, T={AB.C},

Arvore ={AB,BC} e, actualizando os atributos, obtém-se:
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3.

6.

O menor valor de B, é B, =15. Logo, T ={A,B,C,D}, Arvore={AB,BC,CD} e,

actualizando os atributos, obtém-se:

O menor valor de B é Pg=15. Llogo, T={AB,C,DG},

Arvore ={AB,BC,CD,AG} e:

I E
Q; D G
B |21 16

O menor valor de B é B.=16. Llogo, T={AB,C,DG,F},

Arvore ={AB,BC,CD,AG,FG} e:

I E
Q; F
B [0

Tendo em conta a ultima tabela obtida, conclui-se que o vértice F é o vértice
da arvore mais proximo de E . Logo, obtém-se a arvore abrangente de custo

minimo: T =V (G) e Arvore:{AB,BC,CD,AG,FG,EF}.
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Note-se que, embora as arestas tenham sido inseridas por uma ordem distinta,
a arvore abrangente de custo minimo obtida pelo algoritmo de Prim é a mesma que foi
obtida pelo algoritmo de Kruskal. No caso geral, porém, quando existem varias arvores
abrangentes éptimas, nem sempre os algoritmos de Kruskal e de Prim produzem a

mesma arvore abrangente de custo minimo.

Em geral, é dificil dizer qual € o melhor algoritmo, de entre os algoritmos de
Kruskal e de Prim. Na pratica, porém, verifica-se que o algoritmo de Prim é mais rapido
para grafos de ordem pequena e dimensdo elevada e o algoritmo de Kruskal comporta-

se melhor para grafos de ordem elevada e com poucas arestas.[2].
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5 Aplicagoes

O desenvolvimento das Ciéncias e Tecnologias nas décadas mais recentes tem
levado a uma cada vez mais ampla aplicacdo da Teoria dos Grafos. Sendo esta area
altamente transdisciplinar e sendo estimulada por problemas do mundo real, tem-se
desenvolvido muito, continuando sempre a ter um potencial enorme de aplicacdes.

Neste capitulo, apresentamos uma breve descricdo de algumas das suas

aplicabilidades praticas em diversas areas do conhecimento.

5.1 Em Psicologia

Uma importante parte da Psicologia social é a dinamica de grupos. Esta drea
centra-se na estrutura das relagdes que cada pessoa estabelece num grupo.

Designam-se como redes de comunicacdo, os canais e 0 modo como as pessoas
se relacionam no interior de um grupo. Na grande parte das vezes, verifica-se que o
estudo dos elementos que compdem a rede é insuficiente para explicar o seu
comportamento observavel. Ha varidveis importantes inerentes as ligacdes dos
constituintes da rede e as formas de construcdo de tais relacdes.

A A
a 08 A

N

at d

ot
NJ

Figura 57 Figura 58 Figura 59

Os trés tipos de redes existentes, em estrela (Figura 57), em circulo (Figura 58)
e cadeia (Figura 59), representam-se por grafos que reproduzem os modelos de
transmissdao de mensagens que se estabelecem entre os membros de um grupo. Na
realidade, a Teoria dos Grafos constitui uma das bases do estudo das redes socais. Os
vértices representam as pessoas e a existéncia de uma aresta unindo dois vértices

representa a relagdo de comunicagdo entre as pessoas.
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5.2 Em Computacao

As redes de comunicagdo sdo estruturas de grande importancia em Ciéncias da
Computacao.

A disposicdo fisica dos computadores, relativamente as cablagens e dispositivos
gue os unem, podem ser de varios tipos, nomeadamente, em estrela, em anel e linear.
Essa disposicdao pode ser modelada por um grafo, em que os vértices representam os
computadores e as arestas as conexdes fisicas entre eles.

Na disposicdo em estrela (Figura 60), cada né (computador) é interligado a uma
no central (mestre) através do qual todas as mensagens devem passar. Tal n6 age,
assim, como centro de controlo da rede, interligando os restantes nds que,
usualmente, podem comunicar apenas com um outro né de cada vez.

Na disposicdao em anel (Figura 61), é possivel transmitir e receber dados em
qualquer direc¢do. Quando uma mensagem é enviada por um no, ela entra no anel e
circula até ser retirada pelo né de destino, ou entdo até voltar ao né fonte.

Relativamente a disposicdo linear (Figura 62), os nds encontram-se todos
ligados ao mesmo meio de transmissdo. Contrariamente as disposicdes anteriormente
apresentadas que sao configuragdes ponto a ponto, isto é, em que cada enlace fisico
de transmissdo conecta apenas dois dispositivos, a disposicdo linear tem uma
configuragdo multiponto, isto é, mais do que dois dispositivos estdao conectados ao

meio de comunicacgao.
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Figura 61

Figura 60
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Figura 62

As redes de comunicacdo de dados, também vulgarmente designadas por redes
de computadores, tém-se desenvolvido a um ritmo acentuado, sobretudo devido aos
avang¢os nas areas da microelectronica e da informatica, sendo hoje imprescindiveis
em praticamente todas as areas de actividade. Estas redes disponibilizam aos
utilizadores um conjunto de vantagens que as tornam atractivas. Entre outras, podem
destacar-se a possibilidade de acesso a computadores remotos, o uso e a partilha de
recursos diversificados e/ou dispendiosos, o acesso a informacdo e a facilidade de

transferéncia de dados.

5.3 Em Quimica

Uma molécula é a parte mais pequena de uma substancia que conserva as
propriedades quimicas caracteristicas dessa mesma substancia.

As moléculas podem ser constituidas por 4tomos do mesmo elemento ou por
atomos de elementos diferentes.

Por exemplo, a molécula da agua (H,O ) é constituida por um Unico atomo de
oxigénio ligado a dois atomos de hidrogénio, podendo ser representada pela seguinte

féormula estrutural (Figura 63):

H-O-H

Figura 63

A férmula estrutural das moléculas pode ser interpretada como um grafo em

gue cada atomo é um vértice e cada ligacdo uma aresta.
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A molécula do etanol (C,H,OH) (Figura 64), por exemplo, pode ser

representada pelo seguinte grafo (Figura 65):

i
H—(|3—(|3—O—H
H H
Figura 64 Figura 65

E de salientar que a férmula estrutural ndo nos permite obter informacdes
sobre a forma como os atomos estdo dispostos no espag¢o, no entanto, é
extremamente Util pois, através de uma representacdo plana, descreve todos os
elementos presentes na molécula e a disposi¢cdo dos atomos.

Em Quimica, o termo valéncia é usado para indicar o nimero de ligacdes que
um atomo precisa fazer com os atomos “vizinhos”.

No grafo anterior, o grau de cada vértice é, simplesmente, a valéncia de cada
atomo correspondente. Assim, os vértices correspondentes ao atomo de carbono,

oxigénio e hidrogénio tém, respectivamente, grau 4,2 e 1.

5.4 Em Electricidade

Para descrever completamente um circuito eléctrico precisamos relacionar ndo
sO os elementos (geradores, receptores, fios condutores, interruptores, etc.) que o
compdem como ainda indicar a maneira pela qual estes elementos estao interligados.

Cada dipolo é representado por um segmento linear, terminado por dois
pontos, sendo este segmento designado por ramo. A interconexdo entre dipolos é
representada pela unido dos segmentos lineares representativos, em que os pontos de
interconexao se designam por nés.

A descricdo dessas interconexdes pode ser interpretada como um grafo em que

as arestas representam os ramos e os vértices os nos.
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Se transpusermos para o grafo de um circuito os sentidos de referéncia
positivos adoptados para as correntes em todos os ramos, passamos a ter um grafo
orientado.

As figuras 66, 67 e 68 mostram, respectivamente, um circuito eléctrico, o grafo

e o grafo orientado do mesmo circuito.

Figura 66 Figura 67 Figura 68

5.5 Em Biologia

As cadeias alimentares sdo representacdes graficas lineares do fluxo de energia
entre os varios niveis tréficos. Indicam, mediante setas, quem fornece a energia e
guem a consome indicando o percurso do alimento desde o produtor até aos
consumidores.

Para construir uma cadeira alimentar coloca-se o produtor a esquerda (ou por
baixo) e o consumidor final a direita (ou em cima).

A figura seguinte (Figura 69) representa uma cadeia alimentar tipica de um

ecossistema terrestre.

Figura 69
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Esta cadeia pode ser representada pelo grafo orientado da Figura 70, com cinco

vértices (cinco espécies de seres vivos) e quatro arcos.

& >& >@ >® >
PASTO GAFANHO SAPO COBRA FALCAO
Figura 70

O mundo real é muito mais complicado que uma cadeia alimentar. Ha seres
vivos que tém dietas muito especializadas e mondtonas como por exemplo o urso
formigueiro que se alimenta quase exclusivamente de formigas, mas a maior parte dos
organismos vivos tém dietas muito variadas. Os falcGes ndo se limitam a comer apenas
cobras, as cobras comem outros seres para além dos sapos, os sapos comem mais do
que gafanhotos, etc. A representacdo mais realista de quem come quem é uma rede

alimentar, rede tréfica ou teia alimentar, como podemos observar na seguinte figura:

Figura 71

Esta teia alimentar pode ser representada pelo grafo orientado da Figura 72.
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Figura 72

Da andlise deste grafo podemos, por exemplo, concluir que a cadeia é
constituida por dezasseis espécies (o grafo tem ordem 16), e com dimensdo 23 que é o
nimero total de arcos. E um grafo orientado pois o fluxo é unidireccional. O
comprimento mdaximo do caminho é 6, ou seja, uma sequéncia de sete seres vivos e
seis arcos.

Podemos ainda, por exemplo, observar que ha duas espécies que sao
consideradas como produtores: a espécie 8 e a espécie 12. Verificamos que os
produtores 8 e 12 tém grau de saida 3 e 2, respectivamente, ou seja, ha trés espécies
que se alimentam do produtor 8 e duas que se alimentam do 12. Quanto maior é o
grau de saida de uma espécie na rede, maior é a ligacdo dele com outros vértices, logo
o seu desaparecimento afectaria gravemente toda a teia.

Como herbivoros existem cinco espécies, as quais se encontram ligadas por
arcos aos produtores (3, 7, 9, 11 e 13). Podemos referir que os herbivoros 3 e 13 ndo
servem de alimento ao resto da teia, ou seja, ndo tém predadores naturais o que
podera levar ao aumento destas duas espécies.

Existem seis animais ligados aos herbivoros sendo, portanto, designados por
carnivoros, e sao eles, 2, 6, 10, 13, 14 e 16. Verificamos que o numero 13 é
simultaneamente carnivoro e herbivoro e a este tipo de alimentacdo normalmente da-
se 0 nome de omnivoro.

Da analise da rede alimentar é ainda possivel identificar que ha trés espécies

sem predadores naturais, ou seja, que tém grau zero de saida (niumeros 1, 2 e 3).
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6 Aulas

Neste capitulo, apresentamos as orienta¢des gerais do Ministério da Educacdo
para o programa da disciplina de Matematica Aplicada as Ciéncias Sociais [15] e,
posteriormente, preparamos um conjunto de tarefas que permitem abordar e

desenvolver alguns dos contetdos constantes do programa da referida disciplina.

6.1 Programa de Matematica Aplicada as Ciéncias Sociais

6.1.1 Apresentagao do programa

A disciplina de Matematica Aplicada nas Ciéncias Sociais destina-se ao Curso
Geral de Ciéncias Sociais e Humanas e ao Curso Tecnolégico de Ordenamento do
Territorio. Para o Curso Geral trata-se de uma disciplina bienal da componente de
formacao especifica com uma carga hordria distribuida por 3 aulas de 90 minutos por
semana. Para o Curso Tecnoldgico é uma disciplina trienal da componente de
formacao cientifico-tecnoldgica com uma carga horaria semanal distribuida por 2 aulas

de 90 minutos.

Esta disciplina pretende, essencialmente, fazer com que os estudantes dos
cursos referidos desenvolvam a capacidade de formular e resolver matematicamente
problemas e a capacidade de comunicac¢do de ideias matematicas. Pretende ainda que
os estudantes tenham experiéncias matematicas significativas que lhes permitam
saber apreciar devidamente a importancia das abordagens matematicas nas suas

futuras actividades.
De entre assuntos interessantes que ligam a Matemadtica a vida do dia-a-dia,

foram seleccionados alguns que sdo potencialmente mais aliciantes, nomeadamente:

Métodos de apoio a decisGo (Teoria Matematica das EleicGes e Teoria da partilha
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equilibrada), Modelagdo Matemdtica (Modelos de crescimento Populacional, Modelos
Financeiros e Modelos de Grafos) e Estatistica.

O primeiro tema deve a sua pertinéncia ao facto de vivermos numa sociedade
democratica e estarmos constantemente a ser solicitados para tomar decisdes, tanto
na escolha dos politicos que nos governam (Teoria das elei¢cbes), como ao nivel da
divisdo mais justa do poder em comissGes ou de alguns bens materiais, como por
exemplo a partilha de uma heranga pelos herdeiros (Teoria da partilha equilibrada)
Além disso, estas areas sdao temas muito importantes das Ciéncias Sociais e as
ferramentas matematicas ddo contributos incontorndveis para a tomada de decisdes.

Com o segundo tema pretende-se mostrar como alguns modelos matematicos,
ainda que simples, podem ser Uteis tanto para explicar, por exemplo, o crescimento de
populacdes biolégicas (Modelos de crescimento Populacional), como o crescimento das
poupancas no banco (Modelos Financeiros). Os Modelos de grafos introduzem outra
forma de mobilizar a Matematica para outros fins, pensando de maneira ndao usual.
Pretendem ser modelos Uteis para enfrentar problemas de gestdo e iniciar
intervengdes sociais ao nivel da compreensado dos sistemas de distribui¢ao ou recolha.

Finalmente, um lugar de destaque é dado & Estatistica, que hoje em dia ocupa
uma posi¢do marcante junto de todas as profissdes. E uma ciéncia que fornece os
instrumentos préprios para melhor seleccionar e tratar a quantidade de informacao
gue nos chega. Tentar-se-a ainda mostrar como se podem tirar conclusdes a partir do
estudo dessa informacao, partindo do particular para o geral, ao mesmo tempo que se
guantifica o erro cometido, fazendo assim uma referéncia a Inferéncia Estatistica. Sera
ainda trabalhado o conceito de Probabilidade e realgado o papel por si

desempenhado.

Como principais finalidades, a disciplina de Matematica Aplicada as Ciéncias
Sociais pretende promover o aprofundamento de uma cultura cientifica, técnica e
humanistica que constitua suporte cognitivo e metodolégico tanto para o
prosseguimento de estudos como para a inser¢do na vida activa; desenvolver a
capacidade de usar a Matemadtica como instrumento de interpretacao e intervencao
no real, a capacidade de formular e resolver problemas simples em situacdes do dia-a-

dia e no dominio das Ciéncias Sociais bem como a capacidade de interpretar textos
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escritos em linguagem matematica; contribuir para formar uma atitude positiva face a
ciéncia e particularmente para com a Matematica; promover a realizacdo pessoal
mediante o desenvolvimento de atitudes de autonomia e solidariedade e desenvolver
capacidades de intervencdo social pela compreensdo e discussdo de sistemas e
instancias de decisdo que influenciam a vida dos cidadaos, participando desse modo na
formacdo para uma cidadania activa e participativa.

Relativamente a valores/atitudes, a disciplina pretende fazer com que os alunos
sejam capazes de desenvolver confianca em si proprios, interesses culturais, habitos de
trabalho e persisténcia, sentido de responsabilidade e espirito de tolerancia e de
cooperagao.

No que diz respeito a competéncias, visa desenvolver a capacidade de utilizar a
Matematica na interpretacdo e intervencdo no real, o raciocinio e pensamento
cientifico, a capacidade de comunicar e transmitir a informacdo organizada e a

capacidade de utilizagao das novas tecnologias.

6.1.2 Visdo Geral dos conteudos/temas

Em seguida, é apresentada a distribuicdo dos diferentes temas pelos diferentes
anos de escolaridade, os conteludos abordados por tema, assim como o nimero de
aulas aconselhadas. Observe-se, no entanto, que a excepcdao do tema Teoria
Matemdtica das Elei¢cbes que funciona como mddulo inicial, todos os outros podem ser
ordenados de outro modo se o professor entender que, nas condicdes em que

trabalha, dai resultar um maior proveito para os estudantes.

Curso Geral de Ciéncias Sociais e Humanas

10.2 Ano 11.2 Ano

1. Métodos de apoio a Decisao - 40 aulas 1. Modelos matematicos - 30 aulas

e Moddulo inicial Modelos de grafos.
Teoria matemadtica das eleigdes. Modelos populacionais.

e Teoria da partilha equilibrada.

N

. Modelos de Probabilidade - 35 aulas
2. Estatistica - 40 aulas Fendmenos aleatérios.

® Interpretacdo de tabelas e graficos através | ¢ Argumentos de simetria e Regra de
de exemplos. Laplace.
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Planeamento e aquisicdo de dados.
Questdes éticas relacionadas com as
experimentacdes. Exemplos.

Aplicacdo e concretizacdo dos processos
anteriormente referidos, na elaboracdo de
alguns pequenos projectos com dados
recolhidos na Escola, com construcao de
tabelas e graficos simples.

Classificacdo de dados. Construcdo de
tabelas de frequéncia. Representacdes
graficas adequadas para cada um dos
tipos de dados considerados.

Cilculo de estatisticas. Vantagens,
desvantagens e limitagGes das medidas
consideradas.

Introducdo grafica a andlise de dados
bivariados, quantitativos.

Modelos de regressao linear.
Relagdo entre varidveis qualitativas.

3. Modelos matematicos - 10 aulas

Modelos Financeiros.

o Modelos de probabilidade em espagos
finitos. Varidveis quantitativas. Funcdo
massa de probabilidade.

e Probabilidade condicional. Arvores de
probabilidade. Acontecimentos
independentes.

® Probabilidade Total. Regra de Bayes.

e Valor médio e variancia populacional.

e Espaco de resultados infinitos. Modelos
discretos e modelos continuos.

e Exemplos de modelos continuos.

e Modelo Normal.

3. Introdugao a Inferéncia Estatistica -

25 aulas

e Parametro e estatistica.

e Distribuicdo de amostragem de uma
estatistica.

e Nocdo de estimativa pontual. Estimacdo
de um valor médio.

e Importancia da amostragem aleatdria, no
contexto da Inferéncia  Estatistica.
Utilizacdo do Teorema do Limite Central
na obtencdo da distribuicdo de
amostragem da média.

e Construcdo de estimativas intervalares ou
intervalos de confianga para o valor médio
de uma variavel.

e Estimativa pontual da proporgdo com que
a populagdo verifica uma propriedade.

e Construgcdo de intervalos de confianca
para a proporgao.

e Interpretacao do conceito de intervalo de
confianga.

Tabela 1

Curso Tecnolégico de Ordenamento do Territdrio

10.2 Ano

11.2 Ano

12.2 Ano

1. Métodos de apoio a Decisao
- 40 aulas

o Modulo inicial
Teoria matematica das

1. Estatistica - 20 aulas

e C(lassificacdo de dados.
Construcdo de tabelas de | ®
frequéncia. °

1. Modelos de
Probabilidade - 35 qulas

Fendmenos aleatorios.
Argumentos de simetria e

eleicdes. Representagdes graficas Regra de Laplace.
e Teoria da partilha adequadas para cada um | ¢ Modelos de
equilibrada. dos tipos de dados probabilidade em
considerados. espagos finitos. Varidveis
Calculo de estatisticas. quantitativas. Fungdo
Vantagens, desvantagens massa de probabilidade.
e limitagdes das medidas | ¢ Pprobabilidade
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2. Estatistica - 20 aulas

e Interpretacdo de tabelas e
graficos através de
exemplos.

e Planeamento e aquisicao de
dados. Questdes  éticas
relacionadas com as
experimentagdes. Exemplos.

e Aplicacdo e concretizagao
dos processos
anteriormente referidos, na
elaboracdo de alguns
pequenos projectos com
dados recolhidos na Escola,
com construcdo de tabelas e
graficos simples.

consideradas.

e Introdugdo grafica a
analise de dados
bivariados, quantitativos.

e Modelos de regressao
linear.

e Relagdo entre varidveis
gualitativas

2. Modelos matematicos -
40 aulas

o Modelos financeiros.
e Modelos de grafos.
e Modelos populacionais.

condicional. Arvores de
probabilidade.
Acontecimentos
independentes.
Probabilidade Total.
Regra de Bayes.

Valor médio e variancia

populacional.
Espagco de resultados
infinitos. Modelos

discretos e modelos
continuos.

Exemplos de modelos
continuos.

Modelo Normal.

2. Introdugao a Inferéncia
Estatistica - 25 aulas

Parametro e estatistica.
Distribuicao de
amostragem de uma
estatistica.

Nocao de estimativa
pontual. Estimacdo de
um valor médio.
Importancia da
amostragem aleatéria, no
contexto da Inferéncia
Estatistica. Utilizacdo do
Teorema do Limite
Central na obtencdo da
distribuicao de
amostragem da média.

Construcdo de
estimativas intervalares
ou intervalos de

confianca para o valor
médio de uma variavel.
Estimativa pontual da
propor¢do com que a
populagdo verifica uma
propriedade.
Construcdo de intervalos
de confianca para a
proporgao.
Interpretacao do
conceito de intervalo de
confianga.

Tabela 2
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A escolha dos temas propostos teve em conta um dos objectivos prioritarios da
escola, que é o da educacdo para a cidadania, o qual subentende uma melhor
compreensdao do mundo que nos rodeia. Assim, é necessario dotar os jovens de
ferramentas necessdrias para que possam, mais rapidamente e da melhor forma

possivel, responder as diversas solicitagdes do meio em que se inserem.

Os trés temas encerram objectivos variados, permitindo desenvolver
capacidades e competéncias diversas e fazer aparecer diferentes conceitos

matematicos.

6.1.3 Sugestoes Metodoldgicas Gerais

Tal como ja foi dito anteriormente, o programa desta disciplina visa,
essencialmente, desenvolver as capacidades de usar a Matematica em situacdes de
contexto real, formular e resolver problemas e comunicar e transmitir ideias
matematicas, sendo considerado menos relevante a utilizacdo de rotinas e técnicas de
calculo e o dominio dos conceitos como objectos matematicos.

Assim sendo, o grau de aprofundamento de cada tema dependera das opgoes
feitas pelo professor, tendo em conta as caracteristicas dos alunos e os recursos
disponiveis.

E de salientar a importancia de o professor apresentar ou sugerir situacdes que
possam ser objecto de estudo esclarecendo, a partir delas, conceitos necessarios ao

seu estudo e interpretacao.

Os temas Estatistica, Probabilidades e Inferéncia Estatistica devem ser
abordados de uma forma bastante direccionada para os interesses dos estudantes dos
cursos em que a disciplina se integra, sendo por isso tratados com muitos exemplos e

detalhe metodolégico.

O estabelecimento de ligacdes entre os diferentes temas permite que os

estudantes verifiguem como diferentes assuntos se podem interligar para que seja
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possivel abordar situacGes mais complexas. Para além disso, permite que sejam
recordados temas ja estudados na disciplina, sendo de igual importancia que os

professores estabelecam ligagdes com temas abordados no 3.2 ciclo.

Para que a formagdao matematica seja considerada equilibrada, o professor
deve fazer referéncia a Historia da Matematica sempre que seja pertinente. O
estudante necessita ter conhecimento das sucessivas descobertas matematicas que,
juntamente com outras areas do saber, tém contribuido ao longo dos tempos para a

compreensao e resolucdo dos problemas do Homem.

O tipo de trabalho que se pretende desenvolver com os estudantes desta
disciplina pressupde uma alteragao nos instrumentos de avaliagdao tradicionalmente
utilizados. As provas escritas habitualmente usadas para verificar a actividade e
aproveitamento dos estudantes, poderdao ser substituidas por outras tarefas de
avaliacdo, nomeadamente trabalhos de grupo e individuais, os quais podem assumir
diferentes formatos: com posigdes, relatérios sobre actividades desenvolvidas,
preparacao de apresentacoes e participacdo em debates sobre temas devidamente

seleccionados, etc.

A didactica prevista para a disciplina de Matematica Aplicada as Ciéncias Sociais
pressupde o uso de recursos diversificados, sendo considerado indispensdvel, entre
outros, o uso de calculadoras graficas e computadores.

Constituindo a modelagdo matematica um papel de elevada importancia neste
programa, o trabalho com os estudantes apenas sera plenamente atingido se for
possivel trabalhar na sala de aula as diversas fases do processo de modelacao
matematica, embora ndo seja exigivel que sejam todas tratadas simultaneamente em
todas as ocasides. E recomendada a utilizagio de sensores de recolha de dados
acoplados a calculadoras graficas ou computadores para, nalgumas situacdes, os
estudantes tentarem identificar modelos matemadticos que permitam a sua
interpretagao.

O uso da tecnologia facilita ainda uma participacao activa do estudante na sua

aprendizagem, como ja ha muito recomendado por Sebastido e Silva quando escrevia
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que “haveria muitissimo a lucrar em que o ensino fosse tanto quanto possivel
laboratorial, isto é, baseado no uso de computadores, existentes nas proprias escolas
ou fora destas, em laboratdrios de cdlculo”. (Guia para a utilizacgdo do Compéndio de
Matematica). No entanto, o estudante deve ser constantemente confrontado, através
de exemplos concretos, com os limites da tecnologia, devendo ser alertado para a
pertinéncia da confrontacdo dos resultados obtidos com os conhecimentos tedricos,
bem como para a importancia da descricdo dos raciocinios utilizados e da

interpretacdo dos resultados que lhe sdo apresentados.

6.2 Desenvolvimento do tema “Modelos de Grafos” e

indicagcoes metodologicas

Com o tema “Modelos de Grafos” pretende-se que os estudantes interpretem
algumas situacdes de sistemas de distribuicdo e explorem diversas solugdes para

problemas que lhes sejam postos em cada situacao.

Ndo é de todo aconselhado que se efectue uma introducdo tedrica
sistematizada da teoria de Grafos, no entanto, alguns dos raciocinios comuns aos

teoremas e problemas dos circuitos de Euler e Hamilton ndo devem ser evitados.

As definicGes e notagGes devem ser introduzidas a medida que forem sendo
necessarias e Uteis para a clareza da linguagem e devem ser tanto quanto possivel

perceptiveis no ambito das situagdes em estudo.

Os problemas histéricos podem ser apresentados nas aulas, mas podem

também ser utilizados para desenvolver actividades de consulta e projectos.

Se os exemplos apresentados se referirem a situagBes concretas nas
comunidades, as propostas de solucdo podem ser apresentadas aos responsaveis,
desenvolvendo-se, desta forma, competéncias Uteis para a interveng¢do civica e

competéncias fundamentais ao nivel da comunicacdo de ideias matematicas.
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Sistemas de distribuicao, de patrulhamento e controle de equipamentos sociais

Objectivos a atingir:

e Desenvolver competéncias para determinar o essencial de uma determinada
situacdo de modo a desenhar esquemas apropriados a uma boa descricdo;

e Procurar modelos e esquemas que descrevam situagdes realistas de pequenas
distribuicdes;

e Tomar conhecimento de métodos matematicos préprios para encontrar
solucdes de problemas de gestao;

e Encontrar estratégias passo a passo para encontrar possiveis solugdes;

e Descobrir resultados gerais na abordagem de uma situagao.

O professor pode apresentar situacdes de sistemas de distribuicao (distribuicdo
postal, ...), de patrulhamento (parcémetros, ...) e controle de equipamentos sociais
(sistemas de limpezas de ruas, recolha de lixo, ...) que sejam modeladas por grafos de
arestas

O aumento gradual do nivel de exigéncia nos problemas apresentados pode ser
fundamental para introduzir nogdes e técnicas. Por exemplo, dado um problema de
patrulhamento pode ser proposto inicialmente que, sobre um mapa, os estudantes
encontrem quaisquer caminhos possiveis. Posteriormente devem encontrar caminhos
sem repetir arestas, seguindo de caminhos sem repetigdes a comegar e a acabar num

mesmo ponto.

As nocbes de vértice, aresta, caminho e circuito sdo quase intuitivas.
Indispensaveis sdo também as condicdes para que um grafo admita circuitos de Euler e
a procura de algoritmos para encontrar uma solu¢do com o minimo de repeti¢ées na

falta de uma solugdo sem repeticoes.
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Planos de viagens, problemas de caixeiros viajantes, localizagdo de sedes ou grandes
equipamentos que carecem de abastecimento a partir de varios pontos de uma

regido

Objectivos a atingir:

Para além de prosseguir os objectivos ja definidos para a primeira parte do tema,
ha objectivos especificos, a saber:
e Para cada modelo, procurar esquemas combinatérios (drvores) que permitam
calcular pesos totais de caminhos possiveis;
e Encontrar algoritmos - decisGes passo a passo para encontrar solucdes
satisfatorias;
e Discussdo sobre a utilidade e viabilidade econdmica (e ndo sd) da procura das

solucdes 6ptimas.

E indispensavel a apresentacdo de situacdes que sejam modeladas por grafos
em que o que se pretende é visitar todos os vértices, de preferéncia sem repeticdes e
com partida e chegada do mesmo ponto, isto €, afigura-se obrigatéria uma abordagem
aos circuitos hamiltonianos e um exemplo para introdugao do Problema do Caixeiro
Viajante. Também ¢é absolutamente necessdrio o trabalho com arvores que visa
facilitar as somas de pesos atribuidos as arestas de modo a ser possivel comparar os
pesos totais das vdrias solugdes. A procura de algoritmos préprios para obter solucdes

aceitaveis é também um exercicio de importante utilidade formativa.
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6.3 Planificacao das aulas

6.3.1 Planode aulan.2 1

Objectivos:

O aluno deve ser capaz de:

Relacionar contextos reais com esquemas que tém o nome de grafos.
Definir grafo.

Distinguir grafo de grafo orientado.

Escrever as arestas e os vértices de um grafo.

Desenhar um grafo.

Identificar grafos simples.

Indicar vértices e arestas adjacentes.

Indicar a ordem e a dimensao de um grafo.

Indicar o grau de um vértice.

Aplicar a relagcdo entre a soma dos graus dos vértices com o nimero de arestas.
Desenhar um subgrafo de um grafo.

Identificar grafos conexos e grafos desconexos.

Identificar grafos completos.

Formato de ensino:

Discussao e explorag¢ao no grupo turma.

Actividade motivacional 1:

Pretendemos ligar trés casas A, B e C, a trés utilitarios, gas (g), agua (a) e

electricidade (e).

a) Quantas ligacGes terdo de ser feitas?
b) Por razdes de seguranga convém que as ligagdes ndo se cruzem. Sera

possivel?
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Exploracdo:

g

L‘-.,
a ( G=-../'l__,

Figura 73

Ao propor esta actividade pretende-se levar os alunos a realizarem um
esquema que lhes facilite a organizacdo de ideias e lhes permita
encontrar uma estratégia para resolverem o problema para que,
posteriormente, se comece a introduzir a linguagem basica e a
simbologia da Teoria dos Grafos. Assim, sera de esperar que
representem as casas e os utilitarios por pontos e as ligages por linhas,
concluindo facilmente que serdao necessarias nove ligagdes. Um possivel

esquema sera o representado na figura seguinte:

A B C
a a €
Figura 74

Embora este esquema tenha sido desenhado com as ligagGes a

intersectarem-se, é possivel representa-lo sem que isso aconteca.

Figura 75
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Nos dois casos, s6 interessou considerar um conjunto de pontos e um
conjunto de ligacOes entre eles. Refere-se entdo, que as estruturas que
utilizaram para resolverem a actividade proposta se designam por
grafos e salienta-se que, na passagem de uma situacdo real para um
grafo, é irrelevante se as linhas sdao longas ou curtas, rectilineas ou
curvas ou do lado de onde partem e que o que importa é conhecer os

pontos e as linhas que os ligam.

Da-se a seguinte defini¢do:

Definigao:

Um grafo G é um par (V,E) em que V representa o conjunto (ndo
vazio) dos vértices e E o conjunto das arestas, constituido por pares

nao ordenados de vértices.

Refere-se que, no exemplo apresentado, os pontos A,B,C,a,g e e sao
os vértices do grafos e as linhas que unem os vértices sao as arestas do
grafo.
Assim:

O conjunto dos vértices é: V ={A,B,C,a,g,e}

O conjunto das arestas é: E ={Aa,Aqg,Ae,Ba,Bg,Be,Ca,Cg,Ce}

Alerta-se que, escrever aresta Aa ou aA tem o mesmo significado, ja
gue representa a existéncia de um caminho de A para a que pode ser
percorrido nos dois sentidos. No entanto, se o caminho tivesse um sé
sentido, por exemplo, apenas de A para a, no grafo havia uma setae a
aresta seria (A,a), de onde resulta que (A,a)#(a,A). Os grafos com
arestas orientadas chamam-se grafos orientados ou digrafos e as
arestas designam-se, usualmente, por arcos.

Quando nos referimos a um grafo, se nada for dito em contrario,

reportamo-nos a um grafo ndo orientado.
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Apresentam-se as seguintes designacdes e o grafo G representado na

figura 76:

= Uma aresta liga um vértice com outro vértice ou o vértice com

Lacete

Arestas paralelas

ele préprio. Uma aresta que liga um vértice com ele préprio
chama-se lacete ou lago.

Um vértice que ndo tem ligacdo com nenhum outro vértice é
um vértice isolado.

Se dois vértices estdo ligados por mais do que uma aresta, entdo
as arestas que os ligam chamame-se arestas paralelas.

Um grafo sem arestas chama-se grafo nulo.

Um grafo que ndo tenha arestas paralelas nem lacetes é

designado por grafo simples.

Aresta Veértice isolado

«f s .. D v
f @ L
| ¥ |
Pl / \
c/
@
E

Figura 76

Resolve-se os exercicios 1 e 2 das actividades praticas.

Aproveitando o grafo G (figura 76), introduzem-se as seguintes nocdes,

sempre que possivel, através de exemplos concretos:

= Os vértices D e E sdo vértices adjacentes porque tém uma

aresta que os une. Os vértices B e E nao sdo adjacentes.

As arestas AD e DE sdo adjacentes porque tém em comum o
vértice D. As arestas AB e DE ndo sdo adjacentes.

A ordem de um grafo representa o nimero de vértices do grafo
e a dimensdo de um grafo representa o niumero de arestas do

grafo. Neste exemplo, G tem ordem e dimensdo 6.
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= O grau ou valéncia de um vértice é igual ao numero de arestas

gue comecam (ou terminam) nesse vértice. Por exemplo, o
vértice A tem grau dois pois o lacete conta duas vezes, o vértice
D também tem grau 2 e o vértice B tem grau 4.

Um grafo em que todos os vértices tém o mesmo grau chama-se
grafo regular.

Um grafo H é chamado subgrafo de G se todo o vértice de H
é vértice de G etodaaarestade H éarestade G.

G nado é conexo, pois, por exemplo, ndo ha nenhuma aresta que
una o vértice E com o vértice F, logo, um grafo é conexo
guando qualquer vértice estd ligado por uma aresta ou por uma
sequéncia de arestas a qualquer um dos outros vértices do grafo.

No entanto, pode-se dizer que {A,B,C,D,E} € uma parte conexa

deste grafo.

= Designa-se por ponte uma aresta que se for retirada torna um

grafo desconexo.

Resolve-se os exercicios 3 e 4 das actividades praticas.

A partir da tabela obtida na resolucdo da alinea 4.9, pede-se que
verifiguem que a soma dos graus de todos os vértices é igual ao dobro

do numero de arestas, referindo que esta relacdo é valida para qualquer

Resolve-se o exercicio 5.

Apresentam-se as seguintes definigdes:

Definicao:

Chama-se grafo completo a um grafo em que quaisquer dois dos seus
vértices sdo adjacentes, isto €, ha pelo menos uma aresta para cada par

dos seus vértices.
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Definigao:

OS grafos completos e simples, ou seja, os grafos em que qualquer par

de vértices estd ligado por uma Unica aresta, tém uma notagao especial

e sao designados por K, , em que n representa a ordem do grafo.

e Resolve-se os exercicios 6 e 7.

Actividades Praticas:

1.

2.

Considere o grafo apresentado na figura seguinte. "" ,,_ﬁ
Indique: | /
1.1. O conjunto dos vértices; oé

1.2. O conjunto das arestas; e

1.3. Os vértices isolados; Figura 77

1.4. As arestas paralelas;

1.5. Os lacetes.

Desenhe os seguintes grafos/grafos orientados:
2.1.V={M,N ,O,P,Q} , E ={MM ,MM ,MN,MN ,MO,PO}

22.V

.V ={AB,C,D,E,F}, E={AB,BC,CADE,FF}
23.V

{
{
{M,N,0,P,Q}, E={(M,N),(N,M),(P,0),(Q.M),(N,P)}
{

2.4.V={ABC,DEF}, E={(AA),(AB),(C.C)/(D,A),(F.E)(EE),(FA)

Desenhe um grafo:

3.1. De ordem cinco em que cada vértice é adjacente a todos os outros;

3.2. De ordem trés em que todas as arestas sdo adjacentes;
3.3. De ordem quatro e que ndo possua arestas adjacentes;

3.4. De ordem quatro, dimensdo quatro e com dois vértices isolados;

3.5. Desconexo de ordem seis de modo que seja necessario acrescentar

exactamente duas arestas para ficar conexo.
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4. Considere o grafo apresentado na seguinte figura e indique:

4.1. O conjunto dos vértices; G H

4.2. O conjunto das arestas; A 8

4.3. Os vértices isolados; ) ,‘ - -

4.4. As arestas paralelas; 3 @_._w‘ :
4.5. Os lacetes; | . @ ol
4.6. A dimensao do grafo; & B

4.7. A ordem do grafo; Figura 78

4.8. As pontes (do subgrafo ABCDEF );

4.9. Uma tabela com o grau de cada vértice.

5. Um grafo tem os vértices A, B, C, D e E de graus 2, 2, 3, 4 e 6 respectivamente.

Quantas arestas tem o grafo? Justifique a resposta.

6. Desenhe os grafos K,, K;, K,, K;, K, e K.

7. Afigura representa a planta de uma casa.
O ponto E representa o exterior da casa.
A, B, C, D, F, G, H, I, J e K sao # G H
divisdes.
7.1. Represente por um grafo a planta da casa.
7.2. 0 grafo que desenhou é completo?

Justifique. Figura 79

7.3. 0 grafo que desenhou é conexo? Justifique.

7.4. Quantas arestas tem o grafo que desenhou?

7.5. Desenhe um subgrafo do grafo que desenhou, com menos uma aresta e que

seja desconexo.

7.6. Qual a relacdo entre o niumero de arestas e a soma das valéncias dos vértices do

grafo?
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Avaliacao:
O professor avalia a postura, comportamento e a participacdo dos alunos na

aula, através de observacao directa.

Materiais:

Giz branco, apagador, quadro, manuais da Porto Editora, da Texto Editora, da
Platano, da Asa e da Areal Editores
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6.3.2 Plano de aulan.2 2

Objectivos:

O aluno deve ser capaz de:
e Indicar passeio, trajectos e caminhos.
e Indicar circuitos e ciclos.
e Construir grafos a partir de mapas e outros contextos reais.

e Resolver, por tentativa e erro, problemas modelados por grafos.

Formato de ensino:

Discussdo e exploragao no grupo turma.

Actividade motivacional 2:

Serda possivel desenhar a casa sem levantar o lapis do papel e sem passar duas
vezes pela mesma linha? Tente encontrar uma justificagao que lhe permita fazé-lo.

C

Figura 80

Exploracdo:

e Ao propor esta actividade pretende-se que os alunos, por tentativa e
erro, descubram uma solugao possivel para o problema.
Entre outras possiveis, sdo solucGes os trajectos AEBDCBADE e
ABCDAEBDE .
Os alunos serdo levados a concluir que o que torna possivel “desenhar”
a casa sem levantar o lapis do papel é o facto de sé existirem dois

vértices de grau impar (vértices A e E ), sendo apenas possivel concluir
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a tarefa com sucesso comegando o trajecto num deles e terminando no

outro.

e Torna-se, neste momento, essencial proceder a introducdo de alguns
conceitos para que seja possivel estabelecer uma melhor comunicacdo:

= Um passeio é uma qualquer sequéncia de vértices e arestas,
podendo haver repeticdes.

= Um trajecto é um passeio em que as arestas sdo todas distintas.

= Um caminho é um passeio em que os vértices sdo todos
distintos.

= Um circuito é um trajecto que comega e acaba no mesmo
vértice.

= Um ciclo é um caminho que comeca e acaba no mesmo vértice.

= Chama-se comprimento de um passeio ao nimero de arestas

por que é constituido.

e A partir do problema apresentado solicita-se que déem exemplos de um
passeio, um trajecto e um caminho, entre dois vértices quaisquer (por
exemplo, vértices A e D), e um circuito e um ciclo partindo, por
exemplo, do vértice C, impondo condicGes quanto ao seu

comprimento.

e Resolve-se os exercicios das actividades praticas.

Actividades Praticas:

1. Considere o grafo ao lado.
1.1. Dé dois exemplos de caminhos com inicio em A e fim em
C.

1.2. Dé dois exemplos de circuitos com inicioem C .
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2. Considere o seguinte grafo.

Figura 82

2.1. Encontre um caminho de A para E que passe por AD.
2.2. Encontre um caminho de A para E que ndo passe por AD.

2.3. Encontre um caminho de A para E que ndo passe por AD nem AC nem BD.

2.4. Encontre um passeio de A para E de tamanho 8.

2.5. Encontre um trajecto de D para H que passe duas vezes pelo vértice E .
2.6. Encontre um circuito de tamanho 3 que passe por A.

2.7. Encontre um circuito de tamanho 4 que passe por A.

2.8. Encontre um circuito de tamanho 3 que ndo passe por A.

2.9. Quantas arestas do grafo sao pontes?

2.10.Acrescente uma aresta ao grafo de modo a eliminar as pontes.

3. Afigura representa uma parte do mapa da cidade do Porto.
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Do mapa retirou-se o seguinte grafo orientado:

. 8
Figura 84
3.1. Represente os vértices por letras e indique:
3.1.1. O conjunto dos vértices;
3.1.2. O conjunto das arestas;

3.1.3. Um circuito partindo de cada um dos vértices.

4. A lsabel, o Jorge, o Luis, o Manuel, a Natalia, a Olga e o Pedro encontraram-se num
acampamento de escuteiros. Uma das actividades consistia em fazer vigias em
grupos de dois. Durante todo o acampamento:

- a Isabel fez vigias com o Jorge e com o Pedro;

- 0 Jorge fez vigias com a Isabel, com a Natalia e com o Pedro;
- 0 Luis fez vigias com o Manuel e com a Olga;

- 0 Manuel fez vigias com o Luis e com a Olga;

- a Natalia fez vigias com o Jorge;

- a Olga fez vigias com o Luis e com o Manuel;

- o0 Pedro fez vigias com o Jorge e com a Isabel.

4.1. Construa um grafo que represente “quem ndo fez vigias com quem”.
4.2.Sabendo que estes escuteiros faziam parte de um total de 12 que estavam
equitativamente distribuidos em dois acampamentos A e B e que a Olga

estava no acampamento B, onde estavam cada um dos outros escuteiros?
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5. Considere o seguinte pormenor da cidade de Viseu e considere apenas as ruas

sombreadas a verde.
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5.1. Desenhe um grafo correspondente as ruas sombreadas a verde.
5.2. O grafo possui pontes?
5.3. O grafo possui algum subgrafo completo de ordem superior a dois?

5.4. O grafo possui algum subgrafo conexo de ordem oito e dimensao dois?

Avaliacdo:
O professor avalia a postura, comportamento e a participa¢cdo dos alunos na

aula, através de observacao directa.

Materiais:

Giz branco, apagador, quadro, manuais da Porto Editora, da Texto Editora, da

Platano, da Asa e da Areal Editores
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6.3.3 Planode aulan.2 3

Objectivos:

O aluno deve ser capaz de:

e Definir trajecto e circuito de Euler.

e Aplicar o Teorema de Euler.

e Aplicar o Teorema do caminho de Euler

e Desenhar um circuito de Euler.

Formato de ensino:

Discussdo e exploragdo no grupo turma.

Actividade motivacional 3:

Na antiga cidade de Konigsberg, situada na Prussia, hoje Kaliningrad na Russia,

existe uma ilha, chamada Kneiphoff, formada pelos dois bragos do rio Pregel. Ha sete
pontes que atravessam esses dois bragos.
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Figura 86

Serd possivel fazer uma visita a toda a cidade e regressar ao ponto de partida,
atravessando cada ponte uma Unica vez?

Exploracao:

e A proposta deste problema torna-se indispensavel na medida em que é

considerada como a primeira referéncia a Teoria dos Grafos. O
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problema deve ser enquadrado no seu contexto historico, referindo-se

gue a solucdo do mesmo foi publicada pelo matematico Euler em 1736.

Ao propor esta actividade pretende-se que os alunos através da
representacdo das zonas terrestres por vértices e das pontes por arestas
ilustrem a situacdo apresentada através de um grafo (Figura 87)
tentando, por tentativa e erro, descobrir uma solugdo possivel para o

problema, acabando por concluir que, possivelmente, tal ndo existe.

Figura 87

Torna-se, neste momento, essencial proceder a introdugdo das
seguintes definicoes:

Definigao:
Um trajecto designa-se por trajecto de Euler se contém todas as arestas
(logo também todos os vértices) do grafo a que se refere. Por sua vez,
designa-se por circuito de Euler, todo o circuito que contenha todas as
arestas do grafo.

Definigao:
Um grafo diz-se Euleriano (ou grafo de Euler) se admite um circuito de

Euler.

Refere-se que facilmente se pode verificar que a questdo colocada na
actividade resume-se a saber se existe ou ndo um circuito de Euler,
salientando-se que a resolugdo de problemas deste tipo pode nado ser

simples pois pode-se perder muito tempo a procurar um circuito que

87



nem sequer existe. E, entdo, fundamental proceder a introducdo de dois
Teoremas que facilitam a resolucdo deste tipo de problemas:

Teorema de Euler:
Um grafo é euleriano se e so se é conexo e todos os seus vértices sdo de
grau par.

Teorema do trajecto de Euler:
Um grafo admite um trajecto euleriano se e sé se é conexo e no maximo
dois dos seus vértices tém grau impar. Tal trajecto tera inicio num dos

vértices de grau impar e termina no outro vértice de grau impar.

Por aplicacdo do Teorema de Euler os alunos devem verificar que, na
realidade, ndo existe uma solucdo para o problema proposto. O grafo
ndo contém um circuito euleriano pois todos os seus vértices tém grau
impar, ndo sendo possivel partir de um dos pontos de terra firma,

atravessar todas as pontes uma sé vez e regressar ao ponto de partida.

Resolve-se os exercicios das actividades praticas.

Actividades Praticas:

1. Considere os seguintes grafos:
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Figura 88

1.1. Classifique cada um deles quanto a existéncia de um circuito euleriano, um

trajecto euleriano ou nem um nem outro.
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1.2. Explique o raciocinio usado na alinea anterior sem desenhar os circuitos ou

trajectos.

2. Indigque um circuito de Euler para o seguinte grafo.

E D

@ ®
2
6]
AT ‘5
Figura 89

3. Observe a figura:

@‘) 5-? : .C
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Figura 90

Num rio ha trés ilhas que estdo ligadas por pontes entre si. Duas das ilhas tém
ligacdo as duas margens do rio.

Represente por A e C cada uma das margens e por B, E e D asilhas.

Mostre, usando um grafo, que é possivel dar um passeio, partindo de qualquer
um dos pontos de terra firme, percorrer todas as pontes uma soé vez, visitando as ilhas

e as margens do rio, e voltar ao ponto de partida.

4. A figura representa um jardim com varias secgdes de flores diferentes.

Figura 91

O ponto A representa o exterior do jardim.
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Pretendemos partir de uma secg¢do ou do exterior do jardim, percorrer todas as

seccOes, passando por cada entrada exactamente uma vez, e voltar ao ponto de
partida.
Serd possivel efectuar esse percurso?

5. Observe a figura.

v 2

Figura 92

Serd possivel partir de uma margem do rio, atravessar todas as pontes uma sé

vez e regressar ao ponto de partida? Justifique a sua resposta.
6. Considere o mapa abaixo indicado representando um pormenor da cidade do Porto.
Admita que todas as ruas tém dois sentidos.
Imagine um camido do lixo que tem de percorrer todas as ruas para proceder a
respectiva limpeza. Por cada passagem numa rua, os funcionarios procedem a recolha

dos dois lados, bastando assim uma passagem em cada rua.
E possivel o camido percorrer todas as ruas passando uma Unica vez por cada
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7. No mesmo mapa do exercicio anterior estdo representados os pequenos

contentores fixos do lixo que serd necessario despejar diariamente. Este servico é

normalmente efectuado por um funciondrio que limpa um dos lados da rua de cada

vez.

Serd possivel o funcionario percorrer ambos os lados de cada rua sem ter que

repetir nenhum deles?

Avaliacao:
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O professor avalia a postura, comportamento e a participa¢dao dos alunos na

aula, através de observacdo directa.

Materiais:

Giz branco, apagador, quadro, manuais da Porto Editora, da Texto Editora, da

Platano, da Asa e da Areal Editores
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6.3.4Plano de aulan.2 4

Objectivos:

O aluno deve ser capaz de:
e Eulerizar um grafo.

e Eulerizar grelhas.

Formato de ensino:

Discussdo e exploragdo no grupo turma.

Actividade motivacional 4:

Mais uma vez vamos a Konigsberg, onde, actualmente, ja existem mais duas

pontes sobre o rio Pregel — com a seguinte localizacdo (a vermelho):

Figura 95

Serd agora possivel fazer uma visita a cidade e regressar ao ponto de partida,
passando uma Unica vez por cada ponte?
Caso ndo seja possivel, onde se deveria construir mais uma ponte, de modo a

resolver definitivamente o problema?

Exploracdo:
e Apds a andlise e resolugdao de situagdes anteriores, os alunos serao
levados a concluir que, por vezes, para encontrar um determinado

percurso é necessario repetir ruas. Traduzindo para linguagem de
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grafos, se ndo se quiser repetir arestas, tem-se que acrescentar mais.
Seguindo este raciocinio, solicita-se que os alunos tentem resolver a

actividade proposta, uma nova versao do problema das pontes.

Inicia-se a resolu¢do da actividade motivacional representando a

situacdo apresentada através de um grafo (Figura 96).
A

C
Figura 96

Ao analisar o grau de cada vértice, verifica-se que A e C tém grau 4
(par) enquanto que B e D tém grau 5 (impar). Pode-se entdo afirmar,
pelo Teorema de Euler, que n3o existe nenhum circuito de Euler, pois,
para que isso pudesse acontecer, todos os vértices teriam de ter grau
par. Assim, mesmo com a construcao de estas duas pontes, ainda ndo é
possivel percorrer todas as pontes uma e uma sO vez e regressar ao

ponto de partida.

Para resolver definitivamente o problema, é necessario que todos os
vértices tenham grau par pois, s6 assim, é possivel encontrar um
circuito euleriano. Acrescentando-se uma aresta como mostra a figura
97, j& todos os vértices tém grau par e, portanto, na cidade de

Konigsberg ja é possivel fazer a tdo desejada visita (Figura 98).
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Figura 97 Figura 98
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Neste momento refere-se que, ao processo que se usou para resolver o
problema, ou seja, ao processo que consiste em transformar um grafo
gue ndo é de Euler num grafo de Euler, designa-se eulerizar um grafo.
Alerta-se os alunos que na maior parte dos casos ha possibilidade de se
fazer mais do que uma eulerizacdo de um grafo, sendo a melhor aquela
gue acrescenta o menor numero de arestas. Pode, no entanto, haver

mais do que uma “melhor eulerizagao”.

Resolve-se os exercicios 1 a 4 das actividades praticas.

Refere-se que existe um caso particular da eulerizagdo de grafos que é a
eulerizacdo de redes viarias rectangulares que podem ser representadas
por grelhas. A eulerizacdo deste tipo de grafos segue uma técnica muito
simples:

O Parte-se sempre de um canto e segue-se no sentido dos
ponteiros do relégio;

0 Sempre que se chegar a um vértice de grau impar, faz-se uma
ligagcdo ao préximo vértice, acrescentando uma aresta;

0 Se esse vértice ficar par, segue-se para o proximo vértice; se
ficar impar, liga-se ao vértice seguinte acrescentando uma
aresta;

0 Continua-se, sucessivamente, aplicando o mesmo raciocinio

até chegar ao ponto de partida.

Resolve-se os exercicios 5 a 8 das actividades praticas.

Propde-se a realizacdo de um trabalho, realizado em pequenos grupos,

em que sejam aplicados conhecimentos adquiridos ao longo das ultimas

aulas, apresentando um tema possivel para esse trabalho. OS trabalhos

deverdo ser apresentados aos restantes elementos da turma.
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Actividades Praticas:

1. Eugénia Castel’Negro, ultima descendente de uma familia brasonada da Beira
Interior, vive numa mansao em que a comunicagao entre divisdes se faz apenas por

portas (ndo ha corredores), como mostra o esquema seguinte:

| |

M N
P

Q

Figura 99

Para se entreter, Eugénia decidiu procurar um percurso por todos os quartos da
mansao que passasse uma so vez por cada uma das portas.
1.1. Serd que conseguiu? Numa pequena composicdo, explique o raciocinio que
fundamenta a sua resposta.
1.2. Caso tal ndo seja possivel, diga quantas portas mais sdo necessarias, e onde,

para que a Eugénia possa levar e sua tarefa a bom termo.

2. O grafo que se segue ndo contém um circuito de Euler. Que aresta poderia

eliminar para que passasse a existir esse circuito?

A B C
<t < Y
D
o &
E F G
Figura 100

3. O grafo que se segue representa o percurso que tem que ser efectuado por uma

gente de controlo de parqueamento. Sera que pode fazer o controlo em todas as
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ruas usando um circuito de Euler? Justifique. Em caso afirmativo, indique o circuito

encontrado.
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Figura 101

4. Considere o seguinte mapa representando um pormenor da cidade de Vila Nova de
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4.1. Construa um grafo representativo deste mapa, considerando apenas as ruas

sombreadas a verde.

4.2. Eulerize o grafo de modo a repetir o menor numero possivel de arestas.

4.3. Imagine que faz parte de uma equipa de um rally paper que tem que cumprir

uma tarefa em cada um dos cruzamentos do mapa indicado (uma vez mais
considere apenas as ruas sombreadas a verde). Admita que os valores
indicados a azul no mapa representam a distancia em metros entre cada dois

cruzamentos. Verifique na eulerizagdo encontrada na alinea anterior quantos
metros de rua repetiu.
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4.4. Tente encontrar uma outra eulerizacdo que |he permita repetir o menor

numero possivel de metros de rua.

5. Encontre a melhor eulerizagcdo para os grafos seguintes:
A
e

¢
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Figura 106
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Figura 105

Figura 104

6. No grafo que se segue nado existe um circuito de Euler.

L]
HEE

6.1. Explique porqué.
6.2. Encontre uma eulerizacdo para o grafo.
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7. Encontre uma boa eulerizagdo para o grafo que se segue.

Figura 108

8. Considere o seguinte pormenor da cidade do Porto. Considere apenas as ruas

sombreadas a verde.
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Figura 109

8.1. Desenhe um grafo representativo deste mapa.

8.2.Imagine um camido do lixo que devera percorrer todas as ruas uma Unica vez.
Suponha que o camido parte do cruzamento entre a Rua de JoGo Rodrigues

Cabrilho e a Rua de Gil Eanes, onde deverd regressar. Que ruas aconselharia o

motorista a repetir?
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Figura 110
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dos dois lados da rua, verifique se tem que repetir algum troco. Caso seja possivel,
apresente uma solugao.

8.4. Foi realizada uma campanha sem precedentes para reciclagem de frigorificos.
Nos cruzamentos indicados no mapa (a azul) foram colocados pelos moradores
determinadas quantidades de frigorificos para serem transportados.

Devido as suas dimensdes o camido que os vai levar para reciclar sé pode circular pela
Rua de Jodo Rodrigues Cabrilho. A empresa de transportes contratou o Sr. Cunha para
juntar os frigorificos num Unico cruzamento, havendo assim a possibilidade de ser em

A, B, C, D ou E. O Sr. Cunha tem apenas 5
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Figura 111

Proposta de Trabalho de Grupo:

Faca uma visita a sua Camara Municipal ou Junta de Freguesia e peca uma
entrevista a pessoa encarregue da distribuicdo dos varredores de ruas (ou dos veiculos
lava-ruas) pela freguesia. Deve levar as perguntas muito bem preparadas e no final
deve fazer um relatério que inclua esquemas de distribuicdo (grafo que represente o
percurso dos varredores ou dos veiculos) e conclusdes.

Sugestdes para perguntas: “Quantos varredores?”; “Que zonas cobrem?”; “Ha
limitagcdo nos estacionamentos para permitir o trabalho dos varredores?”; “Sao
estabelecidos percursos com antecedéncia?”, “Ha tempos definidos para a limpeza de

cada zona?”, etc.
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Avaliacao:
O professor avalia a postura, comportamento e a participacdo dos alunos na

aula, através de observacao directa.
Materiais:

Giz branco, apagador, quadro, manuais da Porto Editora, da Texto Editora, da

Platano, da Asa e da Areal Editores
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6.3.5 Plano de aulan.25

Objectivos:

O aluno deve ser capaz de:
e |dentificar grafos Hamiltonianos.
e Indicar ciclos Hamiltonianos.

¢ Indicar condi¢des necessarias para a existéncia de ciclos Hamiltonianos.

Formato de ensino:

Discussao e explorag¢ao no grupo turma.

Actividade motivacional 5:

A mae do Tiago torceu um pé, mas as compras para o jantar tém de ser feitas. A
lista que a mde do Tiago fez contempla idas as seguintes lojas: talho (T), mercearia (M),
frutaria (F) e padaria (P). O Tiago também precisa de um dossier novo e de dois livros

para a escola e, por isso, tem de passar no Quiosque (Q) e na livraria (L).

R

Figura 112
Desenhe um trajecto que o Tiago podera percorrer de modo a visitar cada um desses
locais e regressar novamente a casa (C):
e Sem restricOes;
e Sabendo que tem que ir primeiro a livraria;

e Sabendo que s6 vai ao talho imediatamente antes de ir para casa.
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Exploracdo:

Comeca-se por alertar os alunos que, até esta altura, a andlise que tem
sido realizada tem focado as arestas de um grafo, isto é, a procura de
percursos sobre as arestas em fun¢do do que se pretende encontrar.

No entanto, esta andlise também se pode concentrar nos vértices de um
grafo, isto é, na procura de percursos que exijam a visita a

determinados vértices e ndo a arestas, igualmente sem repeticao.

Resolve-se a actividade motivacional e, como resposta as questdes do
problema, os alunos podem, por exemplo, estabelecer os percursos
CMFPQLTC, CLTQMFPC e CMFQLPTC, respectivamente. Ao
compararem os grafos obtidos em cada um dos casos, os alunos serao
levados a concluir que, embora representem percursos diferentes,
todos comecam e acabam no mesmo vértice e passam por todos os
outros uma sé vez. A este tipo de percurso chama-se circuito

Hamiltoniano.

Da-se a seguinte definigdo:
Definicao:
Num grafo G =(V,E), chama-se ciclo de Hamilton (ou Hamiltoniano) a
um ciclo que passa por todos os vértices de G .
Um grafo diz-se Hamiltoniano se nele se pode encontrar, pelo menos,

um ciclo de Hamilton.
Refere-se, a titulo de curiosidade, que o primeiro e estudar estes
conceitos foi o matemadtico irlandés, William Hamilton, sugerindo-se

gue os alunos efectuem uma pesquisa sobre o mesmo.

Resolve-se o exercicio 1 das actividades praticas.
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Salienta-se que, embora se conhega um processo para averiguar se um
grafo conexo tem, ou ndo, um circuito de Euler (Teorema de Euler), ndo
existe nenhum critério idéntico que permita dado um grafo qualquer,
verificar de imediato se existe ou ndao um ciclo Hamiltoniano. H3,
contudo, alguns tipos de grafos, com caracteristicas prdprias, que
permitem afirmar se possuem ou ndo ciclos Hamiltonianos. Por
exemplo: num grafo com pontes nao existem ciclos Hamiltonianos; num

grafo completo existem sempre ciclos Hamiltonianos.

Refere-se, entdo, algumas condicGes que podem ser utilizadas para

determinar se alguns grafos contém circuitos de Hamilton:

Teorema de Ore:

Seja G :(V ,E) um grafo conexo e simples com ordem n maior ou igual

a 3. Se a soma dos graus de cada par de vértices ndo adjacentes é maior

ouigual a n, entdo G tem um ciclo de Hamilton.

Teorema de Dirac:

Se G =(V,E) é um grafo conexo e simples com ordem maior ou igual a

3, tal que o grau de cada vértice é maior ou igual a metade da ordem do

grafo, entdo G é Hamiltoniano.

Alerta-se os alunos para o facto de estes teoremas indicarem uma
condigao suficiente mas ndao necessaria para que um grafo contenha um
ciclo de Hamilton. Na verdade, o Teorema de Dirac ndo diz que, se um
grafo conexo e simples com n>3 vértices tem ciclo de Hamilton, entao
a soma dos graus de cada par de vértices ndo adjacentes deve ser maior

ou igual a n. Exemplifica-se, utilizando o grafo seguinte:
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Figura 113

Neste grafo, n=6, o ciclo ABCDEFA é de Hamilton e, por exemplo,

grau A+grauC=2+2=4 e 4 ndo é maior do que 6.

e Propde-se que os alunos realizem os restantes exercicios das actividades

praticas.

Actividades Praticas:

1. Para cada um dos grafos seguintes identifique um ciclo de Hamilton.

Figura 114 Figura 115

2. Considerando os grafos que se seguem, desenhe, se existir, um circuito

hamiltoniano. Quando nao existir, explique porqué.

B A
B
A
F
C
E D C £
D

Figura 116 Figura 117
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Figura 118

3. Um professor de Historia de uma escola da
Guarda pretende que os seus alunos fagam o
circuito das aldeias histéricas de Portugal.
Tendo em conta o mapa seguinte, sera que os
alunos conseguem sair da Guarda, visitar as
doze aldeias sem passar duas vezes pela

mesma e regressar ao ponto de partida?

4. Na altura das férias, o Gervasio decidiu ocupar o tempo a
trabalhar e assim ganhar algum dinheiro. Foi fazer
distribuicdo de jornais e revistas na sua vila. Considere o
grafo (ao lado), em que os pontos sdo locais de
distribuicdo e as arestas sdo as vias de acesso possiveis

entre cada ponto.

Figura 119

Figura 121

O Gervasio quer ganhar algum tempo e pretende passar pelos postos de venda

uma Unica vez, mas tem que partir e chegar ao mesmo ponto — o armazém (A).

4.1. Sera que o consegue fazer?

4.2. Entretanto, houve uma ruptura de um cano na rua que liga o armazém a C.

Sendo assim, sera que consegue fazer o percurso nas mesmas condicdes?
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5. O mapa que se segue mostra-nos a rede do Metropolitano de Lisboa.
Tendo em conta que as linhas tém dois sentidos, consegue fazer um circuito
hamiltoniano que comece e termine na Gare do Oriente, sem passar duas vezes

por uma mesma estacdo e visitando Alvalade, Campo Grande e Marqués de

Pombal? E se comecar na Alameda?

Odivelas

Coroa 1 Senhor Roubado

Amadora Este

Campo Grande

Lisboa Cais do Sodré

a

Figura 122

Avaliacdo:

O professor avalia a postura, comportamento e a participacdo dos alunos na

aula, através de observacao directa.

Materiais:

Giz branco, apagador, quadro, manuais da Porto Editora, da Texto Editora, da

Platano, da Asa e da Areal Editores
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6.3.6 Plano de aulan.2 6

Objectivos:

O aluno deve ser capaz de:

Identificar em que casos os grafos bipartidos tém ciclos de Hamilton.

Definir grafo ponderado.

Identificar o melhor ciclo Hamiltoniano num dado grafo tendo em ateng¢ao o
peso atribuido as arestas.

Aplicar o algoritmo da Forg¢a-Bruta para encontrar o melhor ciclo Hamiltoniano.

Determinar o numero de ciclos Hamiltonianos em grafos completos

Formato de ensino:

Discussao e explorag¢ao no grupo turma.

Actividade motivacional 6:

O Antonio, que é delegado de informacdo médica, tem na sua agenda varias

farmacias que deve visitar em diferentes cidades.

Para escolher o melhor percurso, em termos de distancia, decidiu fazer um esquema

(Figura 123):

Figura 123

Supondo que sai da cidade A, qual é o percurso mais curto que lhe permite

visitar todas as cidades e regressara A?
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Exploracao:

Introduz-se, através de um exemplo de um grafo bipartido, os ciclos

Hamiltonianos em grafos bipartidos, comecando por alertar os alunos

qgue o grafo se designa por grafo bipartido, dando a seguinte definicdo:
Definicao:

Um grafo G=(V,E) diz-se bipartido quando o conjunto dos seus

vértices V puder ser dividido em dois subconjuntos V, e V, tais que

qualquer aresta do grafo une V, a um vértice de V,. Um tal grafo

bipartido é usualmente representado por G =(V, .V, ,E).

No caso em que cada vértice de V, é adjacente a todos os vértices de V,
o grafo G é chamado grafo bipartido completo. Sendo m o nimero de
vértices de V, e n o numero de vértices de V,, entdo o grafo completo

representa-se por K .

Questiona-se os alunos se nos casos em que m=n=3, m=4 e n=3,
m=4 e n=2, o grafo possui ciclos e caminhos de Hamilton. Através da
representacdao de grafos nestas condi¢des, os alunos sdao levados a
concluir que:

0 Se m=n, entdo o grafo possui ciclos de Hamilton;

0 Se |m-n|=1, entdo o grafo possui caminhos e ndo possui ciclos

Hamiltonianos;

0 Se |m—n|>1, entao o garfo ndo posssui caminhos nem ciclos

Hamiltonianos.

Comeca-se, neste momento, a explorar a actividade motivacional,
referindo-se que o tipo de problema apresentado é um exemplo do
conhecido Problema do Caixeiro-Viagente (PCV), dando uma nocgdo
geral deste tipo de problema. Alerta-se os alunos que os valores
atribuidos a cada uma das arestas, que neste caso representam

distancias entre duas localidades, chamam-se pesos.
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Definigao:
Peso é um numero que se atribui a cada uma das arestas de um grafo.
Pode representar distancias, custos, tempo, etc. A um grafo com pesos

atribuidos chama-se grafo ponderado.

Alerta-se os alunos para o facto de este tipo de problema consistir em
encontrar um ciclo de Hamilton com inicio na cidade A e com o menor
peso possivel, considerando todos os ciclos Hamiltonianos com inicio
em A e os respectivos pesos. Reforca-se a ideia de que se estd na
presenca de um grafo completo e que, portanto, existira ciclos
Hamiltonianos.

Hipdtese 1:

A B C D > A (total = 463 km)

221 75 50 117

Hipotese 2:
A—;—B >D >C >A (total = 668 km)

87 50 310

Hipdtese 3:
A 5C >B D > A (total = 589 km)

310 75 87 117

Hipdtese 4.
A C D >B > A (total = 668 km)

310 50 87 221

Hipdtese 5:
A >D B >C > A (total = 589 km)

117 87 75 310

Hipdtese 6:
A——D C B A (total = 463 km)

50 75 221

Conclui-se que o percurso mais curto é de 463 Km. Refere-se que se
obteve percursos iguais dois a dois pelo facto de ser o mesmo percurso,
mas em sentido contrdrio e que, no caso de se comegar noutro vértice
encontram-se exactamente os mesmos vértices pois, em termos de
minimizacdo do comprimento total do ciclo ndo é relevante o local onde

se comeca, mas sim a ordem das cidades a visitar.
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e Refere-se que o procedimento usado pode ser representado por um
algoritmo que é denominado por “Algoritmo da For¢ca-Bruta”.
Algoritmo da Forga-Bruta:
0 Gerar todos os ciclos Hamiltonianos possiveis (a partir de um
determinado vértice).
0 Adicionar os pesos das arestas utilizadas em cada ciclo.
0 Escolher o ciclo para o qual a soma dos pesos das arestas

percorridas é menor.

e Refere-se que é possivel determinar o numero de ciclos Hamiltonianos
num garfo completo com n vértices - K, . Para tal, comega-se por
escolher um vértice e a partir dai existem n-1 hipdéteses para os
segundo vértice, n—2 hipoteses para o terceiro vértice e assim
sucessivamente, até se ter apenas um vértice para escolher.

Entdo tem-se (n-1)x(n-2)x(n-3)x..x2x1 possibilidades. Este
produto pode ser representado por (n—l)!, onde o ponto de

exclamacdo |é-se factorial e é uma notacdo abreviada do produto de

todos os numeros naturais desde um até esse numero.

e Salienta-se que, embora existam (n—1)! formas diferentes de escolher
os n vértices de modo a formarmos um ciclo Hamiltoniano, apenas

metade correspondem a ciclos diferentes, donde se tem que, num grafo

n-1)!
completo K, existem % ciclos Hamiltonianos.

e Apresenta-se uma tabela como exemplo, onde se pretende mostrar
como é que o numero de ciclos Hamiltonianos aumenta a medida que o

numero de vértices de um grafo aumenta.
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N.2 de vértices

N.2 de ciclos Hamiltonianos

3 3-1'_2_,
2 2
—1)\1
4 (4-1'_6_,
2 2
—_1)\I
/ (-1!_ 360
2
—1)\I
° (9-9'_ 50160

e Questiona-se os alunos se consideram que este

método pode ser

considerado um bom método, pretendendo-se que reparem que é um

processo bastante trabalhoso uma vez que é necessario considerar

todos os ciclos Hamiltonianos que existem num grafo, ndo sendo

praticdvel para problemas que envolvam grafos de dimensdo superior a

5.

e Resolve-se os exercicios das actividades praticas.

Actividades Praticas:

1. A D. Eduarda, costureira, tem de visitar trés das suas clientes para fazer umas

provas. No grafo seguinte, os vértices representam a casa da D. Eduarda (E), e das

suas clientes (A, B e C), e as arestas estdo associadas distancias (em metros) entre

cada uma delas.

A
o]

C
—RQ

O E

Figura 124

Qual é o percurso mais curto que a D. Eduarda pode fazer saindo de sua casa?
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2. A Fatima é proprietdria de uma engomadoria (F) e é o seu irmdo Pedro quem
recolhe e faz as entregas de roupa nas casas dos clientes. A segunda-feira, o Pedro
faz a recolha na casa de trés clientes G, H e |. os tempos, em minutos, entre cada
casa estao representadas no grafo seguinte. Determine o percurso que demora
menos tempo, saindo da engomadoria e regressando.

/
9

Oa
e

Figura 125

Avaliacdo:

O professor avalia a postura, comportamento e a participagao dos alunos na

aula, através de observacdo directa.

Materiais:

Giz branco, apagador, quadro, manuais da Porto Editora, da Texto Editora, da

Platano, da Asa e da Areal Editores
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6.3.7 Plano de aulan.2 7

Objectivos:

O aluno deve ser capaz de:
e Definir algoritmo do vizinho mais préximo.
e Aplicar o algoritmo do vizinho mais préximo a problemas do tipo PCV.
e Definir o algoritmo do peso das arestas.
e Aplicar o algoritmo do peso das arestas a problemas do tipo PCV.
e Encontrar uma solugdo préxima da solugdao éptima (ou a dptima) na resolugdo

de peroblemas.

Formato de ensino:

Discussdo e exploragdo no grupo turma.

Actividade motivacional 7:

Um vendedor de material informatico tem de visitar empresas em diversos

locais do pais.
No grafo seguinte estao indicadas as cidades a visitar, bem como as distancias

entre elas (em km):

Figura 126
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Exploracao:

Inicia-se a resolucdo da actividade motivacional referindo-se que, tal
como visto anteriormente, ndo é recomendavel procurar uma solugdo
6ptima pelo algoritmo de Forca-Bruta para problemas que envolvam
grafos de dimensdo superior a 5.

Por isso, foram criados algoritmos que permitem resolver o problema
rapidamente, sem recursos a computadores e cujo resultado sem
garantia de ser a solucdo éptima ou o caminho mais curto, sera uma
solucdo préxima da solugdo 6ptima.

Algoritmo do vizinho mais préximo:

O Escolher um vértice para ponto de partida.

O A partir deste vértice escolher uma aresta com o menor peso
possivel que esteja ligada a um dos vértices adjacentes ainda
ndo visitados (se houver mais do que uma hipdtese escolher
aleatoriamente).

0 Continuar a construir o ciclo, partindo de cada vértice para
um vértice ndo visitado segundo a aresta com menor peso.

0 Do ultimo vértice nao visitado, regressar ao ponto de partida.

Comega-se a aplicar o algoritmo do vizinho mais préximo a actividade

motivacional observando-se o seguinte percurso:

A—z>F——>C——3>D——>B——>E——>A (total=2254 km)

Aplica-se o algoritmo, comegando o percurso em cada uma das outras

cidades:

B—5—F —557>C—55—~> D—s>E—5s—> A—5s—> B (total=2166 km)
C—5—>F—5—B—F7—>D—=3>E—<5>A—;—C (total=2332 km)
D—7>C—5>F —57>B—%>A—<5—>E——=5— D (total=2166 km)
E—>C—5>F —5>B—=55—>D—z—> A—5— E (total=2348 km)
F—55>C—553—>D—53>B—5>A—5—>E—=57—F (total=2006 km)
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Conclui-se que o melhor percurso é o que corresponde a 2006 km,
alertando-se que apesar de se ter escolhido a melhor opgao em cada
etapa ndo significa que seja a melhor opgdo para o problema. O grafo

que representa esse percurso é:

D
Figura 127

Da-se o segundo algoritmo a usar:
Algoritmo do peso das arestas:
O Ordenam-se as arestas pelos seus pesos.
O Escolhe-se sucessivamente a aresta a que corresponde o
menor peso, tendo em conta as seguintes restrigdes:
= ndo permitir que se formem ciclos que nao incluam
todos os vértices;
®= nunca se pode escolher trés arestas que coincidam
num mesmo vértice.

0 Ordena-se a solucdo conforme o vértice de partida escolhido.

Resolve-se a actividade motivacional aplicando este algoritmo. Comeca-
se por ordenar as arestas do grafo por ordem crescente de distancias

entre os diferentes vértices:

F 100 >C;C 232 >D;B 268 >F.B 320 D;D 330 F.C 355 E
E 371 'F;A 400 'F;A 423 \B;B 425 'C;A 501 C;A 560 >E
D >E;B >E; A >D.

583 642 745
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De seguida, comega-se por escolher a aresta F—5—C, pois é a que
tem peso mais baixo e, em seguida, junta-se as arestas C—_—D e
B—5z—>F por esta ordem. A aresta a seguir com menor peso € a
B—5%—>D mas se for usada fecha-se o ciclo, o que ndo pode

acontecer, pois ainda ha vértices por visitar (Figura 128)

Mo

Figura 128

Assim, elimina-se a aresta B—;—D e, pela mesma razdo, também
nao se usa a aresta D—5F.
A aresta seguinte é a C —;—E, mas se for usada tem-se trés arestas a

concorrer no vértice C, o que é incompativel com a existéncia de um

ciclo hamiltoniano (Figura 129).

D

Figura 129

Por esta razdo elimina-se as arestas E——-—>F e A—>F.

116



A aresta a seguir é a A—_=—B, que se pode usar, pois ndo cria ciclos

nem é a terceira aresta a sair do mesmo vértice. Depois elimina-se as

arestas B—=—C (cria um ciclo) e A—;—C (ficam a coincidir trés

arestas em C, para além de criar um ciclo). Nesta altura o grafo tem o

seguinte aspecto (Figura 130):

Mo
.
N

Figura 130

As arestas seguintes sio A—5—>E e D——E, por esta ordem, as
quais se pode usar, pois, apesar da aresta D—;—E fechar o ciclo, ja

ndo existem mais vértices para visitar. E também por isso que se

eliminam as duas Ultimas arestas B—>—>E e A—D.

Obtém-se o grafo final (Figura 131):

Figura 131

E a seguinte distancia total:
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100 +232+268 +423 +560 + 583 =2166 Km

e Deve-se referir que estes algoritmos ddo de rdpida aplicacdo, embora
nem sempre permitem obter a solugdo déptima. Neste problema, o
algoritmo do vizinho mais proximo da uma solucdo melhor do que o
algoritmo do peso das arestas, no entanto, noutros casos acontece o
contrario. Isto significa que ndo se pode concluir que um é melhor do

que o outro.

e Resolvem-se os exercicios das actividades praticas.

Actividades Praticas:

1. O Eng. José Alexandre é representante de uma marca de chapas de ago, tendo
regularmente necessidade de visitar cinco cidades cujas distancias estdo

representadas no quadro seguinte:

Km Aveiro | Braga | Coimbra | Porto | Viseu
Aveiro 122 58 68 95
Braga 122 170 53 186
Coimbra 58 170 117 96
Porto 68 53 117 144
Viseu 95 186 96 133

Sabendo que parte de Aveiro, tem de visitar todas as cidades e regressar a Aveiro,
gual a menor distancia que podera percorrer?

Resolva o problema usando:

1.1. O algoritmo do vizinho mais préximo;

1.2. O algoritmo do peso das arestas.
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2. O Eng. José Dias foi incumbido de representar a sua empresa na zona sul de
Portugal. No grafo seguinte estdo representadas as distancias entre as cidades
capitais de distrito.

Beja Evora

A——A
/NG5 I\
/ N\ v LN
£ } \:gfﬂ" Kwiv"\g"

>\Faro
|

Lisboa

W

N\
47 N\

Setibal /.~

Portalegre

Figura 132

2.1. Sabendo que vai alugar um carro em Lisboa, onde tera de o devolver, e que
esse carro consome seis litros de gaséleo aos 100km, e que um litro de gasdleo
custa 0,80€, determine qual o custo que ele prevé gastar. Utilize o algoritmo
gue achar mais apropriado.

2.2.0 Eng. José Dias costuma almocgar durante as viagens entre duas cidades,
tendo ja restaurantes conhecidos e habituais entre as mesmas. No grafo
seguinte estdo representados os custos em euros de cada uma dessas
refeicGes. Pretendendo gastar o menos possivel, ird manter o trajecto

anterior? Justifique convenientemente a resposta.

Figura 133
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3. O desenho ao lado representa a planta do estaleiro de uma grande empresa onde

estdo assinalados os locais para instalar depdsitos de combustivel. Os depdsitos

deverdo ser ligados uns aos outros em ciclo \

para a distribuicdo centralizada dos | . 1 ||
[ | S N I

combustiveis. Sabe-se que cada quadrado da

grelha tem 100 metros de lado e que as -

tubagens deverdo ser colocadas verticalmente T

ou horizontalmente, conforme a grelha. Figura 134
3.1. Complete a seguinte tabela das distancias

entre cada depdsito.

metros A B C D E F

A

500

O 0o @

E 200

F 900

3.2. Usando o método do peso das arestas, determine a maneira mais econdmica
de ligar todos os depdsitos, sabendo que os fornecimentos sdo feitos a partir
do depdsito. Note-se que o sistema de bombagem exige que se feche o ciclo e
o ultimo depdsito seja ligado a A.

3.3. Depois de determinada a solucgdo, calcule o custo sabendo que:

e Um tubo de 100 m custa 500 euros;

Um tubo de 200 m custa 950 euros;

Um tubo de 500 m custa 2300 euros;

Os tubos ndo podem ser cortados;

Cada curva e cada unido para ligar os tubos custam 100 euros.
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Avaliacao:
O professor avalia a postura, comportamento e a participacdo dos alunos na

aula, através de observacao directa.
Materiais:

Giz branco, apagador, quadro, manuais da Porto Editora, da Texto Editora, da

Platano, da Asa e da Areal Editores
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6.3.8 Plano de aulan.2 8

Objectivos:

O aluno deve ser capaz de:
e Definir drvore.
e Definir arvore geradora minima.
e Definir e aplicar o algoritmo de KrusKal na determinacdo a drvore geradora

minima de um grafo.

Formato de ensino:

Discussdo e exploragdo no grupo turma.

Actividade motivacional 8:

Cinco amigos, em casas diferentes, pretendem ligar os seus computadores em
rede. Para isto ser possivel ndo é necessdrio que cada computador esteja ligado aos
guatro restantes simultaneamente, o que é preciso é que haja uma ligacdo que
permita a comunica¢do entre quaisquer dois computadores. Assim, o que
pretendemos saber é qual é o menor nimero de ligacdes a fazer, e entre que

computadores, de modo a que sejam abrangidas todas as maquinas.

Exploracdo:

e Introduz-se a definicdo de darvore referindo-se que o método das
arvores é também uma forma de organizar o raciocinio no sentido de
encontrar circuitos de Hamilton.

Definigao:

Uma darvore é um grafo conexo e sem circuitos.

e Usando a actividade motivacional 6, apresentada anteriormente, em

que se pretendia sair da cidade A e determinar o percurso mais curto
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visitando todas as cidades e regressando a A, aplica-se este método de
forma se torne mais explicito.
Assim:

A 1.2 Cidade

2.2 Cidade

s~}
[
O

Figura 135

Chegados a segunda cidade, existem duas escolhas para se prosseguir

para uma terceira cidade:

A 1.2 Cidade
B C D 2.2 Cidade
3.2 Cidade
C D B D B
Figura 136

A partir de qualquer uma das possiveis terceiras cidades, sé existe uma
escolha, pois ja s6 ha uma cidade que falta visitar antes de regressar &
cidade A. Assim, tem-se uma arvore com todos os percursos possiveis e

as respectivas distancias.
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Figura

50

463 km

50 87 87 75
C D B c

310 117 221 310
A A A A
A4

668 km 668 km
v
589 km 589 km

1.2 Cidade

2.2 Cidade

3.2 Cidade

75

B 42 Cidade

22

A Regresso

4
463 km
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e Comeca-se, neste momento, a explorar a actividade motivacional,

considerando o grafo seguinte, em que os vértices correspondem as

casas e as arestas todas as ligagdes possiveis.

Os

alunos

Figura 138

poderdo apresentar varios

grafos que representem solug¢bes do problema, entre os quais, 0s

representados seguidamente:
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oB

C
o‘f/
r//
o o
D E
Figura 139 Figura 140
B A QB A o ’;B
C /DC
o r—0 C// d
£ D I3 D E
Figura 141 Figura 142 Figura 143

Refere-se que, aos grafos que abrangem todos os vértices do grafo
inicial mas utiliza apenas algumas arestas, chama-se drvore abrangente
e da-se a definigdo:
Definigao:

Uma arvore abrangente (ou geradora) é uma arvore que contém todos
os vértices de um dado grafo.

Salienta-se que, uma vez que em qualquer uma das arvores abrangentes
apresentadas esta implicito um circuito de Hamilton, este método

também pode ser usado para resolver problemas do tipo PCV.

Resolve-se os exercicios 1 e 2 das actividades praticas.

Refere-se que o problema apresentado em relacdo a ligacdo dos
computadores em rede pode também poér-se relativamente a outras
situacOes: canalizacbes de agua ou gas, cabos de fibra Optica para
telecomunicagdes (telefone, televisdo por cabo, etc.), gasodutos que
atravessam varios paises, ... Em qualquer uma destas situacbes, o
objectivo principal é, ndo s6 servir da melhor forma, mas também
minimizar os custos (sejam mao-de-obra, tempo ou distancia). A

principal diferenca entre este tipo de problema e o PCV é que no ultimo
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dos casos ndo temos de regressar ao ponto de partida: sé temos de
encontrar um percurso que visite todos os vértices sem criar circuitos.
Neste caso estd-se a procura de uma drvore especial, a arvore
abrangente minima.

Definigao:
Uma arvore abrangente minima é uma arvore em que a soma dos pesos

das arestas é minima.

Alerta-se para o facto de, ao contrario do que acontecia nos ciclos
hamiltonianos onde os algoritmos usados podiam ndao conduzir a
melhor solugdo, para encontrar a arvore abrangente minima existe um
algoritmo que garante que o resultado obtido é sempre solucdo 6ptima.
Este algoritmo foi apresentado pela primeira vez por Joseph Kruskal
para solucionar um problema de matemadtica pura, proposto por um
matematico checoslovaco.
Algoritmo de Kruskal:
0 As arestas do grafo vdo-se unindo por ordem crescente dos
pesos, desde que ndo se formem circuitos e se garanta que no

final todos os vértices estdo na arvore.

Apresenta-se um exemplo concreto da aplicacdo deste algoritmo,
indicando todos os passos da resolucao:

“Uma fabrica pretende instalar canalizacbes de gds natural para
fornecer cinco edificios que fazem parte do complexo fabril. O grafo
seguinte fornece indicacGes sobre as distancias (em dezenas de metros)

entre os edificios:

£ 6 )
Figura 144
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Qual é a melhor solucdo para a instalacdo, isto é, qual é a alternativa

gue utiliza menos canalizagdo?”

Comeca-se por colocar as arestas por ordem crescente:

A——E A——BA——D;D——EB——>E;B—4—>D;B—5—C;
A——C,C——E,C—5—D.

Ligam-se as arestas por ordem crescente, usando as arestas
A——E;A——>B;A——D erejeitando D——E;B——E;B——D

porque formam circuitos (Figura 145):

oC

Figura 145
A aresta que se €

usa a seguir € B——C; e,
como ja se tem todos os vértices em conexdo, eliminam-se todas as
arestas restantes. A arvore abrangente minima tem a forma da Figura

146, com um comprimento minimo de 4+5+5+8=22, 22 dezenas de

metros, ou seja, 220 metros.

Figura 146
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e Refere-se que, por vezes, ao aplicar o algoritmo de Kruskal existe a

necessidade de unir arestas de peso igual, sendo a ordem pela qual sdo

usadas aleatoria,

podendo-se finalizar com arvores abrangentes

diferentes, mas sendo sempre minimas e com os mesmos custos totais.

e Resolve-se os exercicios 3 a 5 das actividades praticas.

Actividades Praticas:

1. Quais dos seguintes grafos sdo arvores?

a
/

/

/

Figura 147

Figura 150

o0
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Figura 148
Q

o0

Figura 151

2. Encontre uma arvore geradora para cada um dos grafos seguintes.

Figura 153
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Figura 157
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Figura 155

Figura 158

128



3. Um camido deve recolher residuos téxicos de sete instalagées e ao fazé-lo deve
percorrer a menor distancia possivel. A empresa responsavel distribuiu ao
condutor um esquema, com as instala¢des a visitar e as distancias entre elas (em
km), o qual estd representado a seguir sob a forma de um grafo:

Determine o percurso minimo e desenhe a arvore abrangente correspondente.

Figura 159

4. Use o algoritmo de Krukal para encontrar a arvore geradora minima da seguinte

tabela:
Km Lisboa | Madrid | Roma | Viena Paris Oslo
Lisboa 650 2686 3222 1973 4011
Madrid 650 2093 2572 1323 3361
Roma 2686 2093 1256 1471 2559
Viena 3222 2572 1256 1309 2005
Paris 1973 1323 1471 1309 1814
Oslo 4011 3361 2559 2005 1814

5. Pretende-se ligar por cabo de fibra dptica as cidades A, B, C, D, E, F e G,

representadas no grafo seguinte.
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Figura 160

Dado o custo do material, pretende-se encontrar a arvore abrangente minima.

Aplique o algoritmo de Krukal para resolver o problema.

Avaliacdo:
O professor avalia a postura, comportamento e a participa¢do dos alunos na

aula, através de observacdo directa.
Materiais:

Giz branco, apagador, quadro, manuais da Porto Editora, da Texto Editora, da

Platano, da Asa e da Areal Editores
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Conclusao

Com o decorrer dos tempos, tem-se verificado que os paises mais
desenvolvidos tém vindo a sofrer a transformacdo duma sociedade industrial para uma
sociedade de informacgdo/comunica¢do. O ritmo desta mudanga tem sido de tal forma
acentuado que actualmente é possivel constatar que a produ¢do, armazenamento,
transmissdo e difusdo de informacao (oral, escrita, grafica, numérica) é muito superior
que a que qualquer ser humano pode apreender. Este movimento de informacao
imp0Oe o recurso a tecnologia da mais avancada e provoca profundas mudancas no
nosso dia-a-dia.

Os objectivos que a Escola quer alcangar devem ser o reflexo das necessidades
da sociedade onde os alunos se encontram inseridos. Relativamente a Matematica ha
que reflectir quais os aspectos que temos necessidade de transmitir aos alunos bem
como 0s conceitos e processos que estes devem dominar. Assim, o sistema escolar
deve propiciar um ensino que possibilite ao aluno:

- decidir que informacdo é relevante para o estudo e compreensdo de um
determinado problema e qual a melhor forma de apresentar essa informacao;

- dar a resposta mais adequada, apesar da multiplicidade de situacdes novas
que irdo encontrar durante a sua vida e a que tém de dar resposta imediata.

O grande desafio do nosso sistema escolar é conseguir que os alunos aprendam
a pensar, a resolver problemas, a enfrentar novas situacdes, a aceder a informacdo e a
trata-la de forma adequada.

Ja em 1991 o National Council of Teachers of Mathematics propunha que se
incluissem tépicos de Matematica Discreta nos curriculos [12]. Na Norma 12, para os
niveis de escolaridade do 9.2 ao 12.2 ano, podiamos encontrar referéncias tais como:

- (...) em contextos geométricos e algébricos, os alunos devem ter numerosas
oportunidades para investigar situagbes problemdticas deste tipo, e também de
situacées que envolvam trés redes de comunicagdo, diagramas de circuitos, torneios
desportivos, esquemas de produgcdo e relacbes matemadticas...que podem ser

modeladas e analisadas a partir de grafos. Grafos particulares, chamados drvores, sGo
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usados frequentemente na resolugdo de problemas de probabilidades e na
representac¢do da prioridade das operagOes nas expressées algébrica...;

- (...) O pensamento recursivo aplica-se também em muitos contextos
geométricos. Por exemplo, para determinar o numero mdximo de regides que sdo
designadas no plano por n rectas, ndo paralelas duas a duas e que se intersectam em
pontos diferentes...

Nos curriculos portugueses, a Teoria do Grafos é apenas abordada na disciplina
de Matematica Aplicada as Ciéncias Sociais, destinada ao Curso Cientifico-Humanistico
de Linguas e Humanidades e ao Curso Tecnolégico de Ordenamento do Territdrio.

Segundo o ministério da Educacdo, “esta disciplina pretende desempenhar um
papel incontorndvel para os estudantes dos cursos referidos, contribuindo para uma
abordagem tdo completa quanto possivel de situagbes reais...”[15]. Para além disso,
através desta disciplina pretende-se que os alunos adquiram “experiéncias
matemdticas significativas que lhes permitam saber apreciar devidamente a
importdncia das abordagens matemdticas nas suas futuras actividades”[15] assim
como contribuir para a Educagdo para a cidadania.

De facto, pelo que pude constatar, a abordagem feita pelos manuais ao tema
“Modelos de Grafos” sustenta-se sobretudo em problemas da vida real, o que
realmente me parece contribuir para um maior interesse por parte dos alunos.

Este tema é apenas abordado nesta altura pois até ao final do 3.2 ciclo
estudam-se conceitos base gerais que sdo necessarios posteriormente no Ensino
Secundario em cursos como o Curso Cientifico-Humanistico de Ciéncias e Tecnologias.
No entanto, impde-se a questdo “Serd que o tema Modelos de Grafos também ndo
poderia fazer parte do curriculo referente ao 3.2 ciclo?”.

Embora considere que o tema seja bastante interessante, parece-me que os
alunos nessa fase ainda ndo se encontram a um nivel cognitivo que lhes permita
entender e sobretudo visualizar determinadas nog¢des necessarias a compreensao da
Teoria dos Grafos.

Segundo Piaget, entre os 12 e os 16 anos, os adolescentes comecam a
desprender-se do real, sem precisar de se apoiar em factos, ou seja, comecam a
pensar e a entender o abstracto e a deduzir mentalmente sobre varias hipoteses que

se colocam.
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Assim, parece-me correcto que os Modelos de Grafos sejam abordados nesta
altura pois todos os alunos ja devem ser capazes de entender e encontrar solucées
para os problemas apresentados.

Por outro lado, considerando a forma como este tema tem aplicabilidade na
vida real, e sendo dois dos objectivos gerais dos programas de ensino a preparacao
para a vida activa e aprender a aprender, acredito que a introducao da Teoria dos
Grafos nos programas dos outros Cursos teria vantagens atendendo:

- as suas aplicacoes em diferentes areas do saber;

- ao seu potencial para desenvolver aspectos como a visualizacdo de situacgdes e
a esquematizacao de raciocinios;

- a que é um extraordindrio meio de comunicacao;

-a que desenvolve capacidades légicas e de precisdio bem como destrezas
manuais.

A importancia crescente de problemas relacionados, por exemplo, com
guestoes de transito ou de negdcios, que implicam tomadas de decisGes leva-me a
considerar que os grafos deveriam ser um dos topicos integrados nos programas de
Matematica. Estes constituem uma boa ferramenta para conceptualizar situagoes,
entender esquemas e transferi-los para novas situacdes para além de exigirem poucas
destrezas numéricas e de calculo. Pelo facto de ser um tema de Matematica Discreta,
os alunos ndo necessitam de muitos conhecimentos nem técnicas matematicas
especificas, o que pode levar a que um maior nimero de alunos discutam e trabalhem
conceitos numéricos e operacdes basicas sem grandes dificuldades.

Um aspecto que no meu ponto de vista falha é relativo aos Objectivos
Especificos, bem como as Indicagbes Metodoldgicas, dados pelo Ministério da
Educagdo sobre o tema, que me parecem pouco cuidados e que mereciam um maior
desenvolvimento. Este aspecto estd bem patente na forma como os manuais
apresentam o tema pois, embora de uma forma geral o abordem segundo uma mesma
sequéncia, existem grandes discrepancias ao nivel dos conteddos abordados e,
sobretudo, da terminologia e notacdo utilizada. Note-se, por exemplo, que o manual
da Porto Editora aborda muitos mais assuntos que os manuais das restantes editoras

[5] [10] [11] [13] [16]. Como os objectivos apresentados pelo Ministério da Educacdo
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sdo muito gerais, o professor tem que subentender o que devera leccionar ou nao
(acontecendo o mesmo com as editoras).

Apesar de considerar que os programas ndao tém de prever o seu modo de
implementacdo, dado que o programa de Matematica Aplicada as Ciéncias Sociais
inclui temas que ndo sdo presentemente leccionados no ensino basico e secundario,
parece-me importante que a discussdo do programa fosse acompanhada da sua
implementagao. Além disso, parece-me igualmente fundamental que se equacione a
formagdo e acompanhamento dos professores com vista ao sucesso da implementagdo
dos novos programas.

Assim, ao planificar os planos de aula apresentados neste trabalho, houve nao
so o cuidado de escolher problemas que me pareceram mais aliciantes como também
que estes abarcassem uma variedade aprecidvel de assuntos presentes nos diversos
manuais. As actividades seleccionadas pretendiam fazer com que os alunos tivessem a
oportunidade de expressar as suas ideias e que as pudessem desenvolver ao resolver
os problemas.

A sequéncia das tarefas propostas foi feita segundo uma ldgica pessoal do
momento da realizacdo deste trabalho, constituindo uma mera sugestdo que cada
professor podera alterar.

O importante é que se compreenda que o professor tem um papel fundamental
na planificacdo das suas aulas, devendo ponderar quais os objectivos a atingir, o nivel

etdrio e o desenvolvimento matematico dos alunos.
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