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Agradeço as sugestões e comentários do Prof. Ernest Hairer, do Prof. Ben Leimkuhler e do
Prof. Jerrold Marsden. Agradeço ao Simone Calogero pela leitura atenta do manuscrito, acom-
panhada das respectivas discussões e, por fim, ao Anwar, por todo apoio e incentivo, mesmo
sem falar português.
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RESUMO

O objectivo desta tese é discutir e construir integradores geométricos que visam preservar as
caracteŕısticas qualitativas de uma equação diferencial, quando esta é discretizada. Em par-
ticular, mostra-se que para sistemas Hamiltonianos, os integradores simplécticos demonstram
uma vantagem evidente. Isto é ilustrado pelo desenvolvimento de novas variantes do método de
Euler simpléctico e do método Störmer-Verlet, ambos adaptativos e não-adaptativos, os quais
produzem uma integração expĺıcita e semi-expĺıcita da Hamiltoniana não separável para as
equações do problema de Hill.

Em primeiro lugar, explora-se a ideia da integração geométrica, discutem-se algumas das suas
vantagens e desvantagens, e sumarizam-se caracteŕısticas qualitativas relevantes a ser preser-
vadas pelo integrador, quando comparados com os integradores clássicos, na integração de um
sistema Hamiltoniano. Tais objectivos são ilustrados com alguns exemplos, tais como o exem-
plo clássico do pêndulo e o problema de Kepler. De seguida, desenvolvem-se alguns (mas não
de forma exaustiva) resultados teóricos em sistemas com estrutura Hamiltoniana. Embora tal
possa parecer, de certa forma, uma fuga ao tema principal da tese em integração geométrica, é
essencial saber e compreender as caracteŕısticas qualitativas do sistema Hamiltoniano, de forma
a construir-se integradores que lhe preservem a estrutura. No seguimento, fornece-se uma in-
formação detalhada de alguns métodos numéricos, nomeadamente, os métodos de Euler expĺıcito
e impĺıcito, o método de Euler simpléctico, a regra do ponto médio impĺıcita, a famı́lia Runge-
Kutta e, em particular, o método Störmer-Verlet. Quando se faz a inclusão de algum método
numérico na classe dos integradores geométricos ou não geométricos, fundamenta-se tal decisão
com a descrição das caracteŕısticas qualitativas preservadas.

A última parte da tese é dedicada o problema de Hill, o qual modela o movimento no sistema
solar de dois corpos próximos, que se movem em órbitas circulares à volta de um terceiro corpo,
muito maior e situado a uma grande distância. Numa primeira etapa, descrevem-se as equações
do movimento e as curvas de Hill. De seguida, desenvolvem-se métodos simplécticos para o
problema, demonstrando-se, usando diversos resultados numéricos, que os métodos com passo
de integração variável preservam aproximadamente a energia do sistema Hamiltoniano, mas de
uma forma mais eficiente e precisa que os métodos tradicionais.
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ABSTRACT

The objective of this thesis is to discuss and construct geometric integrators that aim to preserve
the qualitative features of a differential equation when it is discretised. In particular, we show
that for Hamiltonian systems, symplectic integrators have a clear advantage. This is illustrated
in the development of new variants of the symplectic Euler and Störmer-Verlet methods, both
adaptive and non-adaptive, which enables explicit and semi-explicit integration of the non-
separable Hamiltonian for the equations of Hill’s problem.

We first explore the idea of geometric integration and discuss some of the advantages and
disadvantages and summarise the qualitative features that are preserved by the integrator, in
comparison with several of the classical numerical integrators as applied to a Hamiltonian system.
We demonstrate this with several examples, including that of the classical pendulum and Kepler’s
problem. We then develop some (though by no means exhaustive) essential theoretical results
for systems with Hamiltonian structure. Although this may seem to be somewhat of a diversion
from the main theme of the thesis on geometric integration, it is essential to understand the
characteristic features of the Hamiltonian system, in order to construct structure-preserving
algorithms. Next, we give a detailed description of several important numerical methods, namely,
explicit and implicit Euler, symplectic Euler, the implicit midpoint rule, the Runge-Kutta family,
and in particular, Störmer-Verlet. We then categorise the methods into geometric and non-
geometric integrators by outlining the qualitative feature that it preserves.

The last part of the thesis is dedicated to Hill’s Problem which models the motions in the solar
system in which two nearby bodies move in nearly circular orbits about another much larger
body at a great distance. First we describe the equations and Hill’s curves. We then develop
the symplectic methods for the problem and demonstrate using several numerical experiments
that the resulting adaptive methods nearly preserve the total energy for the Hamiltonian system
more efficiently and accurately than the traditional methods.
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5.3.7 Soluções periódicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

5.3.8 Modificações ao problema restrito . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

5.4 O problema de Hill . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114

5.4.1 As equações do movimento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114

5.4.2 Equações hamiltonianas do movimento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118

5.4.3 Equações do movimento em função de variáveis complexas conjugadas . . 118
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6 Integração numérica do problema de Hill 122
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6.7 Trajectórias do terceiro corpo, no problema de Hill, no método de Euler simpléctico, com passo
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com passo 10−3 e 10−4, respectivamente. As condições iniciais são (q1, q2) = (0.45, 0.05) e

(q̇1, q̇2) = (0, 0). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132
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considerou-se ε = 10−2 e r = 1. As condições iniciais são (q1, q2) = (0.45, 0.05) e (q̇1, q̇2) = (0, 0). 147

6.23 Evolução da Hamiltoniana e da Hamiltoniana modificada, respectivamente, no problema de Hill,
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6.25 Trajectória do terceiro corpo, no problema de Hill, com o método Störmer-Verlet adaptativo,

para r = 1
2
, r = 3

4
e r = 1, respectivamente. As condições iniciais são (q1, q2) = (0.45, 0.05) e

(q̇1, q̇2) = (0, 0), com ε = 10−2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151

6.26 Evolução da Hamiltoniana, no problema de Hill, com o método Störmer-Verlet adaptativo, para

r = 1
2
, r = 3

4
e r = 1, respectivamente. As condições iniciais são (q1, q2) = (0.45, 0.05) e

(q̇1, q̇2) = (0, 0), com ε = 10−2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152

6.27 Evolução da Hamiltoniana modificada, no problema de Hill, com o método Störmer-Verlet adap-

tativo, para r = 1
2
, r = 3

4
e r = 1, respectivamente. As condições iniciais são (q1, q2) =

(0.45, 0.05) e (q̇1, q̇2) = (0, 0), com ε = 10−2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152

6.28 Evolução do passo de integração, no problema de Hill, com o método Störmer-Verlet adaptativo,

para r = 1
2
, r = 3

4
e r = 1, respectivamente. As condições iniciais são (q1, q2) = (0.45, 0.05) e

(q̇1, q̇2) = (0, 0), com ε = 10−2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153

x
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3.7 Método Runge-Kutta impĺıcito de ordem 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

3.8 Método de Gauss-Legendre de ordem 6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

3.9 Método Lobatto IIIA de ordem 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

3.10 Método Lobatto IIIB de ordem 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
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Caṕıtulo 1

Introdução

A maior parte dos fenómenos f́ısicos são descritos por equações diferenciais ordinárias ou por
equações diferenciais parciais. Na maioria dos casos, a solução geral destas equações não é
conhecida, recorrendo-se a métodos numéricos para determinar as suas soluções. Um método
ou integrador numérico é um algoritmo que substitui uma equação diferencial, que descreve
a dinâmica cont́ınua de um sistema, por equações-diferença que aproximam a trajectória ver-
dadeira através de uma trajectória discreta.
O leque de métodos numéricos dispońıveis é variado, em particular após o aparecimento e di-
fusão do uso do computador. Nas últimas décadas, pareceu ter-se atingido uma certa maturidade
no campo da integração numérica de equações diferenciais ordinárias, sendo corrente o uso de
excelentes algoritmos, na sua maioria baseados em métodos Runge-Kutta ou métodos lineares
multipasso. Em geral, o ênfase de tais algoritmos clássicos é colocado na estabilidade do método
e na solução de compromisso entre o controlo do erro e a eficiência computacional. O problema
central na integração numérica tradicional de sistemas de equações diferenciais ordinárias é cal-
cular a solução de um problema num dado instante de tempo t, dadas as condições iniciais, da
forma mais eficiente posśıvel, respeitando uma dada tolerância para o erro global. A classe do
integrador, a sua ordem e erro local, assim como o passo temporal, são desenhados, constrúıdos e
escolhidos com este propósito. No entanto, os métodos tradicionais ignoram todas as leis f́ısicas
contidas pela equação diferencial que estão a integrar numericamente. Por exemplo, a segunda
lei de Newton, md2x

dt2
= F (t, x, dx

dt ), contém mais informação do que a relação entre massa, acel-
eração e força - contém todas as propriedades f́ısicas relevantes - nomeadamente, informação
sobre o espaço de fase, o qual pode ser o espaço euclideano ou um espaço curvo; sobre simetrias
do movimento, tais como as simetrias no movimento de um pêndulo; sobre quantidades, tais
como a energia, indicando se são ou não conservadas; sobre a simplecticidade e a preservação
do volume. Desde os finais dos anos 80 e ińıcio dos anos 90, o estudo e desenvolvimento de
métodos numéricos que obedeçam, também, às leis f́ısicas escondidas, tem sido uma área de
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grande actividade e fértil em resultados.
Hoje em dia, a tecnologia dispońıvel permite cálculos computacionais mais pesados, possibili-
tando soluções numéricas de longo prazo. Mas, o elevado número de passos, embora permita a
obtenção de uma solução numérica no longo prazo, pode comprometer o sucesso da simulação.
Em que sentido? Por exemplo, em sistemas dinâmicos hamiltonianos, atractores e repulsores
no espaço de fase não são observáveis; no entanto, métodos tradicionais, tais como os métodos
de Euler e de Runge-Kutta, quando aplicados a sistemas hamiltonianos, podem produzir tra-
jectórias numéricas que implicam a existência de atractores e repulsores. Consequentemente,
não é de estranhar a afirmação de que as propriedades qualitativas do integrador numérico são
cŕıticas para o sucesso da simulação [23].
Vislumbra-se, então, a pertinência e actualidade dos integradores geométricos, métodos que,
ressalvando de erros de arredondamento, conservam as propriedades qualitativas associadas às
soluções do sistema dinâmico em estudo, ou seja, na medida do posśıvel, conservam o retrato da
fase. Note-se o contraste entre a aproximação tradicional, centrada no compromisso entre o erro
global e a eficiência computacional, e a aproximação feita a um dado problema pela integração
geométrica: fixa-se um passo temporal (por vezes, moderadamente grande) e calculam-se órbitas
de longo prazo, talvez com várias condições iniciais diferentes. Embora o erro global de cada
órbita não seja pequeno, o retrato da fase produzido pode ser muito próximo, em algum sentido,
do retrato da fase da equação diferencial.

1.1 Qual o interesse da integração geométrica?

Como explicar o interesse recente na integração geométrica, de áreas tão diversas como a as-
tronomia, a dinâmica molecular, a mecânica, a f́ısica e a análise numérica?
Grosso modo, os métodos baseados na análise do erro não respeitam, necessariamente, as car-
acteŕısticas qualitativas do problema subjacente à equação diferencial original, ao passo que os
integradores geométricos incorporam essa informação qualitativa. Em termos simples, pretende-
se que um integrador numérico, ao cumprir a sua função tradicional, vá mais além, e reproduza,
pelo menos, certas caracteŕısticas do sistema original. Já não é suficiente que o integrador
numérico se limite a apresentar uma solução numérica; ambiciona-se, também, que essa solução
numérica partilhe as caracteŕısticas do sistema cont́ınuo subjacente. Neste sentido, diz-se que
a integração geométrica é sinónimo de uma integração que preserva a estrutura das equações
diferenciais, isto é, os integradores numéricos partilham algumas das propriedades geométricas
do fluxo exacto do sistema.
Há, de facto, alguns integradores já usados há décadas, tais como o Störmer-Verlet, que são
também integradores geométricos; outros foram reajustados nesse sentido, ou então criados de
raiz. Além da vantagem evidente da incorporação de caracteŕısticas qualitativas, os integradores
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geométricos são, muitas vezes, mais eficientes e mais fáceis de analisar, já que se pode explorar
a teoria qualitativa subjacente à equação diferencial, a partir da análise retrospectiva do erro.
Neste sentido, uma consequência directa da integração geométrica é o estudo de um sistema
dinâmico ¿vizinhoÀ do sistema dinâmico original, e na ¿classeÀ correcta; por exemplo, se o
sistema de equações diferenciais é hamiltoniano, o fluxo numérico será solução de um sistema
hamiltoniano vizinho. Aliás, a grande justificação da integração geométrica reside na análise
retrospectiva do erro. Grosso modo, esta ferramenta teórica escreve o integrador numérico ψh

como o fluxo de algum campo vectorial perturbado f̃ , ou seja, ψh(f) = ϕ(f̃), onde ϕ repre-
senta o fluxo verdadeiro - a solução numérica é a solução exacta de um problema modificado.
Se o método for de ordem p, então f̃ = f + O(hp); consequentemente, em muitos casos pode
argumentar-se que, se ψh pertencer a alguma classe (por exemplo, hamiltoniana), então o campo
vectorial perturbado também pertencerá à mesma classe. Desta forma, sabe-se que, ao estudar
a dinâmica do integrador numérico, está a estudar-se, no mı́nimo, a dinâmica na classe correcta.
Por outro lado, quando a solução numérica de um sistema hamiltoniano for arbitrariamente
próxima do fluxo exacto de um problema hamiltoniano perturbado, o erro de um método
simpléctico não é arbitrário mas fortemente estruturado.
Os resultados obtidos tornaram evidente que a preservação das propriedades geométricas do
fluxo, não só produz um comportamento qualitativo superior, como permite uma integração
mais precisa no longo prazo. De facto, a preservação das propriedades qualitativas tem con-
sequências indirectas, que têm sido observadas nos resultados obtidos ao longo destes últimos
vinte anos, nomeadamente [30]:

(i) os integradores geométricos que são simplécticos exibem um bom comportamento no que
diz respeito à evolução da energia;

(ii) os integradores simplécticos conservam a quantidade de movimento angular.

Pelo facto de se explorar a estrutura dos sistemas mecânicos, é posśıvel utilizar integradores mais
atractivos do ponto de vista teórico, mas também mais eficientes em termos computacionais
e que exibam melhores propriedades em simulações de longo prazo, do que os integradores
convencionais [47].
Pode dizer-se que o campo da integração geométrica é um campo de convergência de interesses
de áreas tais como a Matemática Pura, a Análise Numérica, a Mecânica e a Engenharia. De
facto, para se desenharem integradores geométricos exige-se o diálogo entre as mais diversas
áreas; é necessário o input da geometria dos sistemas mecânicos e, também, o input da tradução
dessa geometria em algoritmos eficientes e confiáveis.
As vantagens e desvantagens da integração geométrica podem ser sintetizadas da seguinte forma
[21, 30, 32]. As vantagens principais são:

1. As simulações podem ser feitas no longo prazo, já que efeitos não f́ısicos, tais como dis-
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sipação de energia em sistemas conservativos, não têm lugar. Por exemplo, sistemas hamil-
tonianos preservam a energia, mas integradores simplécticos, em geral, não; no entanto,
a análise retrospectiva permite concluir que, no longo prazo, o erro na energia oscila de
forma limitada.
Os métodos numéricos gerais negligenciam a estrutura geométrica simpléctica dos sis-
temas hamiltonianos e, por isso, embora sejam poderosos na simulação de curto prazo dos
fenómenos f́ısicos, exibem severas limitações na integração de longo prazo.

2. Integradores geométricos confiáveis, simples e rápidos podem ser obtidos através do estudo
da estrutura da equação diferencial em causa. Adicionalmente, podem ser obtidos métodos
mais estáveis e/ou mais precisos do que os integradores tradicionais.

3. Em algumas situações, os resultados são qualitativamente correctos, mesmo quando o
movimento é caótico.

4. Para alguns sistemas, os erros são muito mais pequenos do que com os integradores conven-
cionais, tanto no curto, no médio como no longo prazo. Embora os integradores geométricos
não tenham sido desenhados para controlar o erro global, por vezes ele cresce linearmente
para um integrador simpléctico e de forma quadrática para um integrador clássico.

5. A preservação da estrutura pode produzir métodos mais robustos e que conduzam a mel-
hores resultados qualitativos do que os métodos convencionais, mesmo se o erro numérico
não for inferior.

6. A preservação da estrutura pode sugerir novas formas de computação consideradas im-
posśıveis, como o é caso da integração de longo prazo de sistemas hamiltonianos.

O sumário das desvantagens é:

1. Em geral, para que um integrador obedeça a alguma lei f́ısica ¿escondidaÀ, ela tem de ser
conhecida; por exemplo, para se preservar a energia, ela deve ser conhecida.

2. Os integradores geométricos podem tornar-se computacionalmente mais dispendiosos, já
que se está a exigir mais do método; no entanto, e de forma surpreendente, algumas vezes
eles são muito mais baratos do que os integradores clássicos.

3. As leis escondidas podem não ser todas preservadas pelo método; por exemplo, é bem
conhecido o facto dos integradores geométricos com passo temporal fixo não poderem
conservar, em simultâneo, a energia e a simplecticidade.

4. No caso de sistemas hamiltonianos, para se preservar a simplecticidade do fluxo é necessário
que o passo de integração seja constante, o que pode constiuir uma séria limitação.
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1.2 Exemplos comparativos de integradores clássicos vs. inte-

gradores geométricos

Antes da apresentação dos exemplos comparativos, introduzam-se os conceitos de fluxo de um
sistema dinâmico e fluxo numérico. O fluxo de um sistema dinâmico dy

dt = f(y) é a função que,
para qualquer ponto y0 do espaço de fase, associa o valor y(t) da solução com o valor inicial
y(0) = y0. Esta função, representada por ψt, é definida por

ψt(y0) = y(t) se y(0) = y0. (1.1)

Admita-se que para a equação diferencial em estudo não é posśıvel encontrar a forma geral das
suas soluções. Neste caso, recorre-se aos métodos numéricos, algoritmos que permitem calcular
soluções que aproximam o fluxo do sistema. O método numérico mais simples é o método de
Euler expĺıcito

yn+1 = yn + hf(yn), (1.2)

onde h representa o passo temporal. Este algoritmo permite calcular aproximações y1,y2, . . .

aos valores y(h),y(2h), . . . da solução, dado uma determinada condição inicial y(0) = y0. A
expressão (1.2) é uma função

Φh : yn → yn+1 (1.3)

designada por fluxo numérico.

Exemplo 1

Como exemplo introdutório, considere-se o oscilador harmónico [6],

du

dt
= v,

dv

dt
= −u.

Em termos qualitativos, as soluções deste sistema:

(i) são periódicas;

(ii) são limitadas;

(iii) conservam a quantidade u2 + v2.

Aplicando o método de Euler expĺıcito, com passo temporal h, obtém-se:

Un+1 = Un + hf(Un)

= Un + hVn
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e

Vn+1 = Vn + hf(Vn)

= Vn − hUn,

onde Un e Vn representam a solução numérica. Tal significa que

U2
n+1 + V 2

n+1 = (1 + h2)(U2
n + V 2

n ),

ou seja, o método numérico perdeu as três caracteŕısticas qualitativas citadas. Ora, o desejável
seria que o integrador produzisse soluções numéricas periódicas, limitadas e que preservasse a
quantidade u2 + v2; nesse sentido, seria um integrador geométrico.
Aplicando o método de Euler impĺıcito, obtém-se:

Un+1 = Un + hf(Un+1)

= Un + hVn+1

e

Vn+1 = Vn + hf(Vn+1)

= Vn − hUn+1.

Como Un = Un+1 − hVn+1 e Vn = Vn+1 + hUn+1, resulta

U2
n+1 + V 2

n+1 =
U2

n + V 2
n

1 + h2
,

ou seja, o sistema torna-se dissipativo e as soluções deixam de ser periódicas.
No entanto, aplicando a regra do ponto médio impĺıcita

Un+1 = Un + hf

(
Un + Un+1

2

)

= Un +
h

2
(Vn + Vn+1)

e

Vn+1 = Vn + hf

(
Vn + Vn+1

2

)

= Un − h

2
(Un + Un+1),
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obtém-se U2
n+1 + V 2

n+1 = U2
n + V 2

n , adicionando membro a membro o quadrado das igualdades

Un+1 − h

2
Vn+1 = Un +

h

2
Vn e Vn+1 +

h

2
Un+1 = Vn − h

2
Un.

Note-se que agora o integrador numérico preserva as caracteŕısticas das equações diferenciais a
integrar.

Exemplo 2

Um outro exemplo clássico é o do pêndulo, com massa unitária e um fio de massa despreźıvel
com comprimento unitário [13, 30]. Este sistema de um grau de liberdade, com Hamiltoniana

H(p, q) =
1
2
p2 − cos q,

onde q representa a coordenada da posição, e p a quantidade de movimento, tem as seguintes
equações de movimento

ṗ = − sin q, q̇ = p. (1.4)

Como o campo vectorial é periódico, de peŕıodo 2π em q, considera-se q como uma variável no
ćırculo S1, ou seja, o espaço de fases dos pontos (p, q) é o cilindro R× S1. É imediato verificar
que ao longo das curvas-solução, a Hamiltoniana é um invariante, isto é,

H(p(t), q(t)) = Const,

o que significa que as curvas-solução do problema estão nessas curvas de ńıvel. Quando se
recorre ao método de Euler expĺıcito ou ao impĺıcito, as soluções numéricas obtidas são espirais,
mas quando se usa o método de Euler simpléctico ou a regra do ponto médio impĺıcita, já se
observa um comportamento qualitativo correcto. Neste exemplo, um outro aspecto qualitativo a
considerar é a preservação da área pelo fluxo hamiltoniano, já que em sistemas hamiltonianos o
fluxo é simpléctico (para sistemas em R2, a simplecticidade do fluxo é equivalente à preservação
da área). O método de Euler expĺıcito não preserva a área do fluxo, ao passo que o método de
Euler simpléctico o faz. Por fim, note-se que o fluxo deste sistema tem uma simetria (q, p) 7→
(−q,−p) que aplica o campo vectorial em si próprio (rotação de 180◦) e uma simetria reverśıvel
(q, p) 7→ (q,−p) que aplica o campo vectorial no seu simétrico. Pelo que já foi dito, é evidente
que os métodos de Euler expĺıcito e impĺıcito não preservam, também, esta caracteŕıstica.
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Exemplo 3

O problema de Kepler descreve o movimento de um ponto material num plano, que é atráıdo
em direcção à origem com uma força inversamente proporcional ao quadrado da distância. A
Hamiltoniana do sistema é [11, 12, 37, 41]

H(q,p) =
1
2
pTp− 1

‖q‖ ,

ou seja

H(p1, p2, q1, q2) =
1
2
(p2

1 + p2
2)−

1√
q2
1 + q2

2

,

onde a primeira parcela da Hamiltoniana é a energia cinética e a segunda a energia potencial.
As equações do movimento são

ṗi = − qi

(q2
1 + q2

2)3/2
, q̇i = pi, i = 1, 2.

A trajectória no plano é uma curva fechada, dada por uma elipse, ou seja, a solução é periódica.
Devido ao carácter central da força, além da conservação da energia, verifica-se que a quantidade
de movimento angular é invariante e igual a

I(p1, p2, q1, q2) = q1p2 − q2p1.

O comportamento da energia decorrente da aplicação do método de Euler expĺıcito, do método
Runge-Kutta de ordem 4 e do método Störmer-Verlet, para as condições iniciais q = (1, 0)T e
p = (0, 1)T , com passo h = 10−3, é diverso. A energia, embora não seja exactamente conservada
pelo método Störmer-Verlet, oscila dentro de certos limites, mesmo no longo prazo; no entanto,
com o Euler expĺıcito, diverge sem limite, afastando-se cada vez mais do valor da Hamiltoni-
ana, ao passo que com o clássico Runge-Kutta de ordem 4, a energia oscila dentro de limites
muito mais alargados do que com o método Störmer-Verlet (ver figura 1.1). Mesmo as ordens
de grandeza do erro na energia são substancialmente diferentes: enquanto no método de Euler
expĺıcito e no método Runge-Kutta ronda os 10−4, no método Störmer-Verlet desce para os
10−15.
Relativamente à quantidade de movimento angular, o método Störmer-Verlet conserva-a exacta-
mente, ao passo que o método Euler expĺıcito e o método Runge-Kutta não, conforme ilustrado
na figura 1.2.
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Figura 1.1: Erro na energia no problema de Kepler com o método de Euler expĺıcito, com o método Runge-Kutta
de ordem 4 e com o método Störmer-Verlet, respectivamente; as condições iniciais são q = (1, 0)T e p = (0, 1)T ,
com passo h = 10−3
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Figura 1.2: Erro no momento angular no problema de Kepler com o método de Euler expĺıcito, com o método
Runge-Kutta de ordem 4 e com o método Störmer-Verlet, respectivamente; as condições iniciais são q = (1, 0)T

e p = (0, 1)T , com passo h = 10−3

Exemplo 4

Considere-se, agora, o problema (
u̇

v̇

)
=

(
v−2

v
1−u

u

)
. (1.5)

Um invariante do sistema é dado por

I(u, v) = lnu− u + 2 ln v − v,

já que
d

dt
I(u(t), v(t)) =

1− u

u
u̇− v − 2

v
v̇ = 0.

Tal significa que cada solução está numa curva de ńıvel de I(u, v) e, como todas as curvas de ńıvel
são fechadas, todas as soluções são periódicas. Para integrar este problema, implementaram-
se três métodos: os métodos de Euler expĺıcito, impĺıcito e simpléctico, com condição inicial
(u, v) = (2, 2) e com um passo temporal h = 0.1. O comportamento das soluções numéricas
observado foi o seguinte (ver figura 1.3): os métodos de Euler expĺıcito e impĺıcito produzem uma
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espiral, comportamento qualitativamente incorrecto, já que a solução é periódica; já o método
de Euler simpléctico produz uma solução numérica que, em termos qualitativos, é a correcta.
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Figura 1.3: Solução das equações (1.5) para os métodos de Euler expĺıcito, impĺıcito e simpléctico, com condição
inicial (u, v) = (2, 2) e h = 0.1

1.3 Quais as caracteŕısticas qualitativas a preservar?

Nesta secção sumariam-se as caracteŕısticas globais e qualitativas do sistema descrito pela
equação diferencial que se pretendem preservar quando se opta pela utilização de integradores
geométricos. É, naturalmente, imposśıvel elaborar uma lista exaustiva, mas a lista parcial que
se segue cobre uma vasta variedade de possibilidades [6, 23, 32].

1. Estrutura geométrica. Propriedades do espaço de fase no qual o sistema é definido fornecem
informação sobre as propriedades das soluções (em particular, nos sistemas hamiltonianos).
Por exemplo, as soluções de sistemas dinâmicos hamiltonianos não podem ser espirais, facto
associado à conservação da estrutura simpléctica pelo fluxo hamiltoniano.

2. Leis de conservação. Neste item incluem-se leis de conservação de quantidades tais como a
massa, a energia e a quantidade de movimento, ou então, quantidades que são conservadas
ao longo de trajectórias de part́ıculas e fluxos, tais como a densidade do fluido ou a vortici-
dade potencial. Em problemas hamiltonianos, tem-se também a conservação da estrutura
simpléctica no espaço de fase e a preservação do volume em sistemas com divergência nula
(uma equação diferencial ordinária ẋ = f(x) tem divergência nula se

∑n
i=1

∂fi(x)
∂xi

= 0).

3. Simetrias. As simetrias podem ser:

• Simetrias galileanas. Incluem translações, reflexões e rotações. Por exemplo, no
estudo do movimento de um corpo ŕıgido no espaço tridimensional é determinante
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o facto de tais sistemas serem invariantes sob simetrias galileanas. As simetrias
galileanas reduzem a complexidade do retrato da fase e, por isso, devem ser preser-
vadas.

• Simetrias reverśıveis. Muitos sistemas f́ısicos são invariantes sob simetrias ρ que
satisfazem a identidade ρ2 = Id; por exemplo, o sistema solar é invariante sob
uma simetria temporal. Um outro exemplo clássico é o dos sistemas hamiltonianos,
que são uma função par da quantidade de movimento p, ou seja, a Hamiltoniana
H = H(q,p) é invariante sob a reflexão simétrica p 7→ −p; então, se (q(t),p(t))
é uma solução, também (q(−t),−p(−t)) o é. Consequentemente, é desejável que,
nestes casos, também os integradores numéricos exibam uma simetria reverśıvel.
Um método numérico y1 = Φh(y0) é simétrico se, fazendo a troca y0 ↔ y1 e h ↔ −h,
o método continua inalterado. Pode definir-se a simetria de um método recorrendo
ao método adjunto. O método Φ∗h = (Φ−h)−1 designa-se por método adjunto de
Φh; então, se Φh = Φ∗h, o método diz-se simétrico, já que Φ−h = Φ−1

h . O algoritmo
Störmer-Verlet e a regra do ponto médio impĺıcita são algoritmos simétricos, mas o
algoritmo de Euler expĺıcito não o é.
Conhecendo um método numérico Φh e o seu adjunto Φ∗h, é posśıvel construir um
método simétrico Φ̂h, pela composição Φ̂h = Φ∗h

2

◦ Φh
2

[13, 23].
As simetrias reverśıveis devem ser preservadas já que, assim como as simetrias galileanas,
reduzem a complexidade do retrato da fase.

• Simetrias em termos de escala. Muitos problemas f́ısicos gozam da propriedade de
serem invariantes após mudanças de escala, quer no tempo, quer no espaço. Em
parte, isto é o reflexo do facto das leis da f́ısica não dependerem das unidades usadas;
por exemplo, as leis de gravitação de Newton são invariantes sob transformações de
escala temporal ou espacial.
Considere-se o sistema de equações diferenciais ordinárias

du
dt

= f(u), u = (u1, . . . , uN )T , f = (f1, . . . , fN )T .

Este sistema é invariante sob a acção da transformação

t → t + λ, ∀λ.

Um reescalamento das variáveis dependente e independente pode ser descrito por
α = (α0, . . . , αN ), tal que

t → λα0t, ui → λαiui, ∀λ > 0.
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Um exemplo t́ıpico é a mudança de unidades de medida; se u representar a velocidade
e t o tempo, a mudança de escala t → λt induz u → u

λ . Naturalmente, um problema
f́ısico não deve depender das unidades de medida: o que conduz ao conceito de invari-
ancia em termos de escala de um sistema de equações. A equação diferencial du

dt = u2

e a equação diferencial d2r
dt2

= − 1
r2 , que traduz o movimento, numa dimensão, de uma

part́ıcula num campo gravitacional, são exemplos de equações diferenciais invariantes
sob transformações de escala [5]. Um método numérico invariante sob transformações
da escala temporal e espacial deve exibir uma relação similar, em termos discretos.

• Simetrias do grupo de Lie. Envolvem a invariância do sistema a um grupo de trans-
formações, chamado grupo de Lie. Um exemplo natural em mecânica é a invariância
do sistema sob a acção do grupo SO(3).

4. Comportamentos assimptóticos. Quando se pretende estudar a dinâmica de um sistema,
para o fazer numericamente será necessário aplicar um método durante um número in-
definido de passos, com vista a ganhar percepção sobre o comportamento do sistema no
longo prazo. Note-se que em certos contextos, nomeadamente em dinâmica molecular, onde
se trabalha com escalas temporais diversas, o estudo no longo prazo (medido em termos da
escala temporal menor) é inevitável. Ora, o que ocorre com muitos métodos convencionais
é que eles acumulam erros de forma exponencial à medida que o tempo avança; desta
forma, o estudo de determinado fenómeno f́ısico no longo prazo não é posśıvel, mesmo
para métodos de ordem significativa e com um erro local muito pequeno. É, então, essen-
cial o uso de métodos para os quais se tenha algum controlo sobre o crescimento do erro,
mesmo que o erro local desses métodos possa parecer grande quando comparado com out-
ros métodos. Em suma, espera-se que os integradores tenham um desempenho no longo
prazo que permita reproduzir o comportamento assimptótico de um determinado sistema
dinâmico.

5. Ordem das soluções. A equação diferencial pode ter algum prinćıpio que leve à preservação
da ordem das soluções. Por exemplo, dados dois conjuntos iniciais de dados u0(x) e v0(x)
para uma equação diferencial parcial, as soluções podem respeitar a ordem seguinte: se
u0(x) < v0(x) para todo o x, então u(x, t) < v(x, t) para todo o x e t. A equação do
calor ut = uxx, assim como muitas outras equações parabólicas, tem esta propriedade.
Será, então, razoável esperar que o integrador numérico obedeça ao mesmo prinćıpio de
preservação da ordem das soluções.

6. Comportamento dinâmico dos integradores. Os integradores devem preservar, o mais
posśıvel, o retrato da fase.

• Preservação dos pontos de equiĺıbrio. Todos os métodos B-séries retêm os pontos de
equiĺıbrio de ẋ = f(x) exactamente. Por exemplo, os métodos Runge-Kutta podem
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ser expandidos em séries de Taylor da forma

xk+1 = a0xk + a1hf + a2h
2f ′(f) + h3(a3f

′′(f, f) + a4f
′(f ′(f))) + . . . (1.6)

onde cada termo é avaliado em x = xk e a derivada f (m) é uma função multilinear
de m campos vectoriais num único campo vectorial. Os termos da série chamam-
se diferenciais elementares de f e a série designa-se por B-série. Um método de
integração que tenha uma expansão semelhante a (1.6) diz-se um método B-série.
No entanto, alguns métodos B-série podem gerar pontos fixos adicionais, chamados
de espúrios. Os métodos Runge-Kutta gaussianos de ordem 4 não produzem pontos
fixos espúrios.

• Propriedades do espectro e bifurcações. Um aspecto crucial da dinâmica próxima de
um ponto de equiĺıbrio são os seus valores próprios lineares. Uma segunda razão que
justifica a importância dos valores próprios está associada às bifurcações - tipicamente,
elas ocorrem quando a parte real de um dos valores próprios é nula. Por estas razões, é
importante preservar as propriedades espectrais dos pontos de equiĺıbrio. Os métodos
Runge-Kutta simétricos e A-estáveis, tal como os Runge-Kutta gaussianos, preservam
estas propriedades para qualquer passo temporal h. Os métodos não geométricos,
tipicamente, não preservam, neste sentido, o retrato da fase.

Mas quais as caracteŕısticas de sistemas hamiltonianos? Os caṕıtulos que se seguem são um
resumo alargado da teoria subjacente à dinâmica hamiltoniana e lagrangiana. Tal base teórica
será necessária para concluir sobre a natureza geométrica dos integradores. Afinal, se um inte-
grador é geométrico se preservar alguma(s) caracteŕıstica(s) qualitativa(s) do sistema de equações
diferenciais, pressupõe-se que se conhecem essas caracteŕısticas.



Caṕıtulo 2

Sistemas hamiltonianos e

lagrangianos

Os sistemas mecânicos resultantes dos prinćıpios f́ısicos são hamiltonianos ou conservativos.
Mesmo sistemas dissipativos, tipicamente, mantêm certas leis de conservação (por exemplo, a
conservação da massa em dinâmica de flúıdos); e, se a dissipação for fraca, tal como a dissipação
de Rayleigh, os sistemas são considerados primariamente conservativos, podendo ser integrados
em duas partes - a parte dominante, a conservativa, e a parte dissipativa. Tal significa que os
sistemas hamiltonianos são frequentes e relevantes numa grande variedade de problemas f́ısicos,
em áreas tão diversas como a mecânica, a astronomia, a dinâmica molecular e a óptica e, por
isso, foi com naturalidade que a primeira área onde as ideias geométricas foram usadas foi a
integração de equações diferenciais ordinárias em problemas hamiltonianos. O ponto de vista
hamiltoniano permite estudar com profundidade uma série de problemas da mecânica que não
admitem outros meios de solução - por exemplo, o problema da atracção por dois centros imóveis
e o problema das geodésicas no elipsóide de três eixos [1]. A perspectiva hamiltoniana assume,
ainda, maior importância para os métodos aproximados da teoria das perturbações (na mecânica
celeste), para a compreensão do carácter geral do movimento em sistemas mecânicos complexos
(teoria ergódica, mecânica estat́ıstica) e em relação a outras áreas, tal como a mecânica quântica.
O ponto de vista lagrangiano permite estudar até ao fim uma série de problemas importantes
na mecânica, nomeadamente, problemas na teoria das pequenas oscilações e na dinâmica do
sólido. É posśıvel fazer a ponte entre as duas perspectivas, sendo que, em muitos casos, elas
são equivalentes [1]. No formalismo lagrangiano obtêm-se, para a evolução do sistema, equações
diferenciais ordinárias de segunda ordem, ao passo que no formalismo hamiltoniano se obtêm
equações diferenciais ordinárias de primeira ordem. Neste sentido, o formalismo hamiltoniano é
mais apto para aplicar à teoria dos sistemas dinâmicos.

14



As equações de Euler-Lagrange e as equações de Hamilton 15

2.1 As equações de Euler-Lagrange e as equações de Hamilton

Seja Q o espaço das configurações, com coordenadas qi, i = 1, . . . , d, o qual descreve a con-
figuração do sistema, onde d representa o número de graus de liberdade. O número de quanti-
dades independentes que devem ser especificadas em ordem a definir a posição de um qualquer
sistema é designado por número de graus de liberdade.
Quando todas as posições das part́ıculas e respectivas velocidades estão simultaneamente es-
pecificadas, a experiência mostra que o estado do sistema está completamente determinado e
que o seu movimento subsequente pode ser, em prinćıpio, calculado. Matematicamente, tal sig-
nifica que se todas as posições q e velocidades q̇ são dadas em algum instante, as acelerações q̈,
naquele instante, são univocamente definidas [22]. As relações entre as acelerações, velocidades
e posições são chamadas de equações do movimento.
A Lagrangiana L(q, q̇, t) é, em geral, igual à diferença entre a energia cinética T e a energia
potencial V do sistema, admitindo-se que q̇i = dqi/dt representa a velocidade generalizada. A
Lagrangiana contém somente q e q̇, e não derivadas de ordem superior, já que o estado do sis-
tema é completamente definido quando as posições e as respectivas velocidades são dadas. L é
uma função L : TQ×R→ R, onde TQ, designado por fibrado tangente de Q, tem coordenadas
(q1, . . . , qn, q̇1, . . . , q̇n).
Segundo o prinćıpio variacional de Hamilton, as trajectórias do sistema no intervalo de tempo
[a, b] satisfazem

δS = δ

∫ b

a
L(q, q̇, t)dt = 0, (2.1)

sendo S =
∫ b
a L(q, q̇, t)dt designada por acção. O significado do prinćıpio de Hamilton é o

seguinte: escolha-se curvas qi(t) que unam dois pontos fixos em Q, num dado intervalo de tempo
fixo [a, b], e calcule-se o integral (2.1), admitindo que ele é uma função da curva; o prinćıpio
de Hamilton sustenta que esta função tem um ponto cŕıtico ou estacionário numa solução no
espaço de curvas. Seja δqi a variação, isto é, a derivada de uma famı́lia de curvas com respeito
a um parâmetro; então, pela regra da cadeia, a equação (2.1) é equivalente a

n∑

i=1

∫ b

a

(
∂L

∂qi
δqi +

∂L

∂q̇i
δq̇i

)
dt = 0 (2.2)

para todas as variações δqi que se anulam nos extremos. Usando a igualdade

δq̇i =
d

dt
δqi,
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integrando por partes o segundo termo de (2.2) e atendendo ao facto de que δqi(a) = δqi(b) = 0
, obtém-se

n∑

i=1

∫ b

a

[
∂L

∂qi
− d

dt

(
∂L

∂q̇i

)]
δqi dt = 0. (2.3)

Como δqi é arbitrário, (2.2) é equivalente às equações de Euler-Lagrange,

d

dt

(
∂L

∂q̇

)
− ∂L

∂q
= 0, (2.4)

sistema de d equações de segunda ordem, cuja solução depende de 2d constantes arbitrárias que
descrevem o movimento, dadas as condições iniciais.
No caso do pêndulo (1.4), usando o ângulo α como coordenada, a energia cinética é dada por
T = m

2 (ẋ2 + ẏ2) = ml2α̇2

2 e a energia potencial por V = mgy = −mgl cosα. As equações de
Euler-Lagrange são −mgl sinα−ml2α̈ = 0.
Um outro exemplo é o da segunda lei de Newton, F = ma, que descreve o movimento de
part́ıculas num campo potencial V . Para isso, considere-se um sistema de N part́ıculas que se
movem num espaço euclideano tridimensional; então, o espaço das configurações é Q = R3N e
L = T − V é dado por

L(qi, q̇i, t) =
1
2

N∑

j=1

mj‖q̇j‖2 − V (qi),

onde os pontos de Q são escritos como q1, . . . ,qN , e qi ∈ R3. Neste caso as equações de
Euler-Lagrange (2.4) reduzem-se à segunda lei de Newton

d

dt
(miq̇i) = − ∂V

∂qi
, i = 1, . . . , N,

ou seja, F = ma, verificando-se que o sistema potencial newtoniano é um caso particular da
mecânica lagrangiana.

Como se faz a passagem ao formalismo hamiltoniano? Introduzam-se as coordenadas

p =
∂L

∂q̇
, (2.5)

que representam os momentos conjugados generalizados do sistema. Defina-se a mudança de
variáveis (q, q̇) 7→ (q,p), chamada transformação de Legendre TL : TQ → T ∗Q que, no caso
dimensional finito tem coordenadas locais dadas por

TL(qi, q̇i) =
(

qi,
∂L

∂q̇i

)
= (qi, pi).
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A Hamiltoniana H : T ∗Q → R é definida como

H(p,q) = pT q̇− L(q, q̇), (2.6)

obtendo-se um sistema de 2d-equações de primeira ordem, chamadas equações de Hamilton

ṗ = −∂H

∂q
,

q̇ =
∂H

∂p
,

(2.7)

ou então, em componentes do campo vectorial hamiltoniano XH

Xpi(q, p) = −∂H

∂qi
(q, p),

Xqi(q, p) =
∂H

∂pi
(q, p).

O grau de suavidade da Hamiltoniana H pode variar de problema para problema, mas admite-se
que, no mı́nimo, H é de classe C2, de forma a permitir que o lado direito do sistema (2.7) seja
de classe C1, e então, os teoremas da existência e unicidade sejam aplicáveis.
Por vezes, é útil combinar todas as variáveis dependentes em (2.7) num vector 2d-dimensional
y = (p,q). Neste caso, (2.7) assume a forma

dy
dt

= J−1∇H, (2.8)

onde H = H(p,q) é a função Hamiltoniana, ∇ é o operador

(
∂

∂p1
,

∂

∂p2
, . . . ,

∂

∂pd
,

∂

∂q1
, . . . ,

∂

∂qd

)
,

J é a matriz anti-simétrica de dimensão 2d× 2d

J =

(
0 Id

−Id 0

)
, (2.9)

e Id representa a matriz identidade de dimensão d.
O formalismo hamiltoniano desenvolve-se no espaço de fase T ∗Q, designado por fibrado cotan-
gente de Q, com coordenadas (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn), contravariantes as coordenadas de q e
covariantes as de p.
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Para a Lagrangiana L : R6N = {(q, q̇) : q, q̇ ∈ R3N} → R de N part́ıculas,

L(q, q̇) =
1
2

N∑

i=1

mi‖q̇i‖2 − V (q),

vem

H(p,q) = pT q̇− L(q, q̇)

=
1
2

N∑

i=1

mi‖q̇i‖2 + V (q)

=
1
2

N∑

i=1

1
mi
‖pi‖2 + V (q).

(2.10)

Um exemplo simples da passagem do sistema lagrangiano ao hamiltoniano é dado pelo oscilador
harmónico, com Lagrangiana L = m

2 ẋ2 − k
2x2. O momento conjugado é p = ∂L

∂ẋ = mẋ. A
Hamiltoniana H é

H = pẋ− L

= mẋ2 − m

2
ẋ2 +

k

2
x2

=
p2

2m
+

k

2
x2,

o que já seria de esperar, uma vez que neste caso a Hamiltoniana coincide com a energia total.
As equações de Hamilton são então

ẋ =
∂H

∂p
=

p

m
, ṗ = −∂H

∂x
= −kx.

Diferenciando a primeira equação em ordem ao tempo e eliminando ṗ, obtém-se a equação
mẍ + kx = 0, conforme esperado. A solução geral para x é uma oscilação

x(t) = C1 sin$t + C2 cos$t, $ =
√

(k/m),

onde $ representa a frequência angular e C1 e C2 são constantes de integração; analogamente,

p(t) = m$(C1 cos$t− C2 sin$t).

No plano de fases, o plano (p, q), as curvas paramétricas p((t), q(t)) correspondem às elipses

H(p, q) =
p2

2m
+

kq2

2
= const,



As equações de Euler-Lagrange e as equações de Hamilton 19

e, no caso de mk = 1, correspondem a circunferências.

As equações de Hamilton podem ser reescritas com recurso aos colchetes de Poisson, sob a
forma

{Ḟ} = {F, H} (2.11)

para todas as funções F ∈ F(P ), onde F(P ) representa o espaço das funções suaves no espaço
de fases P = R6N [38]. Os colchetes de Poisson são definidos como

{G,K} =
n∑

i=1

(
∂G

∂qi

∂K

∂pi
− ∂G

∂pi

∂K

∂qi

)
, (2.12)

para todas as funções G,K ∈ F(P ). Usando as equações (2.7) e (2.12), para qualquer F ∈ F(P ),
obtém-se

N∑

i=1

(
∂F

∂qi
q̇i +

∂F

∂pi
ṗi

)
=

dF

dt

= {F, H}

=
N∑

i=1

(
∂F

∂qi

∂H

∂pi
− ∂F

∂pi

∂H

∂qi

)
,

(2.13)

a qual é equivalente às equações (2.7), já que F ∈ F(P ) é arbitrária.
Demonstra-se que as equações de Euler-Lagrange são equivalentes às equações de Hamilton. Os
prinćıpios variacionais também existem no formalismo hamiltoniano [1, 13, 28]. Para derivar as
equações de Euler-Lagrange, consideram-se curvas q no espaço das configurações, ao passo que
no caso das equações de Hamilton consideram-se curvas no espaço (q, p), o espaço de fase. O
prinćıpio de Hamilton no espaço de fase é traduzido no teorema seguinte.

Teorema 2.1. Considere-se uma Hamiltoniana H num dado fibrado cotangente T ∗Q. Uma
curva (qi(t), pi(t)) em T ∗Q satisfaz as equações de Hamilton se e só se

δ

∫ b

a
[piq̇

i −H(qi, pi)]dt = 0, (2.14)

para todas as variações das curvas (qi(t), pi(t)) no espaço de fases, onde q̇i = dqi

dt , sendo qi fixo
nos pontos extremos.

Note-se que

δ

∫ b

a
[piq̇

i −H(qi, pi)]dt =
∫ b

a

[
(δpi)q̇i + pi(δq̇i)− ∂H

∂qi
δqi − ∂H

∂pi
δpi

]
dt.
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Como qi(t) é fixa nos dois pontos extremos, resulta piδq
i = 0 nesses pontos e, então, o segundo

termo da equação anterior pode ser integrado por partes, obtendo-se

∫ b

a

[
q̇i(δpi)− ṗi(δqi)− ∂H

∂qi
δqi − ∂H

∂pi
δpi

]
dt,

o qual se anula para todas as δpi, δq
i, satisfazendo as equações de Hamilton (2.7).

2.2 Leis de conservação

Durante o movimento, as posições e as velocidades que especificam o estado do sistema variam
com o tempo. Existem, no entanto, funções dessas quantidades cujos valores permanecem con-
stantes durante o movimento, e dependem somente das condições iniciais. Tais funções são
chamadas de integrais do movimento ou invariantes do movimento.
Nem todos os integrais do movimento têm a mesma importância na Mecânica. Existem alguns
cuja constância tem um profundo significado, derivado da homogeneidade e isotropia do espaço
e do tempo. A conservação da energia é resultado da homogeneidade do tempo, e a conservação
dos clássicos momentos linear e angular são consequência da homogeneidade do espaço e da
isotropia do espaço, respectivamente [22].
Em virtude do facto do tempo ser homogéneo, a Lagrangiana e a Hamiltoniana de um sistema
fechado não depende explicitamente do tempo. Devido ao espaço ser homogéneo, as propriedades
mecânicas de um sistema fechado permanecem inalteradas por um qualquer deslocamento par-
alelo do inteiro sistema no espaço. A conservação do momento angular decorre da isotropia do
espaço, ou seja, as propriedades mecânicas de um sistema fechado não variam quando o sistema
roda como um todo no espaço.

2.2.1 Lei de conservação da energia

Os sistemas hamiltonianos que não dependem explicitamente do tempo têm natureza conserva-
tiva, no sentido da conservação da energia do sistema. No caso de T ser quadrática, verifica-se
a igualdade [1, 13, 28]

H = T + V,

ou seja, a Hamiltoniana representa a energia total do sistema, sendo um integral primeiro do
sistema. Este resultado é evidente nas equações (2.10), onde a Hamiltoniana coincide com a
energia total do sistema, expressa nas variáveis (q,p).
O mesmo resultado é obtido pelo uso dos colchetes de Poisson; por um lado, note-se que se
verifica {F, G} = −{G,F} e, em particular, {H, H} = 0, e por outro lado, usando a equação
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(2.12), obtém-se
Ḣ = 0,

ou seja, a energia é conservada. Tem-se o resultado seguinte [1, 22].

Teorema 2.2. A igualdade dH
dt = ∂H

dt é verdadeira e, em especial, no caso de sistemas em que
a função de Hamilton não depende explicitamente do tempo, ou seja, ∂H

dt = 0, cumpre-se a lei
da conservação da função de Hamilton

H(p(t),q(t)) = const.

As simetrias têm um papel relevante nos problemas de mecânica. Qualquer simetria do
problema que permita adoptar um sistema de coordenadas q, de modo a fazer com que a função
de Hamilton não dependa de algumas coordenadas, permite determinar certos invariantes e
reduzir o problema a um outro com um número menor de coordenadas. Por exemplo, quando a
coordenada q1 não figura na função de Hamilton, de forma que ∂H

∂q1 = 0, essa coordenada diz-se
ćıclica; naturalmente, que se uma coordenada é considerada ćıclica no contexto hamiltoniano,
também o será no contexto lagrangiano. Neste contexto, o teorema seguinte é muito utilizado
para resolver problemas na mecânica [1].

Teorema 2.3. Seja q1 uma coordenada ćıclica. Neste caso, p1 é um invariante. Sendo assim, a
variação das restantes coordenadas com o decorrer do tempo é a mesma que tem lugar no sistema
n− 1-dimensional, com coordenadas independentes q2 . . . , qn que tem a função de Hamilton

H(p2, . . . , pn, q2, . . . , qn, t, c)

dependente do parâmetro c = p1.

2.2.2 Teorema de Noether

Um dos pilares da mecânica lagrangiana é o teorema de Noether que, em linguagem informal
assume a seguinte forma: a todo o grupo uniparamétrico de difeomorfismos da variedade config-
uracional do sistema lagrangiano que conserva a função de Lagrange corresponde um invariante
das equações do movimento. Dito de outra forma, quando existe uma simetria na Lagrangiana
ou na Hamiltoniana, então certas quantidades do movimento, as funções quantidade de movi-
mento, irão ser preservadas pelo fluxo lagrangiano ou hamiltoniano, respectivamente.
Uma dedução posśıvel do teorema de Noether é a que se encontra em [16]. Seja s o parâmetro
que caracteriza uma transformação geral de coordenadas; se s = 0, as coordenadas não são trans-
formadas. Por exemplo, considere-se uma Lagrangiana que contém uma força central arbitrária;
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então, o sistema de coordenadas pode rodar livremente sem alterar a Lagrangiana (admite-se
que a rotação é independente do tempo). Para qualquer valor de θ, o ponto (x, y) é transformado
num ponto (x′, y′), de acordo com

x′ = x cos θ − y sin θ,

y′ = y cos θ + x sin θ.

Se θ = 0, está-se em presença da transformação identidade. Neste exemplo, tem-se que s = θ.
Voltando ao caso genérico, se q(t) for a solução das equações de Euler-Lagrange no sistema
original, então Q(s, t) representa a solução das equações de Euler-Lagrange para qualquer valor
de s, com Q(0, t) = q(t). A definição da invariância da Lagrangiana é

L′ ≡ L(Q(s, t), Q̇(s, t), t) = L(q, q̇, t).

Se a Lagrangiana é invariante, então L′ não depende de s (por simplicidade e sem perda de
generalidade em relação ao que se pretende verificar, não se considera a dependência temporal):

d

ds
L(Q(s, t), Q̇(s, t)) = 0.

De acordo com a regra da cadeia, vem

dL

ds
=

∂L

∂Q
dQ
ds

+
∂L

∂Q̇

dQ̇
ds

,

e de acordo com as equações de Euler-Lagrange:

∂L

∂Q
=

d

dt

∂L

∂Q̇
.

Então,

dL

ds
=

d

dt

∂L

∂Q̇

dQ
ds

+
∂L

∂Q̇

dQ̇
ds

=
d

dt

[
∂L

∂Q̇

dQ
ds

]

= 0,

o que significa que

I(q, q̇) ≡ p
dQ
ds

∣∣∣∣
s=0

= const, (2.15)
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onde p = ∂L
∂q̇ e dQ

ds são avaliados em s = 0 por uma questão de conveniência.
Admita-se, agora, que a transformação é descrita por mais do que um parâmetro; por exemplo,
as rotações são descritas por três parâmetros. Faz-se sj = 1, 2, . . .. Para cada parâmetro sj ,
repete-se a derivação feita acima, mostrando que existe uma quantidade conservada Ij associada
a ele. Para N graus de liberdade, vem:

Ij(q1, q2, . . . , qN , q̇1, q̇2, . . . , q̇N ) ≡
N∑

k=1

pk
dQk

dsj

∣∣∣∣
todos s=0

= const, (2.16)

onde pk = ∂L
∂q̇k . No caso das rotações espaciais, I1, I2 e I3 são as componentes da quantidade de

movimento angular total.
A expressão (2.16) traduz o teorema de Noether: se a Lagrangiana é invariante sob uma simetria
cont́ınua, existem quantidades conservadas associadas a essa simetria, uma para cada parâmetro
da transformação. Tal pode ser determinado diferenciando cada coordenada em ordem aos
parâmetros da transformação, na vizinhança da transformação identidade, multiplicando pela
quantidade de movimento conjugada e somando ao longo dos graus de liberdade. O teorema de
Noether é simplesmente um teorema extraordinário, estabelecido por uma das mais espantosas
investigadoras da história cient́ıfica humana, permitindo ligar duas noções muito importantes,
quer na teoria, quer na prática, e irá ser retomado na secção sobre funções quantidade de
movimento.

2.2.3 Simplecticidade

Outros integrais do movimento estão associados com a simplecticidade do fluxo hamiltoniano,
com o teorema de Liouville e com o teorema de Poincaré sobre o retorno.
Os sistemas hamiltonianos preservam a simplecticidade do seu fluxo. O que é que isso significa?
A solução do sistema (2.8) induz uma transformação ψ no espaço de fases R2d; tal função diz-se
simpléctica se, sendo ψ linear,

ψT Jψ = J, (2.17)

onde a matriz J é dada pela expressão (2.9). A interpretação geométrica da simplecticidade do
fluxo hamiltoniano é fornecida, por exemplo, em [1, 13]. Os objectos básicos a serem estudados
são paralelogramos de duas dimensões em R2d. Admita-se que os paralelogramos podem ser
gerados por dois vectores (

ξp

ξq

)
,

(
ηp

ηq

)
,

onde ξp, ξq, ηp, ηq ∈ Rd, no espaço (p,q) como

P = {tξ + sη : 0 ≤ t ≤ 1, 0 ≤ s ≤ 1}.
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No caso d = 1, considere-se a área orientada

área.or(P ) = det

(
ξp ηp

ξq ηq

)
= ξpηq − ξqηp. (2.18)

No caso d > 1, substitui-se (2.18) pela soma das áreas orientadas das projecções de P nos planos
coordenados (pi, q

i)

ω(ξ, η) =
d∑

i=1

det

(
ξp

i ηp
i

ξq
i ηq

i

)
=

d∑

i=1

(ξp
i η

q
i − ξq

i η
p
i ) , (2.19)

que define uma função bilinear que actua nos vectores de R2d. Em notação matricial, esta função
assume a forma

ω(ξ, η) = ξT Jη. (2.20)

A definição de simplecticidade em (2.17) é equivalente a

ω(Aξ, Aη) = ω(ξ, η), (2.21)

para todo o ξ,η ∈ R2d, sendo A : R2d → R2d uma função linear. Mostra-se que detA = 1 [28].
No caso d = 1, a expressão ω(ξ, η) representa a área do paralelogramo P , e então a simplecti-
cidade da função linear A equivale à preservação da área de P . No caso geral, onde d > 1, a
simplecticidade significa que a soma das áreas orientadas das projecções de P sobre (pi, q

i) é a
mesma, no caso dos paralelogramos transformados A(P ).
No caso da função ψ não ser linear, uma função diferenciável ψ : U → R2d, onde U ⊂ R2d é um
aberto, diz-se simpléctica se a matriz jacobiana ψ′(p, q) for simpléctica

ψ′(p, q)T Jψ′(p, q) = J ou ω(ψ′(p, q)ξ, ψ′(p, q)η) = ω(ξ, η). (2.22)

A interpretação geométrica da simplecticidade de funções não lineares é a seguinte. Seja M uma
subvariedade 2-dimensional do conjunto 2d-dimensional U , e admita-se que M = φ(K), onde
K ⊂ R2 é um compacto, sendo φ(s, t) uma função continuamente diferenciável. A variedade M

pode ser considerada como o limite das uniões dos paralelogramos gerados pelos vectores

∂φ

∂s
(s, t)ds e

∂φ

∂t
(s, t)dt.

Para um paralelogramo, considere-se a soma das áreas orientadas das suas projecções sobre o
plano (pi, q

i) e faça-se a adição sobre todos os paralelogramos da variedade. No limite, obtém-se
a expressão

Ω(M) =
∫∫

K
ω

(
∂φ

∂s
(s, t),

∂φ

∂t
(s, t)

)
ds dt. (2.23)
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Se uma função ψ : U → R2d é simpléctica em U , então ela preserva a expressão Ω(M), o que
significa que

Ω(ψ(M) = Ω(M)

para todas as variedades 2-dimensionais que podem ser representadas como a imagem de uma
função φ continuamente diferenciável.
Para d = 1, M ⊂ R2 e escolhe-se K = M , sendo φ a função identidade. Neste caso, Ω(M) =∫∫

M ds dt representa a área de M . Então, todas as funções simplécticas, mesmo as não lineares,
preservam a área, facto que as torna muito importantes.
No caso de problemas com um grau de liberdade (d = 1), a simplecticidade do fluxo hamiltoniano
traduz-se na preservação da área orientada. No caso do oscilador harmónico (2.1) o fluxo, com
condições iniciais (p(0), q(0)) em t = 0 assume a forma matricial

(
p(t)
q(t)

)
=

(
cos$t −(m$) sin $t

(m$)−1 sin$t cos$t

)(
p(0)
q(0)

)
. (2.24)

No caso de m$ = 1, o fluxo traduz-se numa rotação ŕıgida de $t radianos. No caso de m$ 6= 1,
mostra-se que a matriz representativa do fluxo em (2.24) pode ser factorizada como [41]

(
m$ 0
0 1

)(
cos$t − sin$t

sin$t cos$t

)(
(m$)−1 0

0 1

)
.

A matriz mais à direita contrai a área de um factor m$, o efeito exactamente oposto da matriz
mais à esquerda, que actua após a rotação ŕıgida.

Atendendo à sua importância, recorde-se que o conjunto das transformações simplécticas ψ :
R2d → R2d é um grupo, já que se verificam cumulativamente as seguintes condições:

1. A composição de transformações simplécticas é fechada, ou seja, se ψ e ϕ são trans-
formações simplécticas, então também o é a transformação ψ ◦ ϕ.

(ψ′ϕ′)T J(ψ′ϕ′) = ϕ′T (ψ′T Jψ′)ϕ′ = ϕ′T Jϕ′ = J.

2. A composição de transformações simplécticas é associativa.

3. Se ψ é simplética, então a sua inversa ψ−1 também o é.
Partindo da hipótese de que a transformação é simpléctica, usando uma definição alterna-
tiva, baseada na identidade J−1 = −J , tem-se

ψ′T J−1ψ′ = J−1
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e atendendo a que, obviamente, JT = −J , ou seja, J−T = −J−1, obtém-se

ψ′T Jψ′ = J ⇒ (ψ′T Jψ′)−T = J−T ⇒ ψ′−T J−1ψ′−1 = J−1 ⇒ (ψ−1)T J−1(ψ−1) = J−1,

o que demonstra que ψ−1 é uma transformação simpléctica.

4. A transformação ψ = id é simpléctica, o que é óbvio, já que é satisfeita a identidade
idT J id = J .

Um resultado de Poincaré, de 1899, mostra que o fluxo dos sistemas hamiltonianos é sempre
simpléctico.

Teorema 2.4. Seja H(p, q) uma função C2 em U ⊂ R2d. Então, para cada t, o fluxo, onde
estiver definido, é uma transformação simpléctica.

A demonstração deste teorema pode ser encontrada em [13]. Demonstra-se, também, a
equivalência entre fluxos simplécticos e a sua natureza hamiltoniana. Uma equação diferencial
diz-se localmente hamiltoniana se a igualdade (2.8) se verificar.

Teorema 2.5. Seja f : U → R2d uma função continuamente diferenciável. Então, ẏ = f(y)
é localmente hamiltoniana se e só se o seu fluxo é simpléctico, para todo y ∈ U e para todo t

suficientemente pequeno.

Mas, a teoria hamiltoniana permite ir um pouco mais além nestas considerações sobre
a preservação da área, convicção que toma forma no teorema de Liouville, cuja demonstração
pode ser encontrada em [1, 22].

Teorema 2.6 (Teorema de Liouville). O fluxo de fase ψ conserva o volume, ou seja, para
qualquer domı́nio D

volume (ψD) = volume D.

[1] demonstra uma afirmação um pouco mais geral, também devida a Liouville. Considere-
se um sistema de equações diferenciais ordinárias ẋ = f(x), onde x = (x1, . . . , xn), cuja solução
se prolonga por todo o eixo do tempo. Seja gt o respectivo grupo de transformações

gt(x) = x + f(x)t + O(t2), (t → 0).

Seja D(0) um domı́nio no espaço {x} e v(0) o volume desse domı́nio, sendo válidas as igualdades

v(t) = volumeD(t), D(t) = gt D(0).

Então, quando div f ≡ 0, gt conserva o volume: v(t) = v(0).
O teorema de Liouville é apresentado noutra forma em [16]. Defina-se a densidade do espaço de
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fase como
ρ ≡ lim

∆A→0

N (∆A)
∆A

,

onde N representa o número de sistemas na ¿área do espaço de faseÀ ∆ ≡ ∆q ∆p, todos
governados pela mesma Hamiltoniana. Mostra-se que

dρ

dt
= 0,

ou seja, a área de qualquer distribuição no espaço de fases é preservada. O volume do espaço de
fases é conservado, isto é, a densidade do espaço de fases assemelha-se a um flúıdo incompresśıvel.
No seguimento do teorema de Liouville faz sentido enunciar o teorema de Poincaré, citado e
demonstrado em [1].

Teorema 2.7 (Teorema de Poincaré sobre o retorno). Seja ψ uma aplicação que conserva o
volume, cont́ınua, biuńıvoca e que transforma em si próprio o domı́nio limitado D do espaço
euclideano: ψD = D.
Neste caso, em qualquer vizinhança U de qualquer ponto do domı́nio D, há um ponto x ∈ U que
retorna ao domı́nio U , ou seja, ψx ∈ U , para certo n > 0.

Em linguagem mais simples, tal significa que quase todo o ponto em movimento retorna,
reiteradas vezes, à sua posição inicial. Uma aplicação, com resultados que se poderiam des-
ignar por paradoxais, é a previsão: se a membrana que separa uma câmara cheia de gás de
uma câmara onde há vácuo, for aberta, dentro de certo tempo, as moléculas de gás voltarão a
reunir-se na câmara inicial. Para o senso comum, a solução tem natureza paradoxal, porque o
¿certo tempoÀ é maior que o tempo de existência do sistema solar.

Quando se considera d = 1, fluxo simpléctico significa preservação da área; [41] enfatiza que,
para d > 1, a generalização correcta é a simplecticidade e não a preservação do volume. A
simplecticidade caracteriza o fluxo hamiltoniano, ao passo que a conservação do volume é uma
propriedade mais fraca, partilhada por alguns sistemas não hamiltonianos. Note-se de seguida,
por exemplo, como a simplecticidade caracteriza e distingue os sistemas hamiltonianos dos sis-
temas genéricos.
A simplecticidade do fluxo hamiltoniano fornece mais informação do que, simplesmente, a
preservação da área orientada - fornece informação sobre a dinâmica do sistema hamiltoni-
ano. Devido à propriedade da conservação da área, caracteŕısticas que são excepção em sistemas
dinâmicos genéricos, são a regra em sistemas hamiltonianos; inversamente, caracteŕısticas t́ıpicas
de sistemas dinâmicos genéricos não se podem verificar nos sistemas hamiltonianos.
Considere-se um sistema autónomo (H não depende, explicitamente, do tempo) de equações
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diferenciais no plano, da forma

ṗ = f(p,q), q̇ = g(p,q),

e assuma-se que o ponto (p0,q0) é um ponto de equiĺıbrio. Regra geral, os pontos de equiĺıbrio
são hiperbólicos: as partes reais dos dois valores próprios λ1, λ2 da linearização à volta do
equiĺıbrio são não-nulas. Os pontos de equiĺıbrio hiperbólicos podem ser de três tipos:

(i) atractores - λ1, λ2 têm parte real negativa;

(ii) repulsores - λ1, λ2 têm parte real positiva;

(iii) pontos sela - λ1, λ2 têm parte real de sinal contrário.

Regra geral, a situação de λ1, λ2 serem imaginários puros conjugados não se verifica: neste caso,
pequenas perturbações arbitrárias no lado direito do sistema transformam-no num sistema com
pontos de equiĺıbrio com natureza de atractor ou repulsor. No entanto, restringindo esta consid-
eração a sistemas autónomos hamiltonianos no plano, o que é regra geral - pontos de equiĺıbrio
hiperbólicos - não se pode verificar; atractores (ou repulsores) não têm lugar porque o fluxo, na
sua vizinhança, contrai-se (expande-se). Um atractor para um fluxo ψ é um conjunto compacto
A, com uma vizinhança U , tal que ψt(U) ⊂ U, ∀t > 0 e A =

⋂
t>0 ψt(U). Mostra-se que, devido

à simplecticidade do fluxo hamiltoniano, não existem atractores não triviais (o conjunto vazio e
todo o espaço) [26]. Em suma, o caso de λ1, λ2 terem parte real nula é, agora, genérico: se um
sistema hamiltoniano se enquadrar nesta situação (o ponto de equiĺıbrio é um centro), então,
tipicamente, sistemas hamiltonianos vizinhos também o são.
Considerações análogas podem ser feitas a propósito das soluções periódicas. Em sistemas
autónomos de equações diferenciais no plano, as órbitas periódicas são ciclos-limite estáveis ou
instáveis. Na vizinhança de tais ciclos limite, a área contrai-se ou expande-se, o que significa que
os ciclos limite não têm lugar em sistemas hamiltonianos. Para sistemas autónomos hamiltoni-
anos no plano, uma órbita periódica está rodeada por outras órbitas periódicas, uma situação
que não é genérica em sistemas autónomos não hamiltonianos.
[41] menciona que todas as propriedades espećıficas da dinâmica hamiltoniana podem ser derivadas
da propriedade da preservação da área, ou seja, da simplecticidade do fluxo. Com efeito, a con-
servação pelo fluxo da área orientada é uma caracteŕıstica que só é verificável em sistemas
hamiltonianos. Assuma-se que Ω é simplesmente conexo e que

dp
dt

= f(p,q, t),
dq
dt

= g(p,q, t), (2.25)

é um sistema diferencial suave cujo fluxo é simpléctico. Então, (2.25) é, efectivamente, um
sistema hamiltoniano, para um determinado H. Pelo teorema de Liouville, para cada t, o
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campo vectorial (f ,g)T tem divergência nula, e então

∂

∂p
(−f) =

∂

∂q
g,

condição necessária e suficiente para que (g,−f)T seja o gradiente da função escalar H, ou seja,
para que (2.25) seja hamiltoniano.
Se Ω não for simplesmente conexo, então os sistemas com fluxo simpléctico são, em geral,
localmente hamiltonianos: em cada bola B ⊂ Ω, eles coincidem com um sistema hamiltoniano
mas, globalmente, o sistema pode não ser hamiltoniano. Um exemplo t́ıpico é dado pelo sistema
definido em Ω = R2\(0, 0) por

dp
dt

=
p

p2 + q2
,

dq
dt

=
q

p2 + q2
.

Em cada bola em Ω o sistema é hamiltoniano, com H dado por um dos argumentos do ponto
(p,q). No entanto, o sistema não é globalmente hamiltoniano porque o argumento não pode ser
definido como uma única função suave em Ω.



Caṕıtulo 3

Métodos numéricos

Um método numérico, aplicado a uma equação diferencial ordinária, pretende aproximar a
solução do problema

y′ = f(t,y), t ≥ t0, y(t0) = y0. (3.1)

Admite-se que f é suficientemente bem comportada, que aplica [t0,∞] × Rd em Rd; y0 ∈ Rd é
um vector dado e Rd é o espaço euclideano real d-dimensional. No mı́nimo, f deve obedecer à
condição de Lipschitz

‖f(t,x)− f(t,y)‖ ≤ λ‖x− y‖, para todo x,y ∈ Rd, t ≥ t0. (3.2)

A constante real λ > 0 é independente da escolha de x e de y e designa-se por constante
de Lipschitz. Se a condição de Lipschitz se verificar, então o sistema de equações diferenciais
ordinárias tem solução única.
Admita-se que se pretende calcular a solução numérica de (3.1) no intervalo compacto [t0, t0+t∗],
com determinado algoritmo - cobre-se o intervalo com uma malha equidistante e aplica-se o
algoritmo numérico de forma a obter-se a solução numérica. Cada malha tem associada a si
uma sequência numérica diferente; uma questão pertinente é: à medida que o passo h → 0,
será que a solução numérica tende para a solução exacta de (3.1)? Represente-se a dependência
da solução numérica em relação ao passo temporal por yn = yn,h, n = 0, 1, . . . , bt∗/hc. Um
método diz-se convergente se, para cada equação diferencial ordinária (3.1), com uma função f

de Lipschitz e para cada t∗ > 0

lim
h→0+

max
n=0,1,...,bt∗/hc

‖yn,h − y(tn)‖ = 0,

onde bαc ∈ Z representa a parte inteira de α ∈ R. A convergência significa que, para cada
função Lipschitz, a solução numérica tende para a solução verdadeira, à medida que a malha se

30
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torna mais fina.
Considere-se um integrador arbitrário

yn+1 = yn(f , h,y0,y1, · · · ,yn), n = 0, 1, · · ·

para o sistema (3.1); o integrador diz-se de ordem p se

y(tn+1)− yn(f , h,y(t0),y(t1), · · · ,y(tn)) = O(hp+1),

para toda a função anaĺıtica f e n = 0, 1, . . .. O método recupera exactamente toda a solução
polinomial de ordem p ou inferior.

3.1 Métodos de Euler: expĺıcito, impĺıcito e simpléctico

3.1.1 O método θ: métodos de Euler expĺıcito e impĺıcito

Qual a informação da expressão (3.1)? Por um lado, sabe-se o valor de y no ponto t = t0 e, por
outro lado, dado qualquer valor da função y ∈ Rd, no instante t ≥ t0, pode saber-se o declive.
Qual o valor de y num novo ponto? A resposta mais elementar e intuitiva é estimar y(t) pela
aproximação f(t,y(t)) ≈ f(t0,y(t0)), para t ∈ [t0, t0 + h], e h > 0 suficientemente pequeno.
Integrando (3.1), obtém-se

y(t) = y(t0) +
∫ t

t0

f(τ,y(τ))dτ

≈ y0 + (t− t0)f(t0,y0).
(3.3)

Dada a sucessão t0, t1 = t0 + h, t2 = t0 + 2h, . . ., onde h > 0 é o passo temporal, represente-se
por yn a estimativa numérica da solução exacta y(tn), n = 0, 1, . . .. Da equação (3.3) decorre

y1 = y0 + hf(t0,y0);

continuando este processo de produzir aproximações em t2, t3, . . ., obtém-se a regra recursiva

yn+1 = yn + hf(tn,yn), n = 0, 1, . . . , (3.4)

designada por método de Euler expĺıcito. O método é expĺıcito porque, no cálculo da aprox-
imação yn+1, usa-se uma avaliação de f no valor já conhecido de yn. A fórmula (3.4) representa
uma função

Φh : yn 7→ yn+1,
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designada por fluxo numérico ou discreto.
O método de Euler (3.4) é convergente e de ordem 1 [17]. Por um lado, o facto do método
ser de ordem 1 constitui um inconveniente em problemas que exigem precisão. Mas, por outro
lado, a sua grande vantagem é a simplicidade, aliada ao relativo pouco esforço computacional,
na medida em que o método de Euler só avalia f(t,y), da equação 3.1, uma única vez por passo.

O método de Euler aproxima a derivada por uma constante em [tn, tn+1] pelo seu valor em
tn; fará mais sentido fazer a aproximação da derivada pela média dos seus valores nos pontos
extremos. Neste sentido, uma expressão análoga a (3.3) é

y(t) = y(tn) +
∫ t

tn

f(τ,y(τ))dτ

≈ y(tn) +
1
2
(t− tn){f(tn,y(tn)) + f(tn+1,y(tn+1))}.

A regra trapezoidal, baseada nesta expressão, é

yn+1 = yn +
1
2
h[f(tn,yn) + f(tn+1,yn+1)]. (3.5)

A regra trapezoidal (3.5) é convergente e de ordem 2 [17]. Outra diferença entre o método de
Euler e a regra trapezoidal reside na natureza expĺıcita do primeiro e na natureza impĺıcita
da segunda; neste último caso, será necessário resolver um sistema de equações não linear. O
facto de o método ser impĺıcito e, por isso, ter o custo associado da resolução de um sistema
de equações não lineares, não significa, necessariamente, que seja prefeŕıvel o uso de métodos
expĺıcitos; tal é apenas um dos atributos de um método numérico, entre outras caracteŕısticas
relevantes.
Uma alternativa à aproximação da derivada no método de Euler é, além da regra trapezoidal, a
regra do ponto médio impĺıcita, dada por

yn+1 = yn + hf(tn +
1
2
h,

1
2
(yn + yn+1)). (3.6)

A regra do ponto médio impĺıcita (3.6) é convergente, de ordem 2 e um caso particular dos
métodos Runge-Kutta. (3.6) é um método simétrico, no sentido de que a fórmula fica inalterada
após a troca yn ↔ yn+1 e h ↔ −h. Este método é algebricamente estável para qualquer escolha
do passo temporal [2, 32].

Considere-se a expressão, para θ ∈ [0, 1],

yn+1 = yn + h[θf(tn,yn) + ((1− θ)f(tn+1,yn+1)], n = 0, 1, · · · . (3.7)
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Se θ = 0 e θ = 1
2 , recuperam-se os métodos de Euler expĺıcito e a regra trapezoidal, respecti-

vamente. A expressão (3.7) origina um integrador de ordem 2 se θ = 1
2 e, caso contrário, de

ordem 1, sendo um método convergente para todo o θ ∈ [0, 1]. O método é expĺıcito para θ = 0
e, caso contrário, é impĺıcito. Uma questão pertinente, a propósito deste método é, qual o seu
interesse, além dos casos já citados - para θ = 0, que origina um método expĺıcito (método de
Euler expĺıcito) e θ = 1

2 , que origina um método de ordem 2 (regra trapezoidal)? [17] menciona
3 razões. Em primeiro lugar, o conceito de ordem baseia-se no facto de o erro estar concentrado,
principalmente, no primeiro termo da série de Taylor que foi desprezado; tal é verdade, à medida
que h → 0 mas, na realidade, no computador tal não é posśıvel. Assim, em certas circunstâncias,
se for desejável anular termos do desenvolvimento da expansão de Taylor que estão inseridos no
erro, tal é posśıvel pela escolha de θ; por exemplo, para θ = 2/3 os termos O(h3) desaparecem,
retendo-se o termo O(h2). Em segundo lugar, este método é um método geral, baseado, não na
mera intuição geométrica, mas numa aproximação mais formal (no desenvolvimento da expansão
de Taylor e no teorema da função impĺıcita). A terceira razão apontada é a escolha θ = 1, com
grande relevância em termos práticos. Para esta escolha particular, obtém-se

yn+1 = yn + hf(tn+1,yn+1), n = 0, 1, · · · , (3.8)

conhecido por método de Euler impĺıcito.
Uma iteração da regra trapezoidal, com passo temporal h, é equivalente a uma iteração do
método de Euler expĺıcito com passo temporal h

2 , seguido de uma iteração do método de Euler
impĺıcito com passo temporal h

2 . De forma similar, a regra do ponto médio impĺıcita corresponde
ao método de Euler impĺıcito, seguido do método de Euler expĺıcito.
Um método numérico diz-se A-estável quando se pode escolher o passo de integração h (pelo
menos, para sistemas lineares) atendendo apenas as considerações de precisão, ou seja, não é
necessário levar em conta restrições ao tamanho do passo impostas pela estabilidade do método.
A regra trapezoidal é A-estável, mas o método de Euler expĺıcito não.

3.1.2 O método de Euler simpléctico

Para sistemas do tipo

u̇ = a(u,v)

v̇ = b(u,v),
(3.9)
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usa-se o método de Euler particionado ou simpléctico

un+1 = un + ha(un+1,vn)

vn+1 = vn + hb(un+1,vn).
(3.10)

O método de Euler simpléctico (3.10) trata a variável u pelo método de Euler impĺıcito e a
variável v pelo método de Euler expĺıcito.

3.2 Métodos Runge-Kutta: expĺıcitos, impĺıcitos e particiona-

dos

Os métodos da famı́lia Runge-Kutta podem ser expĺıcitos, impĺıcitos ou particionados.

3.2.1 Métodos Runge-Kutta expĺıcitos

A forma integral do sistema (3.1) é dada por

y(t) = y(t0) +
∫ t

t0

f(τ,y(τ))dτ.

Conforme se observa, a solução passa pelo cálculo de um integral; neste sentido, o cálculo da
solução numérica passa pela integração numérica do integral. É usual substituir o integral por
uma soma finita, procedimento conhecido como quadratura. Seja γ uma função não negativa no
intervalo (a, b), tal que

0 <

∫ b

a
γ(τ)dτ < ∞,

∣∣∣∣
∫ b

a
τ jγ(τ)dτ

∣∣∣∣ < ∞, j = 1, 2, · · · .

A aproximação do integral por uma soma finita é dada pela expressão

∫ b

a
f(τ)γ(τ)dτ ≈

ν∑

j=1

bjf(cj), (3.11)

onde os números b1, b2, · · · , bν e c1, c2, · · · , cν , independentes da função f , são as ponderações e
os nodos da quadratura, respectivamente. É posśıvel ter a = −∞ ou b = +∞. Admita-se que a
quadratura coincide com o integral exacto quando f é um polinómio arbitrário de grau p − 1.
Para cada função f , com p derivadas suaves, tem-se que

∣∣∣∣∣∣

∫ b

a
f(τ)γ(τ)dτ −

ν∑

j=1

bjf(cj)

∣∣∣∣∣∣
≤ c max

a≤t≤b

∣∣∣f (p)(t)
∣∣∣ ,
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onde a constante c > 0 é independente de f [17]. Neste caso, a quadratura diz-se de ordem p.

Como aplicar uma quadratura ao sistema (3.1)? Integra-se de tn a tn+1 = tn + h da seguinte
forma:

y(tn+1) = y(tn) +
∫ tn+1

tn

f(τ,y(τ))dτ

= y(tn) + h

∫ 1

0
f(tn + hτ,y(tn + hτ))dτ,

substituindo o segundo integral por uma quadratura, resultando o ¿métodoÀ

yn+1 = yn + h

ν∑

j=1

bjf(tn + cjh,y(tn + cjh)), n = 0, 1, . . . .

O problema que se levanta é o desconhecimento do valor de y nos nodos tn+c1h, tn+c2h, . . . , tn+
vνh e, por isso, torna-se necessário recorrer a uma aproximação. Represente-se a aproximação
a y(tn + cjh) por ξj , j = 1, 2, . . . , ν. Inicie-se o processo com c1 = 0, já que desta forma
se obtém ξ1 = yn. A ideia que está subjacente aos métodos de Runge-Kutta expĺıcitos é
expressar cada ξj , j = 2, 3, . . . , ν por actualizar yn como a combinação linear de f(tn, ξ1), f(tn +
c2h, ξ2), . . . , f(tn + cj−1h, ξj−1):

ξ1 = yn

ξ2 = yn + ha2,1f(tn, ξ1)

ξ3 = yn + ha3,1f(tn, ξ1) + ha3,2f(tn + c2h, ξ2)
...

ξν = yn + h
ν−1∑

i=1

aν,if(tn + cih, ξi)

yn+1 = yn + h

ν∑

j=1

bjf(tn + cjh, ξj).

(3.12)

Diz-se que (3.12) tem ν etapas. A matriz A = (aj,i)j,i=1,2,...,ν , onde os elementos que não constam
são nulos, é a matriz RK; as ponderações RK e os nodos RK são dados, respectivamente, por




b1

b2

...
bν




e




c1

c2

...
cν




.
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Tabela 3.1: Métodos Runge-Kutta de ordem 2
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Tabela 3.2: Método Runge-Kutta clássico

Esta informação é apresentada numa tabela RK

c A

bT

Mas, como escolher a matriz RK? Concretizando para ν = 2, [17] mostra que

b1 + b2 = 1, b2c2 =
1
2
, a2,1 = c2. (3.13)

As condições (3.13) não definem de forma única um método Runge-Kutta expĺıcito de ordem 2.
As escolhas habituais passam por uma das tabelas RK que constam da tabela 3.1. As condições
para que um método Runge-Kutta expĺıcito seja de terceira ordem são

b1 + b2 + b3 = 1, b2c2 + b3c3 =
1
2
, b2c

2
2 + b3c

2
3 =

1
3
, b3a3,2c2 =

1
6
. (3.14)

Os exemplos mais relevantes são o método Runge-Kutta clássico (tabela 3.2) e o método de
Nyström (tabela 3.3). O método de Runge-Kutta expĺıcito de quarta ordem mais conhecido é o
que consta da tabela 3.4. Métodos Runge-Kutta expĺıcitos de ordem ν, com ν-etapas, existem
somente para ν ≤ 4. Para obter ordem cinco, são necessárias seis etapas.
Nenhum método Runge-Kutta expĺıcito pode ser A-estável.
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Tabela 3.3: Método de Nyström
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Tabela 3.4: Método Runge-Kutta de ordem 4

3.2.2 Métodos Runge-Kutta impĺıcitos

Formulação dos métodos Runge-Kutta impĺıcitos

Considere-se o algoritmo mais geral do que (3.12):

ξj = yn + h
ν∑

i=1

aj,if(tn + cih, ξi), j = 1, 2, . . . , ν,

yn+1 = yn + h

ν∑

j=1

bjf(tn + cjh, ξj).

(3.15)

Neste caso, a matriz RK, A = (aj,i)j,i=1,2,...,ν , é arbitrária, ao passo que em (3.12) era estrita-
mente triangular inferior. Impõe-se a igualdade

ν∑

i=1

aj,i = cj , j = 1, 2, . . . , ν,

para que o método tenha ordem não trivial.
O algoritmo (3.15) é um sistema de νd equações algébricas impĺıcitas, com y ∈ Rd. Esta desvan-
tagem, relativamente ao método expĺıcito, pode ser compensada por propriedades de estabilidade
superiores.

Como exemplo, considere-se o método Runge-Kutta impĺıcito com duas etapas

ξ1 = yn +
1
4
h

[
f(tn, ξ1)− f(tn +

2
3
h, ξ2)

]

ξ2 = yn +
1
12

h

[
3f(tn, ξ1) + 5f(tn +

2
3
h, ξ2)

]

yn+1 = yn +
1
4
h

[
f(tn, ξ1) + 3f(tn +

2
3
h, ξ2)

]
,

(3.16)

cuja tabela RK é a que consta da tabela 3.5, método de ordem três [17].
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Tabela 3.5: Método Runge-Kutta impĺıcito de ordem 2

Métodos de colocação

Um importante subconjunto dos métodos de Runge-Kutta impĺıcitos são os métodos de colocação.
Considere-se uma aproximação alternativa à solução numérica do sistema (3.1), e assuma-se que
a integração já foi feita até (tn,yn), pretende-se, agora, avançar para (tn+1,yn+1). Com este
propósito, escolham-se ν parâmetros de colocação distintos, c1, c2, . . . , cν e procure-se o polinómio
u, de grau ν, tal que

u(tn) = yn

u′(tn + cjh) = f(tn + cjh,u(tn + cjh)), j = 1, 2, . . . , ν.
(3.17)

u obedece à condição inicial e, também, satisfaz a equação diferencial (3.1) em, exactamente, ν

pontos distintos. Um método de colocação consiste em determinar tal polinómio u, de grau ν,
e fazer

yn+1 = u(tn+1).

Para ν = 1, o polinómio tem a forma u(t) = y0 + (t− t0)k, com

k = f(t0 + c1h,y0 + hc1k).

Os métodos de Euler expĺıcito, impĺıcito e a regra do ponto médio são métodos de colocação,
com c1 = 0, c1 = 1 e c1 = 1/2, respectivamente. Se ν = 2, com c1 = 0 e c2 = 1, obtém-se a
regra trapezoidal.

O método de colocação (3.17) é um método de Runge-Kutta impĺıcito, conforme se depreende
do teorema seguinte [17].

Teorema 3.1. Sejam

q(t) =
ν∏

j=1

(t− cj), ql =
q(t)

t− cl
, l = 1, 2, . . . , ν,

e
aj,i =

∫ cj

0

qi(τ)
qi(ci)

dτ, j, i = 1, 2, . . . , ν, (3.18)
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1
2

1
2

1

Tabela 3.6: Regra do ponto médio impĺıcita

bj =
∫ 1

0

qj(τ)
qj(cj)

dτ, j = 1, 2, . . . , ν. (3.19)

O método de colocação (3.17) é idêntico ao método de Runge-Kutta impĺıcito

c A

bT

No entanto, nem todos os métodos Runge-Kutta impĺıcitos têm origem num método de
colocação, ou seja, os métodos de colocação são um caso particular dos métodos Runge-Kutta
impĺıcitos.
Se as formulações (3.15) e (3.17) são idênticas, por que e quando usar uma ou outra? Em termos
práticos, a formulação (3.15) é a adequada, ao passo que a formulação (3.17) é mais conveniente
na análise da ordem do método, fazendo uso do teorema e do corolário que se seguem.

Teorema 3.2. Admita-se que

∫ 1

0
q(τ)τ jdτ = 0, j = 0, 1, . . . , m− 1,

para algum m ∈ {0, 1, . . . , ν}. Então, o método de colocação (3.17) é de ordem ν + m.

Seja o conjunto de todos os polinómios reais de grau ν representado por Pν .

Corolário 3.1. Sejam c1, c2, . . . , cν zeros do polinómio Pν ∈ Pν , que é ortogonal com a função
γ(t) = 1, 0 ≤ t ≤ 1. Então o método de colocação subjacente (3.17) é de ordem 2ν.

Os métodos de ν-etapas e de ordem 2ν que se enquadram neste corolário designam-se
por métodos de Gauss-Legendre, pois são quadraturas de Gauss que utilizam os polinómios
ortogonais de Legendre. Os métodos de Gauus-Legendre são A-estáveis para todo o ν ≥ 1.
O polinómio Pν pode ser obtido de forma expĺıcita, usando a fórmula do termo geral da sucessão
dos polinómios de Legendre

Pν(t) =
(ν!)2

(2ν)!

ν∑

k=0

(−1)ν−k

(
ν

k

)(
ν + k

k

)
tk.

Para ν = 1, vem P1(t) = t− 1
2 , ou seja, c1 = 1

2 . O método, descrito pela tabela 3.6, é a regra do
ponto médio impĺıcita (3.6). Se ν = 2, resulta P2(t) = t2−t+ 1

6 , ou seja, c1 = 1
2−

√
3

6 e c2 = 1
2+

√
3

6 .
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1
2 −

√
3

6
1
4

1
4 −

√
3

6
1
2 +

√
3

6
1
4 +

√
3

6
1
4

1
2

1
2

Tabela 3.7: Método Runge-Kutta impĺıcito de ordem 4

1
2 −

√
15

10
5
36

2
9 −

√
15

15
5
36 −

√
15

30
1
2

5
36 +

√
15

24
2
9

5
36 −

√
15

24
1
2 +

√
15

10
5
36 +

√
15

30
2
9 +

√
15

15
5
36

5
18

4
9

5
18

Tabela 3.8: Método de Gauss-Legendre de ordem 6

As fórmulas (3.18) e (3.19) produzem o método de Runge-Kutta impĺıcito de quarta ordem, com
duas etapas, que consta da tabela 3.7. Este integrador é um integrador simétrico [13]. O cálculo
de sistemas algébricos não lineares originários de métodos de Runge-Kutta impĺıcitos com ν

grande é pesado e computacionalmente dispendioso, mas pode ser compensado pelo aumento da
ordem do método. O compromisso mais ambicioso entre os custos de implementação e a ordem
do método é dado pelo método de Gauss-Legendre com três etapas (tabela 3.8) [17]. Os métodos
de Lobatto IIIA são métodos de colocação obtidos com c1 = 0 e cs = 1, de forma a que a ordem
do método seja máxima. Para que tal se verifique, os nodos devem ser os zeros de

dν−2

dxν−2

(
xν−1(x− 1)ν−1

)
, (3.20)

obtendo-se uma quadratura de ordem p = 2ν−2 [13, 14]. Se ν = 2 obtém-se a regra trapezoidal.
Se ν = 3 obtém-se a tabela 3.9, que corresponde ao método Lobatto IIIA de ordem 4. Este
integrador é um integrador simétrico [13].

Métodos de colocação descont́ınuos

Os métodos de colocação descont́ınuos são uma modificação da ideia dos métodos de colocação.
Sejam c2, . . . , cν−1 números reais distintos (em geral, 0 ≤ ci ≤ 1) e b1, bν dois reais arbitrários.

0 0 0 0
1
2

5
24

1
3 − 1

24
1 1

6
2
3

1
6

1
6

2
3

1
6

Tabela 3.9: Método Lobatto IIIA de ordem 4
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0 1
6 −1

6 0
1
2

1
6

1
3 0

1 1
6

5
6 0

1
6

2
3

1
6

Tabela 3.10: Método Lobatto IIIB de ordem 4

O método de colocação descont́ınuo é obtido a partir do polinómio de grau ν − 2 que satisfaz

u(t0) = y0 − hb1(u′(t0)− f(t0,u(t0)))

u′(t0 + cih) = f(t0 + cih,u(t0 + cih)), i = 2, . . . , ν − 1

y1 = u(t1)− hbν(u′(t1)− f(t1,u(t1))).

(3.21)

Os métodos de colocação descont́ınuos são equivalentes aos métodos Runge-Kutta impĺıcitos
[13].
Considerem-se, novamente, os zeros da expressão (3.20); tem-se que c1 = 0 e cν = 1. Agora, se
b1 6= 0 e bν 6= 0, obtêm-se os métodos Lobatto IIIB, métodos de ordem p = 2ν − 2. O método
Lobatto IIIB de ordem 4 é descrito pela tabela 3.10. Este integrador é um integrador simétrico
[13].

3.2.3 Métodos Runge-Kutta particionados

Formulação

Considerem-se as equações diferenciais na forma particionada

ẏ = f(y, z), ż = g(y, z), (3.22)

onde y e z são vectores que podem ter dimensões diferentes.
A ideia subjacente aos métodos Runge-Kutta particionados é tratar a variável y por um método
(aij , bi) e a variável z por um outro método (Aij , Bi). Estes métodos são especificados por duas
tabelas

c1 a11 · · · aν1

...
...

. . .
...

cν aν1 · · · aνν

b1 · · · bν

e

C1 A11 · · · Aν1

...
...

. . .
...

Cν Aν1 · · · Aνν

B1 · · · Bν
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Um método Runge-Kutta particionado para a solução de (3.22) é dado por

ki = f


y0 + h

ν∑

j=1

aijkj , z0 + h
ν∑

j=1

Aijlj




li = g


y0 + h

ν∑

j=1

aijkj , z0 + h
ν∑

j=1

Aijlj




y1 = y0 + h
ν∑

i=1

biki

z1 = z0 + h

ν∑

i=1

Bili

(3.23)

O método de Euler simpléctico (3.10) é dado pela combinação do método de Euler impĺıcito,
b1 = 1, a11 = 1 com o método de Euler expĺıcito B1 = 1, A11 = 0, ou seja, o método de Euler
simpléctico é um método Runge-Kutta particionado.
Para que um método Runge-Kutta particionado tenha ordem 2, as seguintes condições devem
ser satisfeitas [13]: ∑

ij

biAij = 1/2 e
∑

ij

Biaij = 1/2, (3.24)

admitindo que as condições (3.13) se verificam. As condições (3.24) são automaticamente satis-
feitas por métodos particionados com os mesmo nodos na quadratura, o que se traduz em

ci = Ci, para todo o i, (3.25)

onde ci =
∑

j aij e Ci =
∑

j Aij . No caso de (3.25) se verificar, as condições para que um método
Runge-Kutta particionado seja de ordem 3 são

∑

ij

biAijcj = 1/6 e
∑

ij

Biaijcj = 1/6. (3.26)

O par Lobatto IIIA - IIIB

Para um ν arbitrário, a combinação do método Lobatto IIIA e IIIB é adequada para sistemas
hamiltonianos. Prova-se o teorema seguinte [13].

Teorema 3.3. O método Runge-Kutta particionado, que combina o método Lobatto IIIA de
ν-etapas com o método Lobatto IIIB de ν-etapas, é de ordem 2ν − 2.
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Métodos de Nyström

Considerem-se as equações diferenciais de segunda ordem

ÿ = g(t,y, ẏ). (3.27)

Introduzindo a variável z = ẏ, o problema (3.27) assume a forma de um sistema particionado

ẏ = z, ż = g(t,y, z). (3.28)

Considerem-se os números reais ci, Aij , Bi, aij e bi, onde

aij =
ν∑

k=1

aikAkj , bi =
ν∑

k=1

bkAki. (3.29)

Um método de Nyström, solução do sistema (3.27), é dado por

li = g


t0 + cih, y0 + cihẏ0 + h2

ν∑

j=1

aijlj , ẏ0 + h

ν∑

j=1

Aijlj




y1 = y0 + hẏ0 + h2
ν∑

i=1

bili

ẏ1 = ẏ0 + h
ν∑

i=1

Bili.

(3.30)

Um método de Nyström é de ordem p se y1 − y(t0 + h) = O(hp+1) e ẏ1 − ẏ(t0 + h) = O(hp+1).

Um sistema de equações diferenciais da forma

dv
dt

= f(q),
dq
dt

= v, (3.31)

ou então, de forma equivalente,
d2q
dt2

= f(q), (3.32)

pode ser eficientemente integrado por um método de Runge-Kutta-Nyström [41], com a tabela

γ1 α11 · · · αν1

...
...

. . .
...

γν αν1 · · · ανν

β1 · · · βν

b1 · · · bν
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onde

βi =
ν∑

j=1

Bjaji, i = 1, . . . , ν,

γi =
ν∑

j=1

Aij , i = 1, . . . , ν,

αij =
ν∑

j=1

Aikakj i, j = 1, . . . , ν.

(3.33)

As fases intermédias Qi são

Qi = qn + hγivn + h2
ν∑

j=1

αijf(Qj , tn + γjh), (3.34)

e as aproximações são dadas por

vn+1 = vn + h
ν∑

i=1

bif(Qi, tn + γih)

qn+1 = qn + hvn + h2
ν∑

i=1

βif(Qi, tn + γih).

(3.35)

Problemas com hamiltonianas separáveis

Considere-se um caso particular das equações (3.22)

dp
dt

= f(q),
dq
dt

= g(p), (3.36)

onde as p componentes são integradas por um método Runge-Kutta e as q componentes por um
método Runge-Kutta diferente. Neste caso, obtém-se [41]

pn+1 = pn + hn+1

ν∑

i=1

bif(Qi, tn + Cihn+1)

qn+1 = qn + hn+1

ν∑

i=1

Big(Pi),

(3.37)
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onde as etapas intermédias Pi e Qi são dadas por

Pi = pn + hn+1

ν∑

j=1

aijf(Qj , tn + Cjhn+1)

Qi = qn + hn+1

ν∑

j=1

Aijg(Pj),

(3.38)

com i = 1, 2, . . . , ν e Ci =
∑

j Aij .
No caso de aij = Aij = 0, para i ≤ j, o método é expĺıcito. Se aij = 0 para i < j e Aij = 0 para
i ≤ j, o método ainda é expĺıcito, devido à estrutura especial de (3.36); Analogamente se aij = 0
para i ≤ j e Aij = 0 para i < j. Se aij = Aij = 0, para i < j, então o método é impĺıcito.

3.3 Método Störmer-Verlet

O método Störmer-Verlet com passo de integração fixo pode ser aplicado a sistemas hamiltoni-
anos com função Hamiltoniana separável e, também, com função Hamiltoniana não separável
ou geral.

3.3.1 Método Störmer-Verlet aplicado a sistemas com Hamiltoniana separável

Considere-se uma Hamiltoniana da forma H(p,q) = T (p) + V (q), onde T (p) é uma função
quadrática. O sistema hamiltoniano resultante é

q̇ = M−1p, ṗ = −∇V (q),

onde M = diag(m1I, . . . , mNI), I é a matriz identidade tridimensional e ∇V = (∂V/∂qT )
representa o gradiente de V . Este sistema é equivalente à equação diferencial de segunda ordem

q̈ = f(q), (3.39)

onde f(q) = −M−1∇V (q) não depende de q̇. Muitos problemas em astronomia, dinâmica
molecular e outras áreas da f́ısica assumem esta forma. A discretização natural de (3.39) é

qn+1 − 2qn + qn−1 = h2f(qn), (3.40)

que determina qn+1, quando qn e qn−1 são conhecidos. O método (3.40) designa-se por método
Störmer no campo da astronomia, método Verlet no campo da dinâmica molecular e leapfrog no
campo das equações diferenciais parciais.
(3.40) é uma formulação de passo duplo; para obter uma formulação de passo simples, procede-se
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como se segue. A introdução da velocidade v = q̇ transforma a equação (3.39) num sistema de
primeira ordem

q̇ = v, v̇ = f(q). (3.41)

Agora, considerem-se as seguintes aproximações discretas

vn =
qn+1 − qn−1

2h
, vn− 1

2
=

qn − qn−1

h
, qn− 1

2 =
qn + qn−1

2
. (3.42)

Para o problema (3.39), são dadas as condições iniciais q(0) = q0 e q̇(0) = v0; o valor q1,
necessário para iniciar a integração em (3.40), é

q1 = q0 + hv0 +
h2

2
f(q0),

obtido fazendo n = 0 em (3.40), na expressão vn em (3.42) e eliminando o valor q−1.
Substituindo as expressões (3.42) em (3.40), obtém-se

vn+ 1
2

= vn +
h

2
f(qn)

qn+1 = qn + hvn+ 1
2

vn+1 = vn+ 1
2

+
h

2
f(qn+1),

(3.43)

método de passo simples expĺıcito

Φh : (qn,vn) 7→ (qn+1,vn+1),

para o sistema de primeira ordem (3.41).
Uma variante do método ocorre nos pontos intermédios (vn− 1

2
,qn− 1

2 ) 7→ (vn+ 1
2
,qn+ 1

2 ) [12],

qn = qn− 1
2 +

h

2
vn− 1

2

vn+ 1
2

= vn− 1
2

+ hf(qn)

qn+ 1
2 = qn +

h

2
vn+ 1

2
.

(3.44)

Encadeando as equações (3.43) e (3.44), obtém-se o seguinte método

vn+ 1
2

= vn− 1
2

+ hf(qn)

qn+1 = qn + hvn+ 1
2
,

(3.45)
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que é mais económico em termos de implementação e numericamente mais estável do que (3.40)
[14].

O método Störmer-Verlet pode ser perspectivado como a composição de dois métodos de Euler
simplécticos. Das expressões (3.43) e (3.44) decorrem os algoritmos (vn,qn) 7→ (vn+ 1

2
,qn+ 1

2 )

vn+ 1
2

= vn +
h

2
f(qn)

qn+ 1
2 = qn +

h

2
vn+ 1

2
,

(3.46)

e (vn+ 1
2
,qn+ 1

2 ) 7→ (vn+1,qn+1)

qn+1 = qn+ 1
2 +

h

2
vn+ 1

2

vn+1 = vn+ 1
2

+
h

2
f(qn+1).

(3.47)

Os métodos (3.46) e (3.47) enquadram-se na expressão (3.10), ou seja, ambos são métodos de
Euler simplécticos, na medida em que uma das variáveis é usada no valor antigo e a outra
variável no valor mais recente.
O algoritmo (3.43) é dado pela composição dos algoritmos (3.46) e (3.47), ao passo que o algo-
ritmo (3.44) é dado pela composição dos algoritmos (3.47) e (3.46), de tal forma que é leǵıtimo
afirmar que o método de Störmer-Verlet é dado pela composição de dois métodos de Euler
simplécticos.

O método Störmer-Verlet também pode ser visto como um método de decomposição ou separável
[11, 13]. Um método diz-se separável se for posśıvel decompor o campo vectorial em dois campos
vectoriais integráveis e, então, tratá-los separadamente. Considere-se o campo vectorial (v, f(q))
de (3.41) separado como a soma dos campos vectoriais (v,0) e (0, f(q)). Os fluxos exactos destes
dois campos vectoriais são dados por

ψ
[1]
t :

{
q1 = q0 + t · v0

v1 = v0

ψ
[2]
t :

{
q1 = q0

v1 = v0 + t · f(q0).
(3.48)
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O método simpléctico (3.46) é dado pela composição de ψ
[2]
h
2

com ψ
[1]
h
2

, ao passo que o método

simpléctico (3.47) é dado pela composição de ψ
[1]
h
2

com ψ
[2]
h
2

, ou seja,

(3.46) = ψ
[1]
h
2

◦ ψ
[2]
h
2

(3.47) = ψ
[2]
h
2

◦ ψ
[1]
h
2

.

Mas, atendendo a que

(3.43) = (3.47) ◦ (3.46)

(3.44) = (3.46) ◦ (3.47)

obtém-se

Φ(3.43)
h = ψ

[2]
h
2

◦ ψ
[1]
h ◦ ψ

[2]
h
2

Φ(3.44)
h = ψ

[1]
h
2

◦ ψ
[2]
h ◦ ψ

[1]
h
2

.
(3.49)

Esta forma de fazer a composição de fluxos de campos vectoriais separados é conhecida como
composição de Strang.

O método Stormer-Verlet (3.43) pode ser visto como um método Runge-Kutta particionado
com as tabelas

0 0 0
1 1

2
1
2

1
2

1
2

e

1
2

1
2 0

1
2

1
2 0
1
2

1
2

A ordem do método Störmer-Verlet é ordem 2 porque, sendo um método Runge-Kutta parti-
cionado, enquadra-se nas condições (3.24). Ora, uma desvantagem do método Störmer-Verlet
reside no facto de, precisamente, ser um método de ordem 2 e, por isso, ineficiente para com-
putações que exigem muita precisão (por exemplo, simulações do movimento planetário) [11].
No entanto, o seu uso é tão popular já que combina dois aspectos bastante favoráveis: por um
lado, é um método expĺıcito e, por outro lado, só é necessário calcular a força −∇V uma única
vez, por cada passo (enquanto que, por exemplo, um método Runge-Kutta de ordem 2 tem de
avaliar a força duas vezes).
O método Störmer-Verlet (3.43) é um método de Nyström (3.30) para problemas da forma
ÿ = g(t,y). Considera-se ν = 2 e faz-se c1 = 0, c2 = 1, a11 = a12 = a22 = 0, a21 = 1/2, b1 =
1/2, b2 = 0 e B1 = B2 = 1/2.
Para o Störmer-Verlet (3.44), considera-se ν = 1 e faz-se c1 = 1/2, a11 = 0 e b1 = B1 = 1.
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3.3.2 Método Störmer-Verlet aplicado a sistemas com Hamiltoniana não separável

ou geral

Considere-se o problema mais geral [12]

q̇ = g(q, v) e v̇ = f(q, v). (3.50)

Numa primeira etapa, generalizam-se as expressões 3.46 e 3.47 da seguinte forma:

vn+ 1
2

= vn +
h

2
f(qn,vn+ 1

2
)

qn+ 1
2 = qn +

h

2
g(qn,vn+ 1

2
)

(3.51)

e

qn+1 = qn+ 1
2 +

h

2
g(qn+1,vn+ 1

2
)

vn+1 = vn+ 1
2

+
h

2
f(qn+1,vn+ 1

2
).

(3.52)

A extensão do método Störmer-Verlet ao caso de uma Hamiltoniana não separável é feita pela
composição dos métodos 3.51 e 3.52.
Fazendo a composição (3.52 ◦ 3.51), resulta

vn+ 1
2

= vn +
h

2
f(qn,vn+ 1

2
)

qn+1 = qn +
h

2

(
g

(
qn,vn+ 1

2

)
+ g

(
qn+1,vn+ 1

2

))

vn+1 = vn+ 1
2

+
h

2
f(qn+1,vn+ 1

2
).

(3.53)

A versão dual resulta da composição (3.51 ◦ 3.52)

qn = qn− 1
2 +

h

2
g(qn,vn− 1

2
)

vn+ 1
2

= vn− 1
2

+
h

2

(
f
(
qn,vn− 1

2

)
+ f

(
qn,vn+ 1

2

))

qn+ 1
2 = qn +

h

2
g(qn,vn+ 1

2
).

(3.54)

Note-se que a primeira equação do método 3.53 é, agora, impĺıcita para vn+ 1
2
, e a segunda

equação é impĺıcita para qn+1, sendo que a única expĺıcita é a última equação.



Caṕıtulo 4

Integradores geométricos

É desejável que um método numérico partilhe as propriedades geométricas do sistema de equações
diferenciais que pretende integrar. Assumindo que o integrador numérico induz um fluxo discreto
ψh em R2d, considerado uma aproximação do fluxo cont́ınuo, essa aproximação terá tanto mais
¿qualidadeÀ quanto melhor reproduzir o fluxo cont́ınuo. Por exemplo, nos sistemas hamiltoni-
anos, o fluxo é simpléctico - então, será desejável que o integrador numérico seja simpléctico. Ou
então, se o fluxo conservar determinadas quantidades - no caso hamiltoniano, nomeadamente, a
energia e as quantidades de movimento - o integrador numérico, idealmente, também o deverá
fazer.
Neste sentido, algumas questões se colocam; naturalmente, uma delas é, sem dúvida, como con-
struir integradores desta natureza, integradores geométricos? Será que algum dos integradores
chamados clássicos, que foram desenhados sem levar em conta a preservação das caracteŕısticas
qualitativas do sistema a integrar, são integradores geométricos? Ou, só o serão em determi-
nadas condições? Outro ponto a ter em mente é a questão da opção - se não for posśıvel que o
integrador partilhe todas as caracteŕısticas do sistema cont́ınuo, quais as caracteŕısticas a eleger?
Atente-se à escolha entre simplecticidade e conservação da energia. Um integrador simpléctico
ψh com passo temporal constante não pode conservar, exactamente, a energia - excepto nos
casos em que ψh coincide com o fluxo do sistema de equações diferenciais ou então, é uma sua
reparametrização (por exemplo, os sistemas integráveis são uma excepção a esta regra) [8]. Con-
sequentemente, em geral, um integrador numérico não pode, em simultâneo, conservar a energia
e a estrutura simpléctica - este resultado induziu uma dicotomia na literatura entre, por um
lado, integradores que conservam a estrutura simpléctica e a quantidade de movimento, e por
outro lado, integradores que conservam a energia e a quantidade de movimento. Neste contexto,
e tendo em mente que um sistema hamiltoniano conserva a energia e a estrutura simpléctica,
a questão pertinente a colocar é - opta-se por conservar a energia ou por conservar a estrutura
simpléctica? Embora a opção dependa da aplicação espećıfica, a resposta pode ser ponderada
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da seguinte forma [41]:

(i) a simplecticidade é uma propriedade que caracteriza sistemas hamiltonianos, ao passo
que a conservação da energia é uma caracteŕıstica partilhada, também, por sistemas não
hamiltonianos. Aliás, embora os integradores simplécticos não conservem, exactamente, o
valor de H, eles conservam-no de forma aproximada. A ¿boaÀ conservação da energia (em
termos aproximados) produzida pelos integradores simplécticos relaciona-se com a análise
retrospectiva do erro, em particular, com o teorema (4.4). A ideia básica passa por mostrar
que o algoritmo conserva exactamente a energia, a menos de termos exponencialmente
pequenos, de um sistema hamiltoniano próximo (no entanto, se o passo temporal for
demasiado grande, a energia pode apresentar um mau comportamento, mesmo no caso de
os integradores serem simplécticos);

(ii) a conservação da energia restringe a dinâmica da solução numérica, ao forçá-la a ser cal-
culada na (2d− 1)-variedade com H constante, mas não impõe nenhuma outra restrição a
essa dinâmica; na (2d− 1)-variedade a solução numérica é livre no seu movimento, sendo
unicamente negados movimentos ortogonais à variedade. Quando d é grande, esta restrição
é fraca. Mas, a simplecticidade restringe a dinâmica de uma forma mais global - todas as
direcções no espaço de fases são levadas em conta.

A dicotomia integradores simplécticos-quantidade de movimento e integradores energia-quantidade
de movimento só existe quando os integradores têm passo temporal constante. Pode ¿ter-se
tudoÀ, se forem usados algoritmos adaptativos [24], mas o preço a pagar passa pela eficiência
computacional ou pela estabilidade [25].
Não sendo posśıvel, para um passo temporal constante, obter integradores que preservem a sim-
plecticidade e a energia, por que não optar pela conservação da energia? Embora seja posśıvel
construir tais integradores, eles exibem propriedades numéricas desinteressantes [23]. Por exem-
plo, em geral, são impĺıcitos e, por isso, requerem a resolução de um sistema de equações não
lineares em cada passo. Além do mais, em casos t́ıpicos, o comportamento qualitativo da solução
numérica é pior do que o obtido com integradores simplécticos, mais fáceis de implementar.
Em sistemas hamiltonianos, os erros de arredondamento introduzem perturbações não hamil-
tonianas (dissipação), apesar do uso de integradores simplécticos. No entanto, é prefeŕıvel o
uso de integradores desta natureza, já que o facto dos métodos simplécticos produzirem um
comportamento que ¿pareceÀ hamiltoniano, mostra que as perturbações não hamiltonianas são
muito mais pequenas do que as introduzidas pelos métodos não simplécticos.
Em face da relevância da simplecticidade, como construir integradores simplécticos? A liter-
atura indica alguns caminhos, nomeadamente, o uso de funções geradoras, métodos particionados
(splitting) e métodos variacionais. Um integrador variacional é um integrador que é a equação
de Euler-Lagrange discreta, para uma dada Lagrangiana discreta. Os integradores de natureza
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variacional apresentam a grande vantagem de serem simplécticos e de, adicionalmente, conser-
varem as funções quantidades de movimento que decorrem de simetrias na acção. Além do mais,
a aproximação variacional permite a integração de sistemas conservativos, mas também de sis-
temas forçados, dissipativos e com restrições. A ideia subjacente à derivação dos integradores
variacionais é a discretização do prinćıpio variacional de Hamilton. No caso de sistemas con-
servativos, usam-se os prinćıpios variacionais usuais na mecânica e, para sistemas dissipativos,
recorre-se ao prinćıpio de Lagrange-d’Alembert, sendo posśıvel incorporar os efeitos dissipativos
no prinćıpio variacional. Os sistemas com restrições podem ser integrados por integradores
variacionais via multiplicadores de Lagrange; a vantagem da aproximação variacional reside na
não perturbação da natureza simpléctica ou conservativa dos algoritmos devido à existência de
restrições [19].
Outra vantagem dos integradores variacionais é que a aproximação variacional possibilita a con-
strução de integradores de ordem elevada, de uma maneira mais fácil e eficiente do que determi-
nar soluções aproximadas da equação de Hamilton-Jacobi [24]. Por exemplo, pode aproximar-se
directamente a acção com um grau de precisão escolhido, usando uma quadratura adequada,
obtendo-se um integrador variacional de igual ordem. É também de salientar que os integradores
variacionais são flex́ıveis, no sentido de que incluem algoritmos expĺıcitos e impĺıcitos. Adicional-
mente, a metodologia variacional indicou o caminho para os integradores multisimplécticos, no
contexto das equações diferenciais parciais. De salientar, também, o excelente comportamento
dos integradores variacionais em termos do comportamento da energia, tanto no caso conserva-
tivo como no caso dissipativo. Por fim, não se ignore a performance dos integradores variacionais
associada a quantidades estat́ısticas. Por exemplo, em sistemas caóticos, faz muito mais sentido
determinar correctamente quantidades estat́ısticas do que trajectórias individuais. Neste campo,
os integradores variacionais ¿retratam a f́ısica correctamenteÀ [24]; por exemplo, uma quanti-
dade estat́ıstica de interesse é a temperatura de um sistema de part́ıculas, entidade que não está
associada a nenhuma quantidade conservada mas que, no entanto, os integradores variacionais
conseguem captar de forma muito interessante.
Tal como no caso cont́ınuo, a mecânica variacional discreta tem uma abordagem lagrangiana
e uma abordagem hamiltoniana; estas duas visões não se excluem, mas são complementares,
fornecendo o suporte teórico necessário para a derivação de integradores que, na prática, são
eficientes. Em śıntese os integradores variacionais parecem ser ¿naturaisÀ em contextos diversos
e com resultados extremamente bons em termos práticos [32].
Na derivação dos integradores variacionais, [29] opta por construir Lagrangianas discretas que
aproximam a Lagrangiana discreta exacta. A justificação avançada prende-se:

1. com a eficácia, isto é, constroem-se integradores muito práticos;

2. com razões teóricas, associadas à geometria subjacente à mecânica variacional discreta.
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Neste seguimento, faz-se uma explanação sumária da mecânica variacional discreta subjacente
à posterior derivação dos integradores variacionais que, por direito próprio, são integradores
geométricos. Reforce-se a ideia de que, em sistemas conservativos, os integradores variacionais
são simplécticos e conservam as funções quantidades de movimento [24]. A conservação das
funções quantidades de movimento significa que quando o sistema discreto tem uma simetria,
então existe um teorema de Noether discreto que fornece a quantidade que é exactamente con-
servada ao ńıvel discreto. Uma das vantagens da aproximação variacional discreta é o facto de
que o v́ınculo entre simetrias e quantidades conservadas é o mesmo do ńıvel cont́ınuo [25]; tal sig-
nifica que, construindo um prinćıpio variacional discreto com respeito a simetrias (por exemplo,
invariância rotacional ou quantidade de movimento angular), então existe uma quantidade con-
servada que é exactamente respeitada pelo integrador. Tal não acontece com todos os métodos
numéricos, mesmo que tenham uma ordem mais elevada do que o integrador variacional.
Numa fase posterior, faz-se uma breve śıntese sobre os integradores que têm uma natureza
geométrica, ou então, indicam-se as condições a verificar para que o sejam. Antes de iniciar a
derivação das equações de Euler-Lagrange discretas, equações que definem implicitamente um
algoritmo em Q×Q que aproxima o fluxo das equações de Euler-Lagrange cont́ınuas, relembre-se
os conceitos de ordem de um integrador, erro local e erro global.
Considere-se um método numérico ψ : T ∗Q×R→ T ∗Q, o qual aproxima o fluxo ψH : T ∗Q×R→
T ∗Q de um dado campo vectorial hamiltoniano. Um integrador ψ de XH diz-se de ordem r se
existir um aberto U ⊂ T ∗Q e constantes Cl > 0 e hl > 0 tais que

‖ψ(q,p, h)− ψH(q,p, h)‖ ≤ Clh
r+1, (4.1)

para todo (q,p) ∈ U e h ≤ hl. A expressão que figura no lado esquerdo da inequação designa-se
por erro local. Um método que tenha, pelo menos, ordem 1 diz-se consistente.
Um método ψ de XH diz-se convergente de ordem r se existir um aberto U ⊂ T ∗Q e constantes
Cg > 0 e Tg > 0 tal que

‖(ψ)N (q,p, h)− ψH(q,p, T )‖ ≤ Cgh
r, (4.2)

onde h = T/N para todo (q,p) ∈ U , k ≤ hg e T ≤ Tg. A expressão que figura no lado esquerdo
da desigualdade designa-se por erro global no tempo T .
A ordem de um integrador ψH de XH pode ser calculada desenvolvendo o fluxo de ψH e o
integrador ψ em série de Taylor em h; se os termos coincidirem até à ordem r, o método diz-se
de ordem r.
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4.1 As equações de Euler-Lagrange discretas e os sistemas hamil-

tonianos discretos

A derivação das equações de Euler-Lagrange discretas pode ser feita conforme se segue [29].
Considerem-se, não a posição q e a velocidade q̇, mas duas posições q0 e q1. Seja h ∈ R o passo
temporal. As posições q0 e q1 podem ser vistas como dois pontos numa curva, ou seja, q0 ≈ q(0)
e q1 ≈ q(h). Neste sentido, considera-se o espaço discreto Q × Q e uma Lagrangiana discreta
Ld : Q×Q → R.
Considere-se, a t́ıtulo de exemplo, a Lagrangiana discreta Ld(q0, q1, h), o qual aproxima a acção
ao longo da curva, entre q0 e q1, da forma

Ld(q0, q1, h) = h

[(
q1 − q0

h

)T

M

(
q1 − q0

h

)
− V (q0)

]
,

onde M é a matriz das massas, de natureza simétrica definida positiva, e V um dado potencial
- a expressão de Ld mostra que a aproximação a

∫ T
0 Ldt, onde a Lagrangiana cont́ınua é dado

por

L(q, q̇) =
1
2
q̇T Mq̇ − V (q), (4.3)

foi feita usando a regra do rectângulo. Agora, considere-se a curva de pontos discreta {qk}N
k=0 e

calcule-se a acção discreta ao longo desta sucessão, adicionando a Lagrangiana discreta em cada
par adjacente

Ad =
N−1∑

k=0

Ld(qk, qk+1, h). (4.4)

De seguida, calcula-se variações desta acção discreta, mantendo os pontos extremos, q0 e qN ,
fixos, resultando

δ
N−1∑

k=0

Ld(qk, qk+1, h) =
N−1∑

k=0

[D1Ld(qk, qk+1, h) · δqk + D2Ld(qk, qk+1, h) · δqk+1]

=
N−1∑

k=1

[D2Ld(qk−1, qk, h) + D1Ld(qk, qk+1, h)] · δqk,

onde Di representa a derivada em ordem à i-nésima posição; usou-se a integração por partes
discreta e o facto de que δq0 = δqN = 0. Impondo que as variações da acção sejam iguais a zero
para qualquer escolha de δqk, obtêm-se as equações de Euler-Lagrange discretas

D2Ld(qk−1, qk, h) + D1Ld(qk, qk+1, h) = 0, (4.5)
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para qualquer k. Esta equação pode ser reescrita em termos de um algoritmo discreto

ψLd
: Q×Q → Q×Q

definido implicitamente por
D1Ld ◦ ψLd

+ D2Ld = 0

ou seja
ψLd

(qk−1, qk) = (qk, qk+1).

Tal significa que, admitindo para condições iniciais (q0, q1), as equações de Euler-Lagrange disc-
retas podem ser vistas como uma regra recursiva para calcular a sucessão {qk}N

k=0. Então, elas
definem uma função ψLd

: (qk−1, qk) 7→ (qk, qk+1), de forma que (4.5) podem ser perspectivadas
como um integrador de passo simples para o sistema das equações de Euler-Lagrange cont́ınuas.
No caso da Lagrangiana escolhida, tem-se

D2Ld(qk−1, qk, h) = M

(
qk − qk−1

h

)

e

D1Ld(qk, qk+1, h) = −
[
M

(
qk+1 − qk

h

)
+ h∇V (qk)

]
,

sendo as equações de Euler-Lagrange

M

(
qk+1 − 2qk + qk−1

h2

)
= −∇V (qk),

que traduzem a discretização das equações de Newton.
Um outro exemplo é dado pela Lagrangiana

Lα
d (q0, q1, h) = hL

(
(1− α) q0 + αq1,

q1 − q0

h

)
(4.6)

com 0 ≤ α ≤ 1. Para a Lagrangiana cont́ınua da forma (4.3), Lα
d vem

Lα
d (q0, q1) =

h

2

(
q1 − q0

h

)T

M

(
q1 − q0

h

)
− hV ((1− α)q0 + αq1),

originando as seguintes equações de Euler-Lagrange

M

h2
(qk+1 − 2qk + qk−1) = −(1− α)∇V ((1− α)qk + αqk+1)− α∇V ((1− α)qk−1 + αqk). (4.7)

Fazendo
ak+α = M−1[−∇V ((1− α)qk−1 + αqk)], (4.8)
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(4.7) é reescrita como

1
h2

(qk+1 − 2qk + qk−1) = (1− α)ak+1+α + αak+α,

algoritmo em Q×Q, impĺıcito e de segunda ordem.
Uma expressão alternativa para a Lagrangiana discreta é dada pela versão simétrica de (4.6),
definido por

Lsim,α
d (q0, q1) =

h

2
L

(
(1− α)q0 + αq1,

q1 − q0

h

)
+

h

2
L

(
αq0 + (1− α)q1,

q1 − q0

h

)
, (4.9)

onde h ∈ R+ representa o passo temporal e α ∈ [0, 1]. As equações de Euler-Lagrange obtidas
são simétricas e da forma

1
h2

(qk+1 − 2qk + qk−1) =
1
2
(1− α)ak+1+α +

1
2
αak+2−α +

1
2
αak+α +

1
2
(1− α)ak+1−α, (4.10)

onde ak+α é dada por (4.8), para uma Lagrangiana cont́ınua da forma (4.3). Estas equações
definem um algoritmo de segunda ordem e, para qualquer α, impĺıcito.

A derivação das equações de Euler-Lagrange discretas apresentada pode ser sintetizada no teo-
rema seguinte [29]. O caminho discreto é

Cd(Q) = {qd : {tk}N
k=0 → Q},

onde {tk = kh, k = 0, · · · , N}. O espaço tangente a Cd no ponto qd é TqdCd(Q) . Q̈d é o
conjunto de pares da forma ((q0, q1), (q1, q2)).

Teorema 4.1. Dado uma Lagrangiana discreta de ordem Ck, k ≥ 1, existe uma única função de
ordem Ck−1, DDELLd : Q̈d → T ∗Q, e formas-1 únicas, ω1+

Ld
e ω1−

Ld
, de ordem Ck−1 em Q×Q,

tais que, para todas as variações δqd ∈ TqdC(Q) de qd,

dAd · δqd

é dado por

N−1∑

k=1

DDELLd((qk−1, qk), (qk, qk+1)) · δqk +ω1+
Ld

(qN−1, qN ) · (δqN−1, δqN )−ω1−
Ld

(q0, q1) · (δq0, δq1).

(4.11)
A função DDEL chama-se função de Euler-Lagrange discreta e a sua expressão, em coordenadas



As equações de Euler-Lagrange discretas e os sistemas hamiltonianos discretos 57

é dada por

DDELLd((qk−1, qk), (qk, qk+1)) = D2Ld(qk−1, qk) + D1Ld(qk, qk+1).

As formas-1, ω1+
Ld

e ω1−
Ld

, são as formas-1 lagrangianas discretas, cuja expressão, em coorde-
nadas, é

ω1+
Ld

= D2Ld(q0, q1)dq1 =
∂Ld

∂(q1)i
(dq1)i,

ω1−
Ld

= −D1Ld(q0, q1)dq0 = − ∂Ld

∂(q0)i
(dq0)i.

(4.12)

Saliente-se que, no caso discreto há duas formas-1, ao passo que no caso cont́ınuo só há
uma. No entanto, só há uma forma-2 discreta, tal como no caso cont́ınuo, já que, por um lado,

dLd = ω1+
Ld
− ω1−

Ld

e, por outro lado,
d2 = 0

ou seja,
dω1+

Ld
= dω1−

Ld
.

O análogo de um campo vectorial cont́ınuo é o operador evolução discreto X : Q × Q →
(Q × Q) × (Q × Q) que satisfaz π ◦ X = id, onde π é o operador projecção definido por
π : ((q0, q1), ((q0)′, (q1)′)) 7→ (q0, q1).O análogo do fluxo é a função discreta ψ : Q×Q → Q×Q

definida por ψ = σ ◦X, onde σ é o operador translação definido por σ : ((q0, q1), ((q0)′, (q1)′)) 7→
((q0)′, (q1)′). Reescrevendo em coordenadas, se X : (q0, q1) 7→ (q0, q1, (q0)′, (q1)′), então, ψ :
(q0, q1) 7→ ((q0)′, (q1)′). Particularizando para um sistema lagrangiano discreto, o operador
evolução lagrangiana discreta XLd

satisfaz

DDELLd ◦XLd
= 0

e o análogo, em termos discretos, do fluxo é a função ψLd
: Q×Q → Q×Q, definida como

ψLd
= σ ◦XLd

.

Tal como no caso cont́ınuo, XLd
e ψLd

podem não estar bem definidos para escolhas arbitrárias
da Lagrangiana discreta.
As equações de Euler-Lagrange discretas (4.5) podem ser deduzidas a partir da expressão (4.11);
um caminho discreto qd ∈ Cd(Q) satisfaz as equações de Euler-Lagrange discretas se o primeiro
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termo da expressão (4.11) for nulo, para todas as variações δqd ∈ TqdCd(Q). Tal significa que
os pontos {qk} satisfazem ψLd

(qk−1, qk) = (qk, qk+1).

A transformação de Legendre discreta aplica o espaço das configurações discreto Q × Q em
T ∗Q, através de

T+
Ld

(q0, q1) · δq1 = D2Ld(q0, q1) · δq1

T−Ld
(q0, q1) · δq0 = −D1Ld(q0, q1) · δq0,

(4.13)

as quais podem ser escritas como

T+
Ld

: (q0, q1) 7→ (q1, p1) = (q1, D2Ld(q0, q1))

T−Ld
: (q0, q1) 7→ (q0, p0) = (q0,−D1Ld(q0, q1)).

(4.14)

Se ambas as transformações de Legendre discretas forem isomorfismos locais, então a La-
grangiana discreta Ld diz-se regular; se forem isomorfismos globais, então Ld diz-se hiperregular.
As formas-1 ω1 lagrangiana e hamiltoniana relacionam-se pela expressão

ω1±
Ld

= (T±Ld
)∗ω1,

e as formas-2 ω2 pela expressão
ω2

Ld
= (T±Ld

)∗ω2.

Dado Ld : Q × Q → R, o operador evolução lagrangiana discreta XLd
e o análogo discreto do

fluxo, ψLd
, estão bem definidos se e só se T−Ld

for um isomorfismo local. Também, a natureza
regular de Ld é equivalente a afirmar que ψLd

está bem definida e é invert́ıvel [29].

A análoga discreta do fluxo lagrangiano, ψLd
: Q × Q → Q × Q, quando deslocada para T ∗Q,

origina a função ψHd
: T ∗Q → T ∗Q que, de acordo com [29], tem as seguintes expressões,

equivalentes entre si:

ψHd
= T+

Ld
◦ ψLd

◦ (T+
Ld

)−1

ψHd
= T−Ld

◦ ψLd
◦ (T−Ld

)−1

ψHd
= T+

Ld
◦ (T−Ld

)−1.

Em coordenadas, ψHd
: (q0, p0) 7→ (q1, p1), onde

p0 = −D1Ld(q0, q1)

p1 = D2Ld(q0, q1).
(4.15)
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Diz-se que um integrador variacional está no seu formato posição-quantidade de movimento
quando é escrito como

pk = −D1Ld(qk, qk+1, h)

pk+1 = D2Ld(qk, qk+1, h),
(4.16)

o que traduz a igualdade de quantidades de movimento entre intervalos adjacentes.
Por exemplo, fazendo a impulsão do algoritmo variacional (4.10), com a transformada de Leg-
endre

T sim,α
Ld

(q0, q1) =
(

q1,M

[
1
h

(q1 − q0) +
h

2
(αa0+k + (1− α)a1−α

])
,

obtém-se o algoritmo impĺıcito (qk, pk) 7→ (qk+1, pk+1) dado por

qk+1 = qk + hM−1pk +
h2

2
[(1− α)ak+α + αak+1−α]

pk+1 = pk + hM

(
1
2
ak+α +

1
2
ak+1−α

)
,

(4.17)

algoritmo de segunda ordem, para qualquer α.

4.2 Leis de conservação em sistemas discretos

4.2.1 Conservação da forma-2 simpléctica

A função ψLd
é simpléctica, ou seja, para um único passo, tem-se que [29, 47]

(ψLd
)∗ω2

Ld
= ω2

Ld
, (4.18)

onde ω2
Ld

= dω1+
Ld

= dω1−
Ld

representa a forma-2 simpléctica discreta, dada pela expressão

ωLd
(q0, q1) =

∂2Ld

∂qi
0∂qj

1

dqi
0 ∧ dqj

1. (4.19)

O argumento é válido para qualquer número de passos de ψLd
.

A função ψHd
preserva a impulsão da forma-2 discreta ω2

Ld
, que corresponde à forma simpléctica

canónica em T ∗Q.

4.2.2 Conservação das funções quantidades de movimento

Considere-se a acção (esquerda ou direita) Φ : G × Q → Q de um grupo de Lie G em Q,
com gerador infinitesimal ξQ. As funções quantidades de movimento lagrangianas discretas
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J+
Ld

, J−Ld
: Q×Q → g∗ são dadas pelas expressões

J+
Ld

(q0, q1) · ξ = 〈D2Ld(q0, q1), ξQ(q1)〉,
J−Ld

(q0, q1) · ξ = 〈−D1Ld(q0, q1), ξQ(q0)〉.
(4.20)

O teorema (??) tem uma versão discreta [29].

Teorema 4.2 (Teorema de Noether discreto na versão lagrangiana). Considere-se uma La-
grangiana discreta Ld : Q×Q → R, o qual é invariante sob lifts da acção (esquerda ou direita)
da acção Φ : G × Q → Q. Então, a função quantidade de movimento lagrangiana discreta
JLd

: Q×Q → g∗ é uma quantidade conservada pela função discreta ψLd
: Q×Q → Q×Q, ou

seja,
JLd

◦ ψLd
= JLd

.

Em termos simples, tal significa que, sob o efeito de acções simétricas, a função quanti-
dade de movimento discreta (sob a presença de acções simétricas, só existe uma única função
quantidade de movimento) é preservada, ou seja, é uma constante do movimento. As funções
quantidades de movimento discretas lagrangiana e hamiltoniana relacionam-se pela operação
reversão

J±Ld
= (T±d )∗JH .

A função ψHd
preserva a impulsão das funções quantidades de movimento discretas, que corre-

spondem às funções quantidades de movimento canónicas em T ∗Q.

4.2.3 Conservação da energia

A literatura mostra que, no caso de integradores com passo temporal constante, existe uma di-
cotomia: ou eles conservam a simplecticidade e a quantidade de movimento, ou então conservam
a energia e a quantidade de movimento. Os integradores variacionais enquadram-se no primeiro
caso - são simplécticos e conservam a quantidade de movimento. No entanto, com passo tem-
poral não constante, é posśıvel obter integradores variacionais que preservam a simplecticidade,
a energia e a quantidade de movimento [18].
Dado (q0, q1, h0), pretende-se determinar (q1, q2, h1); em geral, tal possibilitará passar de (qk−1, qk, hk−1)
para (qk, qk+1, hk). Este procedimento difere do habitual, já que a informação sobre o passo tem-
potal hk está acoplada aos dados actuais (qk, qk+1). Determinam-se h1 e q2 conjuntamente, por
resolver uma equação similar à equação de Euler-Lagrange discreta para q2, ao passo que para
h1 usa-se a equação Ed(q0, q1, h0) = Ed(q1, q2, h1), onde Ed é a função energia discreta [18].
A acção discreta é dada por

h0Ld(q0, q1, h0) + h1Ld(q1, q2, h1). (4.21)
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O algoritmo discreto é dado por

∂

∂q1

[
h0Ld(q0, q1, h0) + h1Ld(q1, q2, h1)

]
= 0, (4.22)

ou
h0D2Ld(q0, q1, h0) + h1D1Ld(q1, q2, h1) = 0,

onde os passos temporais h0, h1 são fixos. A energia discreta é definida por

Ed(q0, q1, h0) =
∂

∂h0

[
h0Ld(q0, q1, h0)

]
. (4.23)

Por exemplo, para a Lagrangiana discreta (4.6), onde L(q, q̇) é dado pela diferença entre a
energia cinética e a potencial, vem

Ed(q0, q1, h0) =
1
2

(
q1 − q0

h0

)T

M

(
q1 − q0

h0

)
+ V ((1− α)q0 + αq1).

O algoritmo é constitúıdo pelas equações (4.22) e

Ed(q0, q1, h0) = Ed(q1, q2, h1). (4.24)

Por exemplo, no caso das Lagrangianas cont́ınuas e discretas mencionadas, a condição E0 = E1

traduz-se em

h2
1 =

(q2 − q1)T M(q2 − q1)
2[E0 − V ((1− α)q1 + αq2]

,

onde a condição da energia cinética ser positiva deve ser verificada.
Este algoritmo é simpléctico, preserva a quantidade de movimento e foi desenhado de forma a
conservar a energia [18].

4.3 A análise retrospectiva do erro

A ideia básica subjacente à análise retrospectiva do erro é considerar a aproximação numérica
como a solução exacta de um problema modificado. Considere-se a equação diferencial

ẏ = F(y) (4.25)

e o método numérico de passo simples yn+1 = Φh(yn). O objectivo da análise retrospectiva é
determinar e estudar a equação diferencial modificada

ẏ = F(y) + hF2(y) + h2F3(y) + . . . , (4.26)
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tal que o fluxo exacto ψ̃h(y) de (4.26) seja igual ao fluxo numérico Φh(y). A série (4.26), em
geral, não converge, sendo necessário recorrer ao teorema que se segue [12].

Teorema 4.3. Considere-se (4.25) com um campo vectorial F(y) infinitamente diferenciável, e
assuma-se que o método numérico admite um desenvolvimento em série de Taylor da forma

Φh(y) = y + hF(y) + h2D2(y) + h3D3(y) + . . . , (4.27)

com Dj(y) suave. Então, existe um único campo vectorial Fj(y) tal que, para qualquer N ≥ 1,

Φh(y) = ψ̃h,N (y) + O(hN+1),

onde ψ̃t,N representa o fluxo exacto da equação modificada truncada

ẏ = F(y) + hF2(y) + . . . + hN−1FN (y). (4.28)

Este teorema é válido para N ≥ 1, mas qual a melhor escolha de N? O teorema seguinte
lança luz sobre a resposta [13].

Teorema 4.4. Seja F(y) anaĺıtica em B2R(y0) e sejam os coeficientes Dj(y) do método (4.27)
anaĺıticos em BR(y0). Admita-se que

‖F(y)‖ ≤ M e ‖Dj(y)‖ ≤ µM

(
2κM

R

)j−1

(4.29)

para todo y ∈ B2R(y0) e y ∈ BR(y0), respectivamente. Se h ≤ h0/4, com h0 = R/(eηM) e
η = 2max(κ, µ/(2 ln 2−1)), então existe N = N(h), nomeadamente o maior inteiro que satisfaz
hN ≤ h0, tal que a diferença entre a solução numérica y1 = Φh(y0) e a solução exacta ψ̃N,t(y0)
da equação modificada truncada (4.28) satisfaz

‖Φh(y0)− ψ̃N,h(y0)‖ ≤ hγMe−h0/h, (4.30)

onde γ = e(2 + 1.65η + µ) depende somente do método.

Aplicando um qualquer integrador simpléctico de ordem r a um sistema hamiltoniano,
então a equação diferencial modificada é hamiltoniana com [11]

H̃(p,q) = H(p,q) + hrHr+1(p,q) + hr+1Hr+2(p,q) + . . . .

O facto de que a aplicação de métodos simplécticos origina equações modificadas hamiltonianas
é um caso particular das propriedades geométricas da análise retrospectiva do erro. Tal significa
que, no contexto da equação diferencial (4.25), se F pertencer a uma certa classe de campos
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vectoriais (por exemplo, preservam algum integral) e o método numérico preservar esse integral,
então o campo vectorial modificado também estará na mesma classe de F [39].
Para os métodos de Euler simpléctico, Störmer-Verlet e Runge-Kuttas particionados é posśıvel
determinar relações de recorrência expĺıcitas para os Hj(p,q), revelando-se que eles são com-
postos por derivadas de H(p,q) e, consequentemente, globalmente definidos.
A equação modificada truncada de um sistema hamiltoniano é

H̃(p,q) = H(p,q) + hrHr+1(p,q) + hr+1Hr+2(p,q) + . . . + hN−1HN (p,q). (4.31)

A quase conservação da Hamiltoniana decorrente da aplicação de integradores simplécticos é
demonstrada pela junção da expressão (4.31) e do teorema (4.4), por concluir que ‖H̃(pn,qn)−
H̃(p0,q0)‖ é limitado em peŕıodos de tempo exponencialmente longos [11].

4.4 Os integradores geométricos

Nesta secção consideram-se integradores considerados convencionais, indicando-se as suas pro-
priedades geométricas, em particular, em que condições são simplécticos, e se têm natureza
variacional. A importância da natureza variacional decorre de dois resultados: se o integrador
é variacional, então ele preserva a 2-forma simpléctica e preserva a função quantidade de movi-
mento [47].
Os métodos considerados são os métodos de Euler simplécticos, a regra do ponto médio impĺıcita,
a famı́lia Runge-Kutta e o método Störmer-Verlet. Em geral, a maioria dos integradores
geométricos são condicionalmente estáveis. Para averiguar a estabilidade do método, escolhe-se
um problema teste simples do tipo relevante, com soluções limitadas e calcula-se o limite da
estabilidade para vários métodos. Em sistemas hamiltonianos, em geral, o problema teste é
o oscilador harmónico com o splitting T (p) + V (q). Por exemplo, o método Störmer-Verlet é
estável para h < 2 e os integradores de ordem superior, com ν-etapas, são estáveis para h < h∗,
onde em geral, h∗ ≈ π.
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4.4.1 Os métodos de Euler simplécticos

Natureza simpléctica

Considere-se o método de Euler simpléctico da forma (3.10) que, nas variáveis p e q e aplicado
a sistemas hamiltonianos, assume a forma

pn+1 = pn − h
∂H

∂q
(pn+1,qn),

qn+1 = qn + h
∂H

∂p
(pn+1,qn).

(4.32)

Este método é impĺıcito, já que para determinar pn+1 é necessário resolver um sistema não linear
de equações; uma vez conhecido pn+1, o cálculo de qn+1 é expĺıcito.
(4.32) é um método simpléctico de ordem 1, já que [13]

(
∂(pn+1,qn+1)

∂(pn,qn)

)T
J

(
∂(pn+1,qn+1)

∂(pn,qn)

)
= J,

de acordo com a definição (2.22) de simplecticidade.
O seu método adjunto

pn+1 = pn − h
∂H

∂q
(pn,qn+1),

qn+1 = qn + h
∂H

∂p
(pn,qn+1)

(4.33)

também é simpléctico. Pode provar-se a simplecticidade destes dois métodos recorrendo-se às
formas diferenciais, nomeadamente que [23]

dqn+1 ∧ dpn+1 = dqn ∧ dpn.

Em sistemas hamiltonianos genéricos, ambos os métodos de Euler simplécticos são impĺıcitos
[13]. No entanto, se a Hamiltoniana for separável, isto é, da forma H(p,q) = T (p) + V (q),
ambos têm natureza expĺıcita.

Análise retrospectiva do erro

Ilustre-se esta secção com o exemplo clássico do pêndulo, com Hamiltoniana

H(p, q) =
1
2
p2 − cos q,
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e com as equações de movimento
ṗ = − sin q, q̇ = p.

Considere-se o método de Euler simpléctico (4.32). Desenvolvendo a solução exacta ψ̃h(y) de
(4.26) em potências de h e comparando-a com o fluxo numérico, obtem-se relações de recorrência
para as funções Fj(y). No caso do pêndulo, resulta

(
q̇

ṗ

)
=

(
p

− sin q

)
+

h

2

(
− sin q

p cos q

)
+

h2

12

(
2p cos q

(p2 − 2 cos q) sin q

)
+ . . . ,

sistema com natureza hamiltoniana, com

H̃(p, q) =
1
2
p2 − cos q − h

2
p sin q +

h2

12
(p2 − cos q) cos q + . . . .

Conservação de invariantes

Os métodos de Euler simplécticos preservam qualquer invariante da forma [23]

I = qT Ap + bT z, (4.34)

em sistemas dinâmicos da forma dz
dt = f(z).

4.4.2 A regra do ponto médio impĺıcita

A regra do ponto médio impĺıcita é um método convergente de ordem 2, simétrico e algebrica-
mente estável. De seguida, considera-se a sua natureza simpléctica e variacional e que tipo de
invariante conserva.

Natureza simpléctica

A regra do ponto médio impĺıcita (3.6), aplicada a sistemas hamiltonianos, é reescrita como

yn+1 = yn + hJ−1∇H

(
yn+1 + yn

2

)
. (4.35)

(4.35) é um método simpléctico de ordem 2 [6, 13]. Diferenciando a equação (4.35), vem

∂yn+1

∂y
=

(
I − h

2
J−1∇2H

(
yn+1 + yn

2

))−1 (
I +

h

2
J−1∇2H

(
yn+1 + yn

2

))
, (4.36)
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e substituindo na definição de transformação simpléctica, deve verificar-se que

(
I +

h

2
J−1∇2H

(
yn+1 + yn

2

))
J

(
I +

h

2
J−1∇2H

(
yn+1 + yn

2

))T

é igual a

(
I − h

2
J−1∇2H

(
yn+1 + yn

2

))
J

(
I − h

2
J−1∇2H

(
yn+1 + yn

2

))T

.

A igualdade decorre da simetria da matriz hessiana e do facto que JT = −J .
Pode demonstra-se que a regra do ponto médio impĺıcita é um integrador simpléctico recorrendo-
se às formas diferenciais - aliás, como na demonstração só se exige que a matriz J seja con-
stante, invert́ıvel e anti-simétrica, pode afirmar-se que este integrador preserva qualquer estru-
tura simpléctica constante [23].

Natureza variacional

Dado um sistema hamiltoniano H : T ∗Q → R, a regra do ponto médio é um integrador ψh :
(q0, p0) 7→ (q1, p1) com natureza variacional [29]. ψh é definida por

q1 − q0

h
=

∂H

∂p

(
q1 + q0

2
,
p1 + p0

2

)
, (4.37)

p1 − p0

h
= −∂H

∂q

(
q1 + q0

2
,
p1 + p0

2

)
. (4.38)

Admita-se que H é regular, assim como a Lagrangiana correspondente, e defina-se a seguinte
Lagrangiana discreta

Ld(q0, q1, h) = hL

(
q1 + q0

2
,
q1 − q0

h

)
. (4.39)

Calculando p0 e p1 recorrendo às expressões (4.15), obtém-se

p0 = −h

2
∂L

∂q

(
q1 + q0

2
,
q1 − q0

h

)
+

∂L

∂q̇

(
q1 + q0

2
,
q1 − q0

h

)
,

p1 =
h

2
∂L

∂q

(
q1 + q0

2
,
q1 − q0

h

)
+

∂L

∂q̇

(
q1 + q0

2
,
q1 − q0

h

)
.

Adicionando e subtraindo estas duas equações, obtêm-se

p1 + p0

2
=

∂L

∂q̇

(
q1 + q0

2
,
q1 − q0

h

)
, (4.40)
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p1 − p0

h
=

∂L

∂q

(
q1 + q0

2
,
q1 − q0

h

)
. (4.41)

Apelando à transformação de Legendre, pode dizer-se que a equação (4.40) significa

TL

(
q1 + q0

2
,
q1 − q0

h

)
=

(
q1 + q0

2
,
p1 + p0

2

)
,

e então, por um lado, como ∂H
∂q = −∂L

∂q , a equação (4.41) corresponde à equação (4.38) e, por
outro lado, a mesma equação (4.41), conjugada com a igualdade ∂H

∂q̇ = q̇, origina (4.37).

Por fim, note-se que a Lagrangiana (4.39) é um caso particular da Lagrangiana (4.6)

Lα
d (q0, q1, h) = hL

(
(1− α) q0 + αq1,

q1 − q0

h

)
,

onde α ∈ [0, 1]. Para qualquer valor de α, obtêm-se sempre integradores impĺıcitos. Quando
α = 1

2 , obtém-se a Lagrangiana (4.39), único valor de α para o qual Ld é simétrica e de segunda
ordem. Para outros valores de α, obtêm-se integradores de ordem 1.

A regra do ponto médio também pode ser obtida por intermédio da Lagrangiana discreta (4.9),
ou seja, Ld = Lsim,α

d , para α = 1
2 [19]. O algoritmo (4.17), para esta escolha de α, pode ser

escrito como
1
h

(
qk+1 − qk

pk+1 − pk

)
=


 M−1

(
pk+1+pk

2

)

−∇V
(

qk+1+qk

2

)

 ,

o qual, para z = (q,p), tem a representação zk+1−zk

h = XH

(
zk+1+zk

2

)
, onde XH é o campo

vectorial hamiltoniano correspondente à Hamiltoniana H = 1
2p

T M−1p + V (q).

Se, em vez de avaliar a força no ponto médio, se fizer a média das forças, obtém-se, para
α ∈ [0, 1], a regra trapezoidal generalizada

Ltrap,α
d (q0, q1, h) = h(1− α)L

(
q0,

q1 − q0

h

)
+ hαL

(
q1,

q1 − q0

h

)
. (4.42)

Este método é expĺıcito para todo o α e de ordem 1, excepto quando α = 1
2 , sendo neste caso

de ordem 2 e simétrico.
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Conservação de invariantes

A regra do ponto médio impĺıcita preserva exactamente qualquer invariante quadrático da forma
[23]

I =
zT Az

2
+ bTz, (4.43)

onde A representa uma matriz simétrica, para a equação diferencial dz
dt = f(z). Tal significa

que o integrador conserva exactamente a quantidade de movimento linear e a quantidade de
movimento angular de um sistema hamiltoniano linear.

4.4.3 Métodos Runge-Kutta simplécticos

Natureza simpléctica

Em geral, os métodos Runge-Kutta não são ideais para integrar sistemas hamiltonianos, já que
estes não são estruturalmente estáveis relativamente a perturbações não hamiltonianas [7]. A
aproximação numérica feita por métodos Runge-Kutta convencionais introduz perturbações não
hamiltonianas, o que significa que o sistema, originalmente hamiltoniano, tornar-se-á dissipativo
(não hamiltoniano), com um comportamento no longo prazo completamente diferente - por
exemplo, os sistemas dissipativos têm atractores e os hamiltonianos não. Por este motivo,
faz todo o sentido usar métodos da famı́lia Runge-Kutta que preservem as caracteŕısticas dos
sistemas hamiltonianos, nomeadamente, que cada passo na integração seja uma transformação
canónica ou simpléctica.
Métodos Runge-Kutta expĺıcitos e simplécticos são usados no caso de Hamiltonianas separáveis
e os impĺıcitos para as não separáveis. Os métodos Runge-Kutta Gauss-Legendre são os mais
adequados para sistemas hamiltonianos gerais porque, embora sejam impĺıcitos e, por isso, de
implementação mais pesada [14, 31]:

(i) são A-estáveis, ou seja, são estáveis para todo o passo temporal h e para todos os sistemas
lineares com soluções limitadas;

(ii) têm a máxima ordem posśıvel em métodos Runge-Kutta com ν-etapas, ordem 2ν;

(iii) preservam todos os primeiros integrais quadráticos;

(iv) são simplécticos para sistemas hamiltonianos canónicos.

Embora os métodos simplécticos sejam prefeŕıveis na integração de sistemas hamiltonianos,
note-se que eles não são perfeitos; por exemplo, mesmo implementando um Gauss-Legendre na
integração de sistemas hamiltonianos, não se consegue a conservação da energia. No entanto,
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na maioria das aplicações, opta-se pela preservação da estrutura hamiltoniana, ao invés da
conservação da energia.
Considere-se o método Runge-Kutta com tabela

c A

bT

Aplicando-o ao sistema hamiltoniano (2.7), obtêm-se as equações

Pi = pn + h

ν∑

j=1

aijf(Pj , Qj , tn + cjh)

Qi = qn + h
ν∑

j=1

aijg(Pj , Qj , tn + cjh)

pn+1 = pn + h
ν∑

i=1

bif(Pi, Qi, tn + ci)

qn+1 = qn + h
ν∑

i=1

big(Pi, Qi, tn + cih),

(4.44)

onde f e g representam, respectivamente, os d-vectores com componentes −∂H/∂qi e ∂H/∂pi; Pi

e Qi são as etapas intermédias correspondentes às variáveis p e q, respectivamente. Demonstra
o teorema seguinte [41].

Teorema 4.5. Se os coeficientes de um método Runge-Kutta verificarem as relações

biaij + bjaji − bibj = 0, i, j = 1, . . . , ν, (4.45)

então o método é simpléctico.

Um exemplo de métodos Runge-Kutta simplécticos são os de Gauss-Legendre. Todos os
métodos Runge-Kutta simplécticos são impĺıcitos, o que decorre de fazer i = j em (4.45) e exigir
a consistência do método.
Devido à simetria, a validade de (4.45) é garantida se for verificada para i ≤ j. No entanto, não
existe nenhuma relação entre a simetria e a simplecticidade de um método Runge-Kutta. Por
exemplo, a regra do ponto médio (3.6) é simétrica e simpléctica; o método de Euler expĺıcito
não é nem simétrico nem simpléctico. É posśıvel construir algoritmos de 2 etapas simétricos
mas não simplécticos ou, então, simplécticos mas não simétricos.
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Leis de conservação

O teorema (2.2) mostra que, em problemas hamiltonianos autónomos, a Hamiltoniana é uma
quantidade conservada. Será que os métodos Runge-Kutta também conservam a Hamiltoniana?
Ou, em termos mais abrangentes, se I for uma quantidade conservada por um sistema hamil-
toniano autónomo, será que I também é conservada por métodos desta natureza? Todos os
métodos Runge-Kutta conservam invariantes lineares [13]. Quando I é quadrático, utiliza-se o
resultado seguinte [41].

Teorema 4.6. Admita-se que I(y) = 1
2y

T Sy, onde S é uma matriz simétrica constante, é uma
quantidade conservada por um sistema autónomo dy

dt = F(y, t), não necessariamente hamiltoni-
ano. Então, I também é conservado quando o sistema é integrado por um método Runge-Kutta
simpléctico, ou seja, I(y) = 1

2y
nT Syn não varia com n.

Este teorema 4.6 implica que, se um sistema autónomo linear com Hamiltoniana quadrática
for integrado por um método Runge-Kutta simpléctico, então H será exactamente conservado
ao longo das trajectórias numéricas.
Os integrais lineares e quadráticos são preservados pelos métodos Runge-Kutta simplécticos [32].
No entanto, por exemplo, para preservar um integral cúbico, tem de se fazer a escolha entre a
preservação da estrutura simpléctica e a preservação do integral.

Simetria

Em que situação é que os métodos Runge-Kutta são simétricos? Demonstra-se o teorema que
se segue [13, 32].

Teorema 4.7. O método adjunto de um método Runge-Kutta com ν-etapas,

ki = f


t0 + cih, y0 + h

ν∑

j=1

aijkj


 , i = 1, . . . , ν

y1 = y0 + h
ν∑

i=1

biki,

(4.46)

é ainda um método Runge-Kutta de ν-etapas. Os seus coeficientes são dados por

a∗ij = bν+1−j − aν+1−i, ν+1−j , b∗i = bν+1−i. (4.47)

Se
aν+1−i, ν+1−j + aij = bj , (4.48)

para todo o i, j, então o método Runge-Kutta (4.46) é simétrico.
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c1 a11

c2 b1 a22

c3 b1 b2 a33

1− c2 b1 b2 b3 a44

1− c1 b1 b2 b3 b2 a55

b1 b2 b3 b2 b1

Tabela 4.1: Método Runge-Kutta impĺıcito diagonal de ordem 5

Nenhum método Runge-Kutta expĺıcito pode ser simétrico, pois, para i = j, não satisfazem
a equação (4.48). Nos métodos Runge-Kutta impĺıcitos diagonais, onde aij = 0 para i < j e
elementos da diagonal não nulos, a condição (4.48) vem

aij = bj = bν+1−j para i > j, ajj + aν+1−j, ν+1−j = bj .

Por exemplo, para ν = 5, a tabela de tal método é da forma desenhada na tabela 4.1, com
a33 = b3

2 , a44 = b2 − a22 e a55 = b1 − a11.

4.4.4 Métodos Runge-Kutta particionados

Natureza simpléctica

Considere-se uma Hamiltoniana do tipo

H(p,q) = T (p) + V (q), (4.49)

designado por Hamiltoniana separável. Neste caso, as equações de Hamilton assumem a forma
particionada (3.36), com

f = −∂V

∂q
, g =

∂T

∂p
,

sendo, então, posśıvel integrá-las por um método Runge-Kutta particionado.
Prova-se o teorema que se segue [41].

Teorema 4.8. Se os coeficientes de um método Runge-Kutta particionado verificarem as relações

biAij + Bjaji − biBj = 0, i, j = 1, . . . , ν, (4.50)

então o método, quando aplicado a um problema hamiltoniano com Hamiltoniana separável
(4.49), é simpléctico.
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No caso mais geral das equações (3.30), deve acrescentar-se a equação [13]

bi = Bi, ∀i.

Natureza variacional

Considere-se o método Runge-Kutta particionado

p1 = p0 + h
ν∑

i=1

BiṖi

q1 = q0 + h
ν∑

i=1

biQ̇
i

P1 = p0 + h
ν∑

j=1

AijṖj

Qi = q0 + h

ν∑

j=1

aijQ̇
i,

(4.51)

onde Ṗi = −∂H
∂q (Pi, Q

i), Q̇i = ∂H
∂p (Pi, Q

i), com Hamiltoniana H = pT q̇− L(q, q̇). Se o método
for simpléctico, então é válido o teorema que se segue [13, 29].

Teorema 4.9. O integrador variacional com Lagrangiana discreta

Lh(q0, q1) = h

ν∑

i=1

biL(Qi, Q̇i) (4.52)

é equivalente ao método Runge-Kutta particionado simpléctico, aplicado ao sistema hamiltoniano
com H = pT q̇− L(q, q̇).

Leis de conservação

Os métodos Runge-Kutta particionados conservam invariantes lineares se bi = Bi, para todo o
i, ou se o invariante depende somente de p ou de q [13].
O análogo do teorema 4.6 para métodos Runge-Kutta particionados assume a forma seguinte.

Teorema 4.10. Admita-se que I(p,q) = pT Sq, onde S é uma matriz constante, é uma quan-
tidade conservada de um sistema autónomo particionado (3.36), não necessariamente hamilto-
niano. Então, I também é uma quantidade conservada quando o sistema é integrado por um
método Runge-Kutta particionado simpléctico, ou seja, I(pn,qn) não varia com n.

No caso dos métodos Runge-Kutta particionados simplécticos, mesmo que se assuma a
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linearidade do sistema a integrar, tal não significa, em geral, a conservação da Hamiltoniana:
I(p,q) = pT Sq não é a expressão quadrática mais geral nas variáveis p e q.

Simetria

Admita-se que se aplica um método Runge-Kutta particionado ao sistema

ẏ = f(y, z), ż = g(y, z).

O método só será simétrico se ambos os métodos Runge-Kutta o forem [13].

Teorema 4.11. Se os coeficientes de ambos os métodos Runge-Kutta, bi, aij e Bi, Aij satisfiz-
erem a condição (4.48), então o método

ki = f


y0 + h

ν∑

j=1

aijkj , z0 + h
ν∑

j=1

Aijlj




li = g


y0 + h

ν∑

j=1

aijkj , z0 + h

ν∑

j=1

Aijlj




y1 = y0 + h
ν∑

i=1

biki

z1 = z0 + h
ν∑

i=1

Bili

é simétrico.

Os métodos de Runge-Kutta particionados mais úteis, no contexto da integração geométrica,
são o par Lobatto IIIA-IIIB, métodos de ordem 2ν − 2, já que são simplécticos em sistemas
hamiltonianos.

4.4.5 Métodos Runge-Kutta-Nyström

Formulação

Se a Hamiltoniana for separável com T = 1
2p

T M−1p, com M uma matriz constante, simétrica
e invert́ıvel, H é dada pela expressão

H(p,q) =
1
2
pT M−1p + V (q). (4.53)
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Note-se que a Hamiltoniana pode ser separável, mas não da forma (4.53) - por exemplo, o
movimento relativista de um sistema de pontos de massa. No caso (4.53), as equações do
movimento são

ṗ = f(q) =
∂V

∂q
, q̇ = M−1p, (4.54)

ou, eliminando p

q̈ = M−1f(q),

sistema que pode ser integrado por um método Runge-Kutta particionado. Reescrevendo as
equações (3.35) em termos das variáveis p e q, obtém-se a seguinte expressão para as várias
etapas

Qi = qn + hγiM
−1pn + h2

ν∑

j=1

αijM
−1f(Qj , tn + γjh); (4.55)

sendo as aproximações são dadas por

pn+1 = pn + h
ν∑

i=1

bif(Qj , tn + γjh)

qn+1 = qn + hM−1pn + h2
ν∑

i=1

βiM
−1f(Qj , tn + γjh).

(4.56)

Natureza variacional

Os métodos de Runge-Kutta expĺıcitos particionados simplécticos são variacionais, pelo menos
para Hamiltonianas cuja energia cinética é da forma T = 1

2p
T M−1p, para alguma matriz de

massa M constante [29].

Natureza simpléctica

As condições para que um método de Runge-Kutta-Nyström seja simpléctico são referidas no
teorema seguinte.

Teorema 4.12. Admita-se que os coeficientes (3.33) do método de Runge-Kutta-Nyström sat-
isfazem

βi = bi(1− γi), i = 1, . . . , ν,

bi(βj − αij) = bj(βi − αji), i, j = 1, . . . , ν.
(4.57)

Então, o método, quando aplicado a problemas hamiltonianos com Hamiltoniana da forma (4.53)
é simpléctico.
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Leis de conservação

O teorema análogo ao teorema (4.10) é o seguinte.

Teorema 4.13. Admita-se que I(p,q) = pT Sq, onde S é uma matriz constante, é uma quan-
tidade conservada de um sistema autónomo particionado (3.36), não necessariamente hamilto-
niano. Então, I também é uma quantidade conservada quando o sistema é integrado por um
método Runge-Kutta Nyström simpléctico, ou seja, I(pn,qn) não varia com n.

Analogamente aos métodos Runge-Kutta particionados simplécticos, o facto de o sistema
a integrar ser linear não significa, necessariamente, a conservação de H pelo método Runge-
Kutta-Nyström, já que a expressão I(p,q) = pT Sq não é a função quadrática mais geral, nas
variáveis p e q.

4.4.6 O método Störmer-Verlet

Natureza variacional

O método Störmer-Verlet é um método variacional [26, 29]. Admita-se que a Lagrangiana do
sistema é dado pela diferença entre a energia cinética e a energia potencial

L(q,v) =
1
2
q̇T M q̇− V (q), (4.58)

onde M é a matriz das massas, de natureza definida positiva. Se M não depender de q, as
equações de Euler-Lagrange (2.4) reduzem-se à equação diferencial de segunda ordem

M q̈ = −∇V (q).

Se, no processo de discretização, a aproximação a
∫ tN
t0

Ldt for feita pela regra trapezoidal (3.5),

Lh(qn, qn+1) =
h

2
L

(
qn,

qn+1 − qn

h

)
+

h

2
L

(
qn+1,

qn+1 − qn

h

)
(4.59)

obtêm-se as equações de Euler-Lagrange discretas

M(qn+1 − 2qn + qn−1) + h2∇V (qn) = 0, (4.60)

expressão análoga a (3.40), para f(q) = −M−1∇V (q).
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Propriedades geométricas

Nesta subsecção sumarizam-se as propriedades do fluxo das equações diferenciais que são preser-
vadas pelo método Störmer-Verlet, nomeadamente, reversibilidade, simplecticidade e preservação
do volume.

1. Simetria e reversibilidade. O método Störmer-Verlet, quando aplicado à equação diferen-
cial de segunda ordem (3.39), é simétrico e reverśıvel [12].

• Simetria. O método Störmer-Verlet é simétrico com respeito à direcção temporal:
se, nas equações (3.43), se substituir h por −h e se trocar n por n + 1, obtém-se
o mesmo método; analogamente nas equações (3.44), para as substituições h ↔ −h

e n − 1
2 ↔ n + 1

2 . Tal significa que, em termos da formulação de passo simples
Φh : (qn,vn) 7→ (qn+1,vn+1),

Φh = Φ−1
−h. (4.61)

• Reversibilidade. A simetria temporal do método Störmer-Verlet implica a reversibil-
idade. Se, no sistema (3.41), se inverter a direcção da velocidade inicial, então a
trajectória solução é a mesma, mas a direcção do movimento é contrária. Neste
sentido, diz-se que o fluxo ψt satisfaz

ψt(q,v) = (q̂, v̂) implica ψt(q̂,−v̂) = (q,−v), (4.62)

ou seja, o fluxo é reverśıvel com respeito à reflexão ρ : (q,v) 7→ (q,−v). O método
Störmer-Verlet é reverśıvel, ou seja, satisfaz

Φh(q,v) = (q̂, v̂) implica Φh(q̂,−v̂) = (q,−v). (4.63)

Mostra-se que a simetria deste método é equivalente à sua reversibilidade [12]. Em
alguns casos, o fluxo é ρ-reverśıvel com respeito a involuções ρ, isto é

ρ ◦ ψt = ψ−1
t ◦ ρ. (4.64)

Genericamente, o fluxo de uma equação diferencial ẏ = F(y) é ρ-reverśıvel se e só
se o campo vectorial satisfaz ρ ◦ F = −F ◦ ρ; neste caso, a equação diferencial diz-
se ρ-reverśıvel. O método Störmer-Verlet é ρ-reverśıvel para ρ da forma ρ(q,v) =
(ρ1(q), ρ2(v)), ou seja,

ρ ◦ Φh = Φ−1
h ◦ ρ. (4.65)
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2. Sistemas hamiltonianos e simplecticidade. Considere-se o sistema genérico

q̇ = g(q,v), v̇ = f(q,v). (4.66)

Usando as equações (3.46) e (3.47) obtém-se uma extensão do método de Störmer-Verlet
com o seguinte formato

vn+ 1
2

= vn +
h

2
f

(
qn, vn+ 1

2

)

qn+1 = qn +
h

2

(
g

(
qn, vn+ 1

2

)
+ g

(
qn+1, vn+ 1

2

))

vn+1 = vn+ 1
2

+
h

2
f

(
qn+1, vn+ 1

2

)
.

(4.67)

O método Störmer-Verlet (4.67) aplicado ao sistema de equações hamiltonianas (2.7) as-
sume a forma

pn+ 1
2

= pn − h

2
∂H

∂q

(
pn+ 1

2
, qn

)

qn+1 = qn +
h

2

(
∂H

∂p

(
pn+ 1

2
, qn

)
+

∂H

∂p

(
pn+ 1

2
, qn+1

))

pn+1 = pn+ 1
2
− h

2
∂H

∂q

(
pn+ 1

2
, qn+1

)
.

(4.68)

No caso particular da Hamiltoniana ter a expressão

H(p,q) =
1
2
pT M−1p + V (q), (4.69)

onde M é a matriz das massas, com natureza definida positiva e V (q) é o potencial, as
equações (4.68) reduzem-se ao método Störmer-Verlet (3.43), com f(q) = −M−1∇V (q), e
fazendo pn = Mvn.
A demonstração da simplecticidade do método Störmer-Verlet pode ser diversa, depen-
dendo da interpretação dada ao método: visão do Störmer-Verlet como a composição dos
métodos de Euler, ou como um método particionado, ou como um integrador variacional,
ou então por apelar às funções geradoras [12]. O método Störmer-Verlet é simpléctico
e de ordem 2; a demonstração apela à equação (3.49) e ao facto de as transformações
simplécticas serem um grupo, em particular que, a composição de transformações simplécticas
é, também, simpléctica [13].

3. Preservação do volume. O método (4.68) aplicado ao sistema (2.7) preserva o volume,
consequência da simplecticidade; de facto, a equação (2.22), definição de transformação
simpléctica, implica

detψ′h(p,q) = 1,
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para todo o (p,q).

Conservação dos invariantes

Uma função I(y) diz-se um invariante (ou uma quantidade conservada, ou uma constante do
movimento, ou um integral primeiro) da equação diferencial ẏ = F(y) se I(y(t)) for constante
ao longo de toda a solução, ou de forma equivalente,

I ′(y)F(y) = 0, para todo o y, (4.70)

o que significa que o gradiente ∇I(y) é ortogonal ao campo vectorial F(y), em todo o ponto
do espaço de fase. Os teoremas (4.14) e (4.15) indicam que tipos de invariantes são preservados
pelo método Störmer-Verlet [12].

Teorema 4.14. O método Störmer-Verlet preserva os integrais primeiros lineares.

Muitos integrais primeiros originam-se no teorema de Noether. Nas condições do teorema
de Noether, os integrais primeiros assumem a forma pT a(q) [1]; infere-se, então, que em sistemas
hamiltonianos da forma

H(p,q) =
1
2
pT M−1p + V (q) (4.71)

com Lagrangiana associada da forma

L(q,v) =
1
2
vT Mv − V (q),

a(q) deve ser linear. Consequentemente, para sistemas hamiltonianos (2.7) com Hamiltoniana
(4.71), todos os integrais primeiros que se originam a partir do teorema de Noether são preser-
vados pelo método de Störmer-Verlet.
Mas, em geral, os integrais primeiros quadráticos já não são preservados pelo método, embora
uma subclasse o seja.

Teorema 4.15. O método Störmer-Verlet preserva os integrais primeiros quadráticos da forma

I(q,v) = vT (Cq + c)

ou
I(q,v) = pT (Bq + b)

no caso hamiltoniano.

O teorema (4.15) pode ser utilizado para provar, de forma alternativa, a simplecticidade
do método Störmer-Verlet [12].
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Equação modificada do método Störmer-Verlet

Fazendo y = (q, v)T e F(y) = (v, f(q))T , a equação diferencial (3.41) assume a forma de (4.25).
Para o método Störmer-Verlet (3.43), tem-se

Φh(q, v) =

(
q + hv + h2

2 f(q)
v + h

2f(q) + h
2f(q + hv + h2

2 f(q))

)
. (4.72)

Desenvolvendo esta função em série de Taylor, obtém-se (4.27), com

D2(q, v) =
1
2

(
f(q)

f ′(q)v

)
, D3(q, v) =

1
4

(
0

f ′(q)f(q) + f ′′(q)(v, v)

)
, . . .

sendo as funções Fj(q, v) constrúıdas pelas relações de recorrência [12]

F2(y) = D2(y)− 1
2!

F′F(y)

F3(y) = D3(y)− 1
3!

(
F′′(F,F)(y) + F′F′F(y)

)− 1
2!

(
F′F2(y) + F′2F(y)

)
,

(4.73)

as quais definem, univocamente, as funções Fj(y). Estas expressões são consequência da com-
paração, em potências de h, das expressões (4.27) e (4.74)

ψ̃h(y) = y + h(F(y) + hF2(y) + h2F3(y) + . . .)
+h2

2! (F
′(y) + hF′2(y) + . . .)(F(y) + hF2(y) + . . .) + . . .

(4.74)

Como o método Störmer-Verlet é de ordem 2, a função D2(q, v) tem de coincidir com o coeficiente
h2 da solução exacta, e então, resulta F2(q, v) = 0. Aliás, demonstra-se que para métodos
simétricos, a equação diferencial modificada admite uma expansão em potências ı́mpares de h,
ou seja, [12]

F2j(y) = 0, j = 1, 2, . . . .

Para F3(q, v) obtém-se

F3(q, v) =
1
12

(
−2f ′(q)v

f ′(q)f(q) + f ′′(q)(v, v)

)
. (4.75)

Para funções Fj(q, v) ı́mpares de ordem superior, as expressões são mais pesadas e com derivadas
de f(q) de ordem mais elevada.
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Propriedades da equação diferencial modificada

As propriedades geométricas de um método numérico têm a sua contrapartida na equação mod-
ificada. Assim, estudar as propriedades de determinado método, é equivalente a estudar as
propriedades correspondentes da equação diferencial modificada. Em particular para o método
Störmer-Verlet, mostra-se que [13]:

(i) Sistemas reverśıveis. Se o método Störmer-Verlet (3.43) for aplicado a (3.41), então,
cada truncatura da equação diferencial modificada é reverśıvel com respeito à reflexão
ρ(q,v) = (q,−v).

(ii) Sistemas hamiltonianos. Se o método Störmer-Verlet (4.68) for aplicado a um sistema
hamiltoniano, então cada truncatura da equação diferencial modificada é hamiltoniana.

(iii) Integrais primeiros. Se o método Störmer-Verlet (4.67) for aplicado a uma equação difer-
encial com um integral primeiro da forma I(q,v) = vT (Cq + c), então, cada truncatura
da equação diferencial modificada tem I(q,v) para integral primeiro.

Comportamento assimptótico das soluções numéricas

A energia total H(p,q) de um sistema hamiltoniano não é exactamente preservada pelo método
Störmer-Verlet; no entanto, a energia é conservada de forma aproximada. De facto, em sistemas
hamiltonianos genéricos, a Hamiltoniana é preservada, no longo prazo, de forma aproximada.

Teorema 4.16. A energia total ao longo da solução numérica (pn, qn) do método Störmer-Verlet
satisfaz

|H(pn, qn)−H(p0, q0)| ≤ Ch2 + CNhN t, para 0 ≤ t = nh ≤ h−N ,

para N inteiro positivo arbitrário. As constantes C e CN são independentes de t e h. CN

depende dos valores extremos das derivadas de H até à ordem N + 1 na região que contém os
valores das soluções numéricas.

O teorema é demonstrado de duas formas diferentes [12]; numa delas apela-se à simplecti-
cidade do método Störmer-Verlet, conjugando-a com a análise retrospectiva e, na outra, apela-se
à simetria do método, conjugando-a com a análise retrospectiva. O contributo da análise retro-
spectiva do erro é viśıvel em muitas demonstrações no campo da integração geométrica.

Os resultados obtidos com o método Störmer-Verlet aplicado a problemas com Hamiltoniana
separável são válidos para a implementação do mesmo método em problemas com Hamiltoni-
anas não separáveis [12].
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4.5 Passo de integração adaptativo

Durante a integração de sistemas de equações diferenciais não lineares, mudanças no carácter
das soluções podem exigir mudanças no passo de integração. Ilustre-se este ponto com o prob-
lema de Kepler, que embora seja integrável, serve de exemplo em fins meramente académicos.
A primeira lei de Kepler - problema dos 2 corpos - menciona que um corpo sujeito a forças grav-
itacionais move-se ao longo de uma elipse, com o corpo fixo num dos focos. A força que actua
no corpo móvel é inversamente proporcional ao quadrado da distância dos dois corpos. Então,
quando as órbitas estão numa elipse com uma excentricidade elevada, tais como os cometas no
sistema solar, a magnitude da força ao longo da órbita varia consideravelmente. Por este motivo,
é evidente que a dinâmica do corpo móvel na vizinhança do corpo fixo deve ser integrada de
forma muito precisa, o que significa que o uso de um passo de integração variável é aconselhável
e, até mesmo, essencial.
O procedimento clássico de implementação de métodos numéricos com passo de integração
variável ou adaptativo é baseado na escolha de um passo de forma a que o erro estimado pro-
duzido esteja abaixo de um tolerância definida previamente (é vulgar o uso de estimativas do
erro local. Por exemplo, na integração de sistemas de equações diferenciais pelo método Runge-
Kutta, é usual adicionar um estágio adicional ao método, de forma a produzir uma aproximação
de ordem superior; a diferença entre as duas aproximações é usada como uma estimativa do
erro.
Os métodos numéricos simplécticos com passo de integração fixo que integram sistemas hamil-
tonianos demonstram propriedades bastantes interessantes numa integração de longo prazo. No
entanto, todo o comportamento qualitativo reproduzido correctamente pelo método numérico
pode ser perdido no caso da implementação clássica de passo adaptativo. Não se pode es-
perar que uma combinação cega de integradores simplécticos com integradores com controlo
automático do passo de integração originem resultados numéricos melhores [10, 13, 23].
De facto, existe evidência numérica que mostra que, quando os integradores simplécticos são
implementados com passo de integração adaptativo, eles perdem as suas propriedades na in-
tegração de longo prazo, já não sendo superiores aos integradores clássicos não simplécticos
[9]. A razão da fraca prestação dos integradores simplécticos com passo de integração variável
está intimamente associada à análise retrospectiva do erro. Para se construir uma expansão da
Hamiltoniana perturbada de um método numérico, é necessário assumir que as transformações
simplécticas usadas são idênticas em cada passo de integração. Se o passo de integração varia,
surge o problema de estar a gerar aproximações a um, e depois a outro e outro sistema hamil-
toniano perturbado, à medida que o passo de integração varia [13, 23].
Em meados dos anos 90 do século transacto, o desenvolvimento de integradores simplécticos
adaptativos que retivessem o comportamento de longo prazo dos integradores simplécticos com
passo de integração constante era apresentado como um problema por resolver [33]. Desde essa
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data, foram propostos integradores simplécticos e adaptativos em sistemas reverśıveis e, também,
foram apresentadas propostas que não assumem a reversibilidade do sistema. Esta última abor-
dagem funciona para todos os métodos de passo simples. A ideia subjacente à construção do
integrador é a adição de pequenas perturbações à discretização, tal que o comportamento qual-
itativo de longo prazo seja recuperado, sem afectar a ordem de convergência.
Nesta última classe, incluem-se o método de Euler simpléctico adaptativo e o método Störmer-
Verlet adaptativo, a serem introduzidos no caṕıtulo 6. Ambos os métodos, embora com passo
de integração variável, têm natureza simpléctica, atendendo à forma como foram constrúıdos.
Estes métodos numéricos, apesar de produzirem aproximações numéricas numa malha onde os
pontos não são equidistantes, podem ser perspectivados como métodos simplécticos de passo de
integração fixo, aplicados a um sistema hamiltoniano diferente [10].



Caṕıtulo 5

O problema de Hill

O problema dos n corpos é um problema antigo, remontando a Euler, Lagrange e Poincaré, mas
muito pertinente actualmente. Os prinćıpios da mecânica, incluindo a lei de gravitação universal,
permitem determinar o movimento de objectos no espaço, tais como estrelas, planetas,asteróides
e até mesmo trajectórias de naves espaciais. O modelo usado para estudar a trajectória de uma
nave ou um movimento de um asteróide é o problema restrito dos n+1-corpos: n corpos celestiais
movem-se sob influência mútua e a nave ou o asteróide movem-se no campo desses corpos, mas
não influenciando o seu movimento, em virtude da sua massa infinitesimal (quando comparada
com a massa dos n-corpos).
No caso do sistema solar, o movimento dos n corpos pode ser medido e predito com grande
precisão, dando origem a efemérides - uma efeméride é uma lista de posições e velocidades de
corpos celestes, em função do tempo, em algum sistema de coordenadas. Uma efeméride pode
ser considerada como a solução do problema dos n-corpos e forma o campo gravitacional que
determina o movimento da nave ou asteróide. Um exemplo de uma efeméride é a solução sim-
plificada do problema dos n-corpos, com n pequeno, como o caso do movimento da Terra e da
Lua sob a sua atracção mútua - uma solução para o problema dos dois corpos. Neste caso,
o modelo usado para estudar o movimento de uma nave é o problema dos três corpos na sua
versão restrita.
Para levar uma nave da Terra para outras partes do sistema solar é necessário encontrar soluções
do movimento da nave sob a influência dos n corpos, o qual constitui um problema muito dif́ıcil.
Por este motivo, será satisfatório simplificar o problema, considerando apenas a força grav-
itacional entre a nave e apenas um corpo de cada vez, recorrendo à noção de decomposição
Kepleriana do sistema solar - aproxima-se a solução do problema dos n corpos a uma cadeia
de soluções do problema dos dois corpos, nomeadamente as soluções cónicas descobertas por
Kepler.
Para viajar no espaço com o mı́nimo de recursos é imperativo apelar à dinâmica do sistema;
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evidentemente, é posśıvel não fazê-lo, mas será necessário, por exemplo, usar mais combust́ıvel
e, em alguns casos, o uso da decomposição Kepleriana do espaço é insuficiente (no caso das
cónicas não serem uma boa aproximação do movimento da nave). Essa solução será usada como
uma primeira sugestão de solução; será adequado usar as soluções do problema dos três corpos
para o movimento da nave. Para estudar o movimento da nave em presença de dois corpos é
essencial um domı́nio das soluções do problema restrito dos três corpos. Consequentemente, o
estudo do problema dos três corpos na sua versão restrita é um tópico, por si só, pertinente.
Certas missões não seriam uma realidade sem trajectórias apropriadas e económicas. As missões
espaciais têm dependido de conceitos de trajectórias e ferramentas desenvolvidas nos anos 50 e
60 do século passado, largamente baseadas na decomposição Kepleriana do sistema solar. Esta
aproximação ainda é suficiente para algumas missões, mas novos paradigmas de trajetórias de-
vem ser desenvolvidas para fazer face aos desafios actuais. Neste sentido, uma compreensão
detalhada do problema restrito dos três corpos e, em particular, com a dinâmica associada aos
pontos de equiĺıbrio, é absolutamente fundamental para continuar a explorar o espaço. O uso
do problema restrito dos três corpos no desenho das missões é vantajoso, já que permite con-
struir trajectórias eficientes, isto é, com um consumo mı́nimo de combust́ıvel. O futuro é na
direcção da optimização das missões espaciais, na eficiente afectação dos recursos, tais como o
combust́ıvel, mas também, por exemplo, do tempo e do uso da nave [27].
Além do já mencionado, o problema restrito fornece uma boa aproximação a situações f́ısicas,
nomeadamente, a determinação do movimento da Lua à volta da Terra, dada a presença do Sol.
De facto, o problema é quase circular (a excentricidade da órbita da Terra é, aproximadamente,
0.017,) quase planar (as órbitas da Terra e da Lua estão muito próximas do plano da ecĺıptica)
e os valores para os rácios das massas e das distância entre os corpos satisfazem as condições do
problema dos três corpos.

Este caṕıtulo inicia-se pela apresentação sumária do problema dos n corpos, seguida de uma
śıntese do problema dos três corpos: numa primeira fase, o problema geral e, numa segunda fase,
o problema restrito. Numa fase posterior, faz-se a transição para o problema de Hill, o qual é
uma modificação ao problema restrito dos três corpos. A consideração deste caso particular do
problema restrito dos três corpos permite encontrar outras soluções periódicas do problema dos
três corpos.

5.1 O problema dos n corpos

O problema dos n-corpos é um sistema de equações diferenciais ordinárias que descrevem o
movimento de n pontos que se movem sob a influência das leis de Newton, onde as únicas forças
a actuar são as atracções gravitacionais mútuas. Este problema clássico fornece uma descrição
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precisa do sistema solar e de outros sistemas da astronomia. A mecânica de Newton possibilita
um quase completo entendimento do movimento dos planetas, satélites, estrelas, galáxias e do
universo como um todo [3].
A mecânica clássica, a mecânica de Newton, não tem uma validade universal. A descrição de
fenómenos a uma escala muito pequena, tais como os da f́ısica atómica ou nuclear, é adequada-
mente feita pela mecânica quântica; fenómenos que envolvam velocidades muito próximas da
velocidade da luz devem ser descritos pela relatividade. No entanto, tal não significa que a
mecânica de Newton perdeu o seu valor. Na realidade, tanto a mecânica quântica como as teo-
rias especial e geral da relatividade podem ser vistas como uma extensão da mecânica clássica,
no sentido que elas reproduzem os resultados da mecânica de Newton no caso limite apropri-
ado. Pode dizer-se que a mecânica quântica e a relatividade confirmam a correcção da mecânica
clássica, dentro da sua amplitude de validade. É, de facto, uma teoria que fornece uma de-
scrição coerente e satisfatória de fenómenos f́ısicos, tais como as órbitas planetárias, tratadas
neste caṕıtulo [20].
O problema dos n-corpos está resolvido para n = 2, reduzindo-se ao problema de Kepler. Para
n ≥ 3 o problema não é resolúvel da mesma forma como o problema dos dois corpos. De facto,
há evidência de que o problema geral dos n-corpos não é solúvel, embora milhares de artigos
tenham sido escritos - sobre soluções especiais, estimativas assimptóticas, existência ou não ex-
istência de integrais do movimento, soluções em série, singularidades, existência, estabilidade
e bifurcações de soluções periódicas [37]. Como não é conhecida nenhuma solução geral, os
investigadores procuraram e encontraram classes especiais de soluções, tais como as soluções
periódicas; as soluções periódicas mais simples do problema dos n-corpos são aquelas onde as
part́ıculas se movem uniformemente ao longo de órbitas circulares concêntricas num plano fixo.
Num sistema de coordenadas rotativo adequado, estas soluções aparecem em equiĺıbrio e, por
isso, são chamadas de soluções de equiĺıbrio relativo [35].

5.1.1 Equações do movimento

Considere-se o movimento de n pontos materiais Pi(xi, yi, zi), com i = 1, · · · , n, no espaço eu-
clideano tridimensional, sendo n > 1, e mi > 0 a massa desse ponto, num sistema de coordenadas
cartesianas fixo. Admite-se que um corpo esférico simétrico (os corpos celeste são considerados,
grosso modo, como esferas) actua como se a sua massa estivesse concentrada no seu centro.
A distância entre dois pontos Pi e Pj é

r2
ij = (xi − xj)2 + (yi − yj)2 + (zi − zj)2, i, j = 1, · · · , n. (5.1)

É usual usar a notação qi para representar xi, yi ou zi, na referência a projecções num dado
eixo coordenado, e q para representar uma dessas 3n posśıveis coordenadas, ou seja, q =
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(q1,q2, · · · ,qn) ∈ R3n.
A função potencial para a lei da atracção de Newton é

V = −
∑

1≤i<j≤n

Gmimj

rij
, (5.2)

onde G é a constante de gravitação universal ou constante de Newton, cujo valor é

G = 6.67× 10−11Nm2kg−2.

As equações do movimento de Newton podem ser escritas da forma abreviada

F = ma (5.3)

onde F representa a força,

Fi = − ∂V

∂qi

=
n∑

j=1

Gmimj(qj − qi)
r3
ij

,
(5.4)

a = q̈ representa a aceleração e m = diag(m1m1m1, . . . , mnmnmn) é a matriz das massas. De
acordo com a lei gravitacional de Newton, cada par de part́ıculas no universo é mutuamente
atráıda com uma força proporcional ao produto das suas massas, inversamente proporcional
ao quadrado da sua distância e na direcção da linha que as une. Como as massas são sempre
positivas, a força é sempre atractiva.

Estas equações do movimento podem ser escritas com a forma de um sistema de 6n equações
diferenciais de primeira ordem

d

dt
qi = vi

mi
d

dt
vi = Fi,

(5.5)

onde v representa a velocidade.
Este sistema pode ser reduzido a um outro sistema com apenas 6n− 12 equações diferenciais de
primeira ordem, através da utilização dos 10 integrais clássicos do problema dos n corpos, para
qualquer n > 1 - os seis integrais do centro de massa, os três integrais do momento cinético e o
integral da energia - juntamente com a eliminação do tempo e da eliminação do nodos [4, 37, 42].
As equações de Euler-Lagrange (2.4) são equivalentes às equações de Newton (5.5). Considere-se
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a função Lagrangiana dada pela diferença entre a energia cinética e potencial

L(q, q̇) = T (q̇)− V (q), (5.6)

assumindo-se que a energia cinética é apenas função das velocidades e a energia potencial é
apenas função das posições. Sendo a energia cinética dada por

T =
1
2
m‖q̇‖2, (5.7)

obtêm-se as equações de Newton, a partir das equações de Euler-Lagrange (2.4), fazendo

d

dt

(
∂L

∂q̇

)
−

(
∂L

∂q

)
=

d

dt

(
∂T

∂q̇

)
−

(
∂V

∂q

)

=
d

dt
(mq̇)− F

= mq̈− F

= 0.

As equações de Newton constituem um sistema de equações diferenciais ordinárias de segunda
ordem. Para o resolver é necessário dispor das condições iniciais (q0, q̇0); conhecidas as posições
e velocidades iniciais, é posśıvel determinar quaisquer posições e velocidades futuras.

Equações hamiltonianas do movimento em sistema inercial

Introduza-se a quantidade de movimento p = mq̇, onde p = (p1,p2, . . . ,pn) ∈ R3n. A energia
cinética é dada por

T =
N∑

i=1

‖pi‖2

2mi
, (5.8)

e a função potencial V é dada por 5.2.
A função Hamiltoniana pode ser escrita como a soma da energia cinética e potencial

H =
1
2
pT m−1p + V

= T + V,
(5.9)
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sendo uma constante do movimento, já que dH
dt = 0.

As equações do movimento assumem a forma

q̇i =
∂H

∂pi

=
pi

mi

(5.10)

e

ṗi = −∂H

∂qi

= − ∂V

∂qi

= Fi.

(5.11)

A solução geral destas equações é desconhecida para n > 2. Somente se conhecem classes de
soluções particulares, tal como os n corpos a moverem-se em ćırculos concêntricos com velocidade
uniforme.
A Hamiltoniana 5.9 é invariante sob a acção (q1, · · · , qn, p1, · · · , pn) → (Aq1 + b, . . . , Aqn +
b, Ap1, · · · , Apn), onde A é uma matriz de rotação e b é um vector constante. Esta simetria
implica que as equações do movimento 5.10 e 5.11 admitam o momento linear

L = p1 + · · · ,+pn

e o momento angular
I = (q1)T Jp1 + · · · , +(qn)T Jpn

como integrais do movimento [35].

Equações hamiltonianas do movimento em sistema rotativo

Considere-se o problema dos n-corpos plano. Seja a matriz J da forma 2.9

J =

(
0 1
−1 0

)

e

exp(ωJt) =

(
cosωt sinωt

− sinωt cosωt

)
.
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Considerem-se os vectores q = (q1, q2)T e p = (p1, p2)T . Introduza-se um sistema de coorde-
nadas que roda uniformemente, com frequência ω,

qi = exp(ωJt)qi, pi = exp(ωJt)pi.

Como J é anti-simétrica, exp(ωJt) é ortogonal para todo o t, e então a transformação de variáveis
é simpléctica.
A função Hamiltoniana para o problema dos n corpos num sistema de coordenadas rotativo é

H =
n∑

i=1

‖pi‖2

2mi
−

n∑

i=1

ω(qi)T Jpi −
∑

1≤i,j≤n

Gmimj

‖qi − qj‖ . (5.12)

As equações do movimento são

q̇i =
∂H

∂pi

=
pi

mi
+ ωJqi,

ṗi = −∂H

∂qi

= ωJpi −
n∑

j=1

Gmimj(qi − qj)
‖qi − qj‖3

.

(5.13)

Sem perder generalidade, é leǵıtimo considerar ω = 1 e G = 1, fazendo um reescalamento
adequado.
As equações do movimento 5.13 já não são invariantes sob translações. A Hamiltoniana 5.12
é invariante sob rotações, ou seja, a transformação simpléctica xi → Axi, yi → Ayi deixa a
Hamiltoniana fixa para todas as rotações A. O momento angular total

I = xT
1 Jy1 + · · ·+ xT

nJyn

é um invariante do movimento [35].

5.2 O problema geral dos três corpos

O problema geral dos três corpos é definido da forma que se segue. Três part́ıculas com massa
arbitrária atraem-se mutuamente de acordo com a lei de Newton da gravitação, sendo livres de se
mover no espaço. Dado qualquer conjunto de condições iniciais, determine-se o seu movimento.
Ao passo que o problema dos dois corpos é resolvido pela utilização de funções elementares,
o problema dos três corpos é não linear e não existe nenhuma solução similar à do problema
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dos dois corpos. O problema dos três corpos tem sido, ao longo dos tempos, muito atractivo
na área da Mecânica Celeste e da Matemática, já que está intimamente associado à questão da
estabilidade do sistema solar.
No ińıcio do século XX, Sundman determinou uma solução em série de potência convergente,
válida para todo o t. No entanto, esta solução não fornece nenhuma informação qualitativa sobre
o comportamento do sistema e, por outro lado, a taxa de convergência da série é considerada
demasiado lenta para qualquer uso prático. O teorema de Sundman representa o resultado
de maior alcance conhecido até agora sobre soluções gerais do problema dos três corpos, mas
infelizmente este método não é extensivo ao caso n > 3 [4, 42].

5.2.1 Equações do movimento

Considerem-se as massas dos três corpos m1, m2 e m3, com vectores posição

r1 = (x1, y1, z1)T , r2 = (x2, y2, z2)T , r3 = (x3, y3, z3)T ,

respectivamente, e as distâncias

r12 = [(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 + (z1 − z2)]
1
2

r13 = [(x1 − x3)2 + (y1 − y3)2 + (z1 − z3)]
1
2

r23 = [(x2 − x3)2 + (y2 − y3)2 + (z2 − z3)]
1
2 ,

(5.14)

num sistema de coordenadas inercial.
A função potencial é

V = −G

(
m1m2

r12
+

m1m3

r13
+

m2m3

r23

)
, (5.15)

onde G representa a constante de gravitação gaussiana.
As equações do movimento correspondentes são

mir̈i = −∂V

∂ri
, i = 1, 2, 3, (5.16)

ou seja,

r̈1 = −Gm2
r1 − r2

|r1 − r2|3 + Gm3
r3 − r1

|r3 − r1|3 ,

r̈2 = −Gm3
r2 − r3

|r2 − r3|3 + Gm1
r1 − r2

|r1 − r2|3 ,

r̈3 = −Gm1
r3 − r1

|r3 − r1|3 + Gm2
r2 − r3

|r2 − r3|3 ,

(5.17)
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sistema de equações de ordem dezoito. As parcelas que figuram no segundo membro das equações
5.17 têm significado f́ısico; por exemplo, a primeira parcela no segundo membro da primeira
equação representa a força por unidade de massa que actua no primeiro corpo devido à presença
do segundo corpo, tendo as outras parcelas significado análogo.
Então, uma redução da massa do terceiro corpo significa uma redução da sua influência no
movimento de m1 e m2, ou seja, à medida que m3 → 0, as duas primeiras equações de 5.17
aproximam-se de (considerando G = 1):

r̈1 = −m2
r1 − r2

|r1 − r2|3 ,

r̈2 = −m1
r2 − r1

|r1 − r2|3 ,
(5.18)

enquanto que a terceira equação se mantém inalterada. Este procedimento permite desacoplar
as equações, já que o movimento de m1 e m2 pode ser, agora, determinado sem considerar o
efeito do terceiro corpo.
Saliente-se que não se considera o caso limite m3 = 0, mas m3 6= 0 e suficientemente pequeno de
forma a não afectar o movimento de m1 e m2. Desta forma, as equações 5.18 são aproximadas,
ao passo que a terceira equação de 5.17 é exacta.
A Hamiltoniana e, consequentemente, a Lagrangiana do problema geral dos três corpos é in-
variante sob movimentos euclideanos, isto é, sob translações e rotações, originando o momento
linear e o momento angular, respectivamente, como integrais do movimento [36].

Regra geral, na área das ciências f́ısicas, espera-se que um modelo f́ısico mais complexo demon-
stre uma aproximação melhor à realidade do que um modelo f́ısico mais simples e, neste sentido,
seja uma opção privilegiada em relação a um modelo mais simples. No entanto, o problema
geral dos três corpos é uma das excepções à regra; por um lado, tem somente algumas poucas
aplicações na mecânica celeste e, por outro lado, o que se conhece sobre o problema geral é
consideravelmente menos do que se conhece sobre o problema restrito.
Neste contexto, o usual é trabalhar no problema restrito e, no caso das restrições impostas ao
problema geral serem muito severas, são feitas modificações e generalizações, de forma a que o
cenário do problema restrito seja suficientemente abrangente e não haja necessidade de se fazer
a transição para o problema geral.

5.3 O problema restrito dos três corpos

Dois corpos giram à volta do seu centro de massa com velocidade uniforme, em órbitas circulares,
sob a influência da sua atracção gravitacional mútua; um terceiro corpo, atráıdo pelos outros dois
corpos mas sem influenciar o seu movimento, move-se no plano definido por eles. O problema
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restrito dos três corpos é descrever o movimento deste terceiro corpo.
É usual designar os dois corpos por primários, com massas m1 e m2 arbitrárias, mas com uma
distribuição interna da massa que os permita considerar pontos de massa. A massa do terceiro
corpo, representada por m3, é muito mais pequena do que m1 e m2.
O problema restrito dos três corpos é um sistema hamiltoniano de equações diferenciais, o qual
descreve o movimento de uma part́ıcula infinitesimal (o satélite) que se move sob a influência
gravitacional de duas part́ıculas com massa finita (os primários), part́ıculas estas que se movem
numa órbita circular do problema de Kepler. Diz-se que o problema restrito é um caso limite
do problema geral do três corpos, quando uma das massas tende para zero e, então, para cada
resultado do problema restrito deverá existir o resultado correspondente no problema geral [36].
Note-se que:

1. o problema geral admite quaisquer condições iniciais, ao passo que o problema restrito
impõe órbitas circulares aos primários;

2. no problema geral, as massas dos três corpos são arbitrárias, ao passo que no problema
restrito somente as massas dos primários o são, impondo-se que a massa do terceiro corpo
seja substancialmente mais pequena do que a massa dos outros dois.

5.3.1 Equações do movimento

O movimento dos corpos pode ser descrito num sistema de coordenadas inercial ou num sistema
de coordenadas sinódico.

Sistema de coordenadas inercial

O equiĺıbrio entre as forças gravitacionais e as forças centŕıfugas exige que

G
m1m2

l2
= m2aω2 = m1bω

2, (5.19)

onde G representa a constante de gravitação gaussiana, ω representa a velocidade angular de
m1 e m2, l representa a distância entre os dois corpos e

a =
m1l

M
e b =

m2l

M
, (5.20)

com M = m1 + m2. Da equação 5.19 obtêm-se as equações

Gm1 = aω2l2, Gm2 = bω2l2,
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as quais adicionadas membro a membro originam

G(m1 + m2) = ω2l3, (5.21)

conhecida como a terceira lei de Kepler.
Sejam (X1, Y1), (X2, Y2) e (X, Y ) as coordenadas de m1, m2 e m3, respectivamente. Tem-se que
[45]:

X1 = b cosωt∗, X2 = −a cosωt∗

Y1 = b sinωt∗, Y2 = −a sinωt∗,

onde o śımbolo t∗ representa o tempo.
As coordenadas de m1 e m2 são dependentes do tempo e, por esta via, introduz-se uma de-
pendência temporal expĺıcita nas equações do movimento. A função potencial é

V = −G

(
m1

R1
+

m2

R2

)
, (5.22)

onde as distâncias Ri, i = 1, 2 são dadas por

Ri =
[
(X −Xi)

2 + (Y − Yi)
] 1

2
. (5.23)

As equações do movimento são

d2X

dt∗2
= −∂V (X, Y, t∗)

∂X

= −G

[
m1(X − b cosωt∗)

R3
1

+
m2(X + a cosωt∗)

R3
2

] (5.24)

e

d2Y

dt∗2
= −∂V (X,Y, t∗)

∂Y

= −G

[
m1(Y − b sinωt∗)

R3
1

+
m2(Y + a sinωt∗)

R3
2

]
.

(5.25)

As equações do movimento no sistema de coordenadas inercial contém parâmetros f́ısicos, os
quais não são todos independentes. É posśıvel reescrever as equações 5.24 e 5.25 dependentes
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de um único parâmetro. Considerem-se as seguintes quantidades adimensionais:

ξ =
X

l

η =
Y

l

t = ωt∗

µ1 =
m1

M
=

a

l

µ2 =
m2

M
=

b

l

ρ1 =
R1

l

ρ2 =
R2

l
.

(5.26)

As equações do movimento adimensionais, que correspondem às equações 5.24 e 5.25 são [45]:

d2ξ

dt2
= −∂φ

∂ξ

= −
[
µ1

(ξ − µ2 cos t)
ρ3
1

+ µ2
(ξ − µ1 cos t)

ρ3
2

]
,

(5.27)

e

d2η

dt2
= −∂φ

∂η

= −
[
µ1

(η − µ2 sin t)
ρ3
1

+ µ2
(η − µ1 sin t)

ρ3
2

]
,

(5.28)

respectivamente, onde a função potencial é dada por

φ =
V

l2ω2

= −µ1

ρ1
− µ2

ρ2
,

(5.29)

e

ρ2
1 = (ξ − µ2 cos t)2 + (η − µ2 sin t)2

ρ2
2 = (ξ + µ1 cos t)2 + (η + µ1 sin t)2.

(5.30)
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Energia do sistema em coordenadas inerciais

A energia total no problema restrito não é constante. Seja h3 a energia total de m3 por unidade
de massa [45]:

h3 =
1
2

(
dX

dt

)2

+
1
2

(
dY

dt

)2

+ V. (5.31)

A energia total das part́ıculas individuais é a soma das suas energias, ou seja,

H = m3h3 + H12,

onde H12 representa a energia do sistema m1,m2, com expressão

H12 =
1
2
ω2(m1b

2 + m2a
2)−G

m1m2

l
.

A primeira parcela corresponde à energia cinética e a segunda à energia potencial. Usando 5.19
obtém-se

1
2
ω2(m1b

2 + m2a
2) =

1
2
G

m1m2

l
, (5.32)

ou seja,

H12 = −1
2

Gm1m2

l

é constante. A energia total do sistema formado pelos 3 corpos é dada por

H = m3h3 − 1
2

Gm1m2

l
(5.33)

não é uma constante do movimento.
A não conservação da energia no problema restrito dos 3 corpos seria de esperar, na medida em
que se negligencia o efeito de m3 no movimento de m1 e m2. No caso do problema geral dos 3
corpos, a função potencial não depende explicitamente do tempo e, consequentemente, a energia
total do sistema é conservada.

Sistema de coordenadas sinódico

A função potencial contém o tempo de forma expĺıcita e, consequentemente, a Hamiltoniana
depende explicitamente do tempo, não sendo uma constante do movimento. Neste contexto, seria
interessante determinar um sistema de coordenadas no qual a função potencial não dependesse
do tempo de forma expĺıcita.
As equações do movimento em tal sistema rotativo ou sinódico são [45]:

d2x̄

dt∗2
− 2ω

dȳ

dt∗
− ω2x̄ = −G

[
m1

x̄− b

r̄3
1

+ m2
x̄ + a

r̄3
2

]
(5.34)
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e
d2ȳ

dt∗2
+ 2ω

dx̄

dt∗
− ω2ȳ = −G

[
m1ȳ

r̄3
1

+
m2ȳ

r̄3
2

]
, (5.35)

onde a transformação de coordenadas do sistema inercial para o sistema sinódico é dada por

X = x̄ cosωt∗ − ȳ sinωt∗

Y = x̄ sinωt∗ + ȳ cosωt∗,
(5.36)

e

r̄1 = [(x̄− b)2 + ȳ2]
1
2

r̄2 = [(x̄ + a)2 + ȳ2]
1
2 .

(5.37)

A função potencial é

V ∗ = −ω2

2
(x̄2 + ȳ2)−G

(
m1

r1
+

m2

r2

)
, (5.38)

sendo as equações do movimento 5.34 e 5.35 determinadas a partir das igualdades

d2x̄

dt∗2
− 2ω

dȳ

dt∗
= −∂V ∗

∂x̄

e
d2ȳ

dt∗2
+ 2ω

dx̄

dt∗
= −∂V ∗

∂ȳ
.

As equações 5.34 e 5.35 podem ser reescritas num formato adimensional, introduzindo-se as
variáveis:

x =
x̄

l

y =
ȳ

l

t = ωt∗

r1 =
r̄1

l

r2 =
r̄2

l

µ1,2 =
m1,2

M
.

(5.39)

Então, as equações 5.34 e 5.35 escrevem-se como:

ẍ− 2ẏ = Ω̄x (5.40)

e
ÿ + 2ẋ = Ω̄y, (5.41)
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respectivamente, onde os ı́ndices representam derivadas parciais. A função Ω̄ é definida a partir
da função V ∗, em 5.38, da seguinte forma

Ω̄ = − V ∗

l2ω2

=
1
2
(x2 + y2) +

µ1

r1
+

µ2

r2
,

(5.42)

onde

r2
1 = (x− µ2)2 + y2

r2
2 = (x + µ1)2 + y2.

(5.43)

A modificação de Ω̄ por adição de uma constante

Ω = Ω̄ +
1
2
µ1µ2

=
1
2

(
µ1r

2
1 + µ2r

2
2

)
+

µ1

r1
+

µ2

r2

= µ1

(
r2
1

2
+

1
r1

)
+ µ2

(
r2
2

2
+

1
r2

)
,

(5.44)

não afecta as equações do movimento, mas permite que elas tenham uma forma mais simétrica.
As equações 5.40 e 5.41 assumem a forma

ẍ− 2ẏ = Ωx (5.45)

e
ÿ + 2ẋ = Ωy, (5.46)

respectivamente.
O integral do movimento destas equações é

ẋ2 + ẏ2 = 2Ω− C. (5.47)

Ele é obtido somando-se o produto da equação 5.45 por 2dx
dt com o produto da equação 5.46 com

2dy
dt , resultando

2
dx

dt

d2x

dt2
+ 2

dy

dt

d2y

dt2
= 2

(
dx

dt
Ωx +

dy

dt
Ωy

)
, (5.48)

a qual é uma diferencial exacta, já que Ω depende, unicamente, de x e y.
Integrando 5.48, obtém-se (

dx

dt

)2

+
(

dy

dt

)2

= 2Ω− C,
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onde C representa a constante de integração de Jacobi e o primeiro membro representa o
quadrado da velocidade do terceiro corpo, no sistema de coordenadas sinódico. Este integral,
chamado de integral de Jacobi, pode ser reescrito como

v2 = 2Ω− C.

Qualquer conjunto de números x, y, ẋ, ẏ que satisfaça a equação 5.47 representa, para um dado
C, o movimento posśıvel, ou seja, permite estabelecer regiões no plano (x, y) onde o movimento,
dadas as condições iniciais, é posśıvel. Estas regiões do movimento são determinadas pelo
cruzamento da informação fornecida por 5.47, com as curvas de Hill, as quais permitem saber
as suas fronteiras.

Algumas considerações sobre os parâmetros

Os parâmetros µ1, µ2 não são independentes, mas obedecem à relação

µ1 + µ2 =
m1

m1 + m2
+

m2

m1 + m2
= 1. (5.49)

No caso dos sistemas de variáveis adimensionais, µ1 e µ2 representam a massa dos corpos
primários, cuja distância é unitária. Desta forma, as equações do movimento 5.45 e 5.46 contêm,
efectivamente, um único parâmetro; para eliminar um dos parâmetros usa-se a relação 5.49.
Neste contexto, pode escrever-se de forma expĺıcita as expressões de Ωx e Ωy que figuram nas
equações 5.45 e 5.46, fazendo µ2 = µ e µ1 = 1 − µ e usando as expressões 5.43 e 5.44. Para Ω
obtém-se

Ω =
1
2
[(1− µ)r2

1 + µr2
2] +

1− µ

r1
+

µ

r2
, (5.50)

e para as suas derivadas parciais obtêm-se

Ωx = x− (1− µ)(x− µ)
r3
1

− µ(x + 1− µ)
r3
2

(5.51)

e
Ωy = y

(
1− 1− µ

r3
1

− µ

r3
2

)
. (5.52)

Desta forma, as equações do movimento 5.45 e 5.46 podem ser escritas de forma expĺıcita como

ẍ− 2ẏ = x− (1− µ)(x− µ)
r3
1

− µ(x + 1− µ)
r3
2

(5.53)

e
ÿ + 2ẋ = y

(
1− 1− µ

r3
1

− µ

r3
2

)
, (5.54)
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equações estas que são as equações de Euler-Lagrange [27].

O tempo adimensional t é, também, uma medida do ângulo de rotação do sistema sinódico
durante o tempo t∗. Um outro significado f́ısico atribúıdo a t é o facto de ele representar a
longitude de m1 ou de µ1.
Admita-se que as variáveis x e y do sistema sinódico adimensional são constantes. Então, em
termos f́ısicos, tal significa que o terceiro corpo é fixo relativamente ao sistema de coordenadas
sinódico, ou seja, está a mover-se, no sistema de coordenadas inercial, num ćırculo com veloci-
dade constante. Sem perda de generalidade, pode considerar-se ω = 1.

5.3.2 As equações do movimento hamiltonianas

O formalismo hamiltoniano é a estrutura matemática natural, na qual se desenvolve a teoria dos
sistemas mecânicos conservativos, em particular, as equações da mecânica celeste. As equações
do movimento no sistema inercial 5.27 e 5.28 e as no sistema sinódico 5.45 e 5.46 podem ser
escritas no formalismo hamiltoniano 2.7.
O uso do sistema de coordenadas sinódico tem a vantagem de eliminar a dependência temporal
expĺıcita da função Hamiltoniana, função esta que será, então, um integral do movimento.

Sistema inercial

Considerem-se as variáveis adimensionais ξ = X
l e η = Y

l das equações 5.26. Seja ξ = q1 e
η = q2. A função Lagrangiana é dada por

L =
1
2
((q̇1)2 + (q̇2)2)− φ(q1, q2, t), (5.55)

onde a função potencial é dada por 5.29. Os momentos generalizados do sistema, dados pela
equação 2.5, para esta função lagrangiana são

p1 = q̇1

e
p2 = q̇2.

A função Hamiltoniana é, de acordo com 2.6,

H =
1
2
(p2

1 + p2
2) + φ(q1, q2, t). (5.56)



O problema restrito dos três corpos 100

A função Hamiltoniana depende explicitamente do tempo, já que a função potencial φ(q1, q2, t)
exibe uma dependência temporal expĺıcita, via ρ1 e ρ2; tal significa que a função Hamiltoniana
não é constante.
As equações do movimento hamiltonianas no sistema de coordenadas inercial que correspondem
a 2.7 são

q̇1 = p1

q̇2 = p2,
(5.57)

e

ṗ1 = − ∂φ

∂q1

ṗ2 = − ∂φ

∂q2
,

(5.58)

equações semelhantes à combinação das equações 5.27 e 5.28.

Sistema rotativo

Para eliminar a dependência temporal expĺıcita em ρ1 e ρ2, procede-se como se segue. Como m1 e
m2 estão numa linha que roda, se essa linha for um dos eixos coordenados Q1, essa dependência
expĺıcita do tempo desaparece. Seja Q2 o segundo eixo coordenado que forma um sistema
cartesiano com Q1. As equações seguintes permitem transformar o sistema de coordenadas
inercial q1, q2 no sistema rotativo Q1, Q2:

q1 = Q1 cos t−Q2 sin t

q2 = Q1 sin t + Q2 cos t.

Neste caso, obtém-se

ρ2
1 = (Q2)2 + (Q1 − µ2)2

ρ2
2 = (Q2)2 + (Q1 + µ1)2,

(5.59)

onde µ1 = 1− µ e µ2 = µ.
Como ρ1 e ρ2 não dependem explicitamente do tempo, então φ(q1, q2, t) = V (Q1, Q2), ou seja,
a função hamiltoniana H é independente do tempo. Tem-se

V (Q1, Q2) = −µ1

ρ1
− µ2

ρ2

= − µ1

[(Q1 − µ2)2 + (Q2)2]
1
2

− µ2

[(Q1 + µ1)2 + (Q2)2]
1
2

.
(5.60)
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A função hamiltoniana é

H =
1
2
(P 2

1 + P 2
2 ) + Q2P1 −Q1P2 + V (Q1, Q2), (5.61)

ou em notação matricial
H =

1
2
‖P‖ −QT JP + V, (5.62)

onde a matriz J é da forma 2.9, sendo

J =

(
0 1
−1 0

)

e Q,P ∈ R2. O termo QT JP deve-se ao facto do sistema de coordenadas ser rotativo, originando
as chamadas forças de Coriolis nas equações do movimento [20].
As equações do movimento são

Q̇1 = P1 + Q2

Q̇2 = P2 −Q1,
(5.63)

e

Ṗ1 = P2 − ∂V

∂Q1

Ṗ2 = −P1 − ∂V

∂Q2
.

(5.64)

Em notação matricial vem

Q̇ = JQ + P

Ṗ = JP −∇VQ.
(5.65)

Quando a Hamiltoniana é uma constante H0, existe uma relação entre essa função e a constante
C de Jacobi que figura no integral do movimento 5.47, dada por [45]:

H0 =
µ1µ2 − C

2
. (5.66)

Tal significa que o integral do movimento 5.47 e a equação H0 = const são idênticas. Neste
contexto, diz-se que, quando a função Hamiltoniana é independente do tempo, ela desempenha
um papel duplo: por um lado, é essencial na dedução das equações do movimento e, por outro
lado, representa um integral do movimento.
Em śıntese, as constantes H0 e C relacionam-se pela equação 5.66 e as funções H e Ω relacionam-
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se pela expressão

H + Ω =
1
2
µ1µ2 +

1
2
((Q̇1)2 + (Q̇2)2). (5.67)

5.3.3 Equações do movimento em função de variáveis complexas conjugadas

As equações do movimento 5.53 e 5.54 podem ser escritas em função de variáveis complexas
conjugadas.
Considerem-se as variáveis

p = (x + µ− 1) + iy

e
q = p̄ = (x + µ− 1)− iy,

onde p representa o vector de P1 para P3 no plano complexo. Seja

F =
µ√
pq

+
1− µ√

(1 + p)(1 + q)
, Fx = Fp + Fq, Fy = i(Fp − Fq).

Resulta
p̈ = −2iṗ + p− µ + 1− 2Fq

e
q̈ = 2iq̇ + q − µ + 1 + 2Fp.

Introduzindo

G = pq + (1− µ)(p + q) + 2F

= pq + (1− µ)(p + q) +
2µ√
pq

+
2− 2µ√

(1 + p)(1 + q)
,

(5.68)

as equações do movimento 5.53 e 5.54 podem ser escritas como

p̈ = −2iṗ + Gq (5.69)

e
q̈ = 2iq̇ + Gp. (5.70)

5.3.4 Curvas de Hill e pontos de equiĺıbrio

O integral do movimento 5.47 tem a forma

C = F (x, y, ẋ, ẏ), (5.71)
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representando um subespaço tridimensional ou uma hipersuperf́ıcie, para um valor fixo C.
As curvas de velocidade zero ou curvas de Hill resultam da transformação da equação 5.71 em

C = F (x, y, 0, 0), (5.72)

a qual representa uma curva no plano (x, y), para um valor fixo C. Substituindo ẋ = ẏ = 0 no
integral do movimento 5.47, resulta

2Ω− C = 0, (5.73)

expressão das curvas de Hill, para um dado C.

Os pontos P (x, y, ẋ, ẏ) do espaço de fase quadridimensional representam estados do movimento.
As singularidades da variedade dos estados do movimento estão localizadas nos pontos de curvas
de velocidade zero onde Ωx = Ωy = 0. Então, as singularidades estão definidas pelas equações

Ω =
C

2
Ωx = 0

Ωy = 0.

(5.74)

As equações do movimento 5.45 e 5.46 nos pontos singulares da variedade dos estados de movi-
mento são ẍ = ÿ = 0. Por este motivo, os pontos descritos pelas equações 5.74 são chamados de
pontos de equiĺıbrio. Por exemplo, se a terceira part́ıcula está situada num ponto de equiĺıbrio
e com velocidade nula, lá permanecerá. As singularidades podem também ser designadas por
pontos estacionários ou por pontos lagrangianos.
Estes pontos lagrangianos são soluções particulares do problema dos três corpos. Num sistema
de coordenadas inercial, os três corpos movem-se em ćırculos concêntricos com velocidade uni-
forme. Num sistema rotativo com velocidade constante ω, estas soluções aparecem em repouso.
Os pontos de equiĺıbrio ocorrem quando o terceiro corpo se move em órbitas circulares com a
mesma frequência que os primários e, então, num sistema rotativo adequado, constituem pontos
estacionários. Pode sempre assumir-se que ω = 1, já que tal pode ser compensado por um
reescalamento temporal.
De um ponto de vista f́ısico, os pontos lagrangianos são pontos onde as forças que actuam no
terceiro corpo, no sistema de coordenadas sinódico, estão equilibradas; então, não há movimento
em relação ao sistema de coordenadas rotativo, e somente forças gravitacionais e centŕıfugas de-
vem ser consideradas.
A solução das equações 5.74, usando as expressões 5.51 e 5.52, é constitúıda por cinco pontos
L1, · · · , L5 [4, 35, 37, 45]:

1. L1, L2 e L3 estão no eixo das abcissas, chamados de pontos colineares, descobertos por
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Euler por volta de 1750;

2. L4(µ − 1
2 ,
√

3
2 ) e L5(µ − 1

2 ,−
√

3
2 ), chamados de pontos triangulares, onde se verifica r1 =

r2 = 1, descobertos por Lagrange por volta de 1760.

Os pontos triangulares são as soluções das equações 5.74, admitindo que y 6= 0. No caso de
y = 0, as abcissas dos pontos colineares são determinadas a partir da equação Ωx = 0. Esta
equação pode ser escrita na forma de uma equação de ordem 5

x5 + (3− µ)x4 + (3− 2µ)x3 − µx2 − 2µx− µ = 0, (5.75)

e resolvida para os três valores de x dos pontos colineares (a equação 5.75 não tem mais de
três ráızes reais para 0 ≤ µ ≤ 1). Na figura 5.1, as abcissas são determinadas pelo método de
Newton.
O primário de maior massa, m1 = 1− µ, está localizado no ponto (µ, 0) e o primário de menor
massa, m2 = µ, está localizado no ponto (µ− 1, 0).
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Figura 5.1: Pontos colineares L1, L2 e L3 e pontos triangulares L4 e L5, para µ = 1
82.27
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5.3.5 A função Ω(x, y)

A função Ω desempenha um papel central no estudo das regiões de posśıvel movimento, via
curvas de Hill, e por isso, enunciam-se alguns resultados relativos a esta função, considerando
0 ≤ µ ≤ 1

2 [45]:

1. Tem-se que Ω(x, y) ≥ 3
2 e, por isso, as curvas de Hill 2Ω = C só existem para C > 3;

2. Verificam-se as igualdades

lim
x→∞Ω(x, y) = lim

r1→0
Ω(x, y) = lim

r2→0
Ω(x, y) = ∞;

3. Ω(x, y) = Ω(x,−y);

4. O mı́nimo absoluto da função Ω(x, y) ocorre em L4 e L5 e os pontos colineares são pontos
sela;

5. O declive das curvas de velocidade zero é dado por −Ωx
Ωy

, excepto nos pontos colineares no

qual é dado por ±
√
−Ωxx

Ωyy
;

6. O mı́nimo da função Ω(x, 0) ocorre nos pontos colineares;

7. Verificam-se as relações

Ω(L5) = Ω(L4) ≤ Ω(L3) ≤ Ω(L1) ≤ Ω(L2).

5.3.6 Regiões do movimento

Sem perda de generalidade, admita-se que 0 ≤ µ ≤ 1
2 . O comportamento da função 5.50

Ω =
1
2
[(1− µ)r2

1 + µr2
2] +

1− µ

r1
+

µ

r2

é a chave para determinar as regiões do movimento, já que está directamente relacionada com
as curvas de Hill 5.73

2Ω− C = 0.

O interesse das curvas de Hill decorre do integral de Jacobi v2 = 2Ω − C, o qual fornece o
quadrado da velocidade, relativa ao sistema sinódico. Como esta quantidade é, necessariamente,
positiva, as curvas de zero velocidade fornecem a equação de uma superf́ıcie que separa o espaço
em duas partes: aquele onde a velocidade é real e aquele onde a velocidade é imaginária.
Neste contexto, considere-se 2Ω(Li) = Ci, i = 1, · · · , 5, sendo L1, L2, L3 os pontos colineares e
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L4, L5 os pontos triangulares. As regiões do movimento variam com a magnitude dos valores de
C, considerando-se os seguintes casos:

(i) C > C2;

(ii) C1 < C < C2;

(iii) C3 < C < C1;

(iv) C5 = C4 < C < C3.

Curvas de Hill ovais: C > C2

A situação de C > C2 é posśıvel de obter em três casos distintos: ou r1, r2 →∞, ou r1 → 0, ou
r2 → 0, já que em qualquer destes casos, tem-se Ω →∞.

Considere-se r1, r2 →∞. Neste caso, de 5.50, resulta

C ≈ r2,

situação que, em termos f́ısicos, expressa o facto de, em virtude da grande distância, se poderem
negligenciar os efeitos da gravidade em comparação com as forças centŕıfugas. As curvas de Hill
reduzem-se a

C
1
2 = rz,

ou seja, são aproximadamente ćırculos, representando rz o raio do ćırculo de velocidade zero.
À medida que C aumenta, as curvas de Hill expandem-se e, por este motivo, o movimento só é
posśıvel fora das curvas de Hill.

Considere-se r1 → 0 e, então, r2 → 1. Na expressão da curva de Hill C = 2Ω, o termo
2(1−µ)

r1
domina, de tal forma que

C ≈ 2(1− µ)
r1

,

tendo as curvas de Hill um formato oval em torno de m1. À medida que C decresce, melhor a
aproximação

rz = r1 =
2(1− µ)

C
,

já que menores são os efeitos dos termos desprezados, e a forma das curvas de Hill aproxima-se
de um ćırculo. À medida que C aumenta, r1 diminui e, consequentemente, quanto maior o valor
de C, menores as curvas ovais se tornam. Como dΩ

dr1
< 0, o movimento só é posśıvel dentro das

curvas de Hill.
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Considere-se r2 → 0 e, então, r1 → 1. De forma análoga ao caso anterior, as curvas de Hill
com forma aproximadamente circular têm raio

rz = r2 ≈ 2µ

C
,

e o movimento só é posśıvel dentro do ćırculo.

Em śıntese, quando C > C2, há três regiões posśıveis para o movimento: dentro da curva
de Hill centrada no primário com maior massa, dentro da curva de Hill centrada no primário
com menor massa, e uma terceira, exterior à curva de Hill que engloba os dois primários. Note-se
que estas regiões não se intersectam, já que, para 0 ≤ µ ≤ 1

2 e C > 3,

C
1
2 >

2(1− µ)
C

,

ou seja, a curva de Hill que engloba os dois primários também contém, no seu interior, as outras
duas, que são mutuamente exclusivas entre si.

Curvas de Hill ovais e com forma de pêra: C1 < C < C2

Quando o valor de C diminui, o tamanho das curvas de Hill à volta de m1 e m2,

r1 ≈ 2(1− µ)
C

e
r2 ≈ 2µ

C
,

respectivamente, aumenta, ao passo que

rz ≈ C
1
2

diminui. Como, para 0 ≤ µ ≤ 1
2 ,

Ω(L2) > Ω(L1) > Ω(L3),

então, quando C se reduz no intervalo C > 2Ω(L2) = C2, o primeiro valor cŕıtico que assume é
C2.
Quando C = C2, a curva de Hill rz = C

1
2
2 mantém as suas caracteŕısticas: engloba os dois

primários, as curvas de Hill r1 = 2(1−µ)
C2

e r2 = 2µ
C2

, além de todos os pontos de equiĺıbrio. As



O problema restrito dos três corpos 108

outras duas curvas de Hill aumentam e encontram-se no ponto L2, formando-se uma figura em
forma de oito invertido. O movimento admisśıvel é dentro da curva em forma de oito invertido
e fora da curva rz = C

1
2
2 .

A redução do valor de C para valores menores do que C2, mas ainda superiores a C1, transforma
a curva de Hill em forma de oito invertido numa curva em formato de pêra; de facto, as curvas
de Hill não cruzam o eixo das abcissas entre m1 e m2. No intervalo C1 < C < C2, o movimento
é posśıvel dentro da figura em forma de pêra (a qual contém dentro de si m1, m2 e L2, mas não
L1 nem L3) e fora da curva de Hill exterior (a qual exibirá uma indentação próximo de L1).
Quando C = C1, a figura em forma de pêra e a curva de Hill exterior intersectam-se no ponto
L1.

Curvas de Hill com forma de pata de cavalo: C3 < C < C1

No intervalo C3 < C < C1, o ponto L1 deixa de pertencer à curva de Hill, e a figura em forma
de pêra no interior da curva de Hill rz = C

1
2
2 , com um ponto comum em L1, dá lugar a uma

única curva de Hill com forma de pata de cavalo.
A série de curvas de Hill com forma de pata de cavalo inicia-se quando C = C1 com um cusp a
formar-se nesse ponto e termina quando se forma um cusp em L3. O movimento é admisśıvel
fora da a curva de Hill, isto é, fora da área contida pela pata de cavalo.

Curvas de Hill em forma de girino: C5 = C4 < C < C3

Quando C assume um valor abaixo de C3, o cusp desaparece com o afastamento da curva de
Hill de L3. A série de curvas de Hill que se sucede tem dois ramos, sendo que um engloba L4

e o outro engloba L5. Estas curvas encolhem-se à volta desses pontos, à medida que C → 3,
o valor mı́nimo posśıvel para C. O formato aproximado das curvas para C muito próximo de
3 é eĺıptico, com o centro da elipse localizado em L4 (L5). A orientação e a excentricidade da
elipse depende unicamente do valor de µ, enquanto que o tamanho da elipse depende, também,
do valor de C.
O movimento é posśıvel fora das curvas de Hill com forma de girino.
A figura 5.2 ilustra algumas curvas de Hill, no caso do problema restrito, para diferentes valores
de C.

5.3.7 Soluções periódicas

Os cinco pontos de equiĺıbrio L1, · · · , L5 representam cinco soluções particulares do problema re-
strito. Estes pontos lagrangianos podem ser obtidos procurando-se soluções da forma x = const,
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Figura 5.2: Curvas de Hill para o problema restrito, com µ = 1
82.27

y = const. Neste caso, tem-se Ωx = Ωy = 0.
Mas estes pontos não são as únicas soluções das equações do movimento; na vizinhança destes
pontos existem outras famı́lias de soluções. Por exemplo, Lagrange pensou que estas soluções
não tinham importância em astronomia; no entanto, descobriu-se que o Sol, Júpiter e os pe-
quenos planetas do grupo dos Troianos formam, aproximadamente, um triângulo equilátero,
pelo que tem interesse o estudo das soluções do problema dos três corpos, próximas das soluções
de Lagrange.
Actualmente, a investigação e estudo dos pontos estacionários tem registado um interesse acrescido,
devido ao número significativo de missões espaciais que usam esses pontos. Por exemplo, se uma
nave está localizada num ponto estacionário, ela lá permanecerá; mas, o que acontecerá à nave
se ela estiver localizada próximo de um desses pontos? A teoria da estabilidade linear permite
responder a esta questão.
Prova-se a existência de soluções periódicas nas proximidades das órbitas circulares de Lagrange
[37, 42, 45].
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Para se estudar o movimento na vizinhança dos pontos de equiĺıbrio L(a, b), considera-se

x = a + ξ e y = b + η, (5.76)

onde ξ e η são coordenadas relativas a L. Para os pontos colineares L1,2,3, tem-se a = x1,2,3, b = 0

e para os pontos triangulares L4,5, tem-se a = µ− 1
2 , b = ±3

1
2

2 .
A função Ω pode ser expandida à volta de L,

Ω = Ω(a, b) + Ωx(a, b)ξ + Ωy(a, b)η +
1
2
Ωxx(a, b)ξ2 + Ωxy(a, b)ξη +

1
2
Ωyy(a, b)η2 + O(3), (5.77)

e as equações do movimento 5.45 e 5.46 transformam-se em

ξ̈ − 2η̇ = Ωxx(a, b)ξ + Ωxy(a, b)η + O(2)

η̈ + 2ξ̇ = Ωxy(a, b)ξ + Ωyy(a, b)η + O(2),
(5.78)

chamadas equações variacionais.
A equação caracteŕıstica de 5.78 é

λ4 + (4− Ω0
xx − Ω0

yy)λ
2 + Ω0

xxΩ0
yy − (Ω0

xy)
2 = 0, (5.79)

onde as derivadas parciais são avaliadas no ponto de equiĺıbrio,

Ω0
αβ = Ωαβ(a, b).

Movimento na vizinhança dos pontos colineares

Considere-se 0 < µ < 1
2 . A equação caracteŕıstica 5.79 nos três pontos de equiĺıbrio colineares

tem duas ráızes reais simétricas e duas ráızes imaginárias puras conjugadas.
Como a solução das equações variacionais é da forma

ξ =
4∑

i=1

Aie
λit

η =
4∑

i=1

Bie
λit,

(5.80)

em geral existe sempre um termo que dá valores ilimitados para ξ e η, à medida que t → ∞
(corresponde à raiz λ real positiva); então, a solução é instável. Os pontos de equiĺıbrio colineares
são soluções instáveis, tanto no caso da linearização do sistema como no caso da presença de
termos não lineares . No entanto, existem trajectórias que movem o terceiro corpo na direcção
dos pontos lagrangianos [45]. Em particular, relativamente aos pontos L1 e L2, o teorema de
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Liapunov afirma que existe uma famı́lia de órbitas periódicas à voltas desses pontos. No caso
plano, essas órbitas são designadas por órbitas de Liapunov e, no caso espacial, por órbitas de
Lissajous [27].
Os coeficientes A1, · · · , A4 e B1, · · · , B4 não são independentes, mas tais que

(λ2
i − Ω0

xx)Ai = (2λi + Ω0
xy)Bi, (5.81)

e então as quatro condições iniciais das equações variacionais 5.78 determinam os oito coefi-
cientes. os coeficientes são dados por

A1 =
e−λ1t0

λ2
1 − λ2

3

(−ξ0α3λ3 − ξ̇0α3δ + η0λ3δ + η̇0)

A2 =
eλ1t0

λ2
1 − λ2

3

(−ξ0α3λ3 + ξ̇0α3δ − η0λ3δ + η̇0)

A3 =
e−λ3t0

λ2
1 − λ2

3

(ξ0α1λ1 + ξ̇0α1δ − η0λ1δ − η̇0)

A4 =
eλ3t0

λ2
1 − λ2

3

(ξ0α1λ1 − ξ̇0α1δ + η0λ1δ − η̇0),

(5.82)

onde

αi =
Λ2

i − Ω0
xx

2λi
(5.83)

e

δ =

(
Ω0

yy

Ω0
xx

) 1
2

. (5.84)

Movimento na vizinhança dos pontos triangulares

A equação caracteŕıstica para os pontos L4 e L5 é

λ4 + λ2 +
27
4

µ(1− µ) = 0, (5.85)

com ráızes λ1,2 = ±Λ
1
2
1 e λ3,4 = ±Λ

1
2
2 , onde Λ1,2 = 1

2

(
−1±

√
1− 27µ(1− µ)

)
.

A estabilidade depende do sinal de 1−27µ(1−µ), existindo três casos diferentes. As suas ráızes
são µ0 = 0, 03852... e 1− µ0.

1. No caso de 0 ≤ µ < µ0, o movimento é limitado, sendo a sobreposição de duas oscilações
harmónica com frequências diferentes, existindo estabilidade no sentido linear. O compor-
tamento do sistema não linear não pode ser predito, já que as ráızes imaginárias são puras,
sendo necessária investigação adicional.
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As ráızes da equação caracteŕıstica são todas imaginários puros e a solução das equações
variacionais é

ξ = C1 cos s1t + S1 sin s1t + C2 cos s2t + S2 sin s2t

η = C̄1 cos s1t + S̄1 sin s1t + C̄2 cos s2t + S̄2 sin s2t,
(5.86)

onde

C̄i = Γi(2siSi − Ω0
xyCi)

S̄i = −Γi(2siCi + Ω0
xySi),

(5.87)

e
Γi =

1
s2
i + Ω0

yy

, (5.88)

sendo

s1 = −Λ
1
2
1

s2 = −Λ
1
2
2 .

(5.89)

As relações entre as condições iniciais e os coeficientes da equação 5.86 são

ξ0 = C1 + C2 η0 = C̄1 + C̄2 (5.90)

e
ξ̇0 = S1s1 + S2s2 η̇0 = S̄1s1 + S̄2s2. (5.91)

2. No caso de µ0 < µ < 1
2 , o discriminante da equação caracteŕıstica é negativo; as ráızes da

equação caracteŕıstica são

λ1 =
1√
2
(−1 + iδ)

1
2 = α1 + iβ1

λ2 = − 1√
2
(−1 + iδ)

1
2 = α2 + iβ2

λ3 =
1√
2
(−1− iδ)

1
2 = α3 + iβ3

λ4 = − 1√
2
(−1− iδ)

1
2 = α4 + iβ4,

(5.92)

onde δ =
√

27µ(1− µ)− 1.
As partes reais e imaginárias das ráızes, αi e βi, obedecem às relações

α = α1 = −α2 = α3 = −α4
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e
β = β1 = −β2 = −β3 = β4

onde

α =

√
[27µ(1− µ)]

1
2 − 1

2

β =

√
[27µ(1− µ)]

1
2 + 1

2
.

(5.93)

Como a parte real de duas das ráızes da equação caracteŕıstica são positivas, então o ponto
de equiĺıbrio é instável. A natureza deste resultado também é válida no caso não linear.

3. Quando µ = µ0, então 1− 27µ(1− µ) = 0 e, então λ1 = λ3 = i√
2

e λ2 = λ4 = − i√
2
, sendo

o ponto de equiĺıbrio instável.

5.3.8 Modificações ao problema restrito

A definição do problema restrito dos três corpos apresentada especifica um movimento circular
para m1 e m2 e, também, exige que o movimento de m3 esteja no plano definido pelo movimento
de m1 e m2. Este cenário tem algumas modificações pertinentes, enunciadas de seguida.

1. O problema de Hill, tratado na secção seguinte.

2. O movimento de m1 e m2 pode não ser circular. Então, no caso das forças gravitacionais
de Newton figurarem no problema dos dois corpos m1 e m2, e dependendo das condições
iniciais, as soluções podem ser secções cónicas. O caso de m1 e m2 terem órbitas eĺıpticas
é relevante, com algumas aplicações, e é designado por problema restrito eĺıptico.

3. O movimento de m3 pode não estar no plano do movimento de m1 e m2. Este cenário
alternativo surge quando as condições iniciais do terceiro corpo são tais que o corpo não
está no plano definido pelo movimento dos outros dois corpos, ou então, quando o vector
velocidade inicial tem uma componente que não está nesse plano.

4. Considere-se µ1 = µ, com µ2 = 1 − µ. No caso limite de µ = 0, o problema restrito dos
três corpos transforma-se no problema dos dois corpos; então, problemas com valores de
µ muito pequenos podem ser encarados como perturbações ao problema dos dois corpos.
Se µ = 1

2 é, tipicamente, um problema de três corpos e, neste caso particular, conhecido
pelo problema de Copenhaga.

5. As massas dos primários podem variar ao longo do tempo, implicando uma modificação
profunda nas equações do movimento.
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6. As forças que figuram no problema podem não ser forças centrais e, neste caso, será de
questionar o movimento circular dos primários.

5.4 O problema de Hill

O problema de Hill é um caso particular do problema restrito dos três corpos, considerando a
Terra e o Sol como primários. Hill assumiu as seguintes simplificações:

1. a paralaxe solar é nula;

2. a excentricidade solar é nula;

3. a inclinação lunar é nula.

As soluções das equações do movimento que descrevem este sistema são soluções periódicas, num
sistema de coordenadas que roda com velocidade angular uniforme igual ao movimento do Sol.

5.4.1 As equações do movimento

Considerem-se as equações do movimento no sistema de coordenadas sinódico, com variáveis
adimensionais 5.53 e 5.54

ẍ− 2ẏ = x− (1− µ)(x− µ)
r3
1

− µ(x + 1− µ)
r3
2

ÿ + 2ẋ = y

(
1− 1− µ

r3
1

− µ

r3
2

)
.

(5.94)

A aceitação destas equações do movimento como ponto de partida da derivação das equações do
movimento do problema de Hill já implica, por si só, a assumpção da excentricidade solar nula,
uma vez que se assume que as órbitas dos primários são circulares.
A hipótese da inclinação lunar é nula não é usada num problema bidimensional, como é o caso.
No entanto, num problema tridimensional, com um sistema centrado na Terra, sendo (X,Y, Z)
as coordenadas da Lua, esta simplificação tomava forma na assumpção do plano (X, Y ) como o
plano da ecĺıptica.
Para deduzir as equações do movimento do problema de Hill, procede-se como se segue:

(i) aplica-se uma translação às equações 5.94 ao longo do eixo das abcissas, de forma a localizar
o primário de massa menor µ na origem do sistema;

(ii) a unidade de distância é mudada pela introdução de µα como factor de reescalamento;



O problema de Hill 115

(iii) obtêm-se umas equações do movimento que indicam que, se α = 1
3 , então a força gravita-

cional da Terra é da mesma ordem de magnitude da força de Coriolis e da força centŕıfuga;

(iv) faz-se µ → 0, obtendo-se as equações do movimento do problema de Hill.

Aplique-se uma translação ao longo do eixo das abcissas dada por

ξ = x + 1− µ

η = y.
(5.95)

O primário de menor massa µ fica localizado na origem do novo sistema, P2(ξ = 0, η = 0) e o
outro primário fica no ponto P1(ξ = 1, η = 0). Tal significa que o novo sistema de coordenadas
está centrado na Terra e que o Sol, localizado no eixo ξ, dista da Terra uma unidade de distância.
As equações do movimento 5.94 transformam-se em

ξ̈ − 2η̇ = ξ + µ− 1− (1− µ)(ξ − 1)
r3
1

− µξ

r3
2

η̈ + 2ξ̇ = η

(
1− 1− µ

r3
1

− µ

r3
2

)
.

(5.96)

As distâncias r1 e r2 não se alteram com esta transformação, mas somente as suas expressões,
que agora são dadas por

r1 = [(x− µ)2 + y2]
1
2

= [(ξ − 1)2 + η2]
1
2 ,

(5.97)

e

r2 = [(x− µ + 1)2 + y2]
1
2

= (ξ2 + η2)
1
2 .

(5.98)

De seguida, é feito um reescalamento de acordo com

ξ̄ =
ξ

µα
(5.99)

e

η̄ =
η

µα
. (5.100)
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As equações do movimento 5.96 são, após divisão por µα, transformadas em :

¨̄ξ − 2 ˙̄η = ξ̄ + (µ− 1)µ−α +
(µ− 1)µ−α(µαξ̄ − 1)

r̄3
1

− µξ̄

r̄3
2

¨̄η + 2 ˙̄ξ = η̄

(
1− 1− µ

r̄3
1

− µ

r̄3
2

)
,

(5.101)

onde

r̄1 = [(ξ̄µα − 1)2 + η̄2µ2α]
1
2

= [(ξ̄2 + η̄2)µ2α − 2µαξ̄ + 1]
1
2

(5.102)

e
r̄2 = µα(ξ̄2 + η̄2)

1
2 . (5.103)

Substituindo as equações 5.102 e 5.103 em 5.101, obtêm-se as equações

¨̄ξ − 2 ˙̄η = ξ̄ + (µ− 1)µ−α +
(µ− 1)µ−α(µαξ̄ − 1)

[(ξ̄2 + η̄2)µ2α − 2µαξ̄ + 1]
3
2

− ξ̄µ1−3α

(ξ̄2 + η̄2)
3
2

¨̄η + 2 ˙̄ξ = η̄

(
1− 1− µ

[(ξ̄2 + η̄2)µ2α − 2µαξ̄ + 1]
3
2

− µ1−3α

(ξ̄2 + η̄2)
3
2

)
.

(5.104)

Agora, considera-se α = 1
3 , de forma a que os termos de Coriolis −2 ˙̄η e 2 ˙̄ξ, os termos da força

centŕıfuga ξ̄ e η̄, e os termos gravitacionais associados à Terra ξ̄

(ξ̄2+η̄2)
3
2

e η̄

(ξ̄2+η̄2)
3
2
, tenham a

mesma ordem de magnitude.
Por fim, considere-se µ → 0, ou seja, assume-se que a paralaxe solar é nula. Os únicos termos
afectados por este limite na equação 5.104 são o segundo e o terceiro termo do segundo membro
da primeira equação e o segundo termo do segundo membro da segunda equação.
Os dois termos da primeira equação podem ser escritos como

µ− 1
µα

(
r̄3
1 − 1 + µαξ̄

r̄3
1

)
= (µ− 1)

ξ̄

r̄3
1

+
µ− 1

r̄3
1

r̄3
1 − 1
µα

.

Então,

lim
µ→0

(µ− 1)
ξ̄

r̄3
1

+
µ− 1

r̄3
1

r̄3
1 − 1
µα

= −ξ̄ + 3ξ̄ = 2ξ̄,

pela utilização de 5.102.
O limite do segundo termo do segundo membro da equação 5.104 é igual a 1, já que r̄1 → 1
quando µ = 0.
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As equações do movimento 5.104 transformam-se em

¨̄ξ − 2 ˙̄η = 3ξ̄ − ξ̄

(ξ̄2 + η̄2)
3
2

¨̄η + 2 ˙̄ξ = − η̄

(ξ̄2 + η̄2)
3
2

.

(5.105)

As equações do movimento 5.105 podem ser reescritas pela introdução de uma função potencial

Ω∗ =
1
2
(3ξ̄2 +

2
r̄
), (5.106)

onde
r̄ = (ξ̄2 + η̄2)

1
2 ,

obtendo-se

¨̄ξ − 2 ˙̄η =
∂Ω∗

∂ξ̄

¨̄η + 2 ˙̄ξ =
∂Ω∗

∂η̄
.

(5.107)

O integral do movimento é
˙̄ξ2 + ˙̄η2 = 2Ω∗ − C. (5.108)

Equações de Euler-Lagrange

As equações 5.105 correspondem às equações de Euler-Lagrange 2.4. Considere-se a Lagrangiana
[40]

L =
ẋ2 + ẏ2

2
+ (xẏ − yẋ)− V (x, y), (5.109)

onde
V = −3

2
− 1√

x2 + y2
.

Seguindo 2.4, obtêm-se as equações

ẍ− 2ẏ = −∂V

∂x

ÿ + 2ẋ = −∂V

∂y
,

(5.110)

análogas a 5.105.
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5.4.2 Equações hamiltonianas do movimento

A hamiltoniana do problema de Hill é [37]:

H =
1
2
‖p‖2 − qTJp− 1

‖q‖ − x2 +
1
2
y2, (5.111)

onde p = (px, py)T e q = (x, y)T , sendo

px = ẋ− y

py = ẏ + x,
(5.112)

de acordo com 2.5.
As equações hamiltonianas do movimento, da forma 2.7, são

ẋ = px + y

ẏ = py − x,
(5.113)

e

ṗx = py + 2x− x

(x2 + y2)
3
2

ṗy = −px − y − y

(x2 + y2)
3
2

.
(5.114)

5.4.3 Equações do movimento em função de variáveis complexas conjugadas

Considerem-se as equações 5.69 e 5.70. Para se obter uma solução periódica, introduz-se uma
simplificação devido a Hill.
Seja P2 o Sol, P1 a Terra e P3 a Lua. A massa µ da Terra é pequena relativamente à massa
1 − µ do Sol; o Sol e a Terra movem-se em volta do seu centro de massa comum, aproximada-
mente, em circunferências, enquanto que a Lua não se afasta muito do plano que contem essas
circunferências. Além disso, a massa da Lua é pequena em relação à massa da Terra, pelo que
se considera m3 = 0.
O objectivo é procurar uma solução periódica das equações do movimento 5.69 e 5.70 para val-
ores pequenos de µ. Como |p| corresponde à distância entre a Lua e a Terra, que é pequena
relativamente à distância entre o Sol e a Terra, faz sentido determinar uma solução periódica
para a qual |p| seja pequeno. Numa primeira aproximação desprezam-se os termos −2iṗ, 2iq̇ de
5.69 e 5.70, respectivamente, e mantém-se na expressão de G, em 5.68, apenas o termo 2µ√

qp .
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Obtem-se o sistema

p̈ = −µp(pq)−
3
2

p̈ = −µq(pq)−
3
2 .

(5.115)

Uma solução particular destas equações é p = µ
1
3 eit, q = p̄ = µ

1
3 eit, |p| = |q| = µ

1
3 . A mudança

de variáveis adequada é
p = µ

1
3 u, q = µ

1
3 v,

e então, as equações do movimento 5.69 e 5.70 transformam-se em

ü = −2iu̇ + Nv

v̈ = 2iv̇ + Nu,
(5.116)

onde N = µ−
2
3 G. O desenvolvimento de N em potências de µ

1
3 é

N = 2µ−
2
3 +

3
4
(u + v)2 + 2(uv)−

1
2 + · · ·

onde os termos restantes contêm apenas potências positivas de µ
1
3 . Como se admite µ pequeno,

desprezam-se esses termos adicionais e as equações do movimento 5.116 transformam-se em

ü = −2iu̇ +
3
2
(u + v)− u(uv)−

3
2

v̈ = 2iv̇ +
3
2
(u + v)− v(uv)−

3
2 ,

(5.117)

conhecidas como equações diferenciais de Hill.
Mesmo neste caso, não se conhece a solução geral. É posśıvel determinar soluções periódicas
destas equações do movimento por meio de um desenvolvimento em série de potências [42].

5.4.4 Pontos de equiĺıbrio e a função Ω(x, y)

Por uma questão de simplicidade de escrita, use-se a notação x, y,Ω no lugar de ξ̄, η̄, Ω∗, respec-
tivamente.
O integral do movimento do problema de Hill é

ẋ2 + ẏ2 = 2Ω− C, (5.118)

onde
Ω =

3
2
x2 +

1
r
. (5.119)
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Quanto à função Ω(x, y), pode afirmar-se o seguinte. No caso de x 6= 0, quando r →∞, tem-se
que Ω → ∞. No caso de x = 0, quando r → ∞, tem-se que Ω → 0. Tal significa que, em
qualquer direcção, excepto no eixo das ordenadas, Ω → ∞; no eixo dos yy, a função Ω tende
para zero, à medida que r →∞.

As singularidades da variedade dos estados do movimento são determinadas a partir das equações

ẋ = 0

ẏ = 0

Ωx = x(3− 1
r3

) = 0

Ωy = − y

r3
= 0.

(5.120)

Os pontos de equiĺıbrio são a solução das equações 5.120. Os pontos colineares são L1(−3−
1
3 , 0)

e L2(3−
1
3 , 0). O terceiro ponto colinear L3 não existe no problema de Hill; no problema restrito,

L3 estava localizado à direita do primário com maior massa e, no problema de Hill, m1 moveu-se
para x = +∞.
Os pontos colineares L1 e L2 são pontos sela [45]. As matrizes associadas com a linearização das
equações de Hamilton na vizinhança de cada ponto de equiĺıbrio, têm um par de valores próprios
reais simétricos (±

√
2
√

7 + 1) e dois pares de valores próprios imaginários puros conjugados
(±2i,±

√
2
√

7− 1i) [46].

5.4.5 Curvas de Hill e as regiões do movimento

As curvas de Hill são
3x2 +

2
r
− C = 0, (5.121)

onde se observa uma simetria com respeito ao eixo do x e do y.
As curvas de Hill intersectam o eixo das abcissas quando C ≥ 3

4
3 .

Existem três tipos diferentes de curvas de Hill, conforme C > 3
4
3 , C = 3

4
3 ou C < 3

4
3 .

Curvas de Hill para C > 3
4
3

As curvas de Hill têm duas formas diferentes: ovais em torno da origem e compostas por dois
ramos infinitos. O movimento é posśıvel dentro das curvas ovais e nos lados côncavos dos ramos
infinitos.
Para o movimento da Lua, só interessa este caso C > 3

4
3 , no qual o movimento só é admisśıvel

dentro da região oval fechada à volta da origem.
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Curvas de Hill para C = 3
4
3

Quando C = 3
4
3 , as curvas ovais e os ramos infinitos intersectam-se nos pontos L1 e L2. As

regiões do movimento são semelhantes ao caso anterior.

Curvas de Hill para C < 3
4
3

As curvas de Hill têm a forma apresentada na figura 5.3. As regiões proibidas ao movimento são

|y| >
[(

2
C − 3x2

)2

− x2

] 1
2

(5.122)

e

|x| <
(

C

3

) 1
2

. (5.123)

A figura 5.3 ilustra as curvas de Hill, no problema de Hill, para diferentes valores de C.
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Figura 5.3: Curvas de Hill para o problema de Hill



Caṕıtulo 6

Integração numérica do problema de

Hill

O problema de Hill é um problema não integrável [34]. Consequentemente, faz todo o sentido a
sua integração recorrendo a métodos numéricos.
Para integrar numericamente o problema de Hill vão utilizar-se métodos clássicos e métodos in-
clúıdos na classe dos integradores geométricos, procedendo-se a uma análise comparativa. Numa
primeira fase, faz-se o contraste entre os métodos convencionais e os métodos simplécticos, carac-
teŕıstica qualitativa essencial a preservar pelo método numérico na integração de sistemas hamil-
tonianos. Numa fase subsequente, comparam-se entre si os métodos simplécticos com passo de
integração fixo, nomeadamente um integrador de ordem 1 e outro de ordem 2, ambos expĺıcitos,
com um terceiro integrador de ordem 2, mas impĺıcito. Numa fase posterior, comparam-se os
resultados numéricos obtidos por integradores geométricos com passo de integração constante,
com os resultados obtidos pelos integradores geométricos com passo adaptativo.
Estas comparações e contrastes serão feitos para dois valores distintos da constante de Jacobi C,
sendo um deles no intervalo C > 3

4
3 e o outro no intervalo C < 3

4
3 , já que dão origem a curvas

de Hill com natureza diferente; no primeiro caso, o movimento está limitado à região contida
numa curva oval e, no segundo caso, o terceiro corpo pode escapar-se.
Os integradores clássicos, não geométricos, com passo de integração fixo, utilizados na integração
numérica são o método de Euler expĺıcito, o método de Euler impĺıcito e o método Runge-Kutta
de ordem 4. Os métodos geométricos com passo de integração constante utilizados são o método
de Euler simpléctico, a regra do ponto médio impĺıcita e o método Störmer-Verlet geral (para
sistemas com função Hamiltoniana não separável). Os integradores com passo adaptativo uti-
lizados foram o método de Euler simpléctico e o método Störmer-Verlet.
Antes de iniciar a exposição dos resultados, sumarize-se a função Hamiltoniana do problema de
Hill e as respectivas equações do movimento.

122
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A Hamiltoniana do problema de Hill é

H =
1
2
‖p‖2 − qTJp− 1

‖q‖ +
1
2
qTAq,

onde a matriz J é dada por 2.9 e a matriz A é dada por

A =

(
−2 0
0 1

)
. (6.1)

As equações hamiltonianas do movimento são

q̇ = Hp

ṗ = −Hq,

onde

Hp = p + Jq

Hq = JTp + Aq +
q

‖q‖3
,

(6.2)

6.1 Comparação entre métodos simplécticos e não simplécticos,

com passo de integração fixo

A integração numérica do problema de Hill será feita para o caso em que a constante de Jacobi
pertence ao intervalo C > 3

4
3 . As condições iniciais escolhidas são (q1, q2) = (0.45, 0.05) e

(q̇1, q̇2) = (0, 0), ou seja, o terceiro corpo, no instante t = 0, está na curva de Hill. Como
px = q̇1 − q2 e py = q̇2 + q1, tem-se que (px, py) = (−0.05, 0.45) no instante inicial. A constante
de Jacobi subjacente é calculada a partir da igualdade

C = 3q2
1 +

2√
q2
1 + q2

2

,

obtendo-se C = 5.02476.
Os métodos não simplécticos com passo de integração fixo utilizados nesta secção são o método
de Euler expĺıcito, o método de Euler impĺıcito e o método Runge-Kutta de ordem 4. O método
simpléctico utilizado para efectuar a comparação e o contraste com os métodos não simplécticos
é o método de Euler simpléctico.
De seguida, apresentam-se estes métodos numéricos aplicados ao problema de Hill.
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O método de Euler expĺıcito

O método de Euler expĺıcito para o problema de Hill é expresso da seguinte forma:

qn+1 = qn + hHp(qn, pn)

= qn + h(pn + Jqn)

= (I + hJ)qn + hpn

pn+1 = pn − hHq(qn, pn)

= pn − h

(
JT pn + Aqn +

qn

‖qn‖3

)
.

(6.3)

onde h representa o passo de integração.

O método de Euler impĺıcito

O método de Euler impĺıcito para o problema de Hill traduz-se da forma que se segue.

qn+1 = qn + hHp(qn+1, pn+1)

= qn + h(pn+1 + Jqn+1)

pn+1 = pn − hHq(qn+1, pn+1)

= pn − h

(
JT pn+1 + Aqn+1 +

qn+1

‖qn+1‖3

)
.

(6.4)

Sejam y = (q,p)T e f = (Hp,−Hq)T . Para calcular yn+1, é necessário resolver-se o sistema de
equações não lineares dado por

G(yn+1) = yn+1 − yn − hf(yn+1) = 0, (6.5)

podendo ser usado o método de Newton descrito no apêndice B.
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O método Runge-Kutta expĺıcito de ordem 4

O algoritmo pode ser traduzido da forma que se segue.
Sejam y = (q,p)T e f = (Hp,−Hq)T , e considerem-se

k1 = hf(yn)

k2 = hf(yn +
1
2
k1)

k3 = hf(yn +
1
2
k2)

k4 = hf(yn +
1
2
k3).

(6.6)

A actualização da posição e do momento é feita a partir da expressão

yn+1 = yn +
1
6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4). (6.7)

O método de Euler simpléctico

O método de Euler simpléctico pode ser escrito como se segue.

qn+1 = qn + hHp(qn, pn+1)

pn+1 = pn − hHq(qn, pn+1).
(6.8)

Substituindo as expressões 6.2 obtém-se

qn+1 = qn + h(pn+1 + Jqn)

pn+1 = pn − h

(
JT pn+1 + Aqn +

qn

‖q‖3

)
,

(6.9)

onde as matrizes J e A são dadas por 2.9 e 6.1, respectivamente.
Para determinar pn+1, procede-se da forma que se segue.

pn+1 = pn − h
(
JT pn+1

)− h

(
Aqn +

qn

‖qn‖3

)

⇒ pn+1 + hJT pn+1 = pn − h

(
Aqn +

qn

‖qn‖3

)

⇒ (
I + hJT

)
pn+1 = pn − h

(
Aqn +

qn

‖qn‖3

)

⇒ pn+1 =
(
I + hJT

)−1
[
pn − h

(
Aqn +

qn

‖qn‖3

)]
,
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onde
(
I + hJT

)−1
=

1
1 + h2

(
1 h

−h 1

)
.

6.1.1 Resultados numéricos com os métodos clássicos

Observe-se a figura 6.1, que apresenta a trajectória do terceiro corpo no problema de Hill, sendo
a integração feita pelo método de Euler expĺıcito e pelo método de Euler impĺıcito, respectiva-
mente. Sabe-se que para C > 3

4
3 , o movimento está circunscrito à região oval dentro da curva

−20 −18 −16 −14 −12 −10 −8 −6 −4 −2 0
−50

0

50

100

150

200

250

300

q
1

q
2

−10 0 10 20 30 40 50 60 70
−1000

−900

−800

−700

−600

−500

−400

−300

−200

−100

0

100

q
1

q
2

Figura 6.1: Trajectórias do terceiro corpo no problema de Hill, com método de Euler expĺıcito e com o método
de Euler impĺıcito, respectivamente. As condições iniciais são (q1, q2) = (0.45, 0.05) e (q̇1, q̇2) = (0, 0), com passo
de integração h = 10−3, num total de 20000 passos.

de Hill. Conforme é viśıvel, as trajectórias produzidas por ambos os métodos não reproduzem,
nesse sentido, o retrato da fase, já que as trajectórias saem da região do movimento permitidas.
Tais resultados não são de estranhar, em virtude de ambos os métodos não serem geométricos,
já que não gozam de simplecticidade, caracteŕıstica intŕınseca aos sistemas hamiltonianos.
Embora estes métodos não sejam adequados para integrar sistemas hamiltonianos no longo
prazo, eles podem ser úteis na integração a muito curto prazo. As figuras 6.2 e 6.3 mostram
o comportamento da função Hamiltoniana para os primeiros 1000 passos de integração, e a
evolução no erro dessa função para os primeiros 300 passos de integração, respectivamente.
Tanto no método de Euler expĺıcito como no método de Euler impĺıcito, a integração numérica
produz uma Hamiltoniana estável, grosso modo, nos primeiros 400 passos. Nesta fase da inte-
gração, ambos os métodos apresentam uma variação brusca na evolução da Hamiltoniana. Note-
se que, embora após essa breve fase de convulsão, a Hamiltoniana estabilize, o valor numérico da
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Figura 6.2: Evolução da Hamiltoniana, no problema de Hill, para os primeiros 1000 passos de integração, no
método de Euler expĺıcito e no método de Euler impĺıcito, respectivamente. As condições iniciais são (q1, q2) =
(0.45, 0.05) e (q̇1, q̇2) = (0, 0), com passo de integração h = 10−3.

Hamiltoniana é significativamente errado. Como nos sistemas hamiltonianos a função Hamilto-
niana é um integral do movimento, também no sentido da evolução deste invariante, os métodos
de Euler expĺıcito e impĺıcito não reproduzem o retrato da fase. Só durante os cerca de primeiros
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Figura 6.3: Evolução do erro na Hamiltoniana, no problema de Hill, nos primeiros 300 passos de integração, no
método de Euler expĺıcito e no método de Euler impĺıcito, respectivamente. As condições iniciais são (q1, q2) =
(0.45, 0.05) e (q̇1, q̇2) = (0, 0), com passo de integração h = 10−3.

300 passos da integração numérica é que ambos os métodos produzem uma trajectória do ter-
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ceiro corpo confinada ao interior da curva de Hill oval e, também, produzem uma Hamiltoniana
estável. Observando a figura 6.3, nota-se que, durante esta fase da integração, o erro na função
Hamiltoniana é na ordem dos 10−5 mas, a partir dáı, o erro cresce em valor absoluto, nos dois
métodos.
Os resultados numéricos obtidos mostram, então, que o método de Euler expĺıcito e o método
de Euler impĺıcito não reproduzem o retrato da fase no longo prazo, só encerrando em si alguma
utilidade na integração a muito curto prazo.
Um outro método clássico frequentemente usado é o método de Runge-Kutta de ordem 4. Este
método não é simpléctico, caracteŕıstica qualitativa a ser preservada na integração de sistemas
hamiltonianos e, por este motivo, não será o integrador mais adequado na integração do prob-
lema de Hill. No entanto, por ser um método de ordem 4, será de esperar a produção de
resultados numéricos superiores aos produzidos pelo método de Euler expĺıcito e pelo método
de Euler impĺıcito.
A figura 6.4 retrata as trajectórias do terceiro corpo, no problema de Hill, no método Runge-
Kutta de ordem 4, com passo 10−3 e 10−4, respectivamente. Um contraste evidente com os
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Figura 6.4: Trajectórias do terceiro corpo, no problema de Hill, no método Runge-Kutta de ordem 4, com passo
10−3 e 10−4, respectivamente. As condições iniciais são (q1, q2) = (0.45, 0.05) e (q̇1, q̇2) = (0, 0). A integração foi
feita para 20000 e 200000 passos, respectivamente.

resultados numéricos obtidos com os métodos de Euler expĺıcito e impĺıcito, é o facto que as tra-
jectórias estão dentro da região do movimento permitida, dentro da curva de Hill. No entanto,
com passo de integração h = 10−3, o método é ligeiramente dissipativo, ou seja, esta dissipação
artificial reflectida nos resultados deturpa a qualidade da integração. Com passo de integração
mais pequeno, h = 10−4, a dissipação numérica é atenuada. Para confirmar estas sugestões,
observe-se a figura 6.5. Quando a integração numérica é efectuada com passo de integração
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h = 10−3, a função Hamiltoniana obtida exibe uma tendência de decrescimento. Diminuindo o
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Figura 6.5: Evolução da Hamiltoniana, no problema de Hill, com o método RK4, com passo 10−3 e 10−4,
respectivamente. As condições iniciais são (q1, q2) = (0.45, 0.05) e (q̇1, q̇2) = (0, 0). No segundo caso, para o eixo
das ordenadas foi adoptada uma escala logaŕıtmica.

passo de integração, a dissipação numérica na Hamiltoniana atenua-se e é mais suave; no en-
tanto, os resultados não são os que a literatura aponta na integração de sistemas hamiltonianos
por integradores geométricos, nomeadamente, que a Hamiltoniana oscila em torno de um valor.
A desvantagem da tendência de decrescimento da Hamiltoniana numérica face a um comporta-
mento oscilatório é que esta Hamiltoniana, à medida que a integração avança, vai-se afastando
do valor da Hamiltoniana do sistema de equações diferenciais.
No entanto, e dependendo dos objectivos associados a cada problema a resolver, pode dizer-se
que os resultados numéricos produzidos pelo método Runge-Kutta de ordem 4 poderão ser sat-
isfatórios com um passo de integração pequeno. Neste caso particular da integração numérica
do problema de Hill, embora com um passo de integração de 10−3 a dissipação numérica seja
viśıvel a olho nu, confirmado com uma evolução no erro na Hamiltoniana na ordem dos 0.005,
quando se diminui o passo para 10−4, a magnitude na evolução do erro na Hamiltoniana é
substancialmente menor, na ordem dos 10−7, conforme se pode observar na figura 6.6.

6.1.2 Resultados numéricos com o método de Euler simpléctico

Em comparação, o método de Euler simpléctico é mais vantajoso do que o método clássico RK4.
Ambos os métodos são expĺıcitos, mas o método de Euler simpléctico, apesar de ser de ordem
1, exibe resultados numéricos com qualidade superior, em virtude de ser, como o nome o indica,
um método que preserva a simplecticidade do sistema de equações diferenciais hamiltoniano.
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Figura 6.6: Evolução do erro na Hamiltoniana, no problema de Hill, com o método RK4, com passo 10−3 e
10−4, respectivamente. As condições iniciais são (q1, q2) = (0.45, 0.05) e (q̇1, q̇2) = (0, 0).

Como a simplecticidade do fluxo hamiltoniano é a caracteŕıstica mais marcante dos sistemas
hamiltonianos, diz-se que a preservação dessa caracteŕıstica é inegociável.
Para verificar e confirmar no caso da integração numérica do problema de Hill, a veracidade
destas afirmações, observem-se as figuras 6.7, 6.8 e 6.9. A primeira delas mostra que, por um
lado, o método de Euler simpléctico produz trajectórias contidas na região permitida ao movi-
mento e, por outro lado, o efeito dissipativo numérico desapareceu. Observando a figura 6.8,
é evidente que a amplitude de variação da função Hamiltoniana é menor quando o passo de
integração é menor: com passo de integração 10−3, a amplitude de variação da Hamiltoniana
é, grosso modo, de 10, ao passo que com 10−4, essa banda diminui para 1. É de enfatizar,
também, a evolução da Hamiltoniana ao longo do processo de integração: é um comportamento
oscilatório e não mostra uma tendência de crescimento ou de decrescimento. Tal constitui uma
vantagem, já que desta forma, o valor numérico da Hamiltoniana, em qualquer instante de inte-
gração, mesmo no muito longo prazo, será sempre um valor próximo do valor da Hamiltoniana
do sistema de equações diferenciais.
A observação da figura 6.9 permite concluir que o erro na função Hamiltoniana para a integração
numérica com passo de integração 10−3 é na ordem das unidades, ao passo que com passo de
integração de 10−4, o erro na Hamiltoniana é na ordem da segunda casa decimal.
Em śıntese, sobre os resultados numéricos obtidos com o método de Euler simpléctico, pode
afirmar-se que o integrador, embora de ordem 1, como é um integrador simpléctico, repro-
duziu o comportamento do fluxo hamiltoniano subjacente ao sistema de equações diferenciais;
adicionalmente, é observável que as trajectórias numéricas estão dentro da região permitida do
movimento, com ambos os passos de integração. Por outro lado, a função Hamiltoniana numérica
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← C=5.0248

q
1

q
2

−0.5 −0.4 −0.3 −0.2 −0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
−0.5

−0.4

−0.3

−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

← C=5.0248

q
1

q
2

−0.5 −0.4 −0.3 −0.2 −0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
−0.5

−0.4

−0.3

−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

Figura 6.7: Trajectórias do terceiro corpo, no problema de Hill, no método de Euler simpléctico, com passo
10−3 e 10−4, respectivamente. As condições iniciais são (q1, q2) = (0.45, 0.05) e (q̇1, q̇2) = (0, 0). A integração foi
feita para 20000 e 200000 passos, respectivamente.
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Figura 6.8: Evolução da Hamiltoniana, no problema de Hill, com o método de Euler simpléctico, com passo
10−3 e 10−4, respectivamente. As condições iniciais são (q1, q2) = (0.45, 0.05) e (q̇1, q̇2) = (0, 0).

demonstra um comportamento oscilatório ao longo de todo o processo de integração, como seria
de esperar nos integradores simplécticos. Por fim, a diminuição do passo de integração permitiu
reduzir o erro na função Hamiltoniana; os resultados obtidos sustentam a ideia de que o passo
de integração 10−4 é suficiente, já que o erro na Hamiltoniana é reduzido.
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Figura 6.9: Evolução do erro na Hamiltoniana, no problema de Hill, com o método de Euler simpléctico, com
passo 10−3 e 10−4, respectivamente. As condições iniciais são (q1, q2) = (0.45, 0.05) e (q̇1, q̇2) = (0, 0).

6.2 Comparação entre métodos simplécticos com passo de inte-

gração fixo

A integração numérica do problema de Hill será feita para o mesmo valor da constante de Jacobi,
C = 5.02476, com condições iniciais idênticas à secção anterior, de forma a ser leǵıtimo proceder
a comparações.
Os integradores geométricos comparados nesta secção são, além do método de Euler simpléctico,
o método Störmer-Verlet geral e a regra do ponto média impĺıcita. O primeiro deles é de
ordem 1 e os dois últimos são de ordem 2; procurar-se-á averiguar se o aumento na ordem do
método resulta num incremento da qualidade dos resultados numéricos significativo. A diferença
marcante, à partida, do método Störmer-Verlet geral e a regra do ponto médio impĺıcita reside
no facto de que o primeiro é um método expĺıcito, ao passo que o segundo tem natureza impĺıcita.
Como ambos são integradores simplécticos de ordem 2, pretende-se saber se um deles, no caso
da integração numérica do problema de Hill, produz resultados que reproduzam melhor o retrato
da fase.
De seguida, apresentam-se estes dois métodos aplicados ao problema de Hill.

O método Störmer-Verlet geral

O método Störmer-Verlet 3.43 não pode ser utilizado no problema de Hill, já que pressupõe
uma Hamiltoniana separável, e a Hamiltoniana do problema de Hill não o é. Por este motivo,
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integrador a utilizar deve ser o método Störmer-Verlet geral 3.53.
Considere-se

ṗ = −Hq

= −JT p−Aq − q

‖q‖3

= f(q, p),

(6.10)

e

q̇ = Hp

= p + Jp

= g(q, p).

(6.11)

O método Störmer-Verlet geral é:

pn+ 1
2

= pn +
h

2
f

(
qn, pn+ 1

2

)

qn+1 = qn +
h

2

[
g

(
qn, pn+ 1

2

)
+ g

(
qn+1, pn+ 1

2

)]

pn+1 = pn+ 1
2

+
h

2
f

(
qn+1, pn+ 1

2

)
.

(6.12)

As duas primeiras equações parecem ser impĺıcitas em termos de pn+ 1
2

e qn+1, respectivamente.
No entanto, elas podem ser reescritas, no problema de Hill, de uma forma expĺıcita, conforme
se mostra.

pn+ 1
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2
f
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)
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(
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(6.13)

Então,
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2
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)]
.

(6.14)
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Para a segunda equação obtém-se
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(6.15)

Resulta,
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Em śıntese, o método Störmer-Verlet geral para o problema de Hill é
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onde

(
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Regra do ponto médio impĺıcita

A regra do ponto média impĺıcita para o problema de Hill é expressa da seguinte forma:
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(6.18)
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Agora, sejam y = (q,p)T e f = (Hp,−Hq)T . Para calcular yn+1, é necessário resolver-se o
sistema de equações não lineares dado por

G(yn+1) = yn+1 − yn − hf(yn+1) = 0, (6.19)

podendo ser usado o método de Newton descrito no apêndice B.

6.2.1 Resultados numéricos com o método Störmer-Verlet geral

A integração numérica do problema de Hill com o método Störmer-Verlet geral foi feita com
passo de integração 10−3 e 10−4, num total de 20000 e 200000 passos, respectivamente.
A figura 6.10 retrata as trajectórias do terceiro corpo para ambos os casos. A mera inspecção vi-
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Figura 6.10: Trajectórias do terceiro corpo, no problema de Hill, com o método Störmer-Verlet geral, com passo
10−3 e 10−4, respectivamente. As condições iniciais são (q1, q2) = (0.45, 0.05) e (q̇1, q̇2) = (0, 0).

sual permite afirmar que as trajectórias numéricas são muito similares aos resultados numéricos
obtidos com o método de Euler simpléctico. Para chegar mais longe na comparação, atente-se
nas figuras 6.11 e 6.12.
Para ambos os passos de integração, a função Hamiltoniana é estável, no sentido que volta
repetidamente ao valor da Hamiltoniana no instante t = 0 e, consequentemente, nesta vertente
reproduz o retrato da fase do sistema de equações diferenciais. Como seria de esperar, com o
passo de integração menor, a amplitude de variação da Hamiltoniana é menor, grosso modo, na
ordem dos 0.02; com o passo de integração 10−3, a banda de variação da função é mais larga, na
ordem dos 1.6. O erro na Hamiltoniana é na ordem das unidades com passo 10−3, e na ordem
dos 10−3 para o passo 10−4.
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Figura 6.11: Evolução da Hamiltoniana, no problema de Hill, com o método Störmer-Verlet geral, com passo
10−3 e 10−4, respectivamente. As condições iniciais são (q1, q2) = (0.45, 0.05) e (q̇1, q̇2) = (0, 0).

Comparando os resultados numéricos obtidos pelo método de Euler simpléctico e o método
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Figura 6.12: Evolução do erro na Hamiltoniana, no problema de Hill, com o método Störmer-Verlet geral, com
passo 10−3 e 10−4, respectivamente. As condições iniciais são (q1, q2) = (0.45, 0.05) e (q̇1, q̇2) = (0, 0).

Störmer-Verlet geral, é evidente que o segundo produz resultados melhores, no sentido da
evolução da função Hamiltoniana. Com passo 10−3, o método de Euler simpléctico exibe uma
variação na Hamiltoniana, grosso modo, de 10 unidades, e o método Störmer-Verlet geral, de
1.6 unidades; este segundo método tem uma amplitude de variação da Hamiltoniana na or-
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dem dos 16% da amplitude de variação do primeiro método. Quando se integra o problema
com um passo 10−4, o decréscimo na variação da amplitude da Hamiltoniana é mais acentu-
ado no método Störmer-Verlet geral, passando a ser 0.02 unidades contra 1 unidade no método
de Euler simpléctico (agora, a amplitude da variação da Hamiltoniana produzida pelo método
Störmer-Verlet geral é 2% da amplitude variação produzida pelo método de Euler simpléctico).
No entanto, em termos práticos, e para problemas que não exijam uma precisão muito apurada,
com passo de integração 10−4, pode dizer-se que, em ambos os métodos, os resultados numéricos
produzidos ao ńıvel das trajectórias do terceiro corpo e da evolução da função Hamiltoniana são
similares.

6.2.2 Resultados numéricos com a regra do ponto médio impĺıcita

A integração numérica do problema de Hill com a regra do ponto médio impĺıcita foi, analoga-
mente ao método Störmer-Verlet geral, feita com passo de integração 10−3 e 10−4, num total de
20000 e 200000 passos, respectivamente. Os resultados numéricos obtidos são os que se seguem.
Relativamente às trajectórias do terceiro corpo, observe-se a figura 6.13. Os resultados obti-

−0.5 −0.4 −0.3 −0.2 −0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
−0.5

−0.4

−0.3

−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

← C=5.0248

q
1

q
2

−0.5 −0.4 −0.3 −0.2 −0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
−0.5

−0.4

−0.3

−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

← C=5.0248

q
1

q
2

Figura 6.13: Trajectórias do terceiro corpo, no problema de Hill, com a regra do ponto média impĺıcita, com
passo 10−3 e 10−4, respectivamente. As condições iniciais são (q1, q2) = (0.45, 0.05) e (q̇1, q̇2) = (0, 0).

dos são similares aos produzidos pelos outros dois métodos simplécticos. Para prosseguir a
comparação, tome-se atenção à figura 6.14. A informação mais viśıvel retirada pela inspecção
visual é, para ambos os passos de integração, a estabilidade da Hamiltoniana, de forma que,
em qualquer instante de integração, o seu valor numérico não difere substancialmente do seu
valor no instante inicial. A amplitude da variação da Hamiltoniana é 1.6 unidades para o passo
de integração maior e 0.018 unidades para o passo de integração menor. Estes resultados são
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Figura 6.14: Evolução da Hamiltoniana, no problema de Hill, com a regra do ponto média impĺıcita, com passo
10−3 e 10−4, respectivamente. As condições iniciais são (q1, q2) = (0.45, 0.05) e (q̇1, q̇2) = (0, 0).

praticamente idênticos aos obtidos pelo método Störmer-Verlet. O erro na função Hamiltoniana,
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Figura 6.15: Evolução do erro na Hamiltoniana, no problema de Hill, com a regra do ponto média impĺıcita,
com passo 10−3 e 10−4, respectivamente. As condições iniciais são (q1, q2) = (0.45, 0.05) e (q̇1, q̇2) = (0, 0).

conforme observável na figura 6.15, é da mesma ordem de grandeza do método Störmer-Verlet.
Fazendo uma śıntese das comparações entre os métodos simplécticos seleccionados, pode dizer-se
que:

1. para um passo de integração de 10−4, os resultados numéricos obtidos são, em termos
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práticos, similares;

2. se for exigida uma maior precisão nos resultados, deve privilegiar-se o uso dos métodos
de ordem superior, ou seja, o método Störmer-Verlet. e a regra do ponto médio impĺıcita
demonstraram resultados mais precisos do que o método de Euler simpléctico, no que
concerne à evolução da função Hamiltoniana;

3. para um passo de integração de 10−3, já é viśıvel a diferença entre os resultados obtidos
entre o método de ordem 1 e os métodos de ordem 2 seleccionados;

4. embora o método Störmer-Verlet produza resultados similares à regra do ponto média
impĺıcita, tanto para o passo de integração 10−3 como 10−4, o primeira tem a grande
vantagem de ter natureza expĺıcita, ao passo que o segundo, como o seu nome sugere, é
impĺıcito, exigindo, por isso, maiores recursos computacionais e de tempo.

6.3 Comparação entre métodos simplécticos: com passo de in-

tegração fixo e adaptativo

Nesta secção, o método de Euler simpléctico e o método Störmer-Verlet geral são comparados
na sua versão adaptativa, numa tentativa de verificar se os resultados já obtidos poderão ser
melhorados caso o passo de integração seja variável.
Considere-se o sistema hamiltoniano

ẏ = f(y). (6.20)

Um integrador com passo de integração variável produz aproximações yn numa malha {tn} não
equidistante. Pode obter-se o mesmo efeito aplicando uma transformação temporal ao sistema
6.20 e, então, implementando um integrador com passo de integração fixo.
Neste sentido, considere-se a transformação temporal t ↔ τ . Se a transformação temporal é
dada como a solução de uma equação diferencial, então, pela regra da cadeia,

dy

dτ
=

dy

dt

dt

dτ
,

obtendo-se o sistema transformado
dy

dτ
= f(y)

dt

dτ
.

Fazendo dt
dτ = s(y), tem-se

dy

dτ
= s(y)f(y)

dt

dτ
= s(y).

(6.21)
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Aplicando um método numérico com passo de integração constante ε a 6.21, obtém-se a aprox-
imação

yn ≈ y(τn) = y(tn), onde τn = nε

e

tn+1 − tn =
∫ (n+1)ε

nε
s(y(τ))dτ ≈ εs(yn). (6.22)

Naturalmente que se pretende que o sistema 6.21 ainda tenha natureza hamiltoniana. No en-
tanto, tal só acontecerá se s(y) for constante, resultado que não é desejável para uma integração
com passo variável [43, 44].

6.3.1 O método de Euler simpléctico adaptativo para Hamiltonianas não

separáveis

Nesta secção vai-se aplicar uma ideia proposta por Hairer [10] ao caso da Hamiltoniana não
separável do problema de Hill, dada pelo sistema

ṗ = −Hq e q̇ = Hp. (6.23)

Admita-se que se quer integrar o sistema 6.23 com passos de integração de tamanho

h = εs(p, q, ε),

onde s(p, q, ε) > 0 é uma função dada que satisfaz dt
dτ = s(p, q, ε), sendo t ↔ τ a transformação

temporal, e ε um parâmetro pequeno.
Considere-se, para um valor inicial fixo H0 = H(p0, q0), a nova função Hamiltoniana

K(p, q, ε) = s(p, q, ε)(H(p, q)−H0), (6.24)

e o novo sistema hamiltoniano

dp

dτ
= −Kq(p, q, ε)

= −s(p, q, ε)Hq(p, q)− sq(p, q, ε)(H(p, q)−H0),
dq

dτ
= Kp(p, q, ε)

= s(p, q, ε)Hp(p, q) + sp(p, q, ε)(H(p, q)−H0).

(6.25)

Agora, mostra-se que a vantagem de implementar integradores expĺıcitos pode ser preservada
para a função Hamiltoniana transformada 6.24, no caso da Hamiltoniana não separável do
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problema de Hill

H =
1
2
‖p‖2 − qTJp− 1

‖q‖ +
1
2
qTAq,

onde a matriz J é dada por 2.9 e a matriz A é dada por 6.1.
Aplica-se o método de Euler simpléctico com uma função s(q, ε), independente de p,

s(q, ε) = (qT q)r (6.26)

para 0 ≤ r ≤ 1, de forma a produzirem-se passos de integração cada vez menores à medida
que a posição actual do terceiro corpo se aproxima da origem. Note-se que, pela expressão da
Hamiltoniana do problema de Hill, quando o terceiro corpo se aproxima da origem, a Hamilto-
niana tende para infinito. Assim, justifica-se uma escolha do passo de integração dependente da
distância do terceiro corpo à origem, de forma a que o método seja mais ¿senśıvelÀ na integração
na vizinhança da origem. Então, a nova Hamiltoniana é da forma

K = s(q, ε)(H(p, q)−H0), (6.27)

e o novo sistema é dado por

dp

dτ
= −Kq(p, q, ε)

= −s(q, ε)Hq(p, q)− sq(q, ε)(H(p, q)−H0),
dq

dτ
= Kp(p, q, ε)

= s(q, ε)Hp(p, q),

(6.28)

onde
sq = 2r(qT q)r−1q. (6.29)

O método de Euler simpléctico, aplicado com passo de integração constante ε > 0, é dado por

pn+1 = pn − εs(qn)Hq(pn+1, qn)− εsq(qn)(H(pn+1, qn)−H0)

qn+1 = qn + εs(qn)Hp(pn+1, qn),
(6.30)

e produz a aproximação em tn+1 = tn + εs(qn), devido a 6.22.
Este sistema pode ser expandido e escrito como

pn+1 = pn − εs(qn)
(

JT pn+1 + Aqn +
qn

‖qn‖3

)

− εsq(qn)
(

1
2
pT

n+1pn+1 − qT
n Jpn+1 +

1
2
qT
n Aqn − 1

‖qn‖ −H0

)

qn+1 = qn + εs(qn)(pn+1 + Jqn).

(6.31)
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A primeira equação do sistema 6.31 parece impĺıcita em pn+1 mas, no entanto, pode ser manip-
ulada conforme se segue.

pn+1 = pn − εs(qn)JT pn+1 − εs(qn)
(

Aqn +
qn

‖qn‖3

)

+ εsq(qn)qT
n Jpn+1 − εsq(qn)

(
1
2
pT

n+1pn+1 +
1
2
qT
n Aqn − 1

‖qn‖ −H0

)

⇒ pn+1 + εs(qn)JT pn+1 − εsq(qn)qT
n Jpn+1 = pn − εs(qn)

(
Aqn +

qn

‖qn‖3

)

− εsq

(
1
2
pT

n+1pn+1 +
1
2
qT
n Aqn − 1

‖qn‖ −H0

)

⇒ pn+1 =
(
I + εs(qn)JT − εsq(qn)qT

n J
)−1

[
pn − εs(qn)

(
Aqn +

qn

‖qn‖3

)

−εsq(qn)
(

1
2
pT

n+1pn+1 +
1
2
qT
n Aqn − 1

(‖qn‖ −H0

)]
.

Esta equação é quadrática em pn+1, podendo ser resolvida pela introdução da quantidade escalar

β = ‖pn+1‖2
2 = pT

n+1pn+1.

A equação pode, agora, ser reduzida à equação quadrática escalar:

β =
∥∥∥∥
(
I + εs(qn)JT − εsq(qn)qT

n J
)−1

[
pn − εs(qn)

(
Aqn +

qn

‖qn‖3

)

−εsq(qn)
(

1
2
β +

1
2
qT
n Aqn − 1

(‖qn‖ −H0

)]∥∥∥∥
2

,

a qual pode ser escrita na forma
aβ2 + bβ + c = 0,

equação esta que pode ser resolvida directamente. As expressões para os coeficiente a, b, c con-
stam dos programas em Matlab, que seguem no apêndice A.

6.3.2 Resultados numéricos com o método de Euler simpléctico adaptativo

A integração numérica do problema de Hill com o método de Euler simpléctico adaptativo é lev-
ada a cabo para a mesma constante de Jacobi C = 5.02476 e com as mesmas condições iniciais
das integrações numéricas anteriores, (q1, q2) = (0.45, 0.05) e (q̇1, q̇2) = (0, 0).
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Nas integrações numéricas que se seguem, considera-se ε = 10−2 e a integração será feita para
t ∈ [0; 20]. Para cada integração será exibida a trajectória do terceiro corpo, a evolução da
função Hamiltoniana produzida pelo método, a evolução do passo de integração e, em particu-
lar, será indicado o passo de integração mı́nimo e o passo de integração máximo, assim como o
número de passos; será também apresentado um gráfico que ilustre a evolução da nova função
Hamiltoniana K(p, q, ε).
Numa fase seguinte, procede-se de forma análoga, mas para uma escolha de ε = 10−3. Fi-
nalmente, é feita a comparação global com o resultados numéricos obtidos na secção anterior,
nomeadamente, com o método de Euler simpléctico e com o Störmer-Verlet geral.
Assuma-se ε = 10−2 e r = 1

2 .
A figura 6.16 representa a trajectória do terceiro corpo. A mera observação desta figura só

← C=5.0248
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Figura 6.16: Trajectória do terceiro corpo, no problema de Hill, com o método de Euler simpléctico adaptativo;
considerou-se ε = 10−2 e r = 1

2
. As condições iniciais são (q1, q2) = (0.45, 0.05) e (q̇1, q̇2) = (0, 0).

permite afirmar que os resultados obtidos são semelhantes aos produzidos pelo método Störmer-
Verlet geral.
A função Hamiltoniana, conforme observável na figura 6.17, exibe, ao longo dos 8594 passos
de integração, um comportamento oscilatório; de facto, existe uma diferença relativamente aos
resultados obtidos com o método Störmer-Verlet geral, já que com este último, na grande maio-
ria do processo de integração, a Hamiltoniana era praticamente constante, existindo uns ¿picos
esporádicosÀ. Agora, embora a Hamiltoniana tenha uma amplitude de variação na ordem das
2 unidades, o seu valor numérico não é, em nenhum intervalo, estável, mas é constantemente
oscilatório. O valor numérico da função Hamiltoniana modificada também é, de todo em todo,
oscilatório, embora a amplitude de variação seja de 0.06.
Ao longo dos 8594 passos do processo de integração, o passo de integração foi, efectivamente,
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Figura 6.17: Evolução da Hamiltoniana e da Hamiltoniana modificada, respectivamente, no problema de Hill,
com o método de Euler simpléctico adaptativo; considerou-se ε = 10−2 e r = 1

2
. As condições iniciais são

(q1, q2) = (0.45, 0.05) e (q̇1, q̇2) = (0, 0).

adaptativo, já que variou, embora exibindo um certo padrão de comportamento, tal como a figura
6.18 ilustra. O passo mı́nimo foi de h = 1.6256× 10−4 e o passo máximo foi de h = 0.0045.
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Figura 6.18: Evolução do passo de integração, no problema de Hill, com o método de Euler simpléctico
adaptativo; considerou-se ε = 10−2 e r = 1

2
. As condições iniciais são (q1, q2) = (0.45, 0.05) e (q̇1, q̇2) = (0, 0).

Assuma-se agora ε = 10−2 e r = 3
4 , o que para posições próximas da origem produz um passo de

integração menor do que o caso anterior. O objectivo será verificar se os resultados reproduzem
melhor o retrato da fase, à medida que r aumenta.
A trajectória do terceiro corpo está representada na figura 6.19, sendo viśıvel que os resultados
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numéricos são idênticos aos já obtidos, quer com r = 1
2 , quer com os métodos simplécticos com

passo de integração fixo.
No entanto, o comportamento da função Hamiltoniana melhora relativamente à simulação
numérica com r = 1

2 , já que a sua amplitude de variação é de apenas 0.35, em contraste com as

← C=5.0248
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Figura 6.19: Trajectória do terceiro corpo, no problema de Hill, com o método de Euler simpléctico adaptativo;
considerou-se ε = 10−2 e r = 3

4
. As condições iniciais são (q1, q2) = (0.45, 0.05) e (q̇1, q̇2) = (0, 0).

2 unidades do caso anterior. A sua evolução continua oscilatória ao longo de todo o processo de
integração. A função Hamiltoniana modificada apresenta uma evolução semelhante (ver figura
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Figura 6.20: Evolução da Hamiltoniana e da Hamiltoniana modificada, respectivamente, no problema de Hill,
com o método de Euler simpléctico adaptativo; considerou-se ε = 10−2 e r = 3

4
. As condições iniciais são

(q1, q2) = (0.45, 0.05) e (q̇1, q̇2) = (0, 0).
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6.20). A sua amplitude de variação é de apenas 0.004, quando comparada com o caso anterior,
exibindo agora uma amplitude de variação de cerca de 7% da anterior.
O passo de integração é fortemente adaptativo, ao longo dos 22242 passos, atingindo um mı́nimo
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Figura 6.21: Evolução do passo de integração, no problema de Hill, com o método de Euler simpléctico
adaptativo; considerou-se ε = 10−2 e r = 3

4
. As condições iniciais são (q1, q2) = (0.45, 0.05) e (q̇1, q̇2) = (0, 0).

de h = 2.0877× 10−5 e um máximo de 0.0031. Note-se que, quando comparado com o caso an-
terior, o passo de integração máximo e mı́nimo diminúıram.
Admita-se que ε = 10−2 e r = 1.
O processo de integração foi composto por 71191 passos. A observação da figura 6.22 é conclusiva
quanto à manutenção da semelhança das trajectórias numéricas produzidas; aliás, tal inferência
abrange os resultados concernentes a trajectórias numéricas produzidas por todos os métodos
simplécticos aqui apresentados. A diferença viśıvel a olho nu não é ao ńıvel das trajectórias,
mas ao ńıvel da evolução da função Hamiltoniana. Quando r = 1, a Hamiltoniana exibe um
comportamento oscilatório ao longo do processo de integração, mas a amplitude da sua variação
baixou para as 2 casas decimais, na ordem dos 0.06. Quanto à Hamiltoniana modificada, a sua
amplitude de variação ascende aos 6× 10−4, ou seja, é 100 vezes menor (ver figura 6.23).
Ao longo dos 71191 passos que compõem o processo de integração, o passo de integração mı́nimo
foi de h = 0.0021 e o passo de integração máximo ascendeu aos 2.672 × 10−6. A figura 6.24
indica claramente que o passo foi, realmente, adaptativo; no entanto, predominam os passos
de integração mais baixos ao longo do processo de integração, ou dito com um certo abuso na
linguagem, ¿o passo foi mais vezes mais baixo do que mais altoÀ.
Olhando de uma forma global para os resultados numéricos obtidos com o método de Euler
simpléctico adaptativo, para r = 1

2 , r = 3
4 e r = 1 (r = 0 corresponde ao método de Euler

simpléctico com passo de integração fixo), pode dizer-se que:
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Figura 6.22: Trajectória do terceiro corpo, no problema de Hill, com o método de Euler simpléctico adaptativo;
considerou-se ε = 10−2 e r = 1. As condições iniciais são (q1, q2) = (0.45, 0.05) e (q̇1, q̇2) = (0, 0).
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Figura 6.23: Evolução da Hamiltoniana e da Hamiltoniana modificada, respectivamente, no problema de Hill,
com o método de Euler simpléctico adaptativo; considerou-se ε = 10−2 e r = 1. As condições iniciais são
(q1, q2) = (0.45, 0.05) e (q̇1, q̇2) = (0, 0).

1. as trajectórias numéricas são, grosso modo, muito similares;

2. a função Hamiltoniana é sempre oscilatória mas, à medida que r aumenta, a sua amplitude
de variação diminui, reproduzindo melhor o retrato da fase;

3. o passo de integração é, na realidade, variável ao longo de todo o processo de integração
mas, com excepção de r = 1

2 , onde o passo foi tantas vezes alto como baixo, nos outros
dois casos, predominaram os passos de integração mais baixos;
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Figura 6.24: Evolução do passo de integração, no problema de Hill, com o método de Euler simpléctico
adaptativo; considerou-se ε = 10−2 e r = 1. As condições iniciais são (q1, q2) = (0.45, 0.05) e (q̇1, q̇2) = (0, 0).

4. quando comparado com o método de Euler simpléctico com passo de integração constante
e igual a 10−3, os resultados obtidos com o método adaptativo são sempre superiores em
termos da amplitude da variação da função Hamiltoniana; no caso do passo constante de
10−4, tal só acontece para r = 3

4 e r = 1;

5. quando comparado com o método Störmer-Verlet geral com passo de integração constante
e igual 10−3, os resultados deste em termos da evolução da função Hamiltoniana, são
superiores quando r = 1

2 e inferiores quando r = 3
4 e r = 1; se 10−4, os resultados do

método de ordem 2 são-lhe sempre favoráveis.

Para terminar esta secção, testa-se o cenário ε = 10−3 e r = 1
2 , de forma a verificar-se o efeito

de um aumento em ε.
Conforme seria de esperar, o número de passos, relativamente ao cenário ε = 10−2 e r = 1

2 ,
foi multiplicado, grosso modo, por 10: passou de 8594 passos para 85943 passos. O passo de
integração mı́nimo e máximo foram como que divididos por 10: o passo mı́nimo era 1, 6256×10−4

e passou para 1.6329× 10−5; o passo máximo era 0.0045 e passou para 4.5382× 10−4.
A trajectória do terceiro corpo é semelhante à obtida na figura 6.16, quando ε = 10−2 e r = 1

2 , ao
passo que a função Hamiltoniana evolui de forma análoga à volta do valor −2.5, isto é, exibindo
um comportamento oscilatório; no entanto, enquanto que com ε = 10−2 a variação é de, grosso
modo, 1 unidade em cada sentido, com ε = 10−3 a variação é somente de 1 décima em cada
sentido.
Estes resultados seriam de esperar já que, à medida que o passo de integração diminui, a evolução
da Hamiltoniana aproxima-se da evolução da Hamiltoniana subjacente ao sistema de equações
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diferenciais. Todavia, paga-se o preço desse decréscimo no passo de integração, em termos de
esforço computacional e de tempo. Será desejável chegar, então, a um compromisso razoável
entre o tamanho do passo de integração e dos recursos a alocar à resolução de determinado
problema. Neste caso particular da integração numérica do problema de Hill quando C > 4

3 , e
em face dos resultados obtidos, será razoável fixar ε em ε = 10−2 e adaptar o passo via r.

6.3.3 O método Störmer-Verlet adaptativo para Hamiltonianas não separáveis

O método Störmer-Verlet que integra sistemas hamiltonianos com Hamiltonianas não separáveis
tem, de forma análoga ao método de Euler simpléctico, uma versão adaptativa, isto é, uma versão
com passo de integração variável.
Aplique-se o integrador Störmer-Verlet, com passo de integração dependente de q, ao sistema
hamiltoniano

dp

dτ
= −s(q, ε)Hq(p, q)− sq(q, ε)(H(p, q)−H0)

dq

dτ
= s(q, ε)Hp(p, q).

(6.32)

O método Störmer-Verlet para este sistema é dado por

pn+ 1
2

= pn − ε

2
s(qn, ε)Hq(pn+ 1

2
, qn)− ε

2
sq(qn, ε)(H(pn+ 1

2
, qn)−H0)

qn+1 = qn +
ε

2
s(qn, ε)Hp(pn+ 1

2
, qn) +

ε

2
s(qn+1, ε)Hp(pn+ 1

2
, qn+1)

pn+1 = pn+ 1
2
− ε

2
s(qn+1, ε)Hq(pn+ 1

2
, qn+1)− ε

2
sq(qn+1, ε)(H(pn+ 1

2
, qn+1)−H0).

(6.33)

Inserindo as expressões para Hq e Hp no sistema 6.33, obtem-se

pn+ 1
2

= pn − ε

2
s(qn)

(
JT pn+ 1

2
+ Aqn +

qn

‖qn‖3

)

− ε

2
sq(qn)

(
1
2
‖pn+ 1

2
‖2 − qT

n Jpn+ 1
2

+
1
2
qT
n Aqn − 1

‖qn‖ −H0

)

qn+1 = qn +
ε

2
s(qn)

(
pn+ 1

2
+ Jqn

)
+

ε

2
s(qn+1)

(
pn+ 1

2
+ Jqn+1

)

pn+1 = pn+ 1
2
− ε

2
s(qn+1)

(
JT pn+ 1

2
+ Aqn+1 +

qn+1

‖qn+1‖3

)

− ε

2
sq(qn+1)

(
1
2
‖pn+ 1

2
‖2 − qT

n+1Jpn+ 1
2

+
1
2
qT
n+1Aqn+1 − 1

‖qn+1‖ −H0

)
.

(6.34)
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A primeira equação é similar à primeira equação de 6.31, e pode ser resolvida para pn+ 1
2

de
maneira análoga. Resulta

pn+ 1
2

=
(
I +

ε

2
s(qn)JT − ε

2
sq(qn)qT

n J
)−1

[
pn − ε

2
s(qn)

(
Aqn +

qn

‖qn‖3

)

−ε

2
sq(qn)

(
1
2
‖pn+ 1

2
‖2 +

1
2
qT
n Aqn − 1

(‖qn‖ −H0

)]
.

Esta é uma equação quadrática em pn+ 1
2
, e pode ser resolvida, tal como anteriormente, por se

considerar a norma
‖pn+ 1

2
‖2
2 = pT

n+ 1
2

pn+ 1
2

e calcular a quantidade escalar β = ‖pn+ 1
2
‖2
2 a partir da relação

β =
∥∥∥∥
(
I +

ε

2
s(qn)JT − ε

2
sq(qn)qT

n J
)−1

[
pn − ε

2
s(qn)

(
Aqn +

qn

‖qn‖3

)

−ε

2
sq(qn)

(
1
2
β +

1
2
qT
n Aqn − 1

(‖qn‖ −H0

)]∥∥∥∥
2

.

Neste momento, pn+ 1
2

pode ser determinado de forma expĺıcita em 6.34 e, tal como no caso do
método de Euler simpléctico com passo de integração variável, os coeficientes para a equação
quadrática associada constam dos programas em Matlab, que seguem no apêndice A.
A segunda equação de 6.34 é impĺıcita em qn+1. A estratégia para contornar este obstáculo é
rearranjar a equação, obtendo-se

qn+1 =
(
I − ε

2
s(qn+1)J

)−1 (
qn +

ε

2
(s(qn) + s(qn+1)) pn+ 1

2
+

ε

2
s(qn)Jqn

)
. (6.35)

Seja s(qn+1, ε) = γ e considere-se a equação escalar não linear

γ = s

((
I − ε

2
γJ

)−1 (
qn +

ε

2
(s(qn) + γ)) pn+ 1

2
+

ε

2
s(qn)Jqn

))
, (6.36)

a qual pode ser resolvida para γ. Em particular, se s(q, ε) = (qT q)r ≡ ‖q‖2r
2 , para algum

0 ≤ r ≤ 1. Então,

γ = ‖
(
I − ε

2
γJ

)−1 (
qn +

ε

2
(s(qn) + γ)) pn+ 1

2
+

ε

2
s(qn)Jqn

)
‖2r
2 , (6.37)

a qual pode ser resolvida pelo método de Newton, resolvendo-se a equação não linear

f(γ) = γ − ‖
(
I − ε

2
γJ

)−1 (
qn +

ε

2
(s(qn) + γ)) pn+ 1

2
+

ε

2
s(qn)Jqn

)
‖2r
2 = 0, (6.38)
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atendendo a que fγ está dispońıvel. A expressão desta derivada pode ser encontrada nos pro-
gramas em Matlab, que seguem no apêndice A.
O algoritmo 6.34 fornece aproximações em tn, onde

tn+1 = tn +
ε(s(qn) + s(qn+1))

2
.

6.3.4 Resultados numéricos com o método Störmer-Verlet adaptativo

Nesta subsecção, o método Störmer-Verlet adaptativo irá ser implementado para as mesmas
condições iniciais e com os mesmos valores para os parâmetros r e ε da implementação feita
com o método de Euler simpléctico adaptativo, de forma a ser leǵıtimo comparar os resultados
numéricos produzidos por ambos os métodos.
Considere-se ε = 10−2 e, um por vez, r = 1

2 , r = 3
4 e r = 1, para uma integração em t ∈ [0; 20].

A constante de Jacobi associada a estas condições iniciais é C = 5.02476.
Na figura 6.25 constam as trajectórias produzidas pelo método, para r = 1

2 , r = 3
4 e r = 1,

respectivamente, da esquerda para a direita. As trajectórias produzidas pelo método são, após
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Figura 6.25: Trajectória do terceiro corpo, no problema de Hill, com o método Störmer-Verlet adaptativo, para
r = 1

2
, r = 3

4
e r = 1, respectivamente. As condições iniciais são (q1, q2) = (0.45, 0.05) e (q̇1, q̇2) = (0, 0), com

ε = 10−2.

inspecção visual, similares. No primeiro caso, o método integrou durante 8594 passos, no se-
gundo caso, durante 22244 passos e, no último, durante 71212 passos. Como a observação
da figura 6.25 é inconclusiva quanto à comparação dos resultados obtidos, torna-se necessário
avançar para a análise da evolução da função Hamiltoniana ao longo do processo de integração.
Observe-se a figura 6.27. Nos 3 casos, a Hamiltoniana volta repetidamente ao valor assumido
no instante inicial, H0, exibindo um comportamento de acordo com o indicado pela literatura,
no sentido que oscila em torno do valor inicial, sendo irrelevante que oscile sempre no mesmo
sentido. Pode dizer-se, então, que os três casos produzem resultados numéricos satisfatórios na
integração do sistema hamiltoniano.
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Figura 6.26: Evolução da Hamiltoniana, no problema de Hill, com o método Störmer-Verlet adaptativo, para
r = 1

2
, r = 3

4
e r = 1, respectivamente. As condições iniciais são (q1, q2) = (0.45, 0.05) e (q̇1, q̇2) = (0, 0), com

ε = 10−2.
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Figura 6.27: Evolução da Hamiltoniana modificada, no problema de Hill, com o método Störmer-Verlet adapta-
tivo, para r = 1

2
, r = 3

4
e r = 1, respectivamente. As condições iniciais são (q1, q2) = (0.45, 0.05) e (q̇1, q̇2) = (0, 0),

com ε = 10−2.

No entanto, o caso de r = 1
2 , produz uma variação da Hamiltoniana na segunda casa decimal,

ao passo que nos outros dois casos isso acontece somente na terceira casa decimal. A variação
na Hamiltoniana nos casos r = 3

4 e r = 1 é muito semelhante.
Em todos os três casos, a Hamiltoniana modificada não demonstra tendência de subida ou de-
scida, mas varia em torno do seu valor numérico inicial, na ordem da quarta, sexta e sétima casa
decimal, respectivamente (ver figura 6.27).
Naturalmente que os resultados obtidos dependem do passo de integração assumido pelo inte-
grador, em cada instante da integração. Atente-se na figura 6.28. A observação da figura sugere
que, com r = 1

2 , o passo de integração oscilou, no sentido que assumia, igualmente, os valores
mais altos e os valores mais baixos, não existindo predomı́nio da produção de passos de inte-
gração muito baixos ou muito altos (no contexto da banda de valores assumidos pelo passo de
integração). Com r = 3

4 e r = 1, o passo de integração assumiu, em grande parte do processo,
os valores mais baixos da banda de valores produzidos.
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Figura 6.28: Evolução do passo de integração, no problema de Hill, com o método Störmer-Verlet adaptativo,
para r = 1

2
, r = 3

4
e r = 1, respectivamente. As condições iniciais são (q1, q2) = (0.45, 0.05) e (q̇1, q̇2) = (0, 0),

com ε = 10−2.

Com r = 1
2 , o passo mı́nimo foi de 1.6258 × 10−4 e o máximo de 0.0045. Com r = 3

4 , o
passo mı́nimo foi de 2.6855 × 10−5 e o máximo de 0.0031. Com r = 1, o passo mı́nimo foi de
2.6651×10−6 e o máximo de 0.0021. Comparando o método de Euler simpléctico com o método
Störmer-Verlet, ambos na sua versão adaptativa, pode dizer-se que:

1. para todos os cenários, isto é, para as integrações numéricas com os diferentes valores de
r, o número de passos do processo de integração, o passo de integração mı́nimo e o passo
de integração máximo ou coincidem ou são quase coincidentes;

2. a evolução genérica da função Hamiltoniana apresenta resultados satisfatórios, oscilando
à volta do seu valor inicial;

3. embora a variação da Hamiltoniana seja aceitável para todas as integrações numéricas
efectuadas em ambos os métodos, a variação desta função no método de ordem 2 é sempre
menor, em cada caso: 0.045 unidades contra 2 unidades, quando r = 1

2 ; 0.0014 unidades
contra 0.35 unidades, quando r = 3

4 ; 0.0016 unidades contra 0.06 unidades quando r = 1;

4. devido aos resultados obtidos com a evolução da Hamiltoniana, o método Störmer-Verlet
adaptativo é prefeŕıvel ao método de Euler simpléctico;

5. o tempo de correr ambos os métodos no computador é, praticamente, idêntico.

6.4 Integração numérica no caso da possibilidade de escape

Nesta secção, o problema de Hill será integrado numericamente, para o caso em que C < 3
4
3 , isto

é, quando se abre a possibilidade de escape. Note-se que é, apenas, uma possibilidade, já que
mesmo quando a curva de Hill está aberta, não há a garantia que o terceiro corpo necessariamente
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escape [15].
O problema de Hill será integrado para três condições iniciais diferentes:

1. (q1, q2) = (0.35, 0.4) e (q̇1, q̇2) = (0, 0), originando uma constante de Jacobi igual a C =
4.1304;

2. (q1, q2) = (0.36, 0.4) e (q̇1, q̇2) = (0, 0), originando uma constante de Jacobi igual a C =
4.1053;

3. (q1, q2) = (0.5, 0.5) e (q̇1, q̇2) = (0, 0), originando uma constante de Jacobi igual a C =
3.5784,

pelo método Störmer-Verlet geral com passo de integração fixo, pelo método de Euler simpléctico
e pelo método Störmer-Verlet, ambos com passo de integração adaptativo.

Considere-se (q1, q2) = (0.35, 0.4) e (q̇1, q̇2) = (0, 0), para t ∈ [0, 30].
A figura 6.29 mostra que as trajectórias numérica produzidas pelos três métodos são, em termos
visuais, idênticas. Note-se que, neste caso, no fim do processo de integração, ao fim de 300000
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Figura 6.29: Trajectórias do terceiro corpo, no problema de Hill, com o método Störmer-Verlet geral com
passo de integração h = 10−4, com o método de Euler simpléctico e com o Störmer-Verlet, estes dois últimos
adaptativos, considerando-se ε = 10−2 e r = 1. As condições iniciais são (q1, q2) = (0.35, 0.4) e (q̇1, q̇2) = (0, 0) e
integrou-se para t ∈ [0, 30].

passos, no método com passo de integração fixo, 67023 passos no método de Euler simpléctico
adaptativo, e 67036 passos no método Störmer-Verlet adaptativo, o corpo ainda não tinha es-
capado. Todavia, tal não significa que o corpo não irá, eventualmente, escapar. A decisão de
correr os métodos para t ∈ [0, 30] prende-se com o saber se, no longo prazo, a órbita escapa, mas
os resultados são inconclusivos neste sentido (ainda não ocorreu em t = 30, mas pode acontecer
posteriormente)
A análise da evolução da função Hamiltoniana torna posśıvel avançar na comparação dos resul-
tados numéricos. No método Störmer-Verlet geral, a Hamiltoniana evolui de uma forma estável,



Integração numérica no caso da possibilidade de escape 155

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

x 10
5

−9

−8

−7

−6

−5

−4

−3

−2

−1

Tempo

H
a

m
ilt

o
n

ia
n

a

0 1 2 3 4 5 6 7

x 10
4

−2.12

−2.1

−2.08

−2.06

−2.04

−2.02

−2

−1.98

−1.96

−1.94

Tempo

H
a

m
ilt

o
n

ia
n

a

0 1 2 3 4 5 6 7

x 10
4

−2.12

−2.11

−2.1

−2.09

−2.08

−2.07

−2.06

−2.05

Tempo

H
a

m
ilt

o
n

ia
n

a

Figura 6.30: Evolução da Hamiltoniana, no problema de Hill, com o método Störmer-Verlet geral com passo de
integração h = 10−4, com o método de Euler simpléctico e com o Störmer-Verlet, estes dois últimos adaptativos,
considerando-se ε = 10−2 e r = 1. As condições iniciais são (q1, q2) = (0.35, 0.4) e (q̇1, q̇2) = (0, 0) e integrou-se
para t ∈ [0, 30].

com variações máximas na ordem das unidades, ao longo dos 300000 passos de integração, isto é,
no longo prazo. No entanto, o método de Euler simpléctico adaptativo, nas condições enunciadas,
exibe uma evolução mais interessante, ou seja, um comportamento oscilatório e, de certa forma,
ćıclico, mas com variações máximas na ordem da primeira casa decimal. O passo de integração
mı́nimo foi de 1.575 × 10−7 e o máximo ascendeu a 0.0046. Já com o método Störmer-Verlet
adaptativo, a evolução da função Hamiltoniana é sempre no mesmo sentido, facto que, por si
só, é irrelevante; o pertinente é a magnitude do desvio da Hamiltoniana numérica relativamente
ao seu valor em t = 0. Neste particular, o método de ordem 2 exibe um comportamento ligeira-
mente mais favorável (variação máxima da Hamiltoniana de 0.05, contra 0.11 no método de
ordem 1). O método de ordem superior integrou com um passo mı́nimo de 1.6024× 10−7 e com
um passo máximo de 0.0046. A figura 6.31 mostra que a evolução do passo de integração, ao
longo do processo, foi semelhante em ambos os métodos.

Considere-se (q1, q2) = (0.36, 0.4) e (q̇1, q̇2) = (0, 0), para t ∈ [0, 10].
Quando se integra pelo método de Euler simpléctico adaptativo nas condições supracitadas, isto
é, ε = 10−2 e r = 1, a função Hamiltoniana, no final do processo, exibe uma variação significa-
tiva, na ordem das 80 unidades, indicando a produção de resultados inaceitáveis. A explicação
deste comportamento da Hamiltoniana reside na evolução do passo de integração; os resultados
revelam um passo máximo de 2.1833. Uma justificação plauśıvel prende-se com a forma como
se define h: o passo de integração é função da distância do corpo à origem; logo, as condições
utilizadas, ε = 10−2 e r = 1, produzem normas de tal modo significativas que inviabilizam a
produção de resultados numéricos aceitáveis.
O contornar esta situação passa pelo controlo do passo de integração via redução de r e au-
mento de ε, de uma forma equilibrada, ou seja, faz-se um compromisso entre a variação efectuar
em r e ε, de forma a obter resultados aceitáveis com recursos computacionais e de tempo não
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Figura 6.31: Evolução do passo de integração, no problema de Hill, com o método de Euler simpléctico e com
o Störmer-Verlet, ambos adaptativos, considerando-se ε = 10−2 e r = 1. As condições iniciais são (q1, q2) =
(0.35, 0.4) e (q̇1, q̇2) = (0, 0) e integrou-se para t ∈ [0, 30].

muito onerosos. Após várias tentativas de encontrar a melhor combinação de ε e r, tanto para
o método de Euler simpléctico como para o método Störmer-Verlet, optou-se pela combinação
ε = 10−3 e r = 1. As trajectórias produzidas pelos 3 métodos estão representadas na figura 6.32.
A diferença marcante relativamente ao caso anterior, é o escape do corpo; os métodos exibem
trajectórias visualmente semelhantes.
A observação da evolução da função Hamiltoniana (ver figura 6.33) permite concluir que, em
termos genéricos, a função evolui conforme esperado, ou seja, oscilatória à volta de o seu valor
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Figura 6.32: Trajectórias do terceiro corpo, no problema de Hill, com o método Störmer-Verlet geral com
passo de integração h = 10−4, com o método de Euler simpléctico e com o Störmer-Verlet, estes dois últimos
adaptativos, considerando-se ε = 10−3 e r = 1

2
. As condições iniciais são (q1, q2) = (0.36, 0.4) e (q̇1, q̇2) = (0, 0) e

integrou-se para t ∈ [0, 10].

inicial, não exibindo nenhuma tendência de subida ou de descida. Com a integração com passo
fixo, a Hamiltoniana é, na esmagadora maioria do processo, estável até à segunda casa decimal,



Integração numérica no caso da possibilidade de escape 157

só exibindo uma oscilação maior, na ordem dos 0.0425. Já os métodos com passo de integração
variável, demonstram, no final do processo, uma variação mais acentuada desta função; tal reg-
isto estará associado a um incremento do passo de integração, à medida que o corpo se afasta
cada vez mais da origem. No entanto, até t = 10, que corresponde a 13818 passos no método de
Euler, e a 13820 passos no método Störmer-Verlet, os resultados obtidos quanto à Hamiltoniana
são satisfatórios. Na realidade, a variação máxima exibida é, no método de ordem 1, de 0.225
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Figura 6.33: Evolução da Hamiltoniana, no problema de Hill, com o método Störmer-Verlet geral com passo de
integração h = 10−4, com o método de Euler simpléctico e com o Störmer-Verlet, estes dois últimos adaptativos,
considerando-se ε = 10−3 e r = 1

2
. As condições iniciais são (q1, q2) = (0.35, 0.4) e (q̇1, q̇2) = (0, 0) e integrou-se

para t ∈ [0, 30].

unidades e, no método de ordem 2, de 0.003 unidades, ambas no final do processo de integração.
A figura 6.34 ilustra a evolução do passo de integração dos métodos adaptativos. O método de

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000
0

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

0.03

h
=

ε 
s(

q
n
)

Tempo
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000

0

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

0.03

h
=

ε/
2

(s
(q

n
)+

s(
q

n
+

1
))

Tempo

Figura 6.34: Evolução do passo de integração, no problema de Hill, com o método de Euler simpléctico
e com o Störmer-Verlet, ambos adaptativos, considerando-se ε = 10−3 e r = 1

2
. As condições iniciais são

(q1, q2) = (0.35, 0.4) e (q̇1, q̇2) = (0, 0) e integrou-se para t ∈ [0, 30].

Euler integrou com um passo mı́nimo de 1.3153 × 10−5 e com um passo máximo de 0.0264. O
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método Störmer-Verlet produziu, como passo mı́nimo, o valor de 1.3147 × 10−5 e como passo
máximo o valor de 0.026. Pode dizer-se que o passo de integração não variou de forma uniforme
ao longo do processo, mas assumiu valores relativamente baixos até cerca de 90% da simulação
e, a partir dáı, o passo começou a crescer. Tal facto poderá ser a justificação dos resultados da
função Hamiltoniana na parte final da integração numérica.

As condições iniciais seguintes são diversas das duas anteriores, no sentido que o escape do
corpo dá-se quase imediatamente. Considere-se (q1, q2) = (0.5, 0.5) e (q̇1, q̇2) = (0, 0), para
t ∈ [0, 10].
Quando se implementa o método de Euler simpléctico com ε = 10−2 e r = 1, as condições
mais favoráveis no caso de C > 3

4 , o método produz um passo de integração máximo de 98.52,
implicando a rejeição dos resultados obtidos. Novamente, o controlo do passo de integração
passa por um compromisso entre os valores de r e de ε, adoptando-se, novamente, ε = 10−3 e
r = 1

2 . As trajectórias produzidas pelos 3 métodos estão na figura 6.35 e, conforme se observa,
elas são muito similares. O método de passo fixo correu para 100000 passos, e os métodos de
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Figura 6.35: Trajectórias do terceiro corpo, no problema de Hill, com o método Störmer-Verlet geral com
passo de integração h = 10−4, com o método de Euler simpléctico e com o Störmer-Verlet, estes dois últimos
adaptativos, considerando-se ε = 10−3 e r = 1

2
. As condições iniciais são (q1, q2) = (0.5, 0.5) e (q̇1, q̇2) = (0, 0) e

integrou-se para t ∈ [0, 10].

Euler simpléctico e Störmer-Verlet para 5640 e 5644 passos, respectivamente. A evolução da
Hamiltoniana está patente na figura 6.36. Todos os métodos exibem uma evolução desta função
dentro do que seria de esperar, em virtude de serem métodos simplécticos a integrar sistemas
hamiltonianos. O integrador de passo fixo apresenta uma Hamiltoniana muito estável à volta
de H0, com uma variação máxima, num caso pontual, de 0.7 unidades. No método de Euler
simpléctico adaptativo, a Hamiltoniana oscila em torno de H0, com uma variação máxima de 0.4
unidades em cada sentido. O método de ordem 2 com passo variável revela uma Hamiltoniana
estável, com uma variação máxima de 0.0028 unidades; enfatize-se, novamente, que a variação
sempre no mesmo sentido é irrelevante, sendo o importante o voltar repetidamente à vizinhança
de H0.
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Para aferir a evolução do passo de integração, observe-se a figura 6.37. Ambos os métodos
exibem a mesma tendência no que concerne a este item; na maioria do processo, o passo de inte-
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Figura 6.36: Evolução da Hamiltoniana, no problema de Hill, com o método Störmer-Verlet geral com passo de
integração h = 10−4, com o método de Euler simpléctico e com o Störmer-Verlet, estes dois últimos adaptativos,
considerando-se ε = 10−3 e r = 1

2
. As condições iniciais são (q1, q2) = (0.5, 0.5) e (q̇1, q̇2) = (0, 0) e integrou-se

para t ∈ [0, 10].

gração é relativamente baixo e estável numa banda apertada mas, no final do processo, o passo
sobe de forma significativa. No integrador de ordem 1, o passo mı́nimo foi de 6.5275× 10−6 e o
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Figura 6.37: Evolução do passo de integração, no problema de Hill, com o método de Euler simpléctico
e com o Störmer-Verlet, ambos adaptativos, considerando-se ε = 10−3 e r = 1

2
. As condições iniciais são

(q1, q2) = (0.5, 0.5) e (q̇1, q̇2) = (0, 0) e integrou-se para t ∈ [0, 10].

máximo de 0.0308. No integrador de ordem 2, o passo mı́nimo foi de 6.5173× 10−6 e o máximo
ascendeu a 0.0306.

Em śıntese, no caso da possibilidade de escape, pode dizer-se que:

1. não é obrigatório que o corpo se escape; embora haja essa possibilidade, em virtude da
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abertura das curvas de Hill, não há a garantia de que o corpo se movimente, cada vez para
mais longe;

2. na integração de órbitas em que o corpo não escapa, os 3 métodos usados apresentam
resultados satisfatórios no que concerne à evolução da função Hamiltoniana; no entanto,
o método Störmer-Verlet adaptativo é o que apresenta menor variação em termos desta
quantidade;

3. na integração de órbitas em que o corpo escapa, é necessário ajustar os parâmetros que
influenciam a definição do passo de integração, de forma a evitar a produção de passos
demasiado altos e que, consequentemente, põem em causa os resultados numéricos obtidos;

4. no caso da integração de órbitas em que o corpo escapa, o método de ordem 2 adaptativo
é o que exibe melhores resultados em termos da evolução da Hamiltoniana, embora todos
os três métodos implementados apresentem resultados numéricos satisfatórios.



Caṕıtulo 7

Conclusões

Os sistemas hamiltonianos são o modelo mais adequado para modelar uma grande variedade de
sistemas f́ısicos. Quando a solução geral de determinado sistema de equações diferenciais não
existe ou não é conhecida, torna-se necessário recorrer a métodos numéricos para integrar esse
sistema. Naturalmente, é prefeŕıvel que o método numérico utilizado reproduza o retrato da
fase, preservando a estrutura subjacente ao sistema a integrar, o que passa por preservar um
leque de caracteŕısticas qualitativas interessantes do sistema original. Algumas dessas carac-
teŕısticas qualitativas fundamentais são a simplecticidade do fluxo hamiltoniano, a simetria, leis
de conservação, comportamentos assimptóticos e preservação dos pontos de equiĺıbrio.
Muitos métodos clássicos, tais como os método de Euler expĺıcito e impĺıcito, não são inte-
gradores geométricos. A literatura mostra que os integradores clássicos aplicados a sistemas
hamiltonianos só produzem resultados numéricos aceitáveis em integrações de curto prazo. Em
integrações de longo prazo, estes métodos produzem, nos exemplos apresentados, distorções nas
trajectórias e na função Hamiltoniana. O método Runge-Kutta de ordem 4, embora demon-
stre resultados numéricos francamente melhores do que os dois métodos anteriores, apresenta,
quando o passo de integração não é suficientemente pequeno, alguma dissipação artificial. De
facto, a literatura mostra que este método não se inclui na classe dos integradores geométricos.
Embora seja um integrador usado frequentemente em várias áreas do conhecimento, o seu uso
na integração de sistemas hamiltonianos deve ser visto com cautela, já que, em geral, produz
resultados numéricos com dissipação artificial.
O método de Euler simpléctico, a regra do ponto médio impĺıcita e o método Störmer-Verlet,
sendo o primeiro de ordem 1 e os últimos de ordem 2, são integradores simplécticos. São, por
isso, métodos adequados para integrar sistemas com natureza hamiltoniana, facto evidente nos
resultados numéricos obtidos na integração do problema de Hill. Todos os métodos produzem
uma Hamiltoniana com uma evolução compat́ıvel com a literatura: embora não exactamente
conservada, revela um comportamento oscilatório em torno do seu valor no instante inicial, não

161



162

demonstrando qualquer tendência. Tal significa que, em qualquer instante do processo de inte-
gração, a função Hamiltoniana numérica assume um valor próximo da função Hamiltoniana do
sistema de equações diferenciais.
No caso particular da integração do problema de Hill, para C > 3

4
3 , isto é, quando o movimento

está circunscrito à região oval dentro da curva de Hill, todos os métodos simplécticos selec-
cionados produzem trajectórias dentro dessa área (o método Runge-Kutta de ordem 4 também,
embora revele dissipação artificial), ao passo que os métodos de Euler expĺıcito e impĺıcito pro-
duzem trajectórias que só no muito curto prazo permanecem nessa região. A diferença entre
os resultados produzidos pelos métodos simplécticos reside na precisão obtida no cálculo da
Hamiltoniana. O método de Euler simpléctico exibe uma precisão menor, o que é congruente
com o facto de ser um método de ordem 1, ao passo que os outros dois são de ordem 2. Então,
se for exiǵıvel uma precisão superior, a regra do ponto média impĺıcita e o método Störmer-
Verlet produzem resultados melhores. No entanto, quando a opção é pela regra do ponto médio
impĺıcita, deve ponderar-se o facto de este ser um método impĺıcito, exigindo maiores recursos
computacionais e de tempo, ao passo que o método de Euler simpléctico é um método expĺıcito.
Quanto à opção entre este método impĺıcito e o método Störmer-Verlet, no caso da integração
do problema de Hill, os resultados sugerem a opção pelo segundo método, já que este método é
da mesma ordem e é expĺıcito.
Neste caso em que o movimento está circunscrito a uma região do movimento fechada, e porque
as trajectórias numéricas estão próximas da origem, os resultados podem ser melhorados pelo
recurso a métodos numéricos com passo de integração variável. O método Störmer-Verlet, na
sua versão adaptativa, com r = 3

4 e r = 1 é o integrador que produz os resultados numéricos
melhores, em termos da evolução da função Hamiltoniana. Tal não acontece para r = 1

2 , já que,
neste cenário, o passo de integração mı́nimo produzido é superior a 10−4 e, então, o método na
sua versão com passo de integração fixo e igual a 10−4 produz resultados superiores.
No caso da integração do problema de Hill quando há possibilidade de escape (C < 3

4
3 , não é

certo que os métodos adaptativos produzam resultados melhores do que a sua versão com passo
de integração fixo. Quando o corpo, embora tenha essa possibilidade, não escapa, o método
Störmer-Verlet adaptativo é o integrador que produz melhores resultados. No entanto, quando
o corpo escapa, e porque cada vez mais se afasta da origem, foi necessário ajustar o passo de
integração variável via ajuste no parâmetro ε, de ε = 10−2 para ε = 10−3; note-se que como
s(q) = (qT q)r, à medida que o corpo se afasta, o passo de integração resultante é, cada vez,
maior. Para os dois conjuntos de condições iniciais assumidos, o método de ordem 2 com passo
de integração variável, foi o método que produziu melhores resultados.
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Perspectivas de trabalho futuro

Para o problema que surgiu na integração do problema de Hill, no caso efectivo de escape, que se
originou na produção, a partir de certa altura, de passos de integração cada vez maiores, numa
primeira tentativa de o contornar, variou-se o parâmetro r. No entanto, em termos práticos, tal
opção teve de ser abandonada, já que o tempo de integração era muito elevado. Numa segunda
tentativa, fez-se variar o parâmetro ε, com os resultados numéricos que figuram no caṕıtulo
anterior.
Levanta-se a questão de modificar a expressão de s(q): poderá ser s(p), s(q, p) ou, na mesma,
s(q), mas com uma expressão diferente.



Apêndice A

Programas

Os programas foram compilados em Matlab 7, usando um computador HP Compaq nx6110,
com um processador Intel Pentium com 1.73 GHz e com RAM de 1 GB.

A.1 Método de Euler expĺıcito

function [P,Q,H,E] = hill_euler(p,q,h,tmax)
%
% O programa implementa o método de Euler explı́cito de ordem 1
% p,q = condiç~oes iniciais
% h = passo de integraç~ao
% tmax = tempo limite
%
% matrizes constantes
J = [0 1;-1 0];
A = [-2 0;0 1];

% Funç~oes Hamiltonianas
Hp = p + J*q;
Hq = J’*p + A*q + q/norm(q)^3;
f = [Hp;-Hq];

% algoritmo do método
tspan=0:h:tmax; % número de passos
NT = length(tspan);
neq = length(p);
P = zeros(neq,NT);
Q = zeros(neq,NT);
Y = zeros(2*neq,NT);
H = zeros(NT,1);
P(:,1)=p;
Q(:,1)=q;
Y(:,1)=[Q(:,1);P(:,1)];
H(1) = 1/2*norm(p)^2 - q’*J*q - q(1)^2 + 1/2*q(2)^2 - 1/norm(q);
for i = 1:NT-1

Y(:,i+1) = Y(:,i) + h*f;
Q(:,i+1) = Y(1:neq,i+1);
P(:,i+1) = Y(neq+1:2*neq,i+1);

% Cálculo das funç~oes Hamiltonianas
q = Q(:,i+1);
p = P(:,i+1);
Hp = p + J*q;
Hq = J’*p + A*q + q/norm(q)^3;
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f=[Hp;-Hq];
H(i+1) = 1/2*norm(p)^2 - q’*J*q - q(1)^2 + 1/2*q(2)^2 - 1/norm(q);

end
for k=1:length(H)-1

E(k) = H(k+1)-H(k);
end

% faz um plot das curvas com C constante e velocidade zero, para obter um plot
% de uma curva de Hill
[x,y] = meshgrid(-10:.05:10, -10:.05:10);

% C=2*U, U=potencial, V=0; V^2=2*U-C
C=3*x.^2+2./sqrt(x.^2+y.^2);

Cq = 3*q(1)^2+2/sqrt(q(1)^2+q(2)^2);
V=[Cq Cq];

% figuras
contour(x,y,C,V,’k’);
hold on
plot(Q(1,:),Q(2,:))

A.2 Método de Euler impĺıcito

function [P,Q,E] = hill_euler_implicito(p,q,h,tmax)
%
% O programa implementa o método de Euler implı́cito de ordem 1
% p,q = condiç~oes iniciais
% h = passo de integraç~ao
% tmax = tempo limite
%
% matrizes constantes
J = [0 1;-1 0];

% algoritmo do método de Euler implı́cito
tspan=0:h:tmax; % número de passos
NT = length(tspan);
neq = length(p);
P = zeros(neq,NT);
Q = zeros(neq,NT);
H = zeros(NT,1);
P(:,1)=p;
Q(:,1)=q;
Y = zeros(2*neq,NT);
Y(:,1) = [ Q(:,1); P(:,1)];
yold = Y(:,1);
H(1) = 1/2*norm(p)^2 - q’*J*q - q(1)^2 + 1/2*q(2)^2 - 1/norm(q);
for i = 1:NT-1

Y(:,i+1) = hill_newton(Y(:,i),h);
Q(:,i+1) = Y(1:neq,i+1);
P(:,i+1) = Y(neq+1:2*neq,i+1);

% Cálculo da Hamiltoniana
H(i+1) = 1/2*norm(P(:,i+1))^2 - Q(:,i+1)’*J*P(:,i+1) - Q(1,i+1)^2 +...

1/2*Q(2,i+1)^2 - 1/norm(Q(:,i+1));
end
for k=1:length(H)-1

E(k) = H(k+1)-H(k);
end

% faz um plot das curvas com C constante e velocidade zero, para obter um plot
% de uma curva de Hill
[x,y] = meshgrid(-10:.05:10, -10:.05:10);

% C=2*U, U=potencial, V=0; V^2=2*U-C
C=3*x.^2+2./sqrt(x.^2+y.^2);

Cq = 3*0.45^2+2/sqrt(0.45^2+0.05^2);
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V=[Cq Cq];

% figuras
contour(x,y,C,V,’k’);
hold on
plot(Q(1,:),Q(2,:))

function x = hill_newton(x0,h)
% Método de Newton para sistemas de equaç~oes n~ao lineares para o problema de Hill,
% no método de Euler implı́cito

xeps = 5*eps;
feps = 5*eps; % tolerância é 5*eps
maxit = 20;
q=x0(1:2); p=x0(3:4);

x = x0; k = 0; % palpite inicial e número corrente de iteraç~oes
while k <= maxit

k = k + 1;
q = x(1:2);
p = x(3:4);
f1 = [ q(1)-x0(1)-h*(p(1)+q(2)); q(2)-x0(2)-h*(p(2)-q(1)) ];
f2 = [ p(1)-x0(3)-h*(p(2)+2*q(1)-q(1)/(q(1)^2+q(2)^2)^(3/2));

p(2)-x0(4)-h*(-p(1)-q(2)-q(2)/(q(1)^2+q(2)^2)^(3/2)) ];
%
G1 = [ 1, -h, -h, 0 ];
G2 = [ h, 1, 0, -h ];
G3 = [ h*(-2+1/(q(1)^2+q(2)^2)^(3/2)-3*q(1)^2/(q(1)^2+q(2)^2)^(5/2)),

-3*h*q(1)/(q(1)^2+q(2)^2)^(5/2)*q(2), 1, -h ];
G4 = [ -3*h*q(1)/(q(1)^2+q(2)^2)^(5/2)*q(2),

h*(1+1/(q(1)^2+q(2)^2)^(3/2)-3*q(2)^2/(q(1)^2+q(2)^2)^(5/2)), h, 1 ];
%
f = [ f1; f2 ]; % vector f
G = [ G1;G2;G3;G4 ]; % Jacobiana G
dx = G\f; % resolve a equaç~ao linear
x = x - dx;
if ( norm(f) < feps ) | ( norm(dx) < xeps ), return; end

end
warning(sprintf(’Soluç~ao n~ao encontrada dentro da tolerância após %d iteraç~oes\n’,k));

A.3 Regra do ponto médio impĺıcita

function [P,Q,E] = hill_pontomedio(p,q,h,tmax);
%
% O programa implementa a regra do ponto médio implı́cita de ordem 2
% p,q = condiç~oes iniciais
% h = passo de integraç~ao
% tmax = tempo limite
%
tspan=0:h:tmax; % número de passos
NT = length(tspan);
neq = length(p);
P = zeros(neq,NT);
Q = zeros(neq,NT);
H = zeros(NT,1);
P(:,1)=p; Q(:,1)=q;
Y = zeros(2*neq,NT);
Y(:,1) = [ Q(:,1); P(:,1)];
yold = Y(:,1);
H(1) = 1/2*norm(P(:,1))^2 - Q(:,1)’*J*P(:,1) - Q(1,1)^2 +...

1/2*Q(2,1)^2 - 1/norm(Q(:,1));
for i = 1:NT-1

Y(:,i+1) = newton_pontomedio(Y(:,i),h);
Q(:,i+1) = Y(1:neq,i+1);
P(:,i+1) = Y(neq+1:2*neq,i+1);

% Cálculo da Hamiltoniana
H(i+1) = 1/2*norm(P(:,i+1))^2 - Q(:,i+1)’*J*P(:,i+1) - Q(1,i+1)^2 +...



Regra do ponto médio impĺıcita 167

1/2*Q(2,i+1)^2 - 1/norm(Q(:,i+1));
end
for k=1:length(H)-1

E(k) = H(k+1)-H(k);
end

% faz um plot das curvas com C constante e velocidade zero, para obter um plot
% de uma curva de Hill
[x,y] = meshgrid(-10:.05:10, -10:.05:10);

% C=2*U, U=potencial, V=0; V^2=2*U-C
C=3*x.^2+2./sqrt(x.^2+y.^2);

Cq = 3*0.45^2+2/sqrt(0.45^2+0.05^2);
V=[Cq Cq];

% figuras
contour(x,y,C,V,’k’);
hold on
plot(Q(1,:),Q(2,:))
xlabel(’q_1’)
ylabel(’q_2’)

figure
plot(E,’.’)
xlabel(’Tempo’)
ylabel(’Erro na Hamiltoniana’)

figure
plot(H,’.’)
xlabel(’Tempo’)
ylabel(’Hamiltoniana’)

function x = newton_pontomedio(x0,h)
% Método de newton para sistemas de equaç~oes n~ao lineares,
% no problema de Hill, com a regra do ponto médio

xeps = 5*eps;
feps = 5*eps; % tolerância é 5*eps
maxit = 20;
q=x0(1:2); p=x0(3:4);

q0 = x0(1:2);
p0 = x0(3:4);

x = x0; k = 0; % Palpite inicial e número corrente de iteraç~oes

while k <= maxit
k = k + 1;
q = x(1:2);
p = x(3:4);
%
f1 = [ q(1)-q0(1)-h*(1/2*p(1)+1/2*p0(1)+1/2*q(2)+1/2*q0(2)) ];
f2 = [ q(2)-q0(2)-h*(1/2*p(2)+1/2*p0(2)-1/2*q(1)-1/2*q0(1)) ];
f3 = [ p(1)-p0(1)-h*(1/2*p(2)+1/2*p0(2)+q(1)+q0(1)-...

(4*q(1)+4*q0(1))/((q(1)+q0(1))^2+(q(2)+q0(2))^2)^(3/2)) ];
f4 = [ p(2)-p0(2)-h*(-1/2*p(1)-1/2*p0(1)-1/2*q(2)-1/2*q0(2)-...

(4*q(2)+4*q0(2))/((q(1)+q0(1))^2+(q(2)+q0(2))^2)^(3/2)) ];
f = [ f1; f2; f3; f4 ]; % vector f
%
G11 = 1;
G12 = -1/2*h;
G13 = -1/2*h;
G14 = 0;
G21 = 1/2*h;
G22 = 1;
G23 = 0;
G24 = -1/2*h;
G31 = -h*(1-4/((q(1)+q0(1))^2+(q(2)+q0(2))^2)^(3/2)+3/2*(4*q(1)+4*q0(1))/((q(1)+q0(1))^2+...

(q(2)+q0(2))^2)^(5/2)*(2*q(1)+2*q0(1)));
G32 = -3/2*h*(4*q(1)+4*q0(1))/((q(1)+q0(1))^2+(q(2)+q0(2))^2)^(5/2)*(2*q(2)+2*q0(2));
G33 = 1;
G34 = -1/2*h;



Método Runge-Kutta de ordem 4 168

G41 = -3/2*h*(4*q(2)+4*q0(2))/((q(1)+q0(1))^2+(q(2)+q0(2))^2)^(5/2)*(2*q(1)+2*q0(1));
G42 = -h*(-1/2-4/((q(1)+q0(1))^2+(q(2)+q0(2))^2)^(3/2)+3/2*(4*q(2)+4*q0(2))/((q(1)+q0(1))^2...

+(q(2)+q0(2))^2)^(5/2)*(2*q(2)+2*q0(2)));
G43 = 1/2*h;
G44 = 1;
G = [ G11 G12 G13 G14; G21 G22 G23 G24; G31 G32 G33 G34; G41 G42 G43 G44 ]; % Jacobiana G
%
dx = G\f; % resolve a equaç~ao linear
x = x - dx;
if ( norm(f) < feps ) | ( norm(dx) < xeps ), return; end

end
warning(sprintf(’Soluç~ao n~ao encontrada dentro da tolerância após %d iteraç~oes\n’,k));

A.4 Método Runge-Kutta de ordem 4

function [P,Q,E,H]=hill_rk(p,q,h,tmax);
%
% O programa implementa o método Runge-Kutta de ordem 4
% p,q = condiç~oes iniciais
% h = passo de integraç~ao
% tmax = tempo limite
%
% matriz constante
J = [0 1;-1 0];

% algoritmo rk45
tspan=0:h:tmax; % número de passos
NT = length(tspan);
neq = length(p);
P = zeros(neq,NT);
Q = zeros(neq,NT);
Y = zeros(2*neq,NT);
H = zeros(NT,1);
P(:,1)=p; Q(:,1)=q;
Y(:,1)=[Q(:,1);P(:,1)];
H(1) = 1/2*norm(P(:,1))^2 - Q(:,1)’*J*P(:,1) - Q(1,1)^2 + 1/2*Q(2,1)^2 - 1/norm(Q(:,1));
for i = 1:NT-1

k1 = h*f(Y(:,i),neq);
k2 = h*f(Y(:,i)+0.5*k1,neq);
k3 = h*f(Y(:,i)+0.5*k2,neq);
k4 = h*f(Y(:,i)+k3,neq);
Y(:,i+1) = Y(:,i) + (k1 + 2*k2 + 2*k3 + k4)/6;
Q(:,i+1) = Y(1:neq,i+1);
P(:,i+1) = Y(neq+1:2*neq,i+1);
H(i+1) = 1/2*norm(P(:,i+1))^2 - Q(:,i+1)’*J*P(:,i+1) - Q(1,i+1)^2 +...

1/2*Q(2,i+1)^2 - 1/norm(Q(:,i+1));
end
for k=1:length(H)-1

E(k) = H(k+1)-H(k);
end

% faz um plot das curvas com C constante e velocidade zero,
% para obter um plot de uma curva de Hill
[x,y] = meshgrid(-10:.05:10, -10:.05:10);

% C=2*U, U=potencial, V=0; V^2=2*U-C
C=3*x.^2+2./sqrt(x.^2+y.^2);

Cq = 3*q(1)^2+2/sqrt(q(1)^2+q(2)^2);
V=[Cq Cq];

% figuras
contour(x,y,C,V,’k’);
hold on
plot(Q(1,:),Q(2,:))
xlabel(’q_1’)
ylabel(’q_2’)
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function G = f(y,neq)
% matrizes constantes
J = [0 1;-1 0];
A = [-2 0;0 1];
% funç~ao Hamiltoniana
q = y(1:neq);
p = y(neq+1:2*neq);
G1 = p + J*q;
G2 = J’*p + A*q + q/norm(q)^3;
G=[G1;-G2];

A.5 Método de Euler simpléctico

function [P,Q,E,H]=hill_euler_simplectico(p,q,h,tmax);
%
% O programa implementa o método de Euler simpléctico de ordem 1
% p,q = condiç~oes iniciais
% h = passo de integraç~ao
% tmax = tempo limite
%
% matrizes constantes
J = [0 1;-1 0];
A = [-2 0;0 1];
I = eye(2);

% algoritmo para o método de Euler simpléctico
tspan=0:h:tmax; % número de passos
NT = length(tspan);
neq = length(p);
P = zeros(neq,NT);
Q = zeros(neq,NT);
H = zeros(NT,1);
L = [1 h; -h 1];
P(:,1)=p; Q(:,1)=q;
H(1) = 1/2*norm(P(:,1))^2 - Q(:,1)’*J*P(:,1) - Q(1,1)^2 + 1/2*Q(2,1)^2 - 1/norm(Q(:,1));
for i = 1:NT-1

P(:,i+1) = 1/(1+h^2)*L * ( P(:,i) - h * (A*Q(:,i) + Q(:,i)/norm(Q(:,i))^3) );
Q(:,i+1) = Q(:,i) + h * (P(:,i+1) + J*Q(:,i));

% cálculo da Hamiltoniana
H(i+1) = 1/2*norm(P(:,i+1))^2 - Q(:,i+1)’*J*P(:,i+1) - Q(1,i+1)^2 +...

1/2*Q(2,i+1)^2 - 1/norm(Q(:,i+1));
end
for k=1:length(H)-1

E(k) = H(k+1)-H(k);
end

% faz um plot das curvas com C constante e velocidade zero,
% para obter um plot de uma curva de Hill
[x,y] = meshgrid(-10:.05:10, -10:.05:10);

% C=2*U, U=potencial, V=0; V^2=2*U-C
C=3*x.^2+2./sqrt(x.^2+y.^2);

Cq = 3*q(1)^2+2/sqrt(q(1)^2+q(2)^2);
V=[Cq Cq];
contour(x,y,C,V,’k’);

% figuras
hold on
plot(Q(1,:),Q(2,:))
xlabel(’q_1’)
ylabel(’q_2’)

figure
plot(E,’.’)
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A.6 Método Störmer-Verlet

function [P,Q,E,H]=hill_stormer(p,q,h,tmax);
%
% O programa implementa o método Stormer-Verlet de ordem 2
% p,q = condiç~oes iniciais
% h = passo de integraç~ao
% tmax = tempo limite
%
% matrizes constantes
J = [0 1;-1 0];
A = [-2 0;0 1];
I = eye(2);

% algoritmo do método Stormer-Verlet
tspan=0:h:tmax; % número de passos
NT = length(tspan);
neq = length(p);
P = zeros(neq,NT);
Q = zeros(neq,NT);
H = zeros(NT,1);
L = [2 h; -h 2];
P(:,1)=p; Q(:,1)=q;
H(1) = 1/2*norm(P(:,1))^2 - Q(:,1)’*J*P(:,1) - Q(1,1)^2 + 1/2*Q(2,1)^2 - 1/norm(Q(:,1));
for i = 1:NT-1

Ph = 2/(4+h^2)*L * ( P(:,i) - h/2 * (A*Q(:,i) + Q(:,i)/norm(Q(:,i))^3) );
Q(:,i+1) = 2/(4+h^2)*L * ( (I+h/2*J)*Q(:,i) + h*Ph );
P(:,i+1) = (I-h/2*J’)*Ph - h/2*(A*Q(:,i+1) + Q(:,i+1)/norm(Q(:,i+1))^3);

% cálculo da Hamiltoniana
H(i+1) = 1/2*norm(P(:,i+1))^2 - Q(:,i+1)’*J*P(:,i+1) - Q(1,i+1)^2 +...

1/2*Q(2,i+1)^2 - 1/norm(Q(:,i+1));
end
for k=1:length(H)-1

E(k) = H(k+1)-H(k);
end

% faz um plot das curvas com C constante e velocidade zero,
% para obter um plot de uma curva de Hill
[x,y] = meshgrid(-10:.05:10, -10:.05:10);

% C=2*U, U=potencial, V=0; V^2=2*U-C
C=3*x.^2+2./sqrt(x.^2+y.^2);

Cq = 3*q(1)^2+2/sqrt(q(1)^2+q(2)^2);
V=[Cq Cq];

% figuras
contour(x,y,C,V,’k’);
hold on
plot(Q(1,:),Q(2,:))
xlabel(’q_1’)
ylabel(’q_2’)

figure
plot(E,’.’)
xlabel(’Tempo’)
ylabel(’Erro na Hamiltoniana’)

figure
plot(H,’.’)
xlabel(’Tempo’)
ylabel(’Hamiltoniana’)

A.7 Método de Euler simpléctico adaptativo

function [P,Q,E,H]=hill_eulersimp_adaptativo(p,q,tmax);
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%
% O programa implementa o método de Euler simpléctico com passo de integraç~ao variável
% p,q = condiç~oes iniciais
% tmax = tempo limite
%
% matrizes constantes
J = [0 1;-1 0];
A = [-2 0;0 1];
I = eye(2);

% algoritmo do método de Euler simpléctico adaptativo
neq = length(p);
P = zeros(neq,[]);
Q = zeros(neq,[]);
H = zeros([],1);
K = zeros([],1);
P(:,1)=p; Q(:,1)=q;
i=1; r=1; ep=0.001; t=0; h=[];
s = (q’*q)^r;
H(1) = 1/2*norm(P(:,1))^2 - Q(:,1)’*J*P(:,1) + 1/2*Q(:,1)’*A*Q(:,1) - 1/norm(Q(:,1));
K(1) = s*(H(1)-H(1));
while t <= tmax

p = P(:,i); q = Q(:,i);
s = (q’*q)^r;
sq = 2*r*(q’*q)^(r-1)*q;
h(i) = ep*s;
t = t + h(i);
R = inv(I+ep*s*J’+ep*sq*q’*J’);
if r == 0

P(:,i+1) = R * (P(:,i)-ep*s*(A*Q(:,i)+Q(:,i)/norm(Q(:,i))^3));
else

v = A*q + q/norm(q)^3;
d = 1/2*q’*A*q-1/norm(q)-H(1);
a = -(-1/2*R(1,1)*ep*sq(1)-1/2*R(1,2)*ep*sq(2))^2-...

(-1/2*R(2,1)*ep*sq(1)-1/2*R(2,2)*ep*sq(2))^2;
b = -2*(R(1,1)*(p(1)-ep*s*v(1)-d*ep*sq(1))+R(1,2)*(p(2)-...

ep*s*v(2)-d*ep*sq(2)))*(-1/2*R(1,1)*ep*sq(1)-...
1/2*R(1,2)*ep*sq(2))+1-2*(R(2,1)*(p(1)-ep*s*v(1)-d*ep*sq(1))+...
R(2,2)*(p(2)-ep*s*v(2)-d*ep*sq(2)))*(-1/2*R(2,1)*ep*sq(1)-1/2*R(2,2)*ep*sq(2));

c = -(R(2,1)*(p(1)-ep*s*v(1)-d*ep*sq(1))+R(2,2)*(p(2)-ep*s*v(2)-d*ep*sq(2)))^2-...
(R(1,1)*(p(1)-ep*s*v(1)-d*ep*sq(1))+R(1,2)*(p(2)-ep*s*v(2)-d*ep*sq(2)))^2;

% resolve a equaç~ao quadrática para beta
beta_vector = [(-b + sqrt(b^2-4*a*c))/(2*a); (-b - sqrt(b^2-4*a*c))/(2*a)];
err1 = abs(P(:,i)’*P(:,i)-beta_vector(1));
err2 = abs(P(:,i)’*P(:,i)-beta_vector(2));
if err1 < err2

beta = beta_vector(1);
else

beta = beta_vector(2);
end
P(:,i+1) = R * (P(:,i)-ep*s*(A*Q(:,i)+Q(:,i)/norm(Q(:,i))^3)-...

ep*sq*(1/2*beta+1/2*Q(:,i)’*A*Q(:,i)-1/norm(Q(:,i))-H(1)));
end
Q(:,i+1) = Q(:,i) + ep*s*(P(:,i+1)+J*Q(:,i));

% cálculo da Hamiltoniana
H(i+1) = 1/2*norm(P(:,i+1))^2 - Q(:,i+1)’*J*P(:,i+1) - Q(1,i+1)^2 +...

1/2*Q(2,i+1)^2 - 1/norm(Q(:,i+1));
K(i+1) = s*(H(i+1)-H(1));
i = i+1;

end
for k=1:length(H)-1

E(k) = H(k+1)-H(k);
end

% faz um plot das curvas com C constante e velocidade zero,
% para obter um plot de uma curva de Hill
[x,y] = meshgrid(-10:.05:10, -10:.05:10);

% C=2*U, U=potencial, V=0; V^2=2*U-C
C=3*x.^2+2./sqrt(x.^2+y.^2);

Cq = 3*Q(1,1)^2+2/sqrt(Q(1,1)^2+Q(2,1)^2);
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V=[Cq Cq];

% figuras
contour(x,y,C,V,’k’);
hold on
plot(Q(1,:),Q(2,:))
xlabel(’q_1’)
ylabel(’q_2’)

figure
plot(E,’.’)
xlabel(’Tempo’)
ylabel(’Erro na Hamiltoniana’)

figure
plot(H,’.’)
xlabel(’Tempo’)
ylabel(’Hamiltoniana’)

A.8 Método Störmer-Verlet adaptativo

function [P,Q,E,H]=hill_stormer_adaptativo(p,q,tmax);
%
% O programa implementa o método Stormer-Verlet com passo de integraç~ao variável
% p,q = condiç~oes iniciais
% tmax = tempo limite
%
% matrizes constantes
J = [0 1;-1 0];
A = [-2 0;0 1];
I = eye(2);

% algoritmo do método Stormer-Verlet adaptativo
neq = length(p);
P = zeros(neq,[]);
Q = zeros(neq,[]);
H = zeros([],1);
K = zeros([],1);
P(:,1)=p; Q(:,1)=q;
i=1; r=1; ep=0.01; t=0; h=[];
s = (q’*q)^r;
sq = 2*r*(q’*q)^(r-1)*q;
H(1) = 1/2*norm(P(:,1))^2 - Q(:,1)’*J*P(:,1) + 1/2*Q(:,1)’*A*Q(:,1) - 1/norm(Q(:,1));
K(1) = s*(H(1)-H(1));
while t <= tmax

R = inv(I+ep/2*s*J’+ep/2*sq*q’*J’);
if r == 0

Ph = R * (P(:,i)-ep/2*s*(A*Q(:,i)+Q(:,i)/norm(Q(:,i))^3));
else

v = A*q + q/norm(q)^3;
d = 1/2*q’*A*q-1/norm(q)-H(1);
a = -(-1/2*R(1,1)*ep/2*sq(1)-1/2*R(1,2)*ep/2*sq(2))^2-...

(-1/2*R(2,1)*ep/2*sq(1)-1/2*R(2,2)*ep/2*sq(2))^2;
b = -2*(R(1,1)*(p(1)-ep/2*s*v(1)-d*ep/2*sq(1))+R(1,2)*(p(2)-...

ep/2*s*v(2)-d*ep/2*sq(2)))*(-1/2*R(1,1)*ep/2*sq(1)...
-1/2*R(1,2)*ep/2*sq(2))+1-2*(R(2,1)*(p(1)-ep/2*s*v(1)-d*ep/2*sq(1))+...
R(2,2)*(p(2)-ep/2*s*v(2)-d*ep/2*sq(2)))*(-1/2*R(2,1)*ep/2*sq(1)-1/2*R(2,2)*ep/2*sq(2));

c = -(R(2,1)*(p(1)-ep/2*s*v(1)-d*ep/2*sq(1))+R(2,2)*(p(2)-ep/2*s*v(2)-d*ep/2*sq(2)))^2...
-(R(1,1)*(p(1)-ep/2*s*v(1)-d*ep/2*sq(1))+R(1,2)*(p(2)-ep/2*s*v(2)-d*ep/2*sq(2)))^2;

beta_vector = [(-b + sqrt(b^2-4*a*c))/(2*a); (-b - sqrt(b^2-4*a*c))/(2*a)];
err1 = abs(P(:,i)’*P(:,i)-beta_vector(1));
err2 = abs(P(:,i)’*P(:,i)-beta_vector(2));
if err1 < err2

beta= beta_vector(1);
else

beta = beta_vector(2);
end
Ph = R * (P(:,i)-ep/2*s*(A*Q(:,i)+Q(:,i)/norm(Q(:,i))^3)-...
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ep/2*sq*(1/2*beta+1/2*Q(:,i)’*A*Q(:,i)-1/norm(Q(:,i))-H(1)));
end
y0 = [Q(:,i);Ph];
alpha = newton_stormer(y0,J,I,ep,s,r);
Q(:,i+1) = inv(I-ep/2*alpha*J)*(Q(:,i)+ep/2*(s+alpha)*Ph+ep/2*s*J*Q(:,i));
sq = 2*r*(Q(:,i+1)’*Q(:,i+1))^(r-1)*Q(:,i+1);
P(:,i+1) = Ph - ep/2*alpha*(J’*Ph+A*Q(:,i+1)+Q(:,i+1)/norm(Q(:,i+1))^3)...

-ep/2*sq*(1/2*Ph’*Ph-Q(:,i+1)’*J*Ph+1/2*Q(:,i+1)’*A*Q(:,i+1)-1/norm(Q(:,i+1))-H(1));
h(i+1) = ep*(s+alpha)/2;
t = t + h(i+1);
p = P(:,i+1);
q = Q(:,i+1);
s = alpha;
% cálculo da Hamiltoniana
H(i+1) = 1/2*norm(P(:,i+1))^2 - Q(:,i+1)’*J*P(:,i+1) - Q(1,i+1)^2 +...

1/2*Q(2,i+1)^2 - 1/norm(Q(:,i+1));
K(i+1) = s*(H(i+1)-H(1));
i = i+1;

end

for k=1:length(H)-1
E(k) = H(k+1)-H(k);

end

% faz um plot das curvas com C constante e velocidade zero,
% para obter um plot de uma curva de Hill
[x,y] = meshgrid(-10:.05:10, -10:.05:10);

% C=2*U, U=potencial, V=0; V^2=2*U-C
C=3*x.^2+2./sqrt(x.^2+y.^2);

Cq = 3*Q(1,1)^2+2/sqrt(Q(1,1)^2+Q(2,1)^2);
V=[Cq Cq];

% figuras
contour(x,y,C,V,’k’);
hold on
plot(Q(1,:),Q(2,:))
xlabel(’q_1’)
ylabel(’q_2’)

figure
plot(E,’.’)
xlabel(’Tempo’)
ylabel(’Erro na Hamiltoniana’)

figure
plot(H,’.’)
xlabel(’Tempo’)
ylabel(’Hamiltoniana’)

function alpha = newton_stormer(x0,J,I,ep,s,r)
% Método de Newton para sistemas de equaç~oes n~ao lineares,
% para o problema de Hill, com o método Stormer-Verlet adaptativo

xeps = 5*eps; feps = 5*eps; % tolerância é 5*eps
maxit = 20;
q=x0(1:2); Ph=x0(3:4);
q1=q(1); q2=q(2); Ph1=Ph(1); Ph2=Ph(2);
k = 0; % palpite inicial e número corrente de iteraç~oes
alpha = (q’*q)^r;

while k <= maxit
k = k + 1;
g = inv(I-ep/2*alpha*J)*(q+ep/2*(s+alpha)*Ph+ep/2*s*J*q);
f = alpha - (g’*g)^r;
%
df = 1-((4/(4+ep^2*alpha^2)*(q1+1/2*ep*(s+alpha)*Ph1+1/2*ep*s*q2)...

+2*ep*alpha/(4+ep^2*alpha^2)*(q2+1/2*ep*(s+alpha)*Ph2-1/2*ep*s*q1))^2+...
(-2*ep*alpha/(4+ep^2*alpha^2)*(q1+1/2*ep*(s+alpha)*Ph1+1/2*ep*s*q2)+...
4/(4+ep^2*alpha^2)*(q2+1/2*ep*(s+alpha)*Ph2-1/2*ep*s*q1))^2)^r*...
r*(2*(4/(4+ep^2*alpha^2)*(q1+1/2*ep*(s+alpha)*Ph1+1/2*ep*s*q2)+...
2*ep*alpha/(4+ep^2*alpha^2)*(q2+1/2*ep*(s+alpha)*Ph2-1/2*ep*s*q1))*...
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(-8/(4+ep^2*alpha^2)^2*(q1+1/2*ep*(s+alpha)*Ph1+1/2*ep*s*q2)*ep^2*alpha+...
2/(4+ep^2*alpha^2)*ep*Ph1+2*ep/(4+ep^2*alpha^2)*(q2+1/2*ep*(s+alpha)*Ph2-...
1/2*ep*s*q1)-4*ep^3*alpha^2/(4+ep^2*alpha^2)^2*(q2+1/2*ep*(s+alpha)*Ph2-...
1/2*ep*s*q1)+ep^2*alpha/(4+ep^2*alpha^2)*Ph2)+2*(-2*ep*alpha/(4+ep^2*alpha^2)*...
(q1+1/2*ep*(s+alpha)*Ph1+1/2*ep*s*q2)+4/(4+ep^2*alpha^2)*(q2+1/2*ep*(s+alpha)*...
Ph2-1/2*ep*s*q1))*(-2*ep/(4+ep^2*alpha^2)*(q1+1/2*ep*(s+alpha)*Ph1+1/2*ep*s*q2)+...
4*ep^3*alpha^2/(4+ep^2*alpha^2)^2*(q1+1/2*ep*(s+alpha)*Ph1+1/2*ep*s*q2)-...
ep^2*alpha/(4+ep^2*alpha^2)*Ph1-8/(4+ep^2*alpha^2)^2*(q2+1/2*ep*(s+alpha)*Ph2-...
1/2*ep*s*q1)*ep^2*alpha+2/(4+ep^2*alpha^2)*ep*Ph2))/((4/(4+ep^2*alpha^2)*...
(q1+1/2*ep*(s+alpha)*Ph1+1/2*ep*s*q2)+2*ep*alpha/(4+ep^2*alpha^2)*...
(q2+1/2*ep*(s+alpha)*Ph2-1/2*ep*s*q1))^2+(-2*ep*alpha/(4+ep^2*alpha^2)*...
(q1+1/2*ep*(s+alpha)*Ph1+1/2*ep*s*q2)+4/(4+ep^2*alpha^2)*...
(q2+1/2*ep*(s+alpha)*Ph2-1/2*ep*s*q1))^2);

%
dx = f/df; % resolve a equaç~ao linear
alpha = alpha - dx;
if ( norm(f) < feps ) | ( norm(dx) < xeps ), return; end

end
warning(sprintf(’Soluç~ao n~ao encontrada dentro da tolerância após %d iteraç~oes\n’,k));



Apêndice B

Método de Newton

O método de Newton permite encontrar a solução da equação escalar f(x) = 0:

xk+1 = xk − f(xk)
fx(xk)

, k = 0, 1, 2, · · · , x0 dado.

Tal pode ser reescrito como
fx(xk)(xk+1 − xk) = −fx(xk),

ou
fx(xk)∆xk = −fx(xk),

onde ∆xk ≡ xk+1 − xk, tal que
xk+1 = xk + ∆xk.

Esta última formulação também pode ser usada para um sistema de equações: resolver G(u) = 0
pelo método de Newton assume a forma

Gu(uk)(uk+1 − uk) = −Gu(uk),

uk+1 = uk + ∆uk.

A matriz jacobiana Gu(.) é uma matriz quadrada.
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