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RESUMO

O objectivo desta tese é discutir e construir integradores geométricos que visam preservar as
caracteristicas qualitativas de uma equacao diferencial, quando esta é discretizada. Em par-
ticular, mostra-se que para sistemas Hamiltonianos, os integradores simplécticos demonstram
uma vantagem evidente. Isto é ilustrado pelo desenvolvimento de novas variantes do método de
Euler simpléctico e do método Stérmer-Verlet, ambos adaptativos e nao-adaptativos, os quais
produzem uma integracao explicita e semi-explicita da Hamiltoniana nao separavel para as

equagoes do problema de Hill.

Em primeiro lugar, explora-se a ideia da integracao geométrica, discutem-se algumas das suas
vantagens e desvantagens, e sumarizam-se caracteristicas qualitativas relevantes a ser preser-
vadas pelo integrador, quando comparados com os integradores classicos, na integracao de um
sistema Hamiltoniano. Tais objectivos sao ilustrados com alguns exemplos, tais como o exem-
plo classico do péndulo e o problema de Kepler. De seguida, desenvolvem-se alguns (mas nao
de forma exaustiva) resultados tedricos em sistemas com estrutura Hamiltoniana. Embora tal
possa parecer, de certa forma, uma fuga ao tema principal da tese em integracdo geométrica, é
essencial saber e compreender as caracteristicas qualitativas do sistema Hamiltoniano, de forma
a construir-se integradores que lhe preservem a estrutura. No seguimento, fornece-se uma in-
formacao detalhada de alguns métodos numéricos, nomeadamente, os métodos de Euler explicito
e implicito, o método de Euler simpléctico, a regra do ponto médio implicita, a familia Runge-
Kutta e, em particular, o método Stormer-Verlet. Quando se faz a inclusao de algum método
numérico na classe dos integradores geométricos ou nao geométricos, fundamenta-se tal decisao

com a descricao das caracteristicas qualitativas preservadas.

A 1ltima parte da tese é dedicada o problema de Hill, o qual modela o movimento no sistema
solar de dois corpos proximos, que se movem em 6rbitas circulares a volta de um terceiro corpo,
muito maior e situado a uma grande distancia. Numa primeira etapa, descrevem-se as equagoes
do movimento e as curvas de Hill. De seguida, desenvolvem-se métodos simplécticos para o
problema, demonstrando-se, usando diversos resultados numéricos, que os métodos com passo
de integracao varidvel preservam aproximadamente a energia do sistema Hamiltoniano, mas de

uma forma mais eficiente e precisa que os métodos tradicionais.
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ABSTRACT

The objective of this thesis is to discuss and construct geometric integrators that aim to preserve
the qualitative features of a differential equation when it is discretised. In particular, we show
that for Hamiltonian systems, symplectic integrators have a clear advantage. This is illustrated
in the development of new variants of the symplectic Euler and Stormer-Verlet methods, both
adaptive and non-adaptive, which enables explicit and semi-explicit integration of the non-

separable Hamiltonian for the equations of Hill’s problem.

We first explore the idea of geometric integration and discuss some of the advantages and
disadvantages and summarise the qualitative features that are preserved by the integrator, in
comparison with several of the classical numerical integrators as applied to a Hamiltonian system.
We demonstrate this with several examples, including that of the classical pendulum and Kepler’s
problem. We then develop some (though by no means exhaustive) essential theoretical results
for systems with Hamiltonian structure. Although this may seem to be somewhat of a diversion
from the main theme of the thesis on geometric integration, it is essential to understand the
characteristic features of the Hamiltonian system, in order to construct structure-preserving
algorithms. Next, we give a detailed description of several important numerical methods, namely,
explicit and implicit Euler, symplectic Euler, the implicit midpoint rule, the Runge-Kutta family,
and in particular, Stormer-Verlet. We then categorise the methods into geometric and non-

geometric integrators by outlining the qualitative feature that it preserves.

The last part of the thesis is dedicated to Hill’s Problem which models the motions in the solar
system in which two nearby bodies move in nearly circular orbits about another much larger
body at a great distance. First we describe the equations and Hill’s curves. We then develop
the symplectic methods for the problem and demonstrate using several numerical experiments
that the resulting adaptive methods nearly preserve the total energy for the Hamiltonian system

more efficiently and accurately than the traditional methods.

il
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Capitulo 1
Introducao

A maior parte dos fenémenos fisicos sdo descritos por equacoes diferenciais ordindrias ou por
equacoes diferenciais parciais. Na maioria dos casos, a solucao geral destas equacbes nao é
conhecida, recorrendo-se a métodos numeéricos para determinar as suas solucdes. Um método
ou integrador numérico é um algoritmo que substitui uma equacao diferencial, que descreve
a dinamica continua de um sistema, por equacgoes-diferenca que aproximam a trajectéria ver-
dadeira através de uma trajectoria discreta.

O leque de métodos numéricos disponiveis é variado, em particular apdés o aparecimento e di-
fusao do uso do computador. Nas ultimas décadas, pareceu ter-se atingido uma certa maturidade
no campo da integracao numérica de equagoes diferenciais ordindrias, sendo corrente o uso de
excelentes algoritmos, na sua maioria baseados em métodos Runge-Kutta ou métodos lineares
multipasso. Em geral, o énfase de tais algoritmos classicos é colocado na estabilidade do método
e na solucao de compromisso entre o controlo do erro e a eficiéncia computacional. O problema
central na integracdo numérica tradicional de sistemas de equagoes diferenciais ordindarias é cal-
cular a solucao de um problema num dado instante de tempo ¢, dadas as condigoes iniciais, da
forma mais eficiente possivel, respeitando uma dada tolerancia para o erro global. A classe do
integrador, a sua ordem e erro local, assim como o passo temporal, sao desenhados, construidos e
escolhidos com este propdsito. No entanto, os métodos tradicionais ignoram todas as leis fisicas
contidas pela equacao diferencial que estao a integrar numericamente. Por exemplo, a segunda
lei de Newton, m% = F(t,x, ‘fl—f), contém mais informacao do que a relacao entre massa, acel-
eracao e forca - contém todas as propriedades fisicas relevantes - nomeadamente, informagao
sobre o espacgo de fase, o qual pode ser o espaco euclideano ou um espaco curvo; sobre simetrias
do movimento, tais como as simetrias no movimento de um péndulo; sobre quantidades, tais
como a energia, indicando se sao ou nao conservadas; sobre a simplecticidade e a preservagao
do volume. Desde os finais dos anos 80 e inicio dos anos 90, o estudo e desenvolvimento de

métodos numéricos que obedecam, também, as leis fisicas escondidas, tem sido uma area de
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grande actividade e fértil em resultados.

Hoje em dia, a tecnologia disponivel permite calculos computacionais mais pesados, possibili-
tando solugoes numéricas de longo prazo. Mas, o elevado ntimero de passos, embora permita a
obtencao de uma solucao numérica no longo prazo, pode comprometer o sucesso da simulagao.
Em que sentido? Por exemplo, em sistemas dinadmicos hamiltonianos, atractores e repulsores
no espago de fase nao sao observaveis; no entanto, métodos tradicionais, tais como os métodos
de Euler e de Runge-Kutta, quando aplicados a sistemas hamiltonianos, podem produzir tra-
jectérias numéricas que implicam a existéncia de atractores e repulsores. Consequentemente,
nao é de estranhar a afirmacao de que as propriedades qualitativas do integrador numeérico sao
criticas para o sucesso da simulacado [23].

Vislumbra-se, entao, a pertinéncia e actualidade dos integradores geométricos, métodos que,
ressalvando de erros de arredondamento, conservam as propriedades qualitativas associadas as
solucoes do sistema dinamico em estudo, ou seja, na medida do possivel, conservam o retrato da
fase. Note-se o contraste entre a aproximacao tradicional, centrada no compromisso entre o erro
global e a eficiéncia computacional, e a aproximacao feita a um dado problema pela integragao
geométrica: fixa-se um passo temporal (por vezes, moderadamente grande) e calculam-se 6rbitas
de longo prazo, talvez com vérias condig¢Oes iniciais diferentes. Embora o erro global de cada
orbita nao seja pequeno, o retrato da fase produzido pode ser muito préximo, em algum sentido,

do retrato da fase da equacao diferencial.

1.1 Qual o interesse da integracao geométrica?

Como explicar o interesse recente na integracao geométrica, de areas tao diversas como a as-
tronomia, a dindmica molecular, a mecanica, a fisica e a analise numérica?

Grosso modo, os métodos baseados na andlise do erro nao respeitam, necessariamente, as car-
acteristicas qualitativas do problema subjacente & equacao diferencial original, ao passo que os
integradores geométricos incorporam essa informacao qualitativa. Em termos simples, pretende-
se que um integrador numérico, ao cumprir a sua funcao tradicional, vd mais além, e reproduza,
pelo menos, certas caracteristicas do sistema original. Ja nao é suficiente que o integrador
numérico se limite a apresentar uma solug¢ao numérica; ambiciona-se, também, que essa solugao
numérica partilhe as caracteristicas do sistema continuo subjacente. Neste sentido, diz-se que
a integracao geométrica é sinénimo de uma integracdo que preserva a estrutura das equagoes
diferenciais, isto é, os integradores numéricos partilham algumas das propriedades geométricas
do fluxo exacto do sistema.

Ha&, de facto, alguns integradores ja usados ha décadas, tais como o Stormer-Verlet, que sao
também integradores geométricos; outros foram reajustados nesse sentido, ou entao criados de

raiz. Além da vantagem evidente da incorporacao de caracteristicas qualitativas, os integradores
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geométricos sao, muitas vezes, mais eficientes e mais ficeis de analisar, j4 que se pode explorar
a teoria qualitativa subjacente a equacao diferencial, a partir da anélise retrospectiva do erro.
Neste sentido, uma consequéncia directa da integracao geométrica é o estudo de um sistema
dinamico <vizinho> do sistema dinamico original, e na <classe> correcta; por exemplo, se o
sistema de equagoes diferenciais é hamiltoniano, o fluxo numérico serd solugdao de um sistema
hamiltoniano vizinho. Alids, a grande justificacao da integracao geométrica reside na andlise
retrospectiva do erro. Grosso modo, esta ferramenta tedrica escreve o integrador numérico vy,
como o fluxo de algum campo vectorial perturbado f, ou seja, ¢y (f) = o(f), onde ¢ repre-
senta o fluxo verdadeiro - a solugao numérica é a solucao exacta de um problema modificado.
Se 0 método for de ordem p, entdo f = f + O(hP); consequentemente, em muitos casos pode
argumentar-se que, se 1, pertencer a alguma classe (por exemplo, hamiltoniana), entao o campo
vectorial perturbado também pertencerd a mesma classe. Desta forma, sabe-se que, ao estudar
a dinamica do integrador numérico, estd a estudar-se, no minimo, a dinamica na classe correcta.
Por outro lado, quando a solucao numeérica de um sistema hamiltoniano for arbitrariamente
préxima do fluxo exacto de um problema hamiltoniano perturbado, o erro de um método
simpléctico nao é arbitrario mas fortemente estruturado.

Os resultados obtidos tornaram evidente que a preservacao das propriedades geométricas do
fluxo, nao s6 produz um comportamento qualitativo superior, como permite uma integragao
mais precisa no longo prazo. De facto, a preservagao das propriedades qualitativas tem con-
sequéncias indirectas, que tém sido observadas nos resultados obtidos ao longo destes tultimos

vinte anos, nomeadamente [30]:

(i) os integradores geométricos que sao simplécticos exibem um bom comportamento no que

diz respeito a evolucao da energia;
(ii) os integradores simplécticos conservam a quantidade de movimento angular.

Pelo facto de se explorar a estrutura dos sistemas mecéanicos, é possivel utilizar integradores mais
atractivos do ponto de vista tedrico, mas também mais eficientes em termos computacionais
e que exibam melhores propriedades em simulagoes de longo prazo, do que os integradores
convencionais [47].

Pode dizer-se que o campo da integragao geométrica é um campo de convergéncia de interesses
de areas tais como a Matemdtica Pura, a Andlise Numérica, a Mecanica e a Engenharia. De
facto, para se desenharem integradores geométricos exige-se o didlogo entre as mais diversas
areas; é necessario o input da geometria dos sistemas mecanicos e, também, o input da traducao
dessa geometria em algoritmos eficientes e confiaveis.

As vantagens e desvantagens da integracao geométrica podem ser sintetizadas da seguinte forma

[21, 30, 32]. As vantagens principais sao:

1. As simulagGes podem ser feitas no longo prazo, ja que efeitos nao fisicos, tais como dis-
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sipacao de energia em sistemas conservativos, nao tém lugar. Por exemplo, sistemas hamil-
tonianos preservam a energia, mas integradores simplécticos, em geral, nao; no entanto,
a andlise retrospectiva permite concluir que, no longo prazo, o erro na energia oscila de
forma limitada.

Os métodos numéricos gerais negligenciam a estrutura geométrica simpléctica dos sis-
temas hamiltonianos e, por isso, embora sejam poderosos na simulacao de curto prazo dos

fenémenos fisicos, exibem severas limitagdes na integracao de longo prazo.

2. Integradores geométricos confidaveis, simples e rapidos podem ser obtidos através do estudo
da estrutura da equacéo diferencial em causa. Adicionalmente, podem ser obtidos métodos

mais estaveis e/ou mais precisos do que os integradores tradicionais.

3. Em algumas situagoes, os resultados sao qualitativamente correctos, mesmo quando o

movimento é cadtico.

4. Para alguns sistemas, os erros sao muito mais pequenos do que com os integradores conven-
cionais, tanto no curto, no médio como no longo prazo. Embora os integradores geométricos
nao tenham sido desenhados para controlar o erro global, por vezes ele cresce linearmente

para um integrador simpléctico e de forma quadratica para um integrador classico.

5. A preservacao da estrutura pode produzir métodos mais robustos e que conduzam a mel-
hores resultados qualitativos do que os métodos convencionais, mesmo se o erro numérico

nao for inferior.

6. A preservacao da estrutura pode sugerir novas formas de computacao consideradas im-

possiveis, como o é caso da integracao de longo prazo de sistemas hamiltonianos.
O sumario das desvantagens é:

1. Em geral, para que um integrador obedeca a alguma lei fisica <escondida>, ela tem de ser

conhecida; por exemplo, para se preservar a energia, ela deve ser conhecida.

2. Os integradores geométricos podem tornar-se computacionalmente mais dispendiosos, ja
que se estd a exigir mais do método; no entanto, e de forma surpreendente, algumas vezes

eles sao muito mais baratos do que os integradores classicos.

3. As leis escondidas podem néo ser todas preservadas pelo método; por exemplo, é bem
conhecido o facto dos integradores geométricos com passo temporal fixo ndo poderem

conservar, em simultaneo, a energia e a simplecticidade.

4. No caso de sistemas hamiltonianos, para se preservar a simplecticidade do fluxo é necessario

que o passo de integracao seja constante, o que pode constiuir uma séria limitacao.
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1.2 Exemplos comparativos de integradores classicos vs. inte-

gradores geométricos

Antes da apresentacao dos exemplos comparativos, introduzam-se os conceitos de fluxo de um
sistema dindmico e fluxo numérico. O fluxo de um sistema dinamico %’ = f(y) é a fungao que,
para qualquer ponto yo do espago de fase, associa o valor y(¢) da solugao com o valor inicial

yv(0) = yo. Esta funcao, representada por v, é definida por

Pi(yo) =y(t) se y(0)=yo. (1.1)

Admita-se que para a equacao diferencial em estudo nao é possivel encontrar a forma geral das
suas solucoes. Neste caso, recorre-se aos métodos numéricos, algoritmos que permitem calcular
solugoes que aproximam o fluxo do sistema. O método numérico mais simples é o método de

Euler explicito
Ynt+1 = ¥Yn + hf(yn), (1.2)

onde h representa o passo temporal. Este algoritmo permite calcular aproximacoes y1,yo,...
aos valores y(h),y(2h),... da solugdao, dado uma determinada condigao inicial y(0) = yo. A
expressao (1.2) é uma fungao

Oy iy, — Yn+1 (13)

designada por fluxo numérico.

Exemplo 1

Como exemplo introdutério, considere-se o oscilador harmoénico [6],

du dv

E:’U, E:—U

Em termos qualitativos, as solucoes deste sistema:
(i) sao periddicas;
(ii) s@o limitadas;
(iii) conservam a quantidade u? + v2.
Aplicando o método de Euler explicito, com passo temporal A, obtém-se:

Uni1 = Up + hf(Uy)
— U, +hV,
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Vor1 = Vo + hf(Vy)
=V, — hU,,

onde U, e V, representam a solucao numérica. Tal significa que
Upi1 + Vi = L+ 12)(UF + V),

ou seja, o método numérico perdeu as trés caracteristicas qualitativas citadas. Ora, o desejdvel
seria que o integrador produzisse solucées numéricas periddicas, limitadas e que preservasse a
quantidade u? + v?; nesse sentido, seria um integrador geométrico.

Aplicando o método de Euler implicito, obtém-se:

Unt1=Un + hf(UnJrl)
=Un+ hVn+1

Vn+1 =V, + hf(VTH-l)
— V= hUps1.

Como U, = Upy1 — hVpt1 e Vi, = Vipp1 + hUp41, resulta

U2 +V?
2 2
Un+1 + Vn+1 = 1n+ h2n )

ou seja, o sistema torna-se dissipativo e as solugoes deixam de ser periddicas.

No entanto, aplicando a regra do ponto médio implicita

U,+ U,
Un+1 = Un + hf <+1>

2

h
— Un + §(Vn + Vn+1)

Vo +V,
Vn+l = Vn + hf <+1>

2
h
— Un - §(Un + Un+1)a
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obtém-se U2, | + V2, = U2 + V;2, adicionando membro a membro o quadrado das igualdades

h h h h
Uny1— §Vn+1 =U, + §Vn € Vo1 + §Un+1 =V, — §Un

Note-se que agora o integrador numeérico preserva as caracteristicas das equacgoes diferenciais a

integrar.

Exemplo 2

Um outro exemplo cléssico é o do péndulo, com massa unitaria e um fio de massa desprezivel

com comprimento unitario [13, 30]. Este sistema de um grau de liberdade, com Hamiltoniana

1
H(p,q) = 5192 — cos g,

onde ¢ representa a coordenada da posicao, e p a quantidade de movimento, tem as seguintes

equagoes de movimento

p=—sing, ¢=p. (1.4)

Como o campo vectorial é periddico, de periodo 27 em ¢, considera-se ¢ como uma variavel no
circulo S!, ou seja, o espaco de fases dos pontos (p,q) é o cilindro R x S'. E imediato verificar

que ao longo das curvas-solucdo, a Hamiltoniana é um invariante, isto é,
H(p(t),q(t)) = Const,

o que significa que as curvas-solucao do problema estao nessas curvas de nivel. Quando se
recorre ao método de Euler explicito ou ao implicito, as solugoes numéricas obtidas sao espirais,
mas quando se usa o método de Euler simpléctico ou a regra do ponto médio implicita, ja se
observa um comportamento qualitativo correcto. Neste exemplo, um outro aspecto qualitativo a
considerar é a preservacao da area pelo fluxo hamiltoniano, ja que em sistemas hamiltonianos o
fluxo ¢é simpléctico (para sistemas em R?, a simplecticidade do fluxo é equivalente & preservacao
da édrea). O método de Euler explicito nao preserva a area do fluxo, ao passo que o método de
Euler simpléctico o faz. Por fim, note-se que o fluxo deste sistema tem uma simetria (g, p) —
(—q, —p) que aplica o campo vectorial em si préprio (rotagao de 180°) e uma simetria reversivel
(q,p) — (q,—p) que aplica o campo vectorial no seu simétrico. Pelo que ja foi dito, é evidente

que os métodos de Euler explicito e implicito nao preservam, também, esta caracteristica.
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Exemplo 3

O problema de Kepler descreve o movimento de um ponto material num plano, que é atraido
em direccao a origem com uma forga inversamente proporcional ao quadrado da distancia. A
Hamiltoniana do sistema é [11, 12, 37, 41]

1 7 1

H(q,p)=-p P— —>
2 lall

ou seja
1
H(p1,p2,q1,02) = (P} + p3) — ———,
2 Vai+ a3

onde a primeira parcela da Hamiltoniana é a energia cinética e a segunda a energia potencial.
As equacgoes do movimento sao
. d; . .
Di = — D) D) ) qi = Pi, Z:172'
3/2
(a1 +a3) /
A trajectdria no plano é uma curva fechada, dada por uma elipse, ou seja, a solucao é periddica.
Devido ao caracter central da forga, além da conservacao da energia, verifica-se que a quantidade

de movimento angular é invariante e igual a

I(p1,p2,q1,92) = q1p2 — q2p1-

O comportamento da energia decorrente da aplicacao do método de Euler explicito, do método
Runge-Kutta de ordem 4 e do método Stérmer-Verlet, para as condices iniciais q = (1,0)” e
p = (0, 1)T, com passo h = 1073, é diverso. A energia, embora nio seja exactamente conservada
pelo método Stormer-Verlet, oscila dentro de certos limites, mesmo no longo prazo; no entanto,
com o Euler explicito, diverge sem limite, afastando-se cada vez mais do valor da Hamiltoni-
ana, ao passo que com o classico Runge-Kutta de ordem 4, a energia oscila dentro de limites
muito mais alargados do que com o método Stormer-Verlet (ver figura 1.1). Mesmo as ordens
de grandeza do erro na energia sao substancialmente diferentes: enquanto no método de Euler
explicito e no método Runge-Kutta ronda os 10™%, no método Stérmer-Verlet desce para os
10715,

Relativamente a quantidade de movimento angular, o método Stormer-Verlet conserva-a exacta-
mente, ao passo que o método Euler explicito e o método Runge-Kutta nao, conforme ilustrado

na figura 1.2.
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Erro na energia
Erto na energia
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Figura 1.1: Erro na energia no problema de Kepler com o método de Euler explicito, com o método Runge-Kutta
de ordem 4 e com o método Stérmer-Verlet, respectivamente; as condicdes iniciais sdo q = (1,0)” e p = (0,1)7,
com passo h = 1073

Lorf 4 0.008 14

Momento angular
Momento angular
Momento angular
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Figura 1.2: Erro no momento angular no problema de Kepler com o método de Euler explicito, com o método
Runge-Kutta de ordem 4 e com o método Stormer-Verlet, respectivamente; as condigoes iniciais sdo q = (1, O)T
ep=(0,1)7, com passo h = 1073

Exemplo 4

Considere-se, agora, o problema

<
|
)

—
:‘\ S
IS

Um invariante do sistema é dado por
I(u,v) =lnu—u+2Ilnv —v,

ja que
%I(u(t),v(t)) 1 -t 25 =0,

Tal significa que cada solugao estd numa curva de nivel de I(u,v) e, como todas as curvas de nivel

sao fechadas, todas as solugoes sao periddicas. Para integrar este problema, implementaram-
se trés métodos: os métodos de Euler explicito, implicito e simpléctico, com condigao inicial
(u,v) = (2,2) e com um passo temporal h = 0.1. O comportamento das solugdes numéricas

observado foi o seguinte (ver figura 1.3): os métodos de Euler explicito e implicito produzem uma
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espiral, comportamento qualitativamente incorrecto, ji que a solucao é periddica; j4 o método

de Euler simpléctico produz uma solucao numérica que, em termos qualitativos, é a correcta.

Euler explicito Euler implicito Euler simplectico

6 35 2.5
3 2

4
25 15

> > >

2 1

2
15 0.5
0 1 0

0 2 4 0 1 2 1 2 3 4
u u u

Figura 1.3: Solugao das equagdes (1.5) para os métodos de Euler explicito, implicito e simpléctico, com condigao
inicial (u,v) = (2,2) e h =0.1

1.3 Quais as caracteristicas qualitativas a preservar?

Nesta seccao sumariam-se as caracteristicas globais e qualitativas do sistema descrito pela
equacao diferencial que se pretendem preservar quando se opta pela utilizagado de integradores
geométricos. E, naturalmente, impossivel elaborar uma lista exaustiva, mas a lista parcial que

se segue cobre uma vasta variedade de possibilidades [6, 23, 32].

1. Estrutura geométrica. Propriedades do espaco de fase no qual o sistema é definido fornecem
informacao sobre as propriedades das solugoes (em particular, nos sistemas hamiltonianos).
Por exemplo, as solugoes de sistemas dindmicos hamiltonianos nao podem ser espirais, facto

associado a conservacao da estrutura simpléctica pelo fluxo hamiltoniano.

2. Leis de conservacdo. Neste item incluem-se leis de conservagao de quantidades tais como a
massa, a energia e a quantidade de movimento, ou entao, quantidades que sao conservadas
ao longo de trajectoérias de particulas e fluxos, tais como a densidade do fluido ou a vortici-
dade potencial. Em problemas hamiltonianos, tem-se também a conservacao da estrutura
simpléctica no espaco de fase e a preservacao do volume em sistemas com divergéncia nula

(uma equacao diferencial ordindria & = f(x) tem divergéncia nula se >, %ﬂgf) =0).

3. Simetrias. As simetrias podem ser:

o Simetrias galileanas. Incluem translagoes, reflexoes e rotagoes. Por exemplo, no

estudo do movimento de um corpo rigido no espago tridimensional é determinante
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o facto de tais sistemas serem invariantes sob simetrias galileanas. As simetrias
galileanas reduzem a complexidade do retrato da fase e, por isso, devem ser preser-

vadas.

e Simetrias reversiveis. Muitos sistemas fisicos sao invariantes sob simetrias p que
satisfazem a identidade p? = Id; por exemplo, o sistema solar é invariante sob
uma simetria temporal. Um outro exemplo classico é o dos sistemas hamiltonianos,
que sao uma funcao par da quantidade de movimento p, ou seja, a Hamiltoniana
H = H(q,p) ¢é invariante sob a reflexdo simétrica p — —p; entdo, se (q(t), p(t))
é uma solucao, também (q(—t), —p(—t)) o é. Consequentemente, é desejavel que,
nestes casos, também os integradores numéricos exibam uma simetria reversivel.
Um método numérico y; = ®p(yg) é simétrico se, fazendo a troca yg < y1 e h <> —h,
o método continua inalterado. Pode definir-se a simetria de um método recorrendo
ao método adjunto. O método ®; = (®_5,)~! designa-se por método adjunto de
®y; entao, se ) = P}, o método diz-se simétrico, ja que ®_j = <I>,:1. O algoritmo
Stormer-Verlet e a regra do ponto médio implicita sao algoritmos simétricos, mas o
algoritmo de Euler explicito nao o é.

Conhecendo um método numérico @5 e o seu adjunto @3, é possivel construir um
método simétrico @5, pela composicao b, = 7 o (ID% [13, 23].
As simetrias reversiveis devem ser preservadas jéQque, assim como as simetrias galileanas,

reduzem a complexidade do retrato da fase.

e Simetrias em termos de escala. Muitos problemas fisicos gozam da propriedade de
serem invariantes apds mudancas de escala, quer no tempo, quer no espago. Em
parte, isto é o reflexo do facto das leis da fisica nao dependerem das unidades usadas;
por exemplo, as leis de gravitacao de Newton sao invariantes sob transformacoes de
escala temporal ou espacial.

Considere-se o sistema de equagoes diferenciais ordinarias

%:f(U), u:(’u,l,...,UN)T, f:(flv"'afN)T'

Este sistema ¢ invariante sob a accao da transformagao
t—t+ A VA

Um reescalamento das varidveis dependente e independente pode ser descrito por

a = (ag,...,an), tal que

t — A\, u; — A%u;, YA > 0.
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Um exemplo tipico é a mudanca de unidades de medida; se u representar a velocidade
e t o tempo, a mudanga de escala t — At induz v — . Naturalmente, um problema

fisico nao deve depender das unidades de medida: o que conduz ao conceito de invari-

ancia em termos de escala de um sistema de equacgoes. A equacao diferencial % = u?
. . g2 . . -
e a equacao diferencial % = —%2, que traduz o movimento, numa dimensao, de uma

particula num campo gravitacional, sdo exemplos de equacgoes diferenciais invariantes
sob transformagoes de escala [5]. Um método numérico invariante sob transformagoes

da escala temporal e espacial deve exibir uma relagao similar, em termos discretos.

e Simetrias do grupo de Lie. Envolvem a invariancia do sistema a um grupo de trans-
formagoes, chamado grupo de Lie. Um exemplo natural em mecénica é a invariancia

do sistema sob a acc¢ao do grupo SO(3).

4. Comportamentos assimptoticos. Quando se pretende estudar a dinamica de um sistema,
para o fazer numericamente serd necessario aplicar um método durante um nimero in-
definido de passos, com vista a ganhar percepgao sobre o comportamento do sistema no
longo prazo. Note-se que em certos contextos, nomeadamente em dinamica molecular, onde
se trabalha com escalas temporais diversas, o estudo no longo prazo (medido em termos da
escala temporal menor) é inevitdavel. Ora, o que ocorre com muitos métodos convencionais
é que eles acumulam erros de forma exponencial a medida que o tempo avanca; desta
forma, o estudo de determinado fenémeno fisico no longo prazo nao é possivel, mesmo
para métodos de ordem significativa e com um erro local muito pequeno. E, entao, essen-
cial o uso de métodos para os quais se tenha algum controlo sobre o crescimento do erro,
mesmo que o erro local desses métodos possa parecer grande quando comparado com out-
ros métodos. Em suma, espera-se que os integradores tenham um desempenho no longo
prazo que permita reproduzir o comportamento assimptético de um determinado sistema,

dinamico.

5. Ordem das solugoes. A equagao diferencial pode ter algum principio que leve a preservagao
da ordem das solugoes. Por exemplo, dados dois conjuntos iniciais de dados ug(x) e vo(x)
para uma equacao diferencial parcial, as solucées podem respeitar a ordem seguinte: se
up(x) < vo(z) para todo o z, entdo u(x,t) < v(x,t) para todo o x e t. A equagao do
calor uy = ug,, assim como muitas outras equacoes parabdlicas, tem esta propriedade.
Serd, entao, razoavel esperar que o integrador numérico obedeca ao mesmo principio de

preservacao da ordem das solucgoes.

6. Comportamento dinamico dos integradores. Os integradores devem preservar, o mais

possivel, o retrato da fase.

e Preservacdo dos pontos de equilibrio. Todos os métodos B-séries retém os pontos de

equilibrio de & = f(x) exactamente. Por exemplo, os métodos Runge-Kutta podem
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ser expandidos em séries de Taylor da forma

Tha1 = aoxp + arhf + ash® f/(f) + B> (asf" (f, ) + aaf' (f' () + - .. (1.6)

onde cada termo é avaliado em z = x;, e a derivada f(™ é uma funcdo multilinear
de m campos vectoriais num dnico campo vectorial. Os termos da série chamam-
se diferenciais elementares de f e a série designa-se por B-série. Um método de
integragdo que tenha uma expansdo semelhante a (1.6) diz-se um método B-série.
No entanto, alguns métodos B-série podem gerar pontos fixos adicionais, chamados
de espurios. Os métodos Runge-Kutta gaussianos de ordem 4 nao produzem pontos

fixos esptrios.

e Propriedades do espectro e bifurcacdes. Um aspecto crucial da dindmica préxima de
um ponto de equilibrio sao os seus valores proprios lineares. Uma segunda razao que
justifica a importancia dos valores préprios estd associada as bifurcagoes - tipicamente,
elas ocorrem quando a parte real de um dos valores préprios é nula. Por estas razoes, é
importante preservar as propriedades espectrais dos pontos de equilibrio. Os métodos
Runge-Kutta simétricos e A-estaveis, tal como os Runge-Kutta gaussianos, preservam
estas propriedades para qualquer passo temporal h. Os métodos nao geométricos,

tipicamente, nao preservam, neste sentido, o retrato da fase.

Mas quais as caracteristicas de sistemas hamiltonianos? Os capitulos que se seguem sdao um
resumo alargado da teoria subjacente a dinamica hamiltoniana e lagrangiana. Tal base tedrica
serd necessaria para concluir sobre a natureza geométrica dos integradores. Afinal, se um inte-
grador é geométrico se preservar alguma(s) caracteristica(s) qualitativa(s) do sistema de equagoes

diferenciais, pressupoe-se que se conhecem essas caracteristicas.



Capitulo 2

Sistemas hamiltonianos e

lagrangianos

Os sistemas mecanicos resultantes dos principios fisicos sao hamiltonianos ou conservativos.
Mesmo sistemas dissipativos, tipicamente, mantém certas leis de conservacao (por exemplo, a
conservagao da massa em dinamica de fluidos); e, se a dissipagao for fraca, tal como a dissipagao
de Rayleigh, os sistemas sao considerados primariamente conservativos, podendo ser integrados
em duas partes - a parte dominante, a conservativa, e a parte dissipativa. Tal significa que os
sistemas hamiltonianos sao frequentes e relevantes numa grande variedade de problemas fisicos,
em &reas tao diversas como a mecénica, a astronomia, a dinamica molecular e a éptica e, por
isso, foi com naturalidade que a primeira area onde as ideias geométricas foram usadas foi a
integracao de equacoes diferenciais ordinarias em problemas hamiltonianos. O ponto de vista
hamiltoniano permite estudar com profundidade uma série de problemas da mecanica que nao
admitem outros meios de solucao - por exemplo, o problema da atracgao por dois centros imoéveis
e o problema das geodésicas no elipséide de trés eixos [1]. A perspectiva hamiltoniana assume,
ainda, maior importancia para os métodos aproximados da teoria das perturbagoes (na mecanica
celeste), para a compreensao do caracter geral do movimento em sistemas mecanicos complexos
(teoria ergddica, mecanica estatistica) e em relacao a outras dreas, tal como a mecéanica quantica.
O ponto de vista lagrangiano permite estudar até ao fim uma série de problemas importantes
na mecanica, nomeadamente, problemas na teoria das pequenas oscilacoes e na dindmica do
solido. E possivel fazer a ponte entre as duas perspectivas, sendo que, em muitos casos, elas
sao equivalentes [1]. No formalismo lagrangiano obtém-se, para a evolugao do sistema, equagoes
diferenciais ordindrias de segunda ordem, ao passo que no formalismo hamiltoniano se obtém
equacoes diferenciais ordinarias de primeira ordem. Neste sentido, o formalismo hamiltoniano é

mais apto para aplicar a teoria dos sistemas dinamicos.

14
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2.1 As equacoes de Euler-Lagrange e as equagoes de Hamilton

Seja @ o espaco das configuracdes, com coordenadas ¢*,i = 1,...,d, o qual descreve a con-
figuracao do sistema, onde d representa o nimero de graus de liberdade. O ntimero de quanti-
dades independentes que devem ser especificadas em ordem a definir a posicao de um qualquer
sistema é designado por niimero de graus de liberdade.

Quando todas as posicoes das particulas e respectivas velocidades estao simultaneamente es-
pecificadas, a experiéncia mostra que o estado do sistema estd completamente determinado e
que o seu movimento subsequente pode ser, em principio, calculado. Matematicamente, tal sig-
nifica que se todas as posicoes g e velocidades ¢ sao dadas em algum instante, as aceleragoes ¢,
naquele instante, sao univocamente definidas [22]. As relagbes entre as aceleragoes, velocidades
e posicoes sao chamadas de equacoes do movimento.

A Lagrangiana L(q,q,t) é, em geral, igual a diferenca entre a energia cinética 7' e a energia
potencial V' do sistema, admitindo-se que ¢* = dq'/dt representa a velocidade generalizada. A
Lagrangiana contém somente ¢ e ¢, e nao derivadas de ordem superior, ja que o estado do sis-
tema é completamente definido quando as posigoes e as respectivas velocidades sao dadas. L é
uma funcao L : TQ x R — R, onde T'Q), designado por fibrado tangente de @, tem coordenadas
(q',...,q"d' ..., q").

Segundo o principio variacional de Hamilton, as trajectérias do sistema no intervalo de tempo

[a, b] satisfazem

b
59 = 5/ L(q, & )dt = 0, (2.1)

sendo S = f; L(q, q,t)dt designada por accao. O significado do principio de Hamilton é o
seguinte: escolha-se curvas ¢*(t) que unam dois pontos fixos em @, num dado intervalo de tempo
fixo [a,b], e calcule-se o integral (2.1), admitindo que ele é uma fungao da curva; o principio
de Hamilton sustenta que esta funcao tem um ponto critico ou estacionario numa solugao no
espaco de curvas. Seja dq’ a variacdo, isto é, a derivada de uma familia de curvas com respeito

a um parametro; entdo, pela regra da cadeia, a equagao (2.1) é equivalente a

“ /oL, OL_ .,
z;/a <aqi6q +aqi5q>dt_0 (2.2)

para todas as variagoes d¢" que se anulam nos extremos. Usando a igualdade

d .
5§ = —5q
q dtQ7
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integrando por partes o segundo termo de (2.2) e atendendo ao facto de que d¢'(a) = dq*(b) = 0

. rbror d (0L ;
z;/a [aqi_dt<aqi>]5q dt =0. (2.3)

Como dq' é arbitrario, (2.2) é equivalente as equacoes de Euler-Lagrange,

d (0L oL
7 = 2.4
dt <6q' > aq 0, (2:4)

, obtém-se

sistema de d equagoes de segunda ordem, cuja solucao depende de 2d constantes arbitrarias que
descrevem o movimento, dadas as condigoes iniciais.

No caso do péndulo (1.4), usando o angulo a como coordenada, a energia cinética é dada por
T = 2(i% 4+ 9°) = # e a energia potencial por V' = mgy = —mglcosa. As equagoes de
Euler-Lagrange sao —mglsina — mi?é = 0.

Um outro exemplo é o da segunda lei de Newton, F = ma, que descreve o movimento de
particulas num campo potencial V. Para isso, considere-se um sistema de N particulas que se
movem num espaco euclideano tridimensional; entéo, o espaco das configuracoes é Q = R3V e
L=T—-V édado por

N
. 1 .
Jj=1
onde os pontos de () sdo escritos como qi,...,qn, € q; € R3. Neste caso as equacoes de

Euler-Lagrange (2.4) reduzem-se a segunda lei de Newton

B oV
oq;’

d .
%(miqi): ZZl,...,N,
ou seja, F = ma, verificando-se que o sistema potencial newtoniano é um caso particular da

mecanica lagrangiana.

Como se faz a passagem ao formalismo hamiltoniano? Introduzam-se as coordenadas

)

= 5 (2.5)

p
que representam os momentos conjugados generalizados do sistema. Defina-se a mudanca de
variaveis (q,q) — (q,p), chamada transformagao de Legendre T, : TQ — T*Q que, no caso

dimensional finito tem coordenadas locais dadas por

i i OL i
T1(¢',q") = <q,aq.i> = (¢", pi)-
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A Hamiltoniana H : T*(@) — R é definida como
H(p,q) =p"q— L(q,q), (2-6)

obtendo-se um sistema de 2d-equacgoes de primeira ordem, chamadas equagoes de Hamilton

] oH
P=—F5-
Jq
om (2.7)
q - 81) 9

ou entao, em componentes do campo vectorial hamiltoniano Xz

OH
Xpi (Qap) = _aiql(qvp)v

oOH
XM%MZEE@w)

O grau de suavidade da Hamiltoniana H pode variar de problema para problema, mas admite-se
que, no minimo, H é de classe C2, de forma a permitir que o lado direito do sistema (2.7) seja
de classe C', e entdo, os teoremas da existéncia e unicidade sejam aplicéveis.
Por vezes, é 1til combinar todas as varidveis dependentes em (2.7) num vector 2d-dimensional
y = (p,q). Neste caso, (2.7) assume a forma

dy

EZ:JAVH, (2.8)

onde H = H(p, q) é a fungdo Hamiltoniana, V é o operador

(3 9 9 9 3)
8])178p27"'7apd78q17"‘7aqd )

J é a matriz anti-simétrica de dimensao 2d x 2d

(0 1
=0, 29)

e I; representa a matriz identidade de dimensao d.
O formalismo hamiltoniano desenvolve-se no espaco de fase T*(@Q), designado por fibrado cotan-
gente de @, com coordenadas (¢',...,q" pi1,...,pn), contravariantes as coordenadas de ¢ e

covariantes as de p.
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Para a Lagrangiana L : RN = {(q,q) : q,4 € R3"} — R de N particulas,

N
. 1 .
L(a,a) = 5 Y _millal* - V(a),
=1
vem
H(p,q) =p"4— L(q,4q)

N
= _ m;|| 1T+ V
5 ;:1 '] (q) (2.10)
N
1 1 )
==Y —p; V(q).
5 ;:1 min |©+V(a)

Um exemplo simples da passagem do sistema lagrangiano ao hamiltoniano é dado pelo oscilador

harmoénico, com Lagrangiana L = %:’c2 — %xQ. O momento conjugado é p = % = mi. A
Hamiltoniana H é
H=pi—-L
2 M.y ko
=mz” — 2"+ -x
2 2
2
p k o
= —_— —|— — X ;
2m = 2

0 que ja seria de esperar, uma vez que neste caso a Hamiltoniana coincide com a energia total.

As equacgoes de Hamilton sdo entao

,_BH_p . BH_

X —, p:—%_

= = —kax.
dp m o

Diferenciando a primeira equagdo em ordem ao tempo e eliminando p, obtém-se a equacao

mi + kx = 0, conforme esperado. A solugdo geral para z é uma oscilagao

x(t) = Cy sinwt + Cy cos wt, w = +/(k/m),
onde w representa a frequéncia angular e C] e C sao constantes de integragao; analogamente,
p(t) = mw(Cy coswt — Cy sinwt).

No plano de fases, o plano (p, q), as curvas paramétricas p((t),q(t)) correspondem as elipses

2 ]{32
H(p,q) = ffva% = const,
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e, no caso de mk = 1, correspondem a circunferéncias.

As equactes de Hamilton podem ser reescritas com recurso aos colchetes de Poisson, sob a

forma

{F}={F H} (2.11)

para todas as fungdes F' € F(P), onde F(P) representa o espago das fungoes suaves no espago
de fases P = RV [38]. Os colchetes de Poisson sdo definidos como

" (0G OK 0G OK
(@1 =2 (5o 5~ ) (242

para todas as fungoes G, K € F(P). Usando as equagoes (2.7) e (2.12), para qualquer F' € F(P),

obtém-se

i OF ., OF .\ _dF
. 8qiq 8pipl Cdt
={FH} (2.13)

B ZN: OF OH  OF OH
- 4= \9q'dp; Ipidq’)’

a qual é equivalente as equagoes (2.7), ja que F' € F(P) é arbitréria.

Demonstra-se que as equagoes de Euler-Lagrange sao equivalentes as equacoes de Hamilton. Os
principios variacionais também existem no formalismo hamiltoniano [1, 13, 28]. Para derivar as
equagoes de Euler-Lagrange, consideram-se curvas ¢ no espaco das configuragoes, ao passo que
no caso das equagoes de Hamilton consideram-se curvas no espaco (g,p), o espaco de fase. O

principio de Hamilton no espaco de fase é traduzido no teorema seguinte.

Teorema 2.1. Considere-se uma Hamiltoniana H num dado fibrado cotangente T*Q. Uma

curva (¢*(t), pi(t)) em T*Q satisfaz as equagdes de Hamilton se e s6 se
b . .
5/ [pi¢" — H(q",pi)ldt =0, (2.14)
a

para todas as variagoes das curvas (¢'(t), p;(t)) no espaco de fases, onde ¢' = %i, sendo ¢* fizo
n0s pontos extremos.

Note-se que

b : b : . OH_, OH
i — H(q", pi)]dt = i)q" +pi(6G") — 509" — i | dt.
5/@ pig" — H(q', pi)ldt /a [(519 )i +pi(04") = 5,500" = 5 -0pi | dt
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Como ¢'(t) é fixa nos dois pontos extremos, resulta p;dq’ = 0 nesses pontos e, entdo, o segundo

termo da equacao anterior pode ser integrado por partes, obtendo-se

b
(S5 5 (Sat) — oH i 8£ '
/a |:q (5171) pz(dq ) (9qi dq Op; op; | dt,

o qual se anula para todas as dp;, §¢’, satisfazendo as equacdes de Hamilton (2.7).

2.2 Leis de conservacao

Durante o movimento, as posicoes e as velocidades que especificam o estado do sistema variam
com o tempo. Existem, no entanto, fungoes dessas quantidades cujos valores permanecem con-
stantes durante o movimento, e dependem somente das condig¢Oes iniciais. Tais fungoes sao
chamadas de integrais do movimento ou invariantes do movimento.

Nem todos os integrais do movimento tém a mesma importancia na Mecanica. Existem alguns
cuja constancia tem um profundo significado, derivado da homogeneidade e isotropia do espaco
e do tempo. A conservagao da energia é resultado da homogeneidade do tempo, e a conservagao
dos cldssicos momentos linear e angular sao consequéncia da homogeneidade do espaco e da
isotropia do espaco, respectivamente [22].

Em virtude do facto do tempo ser homogéneo, a Lagrangiana e a Hamiltoniana de um sistema
fechado nao depende explicitamente do tempo. Devido ao espago ser homogéneo, as propriedades
mecanicas de um sistema fechado permanecem inalteradas por um qualquer deslocamento par-
alelo do inteiro sistema no espaco. A conservacao do momento angular decorre da isotropia do
espago, ou seja, as propriedades mecanicas de um sistema fechado nao variam quando o sistema

roda como um todo no espaco.

2.2.1 Lei de conservagao da energia

Os sistemas hamiltonianos que nao dependem explicitamente do tempo tém natureza conserva-
tiva, no sentido da conservacao da energia do sistema. No caso de T' ser quadratica, verifica-se
a igualdade [1, 13, 28]

H=T+YV,

ou seja, a Hamiltoniana representa a energia total do sistema, sendo um integral primeiro do
sistema. FEste resultado é evidente nas equagoes (2.10), onde a Hamiltoniana coincide com a
energia total do sistema, expressa nas varidveis (q, p).

O mesmo resultado é obtido pelo uso dos colchetes de Poisson; por um lado, note-se que se

verifica {F,G} = —{G, F'} e, em particular, {H, H} = 0, e por outro lado, usando a equagao
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(2.12), obtém-se

H=0,

ou seja, a energia é conservada. Tem-se o resultado seguinte [1, 22].

Teorema 2.2. A igualdade % = %{ € verdadeira e, em especial, no caso de sistemas em que
a funcdo de Hamilton nao depende explicitamente do tempo, ou seja, %{ =0, cumpre-se a lei

da conservagdo da funcdo de Hamilton

H(p(t),q(t)) = const.

As simetrias tém um papel relevante nos problemas de mecanica. Qualquer simetria do
problema que permita adoptar um sistema de coordenadas q, de modo a fazer com que a fungéao
de Hamilton nao dependa de algumas coordenadas, permite determinar certos invariantes e
reduzir o problema a um outro com um niimero menor de coordenadas. Por exemplo, quando a

coordenada ¢' néo figura na funcéo de Hamilton, de forma que gfl = 0, essa coordenada diz-se

ciclica; naturalmente, que se uma coordenada é considerada ciclica no contexto hamiltoniano,
também o serd no contexto lagrangiano. Neste contexto, o teorema seguinte é muito utilizado

para resolver problemas na mecanica [1].

Teorema 2.3. Seja q' uma coordenada ciclica. Neste caso, p1 é um invariante. Sendo assim, a
variagao das restantes coordenadas com o decorrer do tempo é a mesma que tem lugar no sistema

n — 1-dimensional, com coordenadas independentes ¢° .. .,q" que tem a funcdo de Hamilton

H(p27"’7pn7q27"'7qn7t70)

dependente do parametro ¢ = pq.

2.2.2 Teorema de Noether

Um dos pilares da mecénica lagrangiana é o teorema de Noether que, em linguagem informal
assume a seguinte forma: a todo o grupo uniparamétrico de difeomorfismos da variedade config-
uracional do sistema lagrangiano que conserva a funcao de Lagrange corresponde um invariante
das equacoes do movimento. Dito de outra forma, quando existe uma simetria na Lagrangiana
ou na Hamiltoniana, entao certas quantidades do movimento, as func¢oes quantidade de movi-
mento, irao ser preservadas pelo fluxo lagrangiano ou hamiltoniano, respectivamente.

Uma deducao possivel do teorema de Noether é a que se encontra em [16]. Seja s o pardmetro
que caracteriza uma transformagao geral de coordenadas; se s = 0, as coordenadas nao sao trans-

formadas. Por exemplo, considere-se uma Lagrangiana que contém uma forca central arbitraria;
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entdo, o sistema de coordenadas pode rodar livremente sem alterar a Lagrangiana (admite-se
que a rotagao é independente do tempo). Para qualquer valor de 6, o ponto (x,y) é transformado

num ponto (z’,y’), de acordo com
/ .
' =xcos —ysinb,

y = ycosf + xsind.

Se 6 = 0, estd-se em presenca da transformagao identidade. Neste exemplo, tem-se que s = 6.
Voltando ao caso genérico, se q(t) for a solugao das equagoes de Euler-Lagrange no sistema
original, entao Q(s,t) representa a solugao das equagoes de Euler-Lagrange para qualquer valor

de s, com Q(0,t) = q(t). A defini¢ao da invaridncia da Lagrangiana é

L'= L(Q(s,1),Q(s,t),1) = L(q,q,).

Se a Lagrangiana é invariante, entdao L' ndo depende de s (por simplicidade e sem perda de

generalidade em relagdo ao que se pretende verificar, ndo se considera a dependéncia temporal):

LL(Q(s,1),Q5,1) =0,

De acordo com a regra da cadeia, vem

aL_oLiq oL dQ
ds  0Qds 9Q ds’

e de acordo com as equagoes de Euler-Lagrange:

oL _aon
0Q  dtoQ’
Entao,
dL_doLdq oL aQ
ds  dt 0Q ds  9Q ds
_ 4 [9LdQ
ot oQ ds
— 0,

o que significa que
d
pd—? - = const, (2.15)

I(q,q) =
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d - . - en .

onde p = g—g e d—? sao avaliados em s = 0 por uma questao de conveniéncia.

Admita-se, agora, que a transformacao é descrita por mais do que um parametro; por exemplo,
as rotacoes sao descritas por trés parametros. Faz-se s; = 1,2,.... Para cada parametro s;,
repete-se a derivacao feita acima, mostrando que existe uma quantidade conservada I; associada

a ele. Para N graus de liberdade, vem:

N

dQF
Ij(q17q2>"'7q ,ql,q2,...,q ): E Pk d :COHSt, (216)
— 55 ltodos s=0
k=1 odos s
onde p, = gTLk. No caso das rotagoes espaciais, I, I e I3 sdo as componentes da quantidade de

movimento angular total.

A expressao (2.16) traduz o teorema de Noether: se a Lagrangiana é invariante sob uma simetria
continua, existem quantidades conservadas associadas a essa simetria, uma para cada parametro
da transformacgao. Tal pode ser determinado diferenciando cada coordenada em ordem aos
parametros da transformagao, na vizinhanca da transformacao identidade, multiplicando pela
quantidade de movimento conjugada e somando ao longo dos graus de liberdade. O teorema de
Noether é simplesmente um teorema extraordinario, estabelecido por uma das mais espantosas
investigadoras da histéria cientifica humana, permitindo ligar duas nogdes muito importantes,
quer na teoria, quer na pratica, e ird ser retomado na seccdo sobre fungoes quantidade de

movimento.

2.2.3 Simplecticidade

Outros integrais do movimento estao associados com a simplecticidade do fluxo hamiltoniano,
com o teorema de Liouville e com o teorema de Poincaré sobre o retorno.
Os sistemas hamiltonianos preservam a simplecticidade do seu fluxo. O que é que isso significa?
A solucdo do sistema (2.8) induz uma transformacdo 1 no espaco de fases R??; tal funcio diz-se
simpléctica se, sendo v linear,

YLy = J, (2.17)

onde a matriz J é dada pela expressao (2.9). A interpretacao geométrica da simplecticidade do
fluxo hamiltoniano é fornecida, por exemplo, em [1, 13]. Os objectos bésicos a serem estudados

sdo paralelogramos de duas dimensoes em R?¢. Admita-se que os paralelogramos podem ser

(&) ()

onde £P, €9, P, n? € R?, no espaco (p,q) como

gerados por dois vectores

P={tE+sn:0<t<1,0<s<1}.
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No caso d = 1, considere-se a area orientada

S

area.or(P) = det
S

) — eyt — gy (2.18)
No caso d > 1, substitui-se (2.18) pela soma das areas orientadas das projecgdes de P nos planos

coordenados (p;, qi)

d Ep 771? d
w(€,m) :Zdet< P ) => (&hn! - &), (2.19)

q q
i=1 & i1

que define uma funcéo bilinear que actua nos vectores de R??. Em notacao matricial, esta funcao

assume a forma

w(& ) =¢&"Jn. (2.20)

A defini¢ao de simplecticidade em (2.17) é equivalente a

w(AE, An) = w(&,m), (2.21)

para todo o &, 1 € R?, sendo A : R?? — R?? uma funcdo linear. Mostra-se que det A = 1 [28].
No caso d = 1, a expressao w(§,n) representa a area do paralelogramo P, e entao a simplecti-
cidade da funcao linear A equivale a preservacao da drea de P. No caso geral, onde d > 1, a
simplecticidade significa que a soma das 4reas orientadas das projeccdes de P sobre (p;,¢') é a
mesma, no caso dos paralelogramos transformados A(P).

No caso da funcéo 1 nao ser linear, uma funcao diferencidvel 1) : U — R?? onde U C R?¢ é um

aberto, diz-se simpléctica se a matriz jacobiana ¢’(p, q) for simpléctica

W' (p.a) I (pa) =J ou w@(p, )&, ¢ (p,q)n) = w(&n). (2.22)

A interpretacao geométrica da simplecticidade de fungoes nao lineares é a seguinte. Seja M uma,
subvariedade 2-dimensional do conjunto 2d-dimensional U, e admita-se que M = ¢(K), onde
K C R? 6 um compacto, sendo ¢(s,t) uma funcdo continuamente diferencidvel. A variedade M

pode ser considerada como o limite das unides dos paralelogramos gerados pelos vectores

2 2

P (s,t)ds e 5t

(s,t)dt.

Para um paralelogramo, considere-se a soma das areas orientadas das suas projecgoes sobre o

plano (p;, ¢*) e faca-se a adicio sobre todos os paralelogramos da variedade. No limite, obtém-se

QM) = //Kw <gf(s,t), g‘f(s,t)> ds dt. (2.23)

a expressao
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Se uma funcdo 1 : U — R2? é simpléctica em U, entdo ela preserva a expressio Q(M), o que

significa que

para todas as variedades 2-dimensionais que podem ser representadas como a imagem de uma
funcao ¢ continuamente diferenciavel.

Para d = 1, M C R? e escolhe-se K = M, sendo ¢ a funcao identidade. Neste caso, Q(M) =
If o ds dt representa a drea de M. Entao, todas as fungoes simplécticas, mesmo as nao lineares,
preservam a area, facto que as torna muito importantes.

No caso de problemas com um grau de liberdade (d = 1), a simplecticidade do fluxo hamiltoniano
traduz-se na preservagao da area orientada. No caso do oscilador harmoénico (2.1) o fluxo, com

condigoes iniciais (p(0),¢(0)) em ¢ = 0 assume a forma matricial

p(t) \ cos wt —(mw) sin wt p(0) (2.24)
q(t) (mw)~!sinwt cos wt q(0) |- '
No caso de mw = 1, o fluxo traduz-se numa rotacao rigida de wt radianos. No caso de mw # 1,

mostra-se que a matriz representativa do fluxo em (2.24) pode ser factorizada como [41]

mw 0 coswt —sinwt (mw)~t 0
0 1 sinwt coswi 0 1)

A matriz mais a direita contrai a drea de um factor mw, o efeito exactamente oposto da matriz

mais a esquerda, que actua apds a rotacao rigida.

Atendendo a sua importancia, recorde-se que o conjunto das transformacoes simplécticas v :

R2¢ — R?4 é um grupo, ja que se verificam cumulativamente as seguintes condicoes:

1. A composigao de transformagbes simplécticas é fechada, ou seja, se 1 e ¢ sdo trans-

formagoes simplécticas, entao também o é a transformacao 1 o .
(w/(p/)TJ(w/(p/) — ¢/T(¢/TJ¢/)¢/ _ QOITJ(,D/ =]

2. A composicao de transformacoes simplécticas é associativa.

3. Se ¢ é simplética, entdo a sua inversa ¥~ também o é.
Partindo da hipétese de que a transformacao é simpléctica, usando uma definicdo alterna-

tiva, baseada na identidade J~' = —J, tem-se

w/TJ*lw/ — Jfl



Leis de conservacao 26

e atendendo a que, obviamente, JT = —J, ou seja, J~L = —J 7!, obtém-se
wlTJw/ —J= (w/TJ,lp/)fT _ JfT = wlfTJ'flwlfl — J*l = (wfl)ijl(d)fl) _ J717

o que demonstra que ¥~! é uma transformacio simpléctica.

4. A transformacgao v = id é simpléctica, o que é 6bvio, ja que é satisfeita a identidade
id"Jid = J.

Um resultado de Poincaré, de 1899, mostra que o fluxo dos sistemas hamiltonianos é sempre

simpléctico.

Teorema 2.4. Seja H(p,q) uma funcio C?* em U C R?*%. Entdo, para cada t, o fluzo, onde

estiver definido, € uma transformacgao simpléctica.

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [13]. Demonstra-se, também, a
equivaléncia entre fluxos simplécticos e a sua natureza hamiltoniana. Uma equacao diferencial

diz-se localmente hamiltoniana se a igualdade (2.8) se verificar.

Teorema 2.5. Seja f : U — R%? uma fungdo continuamente diferencidvel. Entdo, § = f(y)
€ localmente hamiltoniana se e sé se o seu fluxo € simpléctico, para todo y € U e para todo t

suficientemente pequeno.

Mas, a teoria hamiltoniana permite ir um pouco mais além nestas consideragoes sobre
a preservacao da drea, convicgao que toma forma no teorema de Liouville, cuja demonstragao

pode ser encontrada em [1, 22].

Teorema 2.6 (Teorema de Liouville). O fluzo de fase ¢ conserva o volume, ou seja, para
qualquer dominio D

volume (YD) = volume D.

[1] demonstra uma afirmagao um pouco mais geral, também devida a Liouville. Considere-
se um sistema de equagoes diferenciais ordindrias x = f(x), onde x = (1, ...,x,), cuja solugao

se prolonga por todo o eixo do tempo. Seja g’ o respectivo grupo de transformacoes
g'(x) = x + f(x)t + O(t?), (t—0).

Seja D(0) um dominio no espaco {x} e v(0) o volume desse dominio, sendo validas as igualdades
v(t) = volumeD(t), D(t) = ¢' D(0).

Entao, quando div f = 0, g* conserva o volume: v(t) = v(0).

O teorema de Liouville é apresentado noutra forma em [16]. Defina-se a densidade do espago de
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fase como

lim N7<AA)
AAS0 AA T

onde N representa o nimero de sistemas na <drea do espaco de fase> A = Aq Ap, todos

P

governados pela mesma Hamiltoniana. Mostra-se que

o _

dt =0,

ou seja, a area de qualquer distribuicao no espago de fases é preservada. O volume do espaco de
fases é conservado, isto é, a densidade do espaco de fases assemelha-se a um fluido incompressivel.
No seguimento do teorema de Liouville faz sentido enunciar o teorema de Poincaré, citado e

demonstrado em [1].

Teorema 2.7 (Teorema de Poincaré sobre o retorno). Seja 1 uma aplicacio que conserva o
volume, continua, biunivoca e que transforma em si proprio o dominio limitado D do espaco
euclideano: YD = D.

Neste caso, em qualquer vizinhanga U de qualquer ponto do dominio D, hd um ponto x € U que

retorna ao dominio U, ou seja, Yx € U, para certo n > 0.

Em linguagem mais simples, tal significa que quase todo o ponto em movimento retorna,
reiteradas vezes, & sua posicao inicial. Uma aplicacao, com resultados que se poderiam des-
ignar por paradoxais, é a previsao: se a membrana que separa uma camara cheia de gas de
uma camara onde ha vacuo, for aberta, dentro de certo tempo, as moléculas de géds voltarao a
reunir-se na camara inicial. Para o senso comum, a solucao tem natureza paradoxal, porque o

<certo tempo> é maior que o tempo de existéncia do sistema solar.

Quando se considera d = 1, fluxo simpléctico significa preservacao da drea; [41] enfatiza que,
para d > 1, a generalizagdo correcta é a simplecticidade e nao a preservagdo do volume. A
simplecticidade caracteriza o fluxo hamiltoniano, ao passo que a conservagao do volume é uma
propriedade mais fraca, partilhada por alguns sistemas nao hamiltonianos. Note-se de seguida,
por exemplo, como a simplecticidade caracteriza e distingue os sistemas hamiltonianos dos sis-
temas genéricos.

A simplecticidade do fluxo hamiltoniano fornece mais informagdo do que, simplesmente, a
preservacao da area orientada - fornece informagao sobre a dinamica do sistema hamiltoni-
ano. Devido a propriedade da conservagao da area, caracteristicas que sao excepgao em sistemas
dinamicos genéricos, sao a regra em sistemas hamiltonianos; inversamente, caracteristicas tipicas
de sistemas dinamicos genéricos nao se podem verificar nos sistemas hamiltonianos.

Considere-se um sistema auténomo (H nao depende, explicitamente, do tempo) de equagdes
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diferenciais no plano, da forma

p = f(p,q), q=g(p,q)

e assuma-se que o ponto (pog,q®) é um ponto de equilibrio. Regra geral, os pontos de equilibrio
sao hiperbdlicos: as partes reais dos dois valores préprios Ai, A2 da linearizacao a volta do

equilibrio s&o nao-nulas. Os pontos de equilibrio hiperbdlicos podem ser de trés tipos:

(i) atractores - A1, A2 tém parte real negativa;
(ii) repulsores - A1, Ay tém parte real positiva;

(iii) pontos sela - A1, A2 tém parte real de sinal contrério.

Regra geral, a situacao de A1, A2 serem imagindrios puros conjugados nao se verifica: neste caso,
pequenas perturbagoes arbitrarias no lado direito do sistema transformam-no num sistema com
pontos de equilibrio com natureza de atractor ou repulsor. No entanto, restringindo esta consid-
eragao a sistemas auténomos hamiltonianos no plano, o que é regra geral - pontos de equilibrio
hiperbdlicos - nao se pode verificar; atractores (ou repulsores) nao tém lugar porque o fluxo, na
sua vizinhanga, contrai-se (expande-se). Um atractor para um fluxo ¢ é um conjunto compacto
A, com uma vizinhanca U, tal que ¥ (U) C U, V¥t > 0e A = (,5(%:(U). Mostra-se que, devido
a simplecticidade do fluxo hamiltoniano, ndo existem atractores nao triviais (o conjunto vazio e
todo o espago) [26]. Em suma, o caso de A1, Ay terem parte real nula é, agora, genérico: se um
sistema hamiltoniano se enquadrar nesta situagao (o ponto de equilibrio é um centro), entao,
tipicamente, sistemas hamiltonianos vizinhos também o sao.

Consideragoes andlogas podem ser feitas a propésito das solugoes periddicas. Em sistemas
autéonomos de equagoes diferenciais no plano, as orbitas periddicas sao ciclos-limite estaveis ou
instaveis. Na vizinhanca de tais ciclos limite, a drea contrai-se ou expande-se, o que significa que
os ciclos limite nao tém lugar em sistemas hamiltonianos. Para sistemas auténomos hamiltoni-
anos no plano, uma Orbita periddica estd rodeada por outras orbitas periédicas, uma situacao
que nao é genérica em sistemas auténomos nao hamiltonianos.

[41] menciona que todas as propriedades especificas da dinamica hamiltoniana podem ser derivadas
da propriedade da preservagao da drea, ou seja, da simplecticidade do fluxo. Com efeito, a con-
servacao pelo fluxo da &drea orientada é uma caracteristica que s6 é verificivel em sistemas

hamiltonianos. Assuma-se que {2 é simplesmente conexo e que

o _

dq
-~ = (p,q,t), =g(p,q,t), (2.25)

T
é um sistema diferencial suave cujo fluxo é simpléctico. Entao, (2.25) é, efectivamente, um

sistema hamiltoniano, para um determinado H. Pelo teorema de Liouville, para cada t, o
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campo vectorial (f, g)T tem divergéncia nula, e entao

0 0

condigao necesséria e suficiente para que (g, —f )T seja o gradiente da funcao escalar H, ou seja,
para que (2.25) seja hamiltoniano.

Se €2 nao for simplesmente conexo, entao os sistemas com fluxo simpléctico sao, em geral,
localmente hamiltonianos: em cada bola B C €2, eles coincidem com um sistema hamiltoniano
mas, globalmente, o sistema pode nao ser hamiltoniano. Um exemplo tipico é dado pelo sistema

definido em © = R?\(0,0) por

dp _ p dq _  q

dt — p?+q? dt  p2+q?
Em cada bola em € o sistema é hamiltoniano, com H dado por um dos argumentos do ponto
(p,q). No entanto, o sistema nao é globalmente hamiltoniano porque o argumento nao pode ser

definido como uma tnica funcao suave em .



Capitulo 3

Métodos numeéricos

Um método numérico, aplicado a uma equacgado diferencial ordindria, pretende aproximar a
solucao do problema
y' =£(t,y), t>to, y(to) =yo. (3.1)

Admite-se que f é suficientemente bem comportada, que aplica [tg, c0] x R em R?; yo € RY é
um vector dado e R? é o espaco euclideano real d-dimensional. No minimo, f deve obedecer &

condicao de Lipschitz
If(t,x) —£(t,y)[| < Alx—yl,  para todo x,y € RY, &> to. (32)

A constante real A > 0 é independente da escolha de x e de y e designa-se por constante
de Lipschitz. Se a condicao de Lipschitz se verificar, entdao o sistema de equacoes diferenciais
ordinarias tem solucao unica.

Admita-se que se pretende calcular a solu¢ao numérica de (3.1) no intervalo compacto [to, to+1t*],
com determinado algoritmo - cobre-se o intervalo com uma malha equidistante e aplica-se o
algoritmo numérico de forma a obter-se a solucao numérica. Cada malha tem associada a si
uma sequéncia numérica diferente; uma questao pertinente é: & medida que o passo h — 0,
serd que a solugdo numérica tende para a solucdo exacta de (3.1)7 Represente-se a dependéncia
da solucdo numérica em relacdo ao passo temporal por y, = y,p, n = 0,1,...,[t*/h]. Um
método diz-se convergente se, para cada equacao diferencial ordindria (3.1), com uma funcao f

de Lipschitz e para cada t* > 0

lim max —v(t,)] =0
h—0t n=0,1,..., [t /h] ¥ =y (ta)ll =0,

onde || € Z representa a parte inteira de o € R. A convergéncia significa que, para cada

funcao Lipschitz, a solugdo numérica tende para a solugao verdadeira, & medida que a malha se

30
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torna mais fina.

Considere-se um integrador arbitrario

YnJrIZYn(fahaY(]ayl?"'7yn)> n:O,l,--~

para o sistema (3.1); o integrador diz-se de ordem p se

Y(tn+1) - yn(fv h’ Y(tO)’ y(tl)’ U 7y(tn)) = O(thrl)’

para toda a funcao analitica f e n = 0,1,.... O método recupera exactamente toda a solugao

polinomial de ordem p ou inferior.

3.1 Meétodos de Euler: explicito, implicito e simpléctico

3.1.1 O método #: métodos de Euler explicito e implicito

Qual a informagao da expressao (3.1)? Por um lado, sabe-se o valor de y no ponto ¢t = ¢ e, por
outro lado, dado qualquer valor da funcdo y € R? no instante ¢t > tg, pode saber-se o declive.
Qual o valor de y num novo ponto? A resposta mais elementar e intuitiva é estimar y(¢) pela
aproximacao f(t,y(t)) ~ f(to,y(t0)), para t € [to,to + h], € h > 0 suficientemente pequeno.
Integrando (3.1), obtém-se

t

y(t) = y(to) + / £(r, y(r))dr s

~ yo + (t —to)f(to, yo)-

Dada a sucessao tg,t1 = tg + h,to = tg + 2h,..., onde h > 0 é o passo temporal, represente-se

por y, a estimativa numérica da solugao exacta y(t,),n =0,1,.... Da equagao (3.3) decorre

y1 = yo + hf(to, y0);

continuando este processo de produzir aproximacoes em to, t3, ..., obtém-se a regra recursiva

Yn+1 = ¥Yn + hf(tn, Yn)7 n= 07 1a et (34>

designada por método de Euler explicito. O método é explicito porque, no cédlculo da aprox-
imacao y,+1, usa-se uma avaliacdo de f no valor ja conhecido de y,. A férmula (3.4) representa
uma fungao

Dyt yn Yn+1,
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designada por fluxo numérico ou discreto.

O método de Euler (3.4) é convergente e de ordem 1 [17]. Por um lado, o facto do método
ser de ordem 1 constitui um inconveniente em problemas que exigem precisao. Mas, por outro
lado, a sua grande vantagem é a simplicidade, aliada ao relativo pouco esfor¢co computacional,

na medida em que o método de Euler sé avalia f(t,y), da equagao 3.1, uma tnica vez por passo.

O método de Euler aproxima a derivada por uma constante em [t,,t,+1] pelo seu valor em
t,; fard mais sentido fazer a aproximacao da derivada pela média dos seus valores nos pontos

extremos. Neste sentido, uma expressao andloga a (3.3) é

y(0) = y(t) + [ fry(r)ar
~ ¥ () + 0=t} (t Y (1) + E i1, ¥ (s )},

A regra trapezoidal, baseada nesta expressao, é

1
Yn+il1 =Yn + ih[f(tm Yn) + f(tn-‘rla Yn—i-l)]' (3'5)

A regra trapezoidal (3.5) é convergente e de ordem 2 [17]. Outra diferenga entre o método de
Euler e a regra trapezoidal reside na natureza explicita do primeiro e na natureza implicita
da segunda; neste ultimo caso, serd necessario resolver um sistema de equacoes nao linear. O
facto de o método ser implicito e, por isso, ter o custo associado da resolucdo de um sistema
de equagoOes nao lineares, nao significa, necessariamente, que seja preferivel o uso de métodos
explicitos; tal é apenas um dos atributos de um método numérico, entre outras caracteristicas
relevantes.

Uma alternativa a aproximacao da derivada no método de Euler é, além da regra trapezoidal, a

regra do ponto médio implicita, dada por

1.1
Ynt1 =Yyn + hE(t, + 5]% 5(3’71 + Yn+1))~ (3-6>

A regra do ponto médio implicita (3.6) é convergente, de ordem 2 e um caso particular dos
métodos Runge-Kutta. (3.6) é um método simétrico, no sentido de que a férmula fica inalterada
apos a troca y, < ynt1 € h < —h. Este método é algebricamente estavel para qualquer escolha

do passo temporal [2, 32].

Considere-se a expressao, para 6 € [0, 1],

Ynt1 =Yn + h[ef(tm yn) + ((1 - H)f(tn—f—l: Yn-‘rl)]a n=0,1,---. (37)
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Sef =0ef = %, recuperam-se os métodos de Euler explicito e a regra trapezoidal, respecti-
1

vamente. A expressdo (3.7) origina um integrador de ordem 2 se § = 5 e, caso contrario, de
ordem 1, sendo um método convergente para todo o 6 € [0, 1]. O método é explicito para § = 0
e, caso contrario, é implicito. Uma questao pertinente, a propodsito deste método é, qual o seu
interesse, além dos casos ja citados - para # = 0, que origina um método explicito (método de
Euler explicito) e § = 3, que origina um método de ordem 2 (regra trapezoidal)? [17] menciona
3 razoes. Em primeiro lugar, o conceito de ordem baseia-se no facto de o erro estar concentrado,
principalmente, no primeiro termo da série de Taylor que foi desprezado; tal é verdade, a medida
que h — 0 mas, na realidade, no computador tal ndo é possivel. Assim, em certas circunstancias,
se for desejavel anular termos do desenvolvimento da expansao de Taylor que estao inseridos no
erro, tal é possivel pela escolha de @; por exemplo, para 6 = 2/3 os termos O(h?®) desaparecem,
retendo-se o termo O(h?). Em segundo lugar, este método é um método geral, baseado, ndo na
mera intuigao geométrica, mas numa aproximacao mais formal (no desenvolvimento da expansao
de Taylor e no teorema da funcao implicita). A terceira razao apontada é a escolha 6 = 1, com

grande relevancia em termos praticos. Para esta escolha particular, obtém-se

Yn+1 =Yn + h‘f(tn-i-h yn-‘rl): n= 07 17 ) (38)

conhecido por método de Euler implicito.

Uma iteracao da regra trapezoidal, com passo temporal h, é equivalente a uma iteracao do
método de Euler explicito com passo temporal %, seguido de uma iteracao do método de Euler
implicito com passo temporal % De forma similar, a regra do ponto médio implicita corresponde
ao método de Euler implicito, seguido do método de Euler explicito.

Um método numérico diz-se A-estdvel quando se pode escolher o passo de integragao h (pelo
menos, para sistemas lineares) atendendo apenas as consideragoes de precisao, ou seja, nao é
necessario levar em conta restricoes ao tamanho do passo impostas pela estabilidade do método.

A regra trapezoidal é A-estdvel, mas o método de Euler explicito néo.

3.1.2 O método de Euler simpléctico

Para sistemas do tipo
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usa-se o método de Euler particionado ou simpléctico

Upy1 = Uy + ha(unJrla Vn) (3 10)

Vnt+l = Vp + hb(un+1a Vn>'

O método de Euler simpléctico (3.10) trata a varidvel u pelo método de Euler implicito e a

variavel v pelo método de Euler explicito.

3.2 Meétodos Runge-Kutta: explicitos, implicitos e particiona-

dos

Os métodos da familia Runge-Kutta podem ser explicitos, implicitos ou particionados.

3.2.1 Métodos Runge-Kutta explicitos

A forma integral do sistema (3.1) é dada por
t
y(t) = y(to) + [ £(ry ()i

to

Conforme se observa, a solucao passa pelo cdlculo de um integral; neste sentido, o calculo da
solucao numérica passa pela integracao numérica do integral. E usual substituir o integral por

uma soma finita, procedimento conhecido como quadratura. Seja v uma fungao nao negativa no

/a ’ rin(r)dr

A aproximagao do integral por uma soma finita é dada pela expressao

intervalo (a,b), tal que

b
O</’y(7)al7<c>o7 < 00, j=1,2,---
a

b 12
/ﬂmmM%Z%Wm (3.11)
a j=1

onde os numeros by, bo, -+ ,b, e c1,ca, -+ , ¢y, independentes da funcao f, sdo as ponderagoes e
os nodos da quadratura, respectivamente. E possivel ter a = —oco ou b = +00. Admita-se que a
quadratura coincide com o integral exacto quando f é um polinémio arbitrario de grau p — 1.

Para cada funcao f, com p derivadas suaves, tem-se que

9

a<t<b

b v
| e = Y bir(e)] < e ma | 120
a j=
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onde a constante ¢ > 0 é independente de f [17]. Neste caso, a quadratura diz-se de ordem p.

Como aplicar uma quadratura ao sistema (3.1)? Integra-se de t,, a t,+1 = t, + h da seguinte

forma:
tn+l
Y{tr1) = y(ta) + / £(r,y(r))dr
tn
1
= y(ta) 1 [0+ byt -+ hr)ar,
0

substituindo o segundo integral por uma quadratura, resultando o «<método>
174
yn+1:yn—l—thjf(tn—|—cjh,y(tn+6jh))> n=0,1,....
j=1

O problema que se levanta é o desconhecimento do valor de y nos nodos t,,+c1h, t,+coh, ..., t,+

vyh e, por isso, torna-se necessario recorrer a uma aproximacao. Represente-se a aproximagao

a y(tn + cjh) por §;,7 = 1,2,...,v. Inicie-se o processo com ¢; = 0, j& que desta forma
se obtém &, = y,. A ideia que estd subjacente aos métodos de Runge-Kutta explicitos é
expressar cada §;,j = 2,3,...,v por actualizar y,, como a combinacao linear de f(t,,&;), f(t, +

coh,&s), .. f(tn +cj-1h, &5 1)

£&1=Yn
52 =YyYn+ ha2,1f(tna £1)
53 =¥n+ haB,lf(tna 51) + ha3,2f(tn + Cgh, 52)

(3.12)
v—1
51/ =¥n+ h Z au,if(tn + Ciha ﬁz)
=1
Yo+l =Yn + hzbgf(tn + th7€j)'
j=1

Diz-se que (3.12) tem v etapas. A matriz A = (a;;)j,i=1,2,... v, onde os elementos que nao constam

sao nulos, é a matriz RK; as ponderacoes RK e os nodos RK sao dados, respectivamente, por

b1 c1

bo 2

b, Cy
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o= O

[l Sl

2
7
3

Tabela 3.2: Método Runge-Kutta cldssico

o

Esta informagao é apresentada numa tabela RK

c| A
bT

Mas, como escolher a matriz RK? Concretizando para v = 2, [17] mostra que
1
by +by =1, bocog = 5, a1 = Co. (3.13)

As condigoes (3.13) nao definem de forma tinica um método Runge-Kutta explicito de ordem 2.
As escolhas habituais passam por uma das tabelas RK que constam da tabela 3.1. As condic¢oes

para que um método Runge-Kutta explicito seja de terceira ordem sao
1 9 9 1 1
by +bs+b3=1, boco + b3cg = 5, b262 + b363 = g, b3a3,202 = 6 (3.14)

Os exemplos mais relevantes sdo o método Runge-Kutta classico (tabela 3.2) e o método de
Nystrom (tabela 3.3). O método de Runge-Kutta explicito de quarta ordem mais conhecido é o
que consta da tabela 3.4. Métodos Runge-Kutta explicitos de ordem v, com r-etapas, existem
somente para v < 4. Para obter ordem cinco, sdo necessarias seis etapas.

Nenhum método Runge-Kutta explicito pode ser A-estavel.

ooy O
= O wino

[e/eJ[St UM \)
ool

Tabela 3.3: Método de Nystrém
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= N =N = O

ol O O
Wl O Nl
Wl =

[

Tabela 3.4: Método Runge-Kutta de ordem 4

3.2.2 Meétodos Runge-Kutta implicitos
Formulagao dos métodos Runge-Kutta implicitos

Considere-se o algoritmo mais geral do que (3.12):
v
5-7:yn+hza]7lf(tn+czh7gz>7 j:1727"'7V7
i=1

Vi1 =Yn +h Y _bif(tn +cih, &),
i=1

(3.15)

Neste caso, a matriz RK, A = (a;j;)ji=1.2,.., ¢ arbitraria, ao passo que em (3.12) era estrita-

mente triangular inferior. Impode-se a igualdade

v
E ajﬂ':Cj, ]21,2,...,V,
=1

para que o método tenha ordem nao trivial.
O algoritmo (3.15) é um sistema de vd equacdes algébricas implicitas, com y € R?. Esta desvan-
tagem, relativamente ao método explicito, pode ser compensada por propriedades de estabilidade

superiores.

Como exemplo, considere-se o0 método Runge-Kutta implicito com duas etapas

& =yt 10 [f(00 &) K000+ 20.65)

€2 =¥+ gl B €1) 4 5800, + 21.65) (3.16)

1 2
Yo+l = ¥Yn + Zh f(tn7€1) + 3f(tn + 3h7€2):| y

cuja tabela RK é a que consta da tabela 3.5, método de ordem trés [17].
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1
1
1
4
1

Tabela 3.5: Método Runge-Kutta implicito de ordem 2

Métodos de colocagao

Um importante subconjunto dos métodos de Runge-Kutta implicitos sao os métodos de colocagao.
Considere-se uma aproximagao alternativa a solugao numérica do sistema (3.1), e assuma-se que
a integracao ja foi feita até (t,,yn), pretende-se, agora, avancar para (tp4+1,y¥n+1). Com este
propésito, escolham-se v parametros de colocagao distintos, c1, co, . . ., ¢, € procure-se o polinémio

u, de grau v, tal que

u(tn) =¥Yn

(3.17)
u'(ty, + c;h) = £(t, + cjh,u(ty, + cjh)), j=12... v

u obedece a condicao inicial e, também, satisfaz a equagao diferencial (3.1) em, exactamente, v
pontos distintos. Um método de colocagao consiste em determinar tal polinémio u, de grau v,

e fazer

Yn+1 = u(tn+1)-

Para v = 1, o polinémio tem a forma u(t) = yo + (¢ — to)k, com
k = f(to =+ Clh, Yo + hClk).

Os métodos de Euler explicito, implicito e a regra do ponto médio sao métodos de colocacao,
com c¢; =0, ¢; =1ec; = 1/2, respectivamente. Se v = 2, com ¢; = 0 e ¢a = 1, obtém-se a

regra trapezoidal.

O método de colocagao (3.17) é um método de Runge-Kutta implicito, conforme se depreende

do teorema seguinte [17].

Teorema 3.1. Sejam

“ qi(T) .
a;; = dr, i=1,2,... v, 3.18
” /o qi(ci) g (3.18)
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(N}
[l

Tabela 3.6: Regra do ponto médio implicita

L
bj:/ 4(7) 4 i=1,2,...,v. (3.19)
0 Qj(Cj)

O método de colocagao (3.17) € idéntico ao método de Runge-Kutta implicito

c| A
bT

No entanto, nem todos os métodos Runge-Kutta implicitos tém origem num método de
colocagao, ou seja, os métodos de colocacao sao um caso particular dos métodos Runge-Kutta
implicitos.

Se as formulagdes (3.15) e (3.17) sao idénticas, por que e quando usar uma ou outra? Em termos
praticos, a formulagao (3.15) é a adequada, ao passo que a formulacao (3.17) é mais conveniente

na analise da ordem do método, fazendo uso do teorema e do corolario que se seguem.

Teorema 3.2. Admita-se que

1
/ q(T)r’dr =0, ji=0,1,....m—1,
0
para algum m € {0,1,...,v}. Entao, o método de colocagio (3.17) € de ordem v + m.

Seja o conjunto de todos os polindmios reais de grau v representado por P,,.

Corolario 3.1. Sejam c1,co,...,c, zeros do polinomio P, € P, que € ortogonal com a funcdo
v(t) =1, 0 <t <1. Entdo o método de colocagao subjacente (3.17) € de ordem 2v.

Os métodos de v-etapas e de ordem 2v que se enquadram neste corolario designam-se
por métodos de Gauss-Legendre, pois sao quadraturas de Gauss que utilizam os polinémios
ortogonais de Legendre. Os métodos de Gauus-Legendre sdo A-estaveis para todo o v > 1.

O polinémio P, pode ser obtido de forma explicita, usando a férmula do termo geral da sucessao

dos polinémios de Legendre

V! 2 Y 14 12
- () (714

Parav =1, vem Pi(t) =t — %, ou seja, ¢ = % O método, descrito pela tabela 3.6, é a regra do

ponto médio implicita (3.6). Se v = 2, resulta Py(t) = t2—t+%, ouseja, c; = %—% ecy = %—i—?.
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N[ — D[ =

1 V15 5 2 V15 5 _ /15
5~ 10 36 9~ 15 36 30
1 5 4 VI 2 5 _ V15
Do | WL b B
1 15 5
5+ "0 |3+ 30 §+ 75 36
‘ 5 4 5
18 9 18

Tabela 3.8: Método de Gauss-Legendre de ordem 6

As férmulas (3.18) e (3.19) produzem o método de Runge-Kutta implicito de quarta ordem, com
duas etapas, que consta da tabela 3.7. Este integrador é um integrador simétrico [13]. O célculo
de sistemas algébricos nao lineares originarios de métodos de Runge-Kutta implicitos com v
grande é pesado e computacionalmente dispendioso, mas pode ser compensado pelo aumento da
ordem do método. O compromisso mais ambicioso entre os custos de implementacao e a ordem
do método é dado pelo método de Gauss-Legendre com trés etapas (tabela 3.8) [17]. Os métodos
de Lobatto IITA s&o métodos de colocagao obtidos com ¢; =0 e ¢s = 1, de forma a que a ordem

do método seja maxima. Para que tal se verifique, os nodos devem ser os zeros de

du—2
dzv—2

(2" Mz —1)"), (3.20)

obtendo-se uma quadratura de ordem p = 2v —2 [13, 14]. Se v = 2 obtém-se a regra trapezoidal.
Se v = 3 obtém-se a tabela 3.9, que corresponde ao método Lobatto ITTA de ordem 4. Este

integrador é um integrador simétrico [13].

Métodos de colocagao descontinuos

Os métodos de colocacao descontinuos sao uma modificagao da ideia dos métodos de colocagao.

Sejam ca, ..., c,—1 nimeros reais distintos (em geral, 0 < ¢; < 1) e by, b, dois reais arbitrarios.

0] 0 O 0

115 1 _ 1

2|21 3 24
1] L 2 1
6 3 6
ENEEE
6 3 6

Tabela 3.9: Método Lobatto ITIA de ordem 4
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— = O
|
=

O HO =~ =
wWnNo| ool
oHO O O

Tabela 3.10: Método Lobatto IIIB de ordem 4

O método de colocagao descontinuo é obtido a partir do polindmio de grau v — 2 que satisfaz

u(to) = yo — hbi(u'(to) — £(to, u(to)))
u'(to + c;h) = £(to + cih, u(to + c;h)), i=2,...,v—1 (3.21)
Y1 = u(tl) - hby(u/(tl) — f(tl, u(tl))).
Os métodos de colocacao descontinuos sao equivalentes aos métodos Runge-Kutta implicitos
13).
Considerem-se, novamente, os zeros da expressao (3.20); tem-se que ¢; =0 e ¢, = 1. Agora, se

b1 # 0 e b, # 0, obtém-se os métodos Lobatto IIIB, métodos de ordem p = 2v — 2. O método

Lobatto IIIB de ordem 4 é descrito pela tabela 3.10. Este integrador é um integrador simétrico
[13].
3.2.3 Métodos Runge-Kutta particionados
Formulagao
Considerem-se as equacoes diferenciais na forma particionada
y="£(y,2), z=gly2), (3.22)

onde y e z sao vectores que podem ter dimensoes diferentes.
A ideia subjacente aos métodos Runge-Kutta particionados é tratar a varidavel y por um método

(aij,b;) e a varidvel z por um outro método (A;j, B;). Estes métodos sdo especificados por duas

tabelas

crlann o am Ci | An -+ Au

Cy | Qp1 -+ Qup C, | A -+ Ay
by -~ b, B, --- B,
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Um método Runge-Kutta particionado para a solucao de (3.22) é dado por

ki =f Yo + hzai]’k]’, Zo + hZAUIJ
j=1 j=1

L=g|yo+ hZaijkj, Zo + hZAUIJ
Jj=1 Jj=1 (323)

yi=yo+h) bk
=1

Z1 = 7 —{—hZlez
=1

O método de Euler simpléctico (3.10) é dado pela combinagao do método de Euler implicito,
b1 = 1,a11 = 1 com o método de Euler explicito By = 1, A1; = 0, ou seja, o método de Euler
simpléctico é um método Runge-Kutta particionado.

Para que um método Runge-Kutta particionado tenha ordem 2, as seguintes condi¢oes devem

ser satisfeitas [13]:

szA” = 1/2 e ZBiaij = 1/2, (324)
i iJ

admitindo que as condigoes (3.13) se verificam. As condigoes (3.24) sdo automaticamente satis-

feitas por métodos particionados com os mesmo nodos na quadratura, o que se traduz em
¢ = C; para todo o 1, (3.25)

onde ¢; = ) a;j e C; = >, Ajj. No caso de (3.25) se verificar, as condigoes para que um método

Runge-Kutta particionado seja de ordem 3 sao

ZbiAijCj = 1/6 (§] ZBiaijcj = 1/6. (3.26)
i i

O par Lobatto IITA - IIIB

Para um v arbitrario, a combinacao do método Lobatto IIIA e IIIB é adequada para sistemas

hamiltonianos. Prova-se o teorema seguinte [13].

Teorema 3.3. O método Runge-Kutta particionado, que combina o método Lobatto IITA de

v-etapas com o método Lobatto IIIB de v-etapas, € de ordem 2v — 2.
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Métodos de Nystrom
Considerem-se as equagoes diferenciais de segunda ordem
y =8ty y) (3.27)
Introduzindo a varidvel z =y, o problema (3.27) assume a forma de um sistema particionado
y =z, z=g(t,y,z). (3.28)

Considerem-se os nimeros reais ¢;, A;;, B;, a;; e b;, onde
174 174
ajj = Z aikAkj, b, = ZbkAk:i- (3.29)
k=1 k=1

Um método de Nystrom, solucao do sistema (3.27), é dado por

14 14
L =g ( to+ch, yo+ah§o+h* Y ayly, Jo+h > Ayl
j=1 j=1

Y1 =yo+hyo+h* > bil; (3.30)
i=1

y1i=Yo+ hZBili-
i1

Um método de Nystrém é de ordem p se y1 —y(to + h) = O(hP*) e y1 — y(to + h) = O(hPT1).

Um sistema de equacgoes diferenciais da forma

dv dq
—f LR 3.31
Yot P=v, (331)
ou entao, de forma equivalente,
da _ f(q) (3.32)
dtQ - q 9 .

pode ser eficientemente integrado por um método de Runge-Kutta-Nystrom [41], com a tabela

Y| @ o Gl
T | Cp1 o Oy
B o B
by --- b,
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onde
14
ﬁi:ZBjajia izl,...,V,
j=1
14
’YiZZAij, i=1,...,v,
j=1
v
aij:ZAikakj i,j:1,...,1/.
j=1
As fases intermédias Q' sao

14
Qi =q"+ hivi, + h? Z aijf(ij tn + th)a
j=1
e as aproximacoes sao dadas por
v .
Va1 = Vi + 0> bif(Q 1, + i)
i=1

Q" ="+ v+ B2 BE(Q k).
=1

Problemas com hamiltonianas separaveis

Considere-se um caso particular das equagoes (3.22)

dp dq
_— = f —_— =
5 = fa), o = 8(P),

44

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

onde as p componentes sao integradas por um método Runge-Kutta e as ¢ componentes por um

método Runge-Kutta diferente. Neste caso, obtém-se [41]
v
Prt1 = Pn + g1 Y bif(Qi, tn + Cilny1)
i=1

v
Q" =q" + hp1 Y Big(Pi),
i=1

(3.37)
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onde as etapas intermédias P; e Q' sdo dadas por
14
P; =pn + hnt1 Z aijf(ij tn + thn-i-l)
j=1

Q' =q" +hni1 Y Ayg(P),
j=1

(3.38)

comi=1,2...,veC; :Zinj-
No caso de a;; = A;; = 0, para ¢ < j, o método é explicito. Se a;; = 0 para ¢ < j e A;; = 0 para
i < j, o método ainda é explicito, devido a estrutura especial de (3.36); Analogamente se a;; = 0

parai < je A;; =0 para i < j. Se a;; = A;; =0, para i < j, entao o método é implicito.

3.3 Meétodo Stormer-Verlet

O método Stérmer-Verlet com passo de integracao fixo pode ser aplicado a sistemas hamiltoni-
anos com funcdo Hamiltoniana separavel e, também, com funcdo Hamiltoniana nao separavel

ou geral.

3.3.1 Método Stormer-Verlet aplicado a sistemas com Hamiltoniana separavel

Considere-se uma Hamiltoniana da forma H(p,q) = T(p) + V(q), onde T'(p) é uma fungao

quadratica. O sistema hamiltoniano resultante é
q=M"p, p=-VV(a),

onde M = diag(mil,...,myI), I é a matriz identidade tridimensional e VV = (9V/dql)

representa o gradiente de V. Este sistema é equivalente a equacao diferencial de segunda ordem

4 = f(q), (3.39)

onde f(q) = —M~'VV(q) ndo depende de ¢. Muitos problemas em astronomia, dinamica

molecular e outras dreas da fisica assumem esta forma. A discretizagao natural de (3.39) é

q"tt —2q" + q"! = B (q"), (3.40)

que determina ! n—l1

, quando Q" e ¢~ sdo conhecidos. O método (3.40) designa-se por método
Stormer no campo da astronomia, método Verlet no campo da dinamica molecular e leapfrog no
campo das equagoes diferenciais parciais.

(3.40) é uma formulagao de passo duplo; para obter uma formulacao de passo simples, procede-se
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como se segue. A introdugao da velocidade v = ¢ transforma a equacao (3.39) num sistema de
primeira ordem

q=v, v = f(q). (3.41)

n+l _ n—1 n_ n—1 n n—1
9"t —q _4qa"—q S +2q . (3.42)
Para o problema (3.39), sio dadas as condicdes iniciais q(0) = q° e ¢(0) = vo; o valor q',
necessario para iniciar a integragao em (3.40), é

1 0 h’2 0
q =q +hvo+?f(q )7

obtido fazendo n = 0 em (3.40), na expressdo v,, em (3.42) e eliminando o valor q~!.

Substituindo as expressoes (3.42) em (3.40), obtém-se

h
vn+% =Vn+ §f(qn)
Q" =q" +hv, (3.43)
h
Vntl = Vi 1 + §f<qn+l)a

método de passo simples explicito

n+1

(I)h : (qn7vn) = (q 7VTL+1)7

para o sistema de primeira ordem (3.41).

-

. . : o _1 1
Uma variante do método ocorre nos pontos intermédios (vnf%,qn 2) — (Vn+%,q"+2) [12],

_1 h
qn — qn 2 + §vn7%
Vpil =V 1t hf(q") (3.44)
h
qn—i-% = qn =+ §vn+%

Encadeando as equagoes (3.43) e (3.44), obtém-se o seguinte método

v, .1=v, 1+ hf(q")
2 2 (3.45)
qn+1 =q"+ hvn-‘r%a
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que é mais econémico em termos de implementagao e numericamente mais estavel do que (3.40)

[14].

O método Stérmer-Verlet pode ser perspectivado como a composicao de dois métodos de Euler

simplécticos. Das expressoes (3.43) e (3.44) decorrem os algoritmos (v, q") — (v, 1, ”Jr%)
2
h
V1 = Vo + f(q")
e 2 (3.46)
n+% _ h
q" = a5V,
1
€ (Voys d"™3) i (Vi1 q)
Q" =gt 4 L
n+3
i 2 (3.47)

Vn41 = VnJr% =+ 7f(qn+1)'

\]

Os métodos (3.46) e (3.47) enquadram-se na expressao (3.10), ou seja, ambos sao métodos de
Fuler simplécticos, na medida em que uma das varidveis é usada no valor antigo e a outra
varidvel no valor mais recente.

O algoritmo (3.43) é dado pela composigao dos algoritmos (3.46) e (3.47), ao passo que o algo-
ritmo (3.44) é dado pela composicao dos algoritmos (3.47) e (3.46), de tal forma que é legitimo
afirmar que o método de Stormer-Verlet é dado pela composicdo de dois métodos de Euler

simplécticos.

O método Stormer-Verlet também pode ser visto como um método de decomposigao ou separavel
[11, 13]. Um método diz-se separavel se for possivel decompor o campo vectorial em dois campos
vectoriais integraveis e, entao, traté-los separadamente. Considere-se o campo vectorial (v, f(q))
de (3.41) separado como a soma dos campos vectoriais (v, 0) e (0,f(q)). Os fluxos exactos destes

dois campos vectoriais sao dados por

e qt = q°+t-vo [2] . a = (3.48)
¢ Vi = Vo ¢ vi = vo+t-f(q").
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O método simpléctico (3.46) é dado pela composicao de ¢[3] com z/J[hl], ao passo que o método
3 3

2
simpléctico (3.47) é dado pela composigao de 1/1[21] com w[;}, ou seja,
2

2
(3.46) = wg” o w[;j]
(3.47) = J; ol

2

Mas, atendendo a que

obtém-se

‘P;LSA?)) _ w[%?] o wgl] ° w[g]
(3.49)
(1)23.44) — w[%l] o wg?] ° w[%l]

Esta forma de fazer a composicao de fluxos de campos vectoriais separados é conhecida como

composicao de Strang.

O método Stormer-Verlet (3.43) pode ser visto como um método Runge-Kutta particionado

com as tabelas

1
2
1
2
1
2

A ordem do método Stormer-Verlet é ordem 2 porque, sendo um método Runge-Kutta parti-
cionado, enquadra-se nas condigoes (3.24). Ora, uma desvantagem do método Stormer-Verlet
reside no facto de, precisamente, ser um método de ordem 2 e, por isso, ineficiente para com-
putagoes que exigem muita precisdo (por exemplo, simulagoes do movimento planetario) [11].
No entanto, o seu uso é tao popular ja que combina dois aspectos bastante favordveis: por um
lado, ¢ um método explicito e, por outro lado, s6 é necesséario calcular a forca —VV uma tnica
vez, por cada passo (enquanto que, por exemplo, um método Runge-Kutta de ordem 2 tem de
avaliar a forca duas vezes).

O método Stormer-Verlet (3.43) é um método de Nystrom (3.30) para problemas da forma
¥ = g(t,y). Considera-se v = 2 e faz-se ¢; = 0,co = 1,G11 = @12 = Goo = 0,a21 = 1/2,b; =
1/2,bp =0e By = By = 1/2.

Para o Stormer-Verlet (3.44), considera-se v = 1 e faz-se ¢; = 1/2,a;; =0e by = By = 1.
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3.3.2 Meétodo Stormer-Verlet aplicado a sistemas com Hamiltoniana nao separavel

ou geral

Considere-se o problema mais geral [12]

¢g=g(qg,v) e 0= f(g0). (3.50)

Numa primeira etapa, generalizam-se as expressoes 3.46 e 3.47 da seguinte forma:

h
Vgl = Vn + §f(q ,vn+;)
: ; (3.51)
q""2 =q" +58(a", v, 1)
€
h
a7 =gt 4 S8@ v, 1)
. ? (3.52)

— +1
Vp+1l = vn—f—% + §f(qn 7Vn+%>'

A extensao do método Stormer-Verlet ao caso de uma Hamiltoniana nao separavel é feita pela
composicao dos métodos 3.51 e 3.52.

Fazendo a composicao (3.52 0 3.51), resulta

h
V4l =V + §f(q",vn+%)
h
a"t=q"+ 5 (g q",vm%) +g (q”“, vn+%)) (3.53)
h

h
q'=q"7 + 58" v, 1)
h
Vn+%:Vn—%+§<f (qn,vn_%>+f<qn’vn+%>> (354)
n-‘r%_ n ﬁ ( n
9" =q" + 58(a", v, ).

Note-se que a primeira equacao do método 3.53 é, agora, implicita para v
n+1

ntlr €2 segunda

equacao € implicita para q" ", sendo que a Unica explicita é a ultima equacao.



Capitulo 4
Integradores geométricos

E desejavel que um método numérico partilhe as propriedades geométricas do sistema de equacoes
diferenciais que pretende integrar. Assumindo que o integrador numérico induz um fluxo discreto
by, em R??, considerado uma aproximacao do fluxo continuo, essa aproximacio terd tanto mais
<qualidade> quanto melhor reproduzir o fluxo continuo. Por exemplo, nos sistemas hamiltoni-
anos, o fluxo é simpléctico - entao, serd desejavel que o integrador numérico seja simpléctico. Ou
entao, se o fluxo conservar determinadas quantidades - no caso hamiltoniano, nomeadamente, a
energia e as quantidades de movimento - o integrador numérico, idealmente, também o devera
fazer.

Neste sentido, algumas questoes se colocam; naturalmente, uma delas é, sem duvida, como con-
struir integradores desta natureza, integradores geométricos? Serd que algum dos integradores
chamados classicos, que foram desenhados sem levar em conta a preservacao das caracteristicas
qualitativas do sistema a integrar, sao integradores geométricos? Ou, s6 o serao em determi-
nadas condi¢bes? Outro ponto a ter em mente é a questao da opgao - se nao for possivel que o
integrador partilhe todas as caracteristicas do sistema continuo, quais as caracteristicas a eleger?
Atente-se a escolha entre simplecticidade e conservacao da energia. Um integrador simpléctico
1, com passo temporal constante nao pode conservar, exactamente, a energia - excepto nos
casos em que 1, coincide com o fluxo do sistema de equacoes diferenciais ou entdo, é uma sua
reparametrizacdo (por exemplo, os sistemas integraveis sdo uma excepgao a esta regra) [8]. Con-
sequentemente, em geral, um integrador numérico nao pode, em simultaneo, conservar a energia
e a estrutura simpléctica - este resultado induziu uma dicotomia na literatura entre, por um
lado, integradores que conservam a estrutura simpléctica e a quantidade de movimento, e por
outro lado, integradores que conservam a energia e a quantidade de movimento. Neste contexto,
e tendo em mente que um sistema hamiltoniano conserva a energia e a estrutura simpléctica,
a questao pertinente a colocar é - opta-se por conservar a energia ou por conservar a estrutura

simpléctica? Embora a opgao dependa da aplicacao especifica, a resposta pode ser ponderada
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da seguinte forma [41]:

(i) a simplecticidade é uma propriedade que caracteriza sistemas hamiltonianos, ao passo
que a conservacao da energia é uma caracteristica partilhada, também, por sistemas nao
hamiltonianos. Alids, embora os integradores simplécticos ndo conservem, exactamente, o
valor de H, eles conservam-no de forma aproximada. A <boa> conservacao da energia (em
termos aproximados) produzida pelos integradores simplécticos relaciona-se com a andlise
retrospectiva do erro, em particular, com o teorema (4.4). A ideia bésica passa por mostrar
que o algoritmo conserva exactamente a energia, a menos de termos exponencialmente
pequenos, de um sistema hamiltoniano préximo (no entanto, se o passo temporal for
demasiado grande, a energia pode apresentar um mau comportamento, mesmo no caso de

os integradores serem simplécticos);

(ii) a conservacao da energia restringe a dinamica da solugdo numérica, ao for¢é-la a ser cal-
culada na (2d — 1)-variedade com H constante, mas nao impoe nenhuma outra restrigao a
essa dinamica; na (2d — 1)-variedade a solugdo numeérica € livre no seu movimento, sendo
unicamente negados movimentos ortogonais a variedade. Quando d é grande, esta restricao
é fraca. Mas, a simplecticidade restringe a dinamica de uma forma mais global - todas as

direccoes no espaco de fases sao levadas em conta.

A dicotomia integradores simplécticos-quantidade de movimento e integradores energia-quantidade
de movimento sé existe quando os integradores tém passo temporal constante. Pode «ter-se
tudo>, se forem usados algoritmos adaptativos [24], mas o prego a pagar passa pela eficiéncia
computacional ou pela estabilidade [25].

Nao sendo possivel, para um passo temporal constante, obter integradores que preservem a sim-
plecticidade e a energia, por que nao optar pela conservagao da energia? Embora seja possivel
construir tais integradores, eles exibem propriedades numéricas desinteressantes [23]. Por exem-
plo, em geral, sdo implicitos e, por isso, requerem a resolucao de um sistema de equagoes nao
lineares em cada passo. Além do mais, em casos tipicos, o comportamento qualitativo da solugao
numérica é pior do que o obtido com integradores simplécticos, mais faceis de implementar.
Em sistemas hamiltonianos, os erros de arredondamento introduzem perturbagoes nao hamil-
tonianas (dissipacao), apesar do uso de integradores simplécticos. No entanto, é preferivel o
uso de integradores desta natureza, ja que o facto dos métodos simplécticos produzirem um
comportamento que <parece> hamiltoniano, mostra que as perturbagoes nao hamiltonianas sao
muito mais pequenas do que as introduzidas pelos métodos nao simplécticos.

Em face da relevancia da simplecticidade, como construir integradores simplécticos? A liter-
atura indica alguns caminhos, nomeadamente, o uso de fungoes geradoras, métodos particionados
(splitting) e métodos variacionais. Um integrador variacional é um integrador que é a equagao

de Euler-Lagrange discreta, para uma dada Lagrangiana discreta. Os integradores de natureza
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variacional apresentam a grande vantagem de serem simplécticos e de, adicionalmente, conser-
varem as funcées quantidades de movimento que decorrem de simetrias na accao. Além do mais,
a aproximacao variacional permite a integracao de sistemas conservativos, mas também de sis-
temas forcados, dissipativos e com restrigcoes. A ideia subjacente & derivagao dos integradores
variacionais é a discretizacao do principio variacional de Hamilton. No caso de sistemas con-
servativos, usam-se os principios variacionais usuais na mecanica e, para sistemas dissipativos,
recorre-se ao principio de Lagrange-d’Alembert, sendo possivel incorporar os efeitos dissipativos
no principio variacional. Os sistemas com restricoes podem ser integrados por integradores
variacionais via multiplicadores de Lagrange; a vantagem da aproximacao variacional reside na
nao perturbacao da natureza simpléctica ou conservativa dos algoritmos devido a existéncia de
restrigoes [19].

Outra vantagem dos integradores variacionais é que a aproximagao variacional possibilita a con-
strugao de integradores de ordem elevada, de uma maneira mais facil e eficiente do que determi-
nar solucoes aproximadas da equacdo de Hamilton-Jacobi [24]. Por exemplo, pode aproximar-se
directamente a acgdo com um grau de precisao escolhido, usando uma quadratura adequada,
obtendo-se um integrador variacional de igual ordem. E também de salientar que os integradores
variacionais sao flexiveis, no sentido de que incluem algoritmos explicitos e implicitos. Adicional-
mente, a metodologia variacional indicou o caminho para os integradores multisimplécticos, no
contexto das equacgoOes diferenciais parciais. De salientar, também, o excelente comportamento
dos integradores variacionais em termos do comportamento da energia, tanto no caso conserva-
tivo como no caso dissipativo. Por fim, nao se ignore a performance dos integradores variacionais
associada a quantidades estatisticas. Por exemplo, em sistemas cadticos, faz muito mais sentido
determinar correctamente quantidades estatisticas do que trajectdrias individuais. Neste campo,
os integradores variacionais <retratam a fisica correctamente> [24]; por exemplo, uma quanti-
dade estatistica de interesse é a temperatura de um sistema de particulas, entidade que nao esta
associada a nenhuma quantidade conservada mas que, no entanto, os integradores variacionais
conseguem captar de forma muito interessante.

Tal como no caso continuo, a mecanica variacional discreta tem uma abordagem lagrangiana
e uma abordagem hamiltoniana; estas duas visoes nao se excluem, mas sao complementares,
fornecendo o suporte tedrico necessario para a derivagao de integradores que, na pratica, sao
eficientes. Em sintese os integradores variacionais parecem ser «naturaiss> em contextos diversos
e com resultados extremamente bons em termos praticos [32].

Na derivagao dos integradores variacionais, [29] opta por construir Lagrangianas discretas que

aproximam a Lagrangiana discreta exacta. A justificagdo avancada prende-se:

1. com a eficacia, isto €, constroem-se integradores muito praticos;

2. com razoes tedricas, associadas a geometria subjacente & mecéanica variacional discreta.
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Neste seguimento, faz-se uma explanacao sumaria da mecanica variacional discreta subjacente
a posterior derivacao dos integradores variacionais que, por direito préprio, sdo integradores
geométricos. Reforce-se a ideia de que, em sistemas conservativos, os integradores variacionais
sao simplécticos e conservam as fungoes quantidades de movimento [24]. A conservagao das
funcdes quantidades de movimento significa que quando o sistema discreto tem uma simetria,
entao existe um teorema de Noether discreto que fornece a quantidade que é exactamente con-
servada ao nivel discreto. Uma das vantagens da aproximagao variacional discreta é o facto de
que o vinculo entre simetrias e quantidades conservadas é o mesmo do nivel continuo [25]; tal sig-
nifica que, construindo um principio variacional discreto com respeito a simetrias (por exemplo,
invariancia rotacional ou quantidade de movimento angular), entao existe uma quantidade con-
servada que é exactamente respeitada pelo integrador. Tal nao acontece com todos os métodos
numéricos, mesmo que tenham uma ordem mais elevada do que o integrador variacional.
Numa fase posterior, faz-se uma breve sintese sobre os integradores que tém uma natureza
geométrica, ou entdo, indicam-se as condigoes a verificar para que o sejam. Antes de iniciar a
derivacao das equagoes de Euler-Lagrange discretas, equagoes que definem implicitamente um
algoritmo em @ X ) que aproxima o fluxo das equacoes de Euler-Lagrange continuas, relembre-se
os conceitos de ordem de um integrador, erro local e erro global.

Considere-se um método numérico ¥ : T*Q xR — T*@Q, o qual aproxima o fluxo ¥ : T*Q xR —
T*@ de um dado campo vectorial hamiltoniano. Um integrador ¢ de Xy diz-se de ordem r se

existir um aberto U C T*(@) e constantes C; > 0 e h; > 0 tais que

14(a, Py k) — (e p, B < Cul (A1)

para todo (q,p) € U e h < h;. A expressao que figura no lado esquerdo da inequagao designa-se
por erro local. Um método que tenha, pelo menos, ordem 1 diz-se consistente.
Um método ¢ de X diz-se convergente de ordem r se existir um aberto U C T*(Q e constantes

Cy>0eT, >0 tal que
1) (a, p, k) — ¢m(a,p, T)|| < Cgh'", (4.2)

onde h = T'/N para todo (q,p) € U, k < hgeT <T,. A expressao que figura no lado esquerdo
da desigualdade designa-se por erro global no tempo T'.

A ordem de um integrador ¥y de Xz pode ser calculada desenvolvendo o fluxo de ¥y e o
integrador ¢ em série de Taylor em h; se os termos coincidirem até a ordem 7, o método diz-se

de ordem r.
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4.1 As equacoes de Euler-Lagrange discretas e os sistemas hamil-

tonianos discretos

A derivacao das equages de Euler-Lagrange discretas pode ser feita conforme se segue [29].
Considerem-se, no a posicdo q e a velocidade ¢, mas duas posicoes ¢° e ¢'. Seja h € R o passo
temporal. As posicoes ¢" e ¢' podem ser vistas como dois pontos numa curva, ou seja, ¢° ~ q(0)
e ¢' ~ q(h). Neste sentido, considera-se o espaco discreto @ x @ e uma Lagrangiana discreta
Ly:Q xQ —R.

Considere-se, a titulo de exemplo, a Lagrangiana discreta Ly(q%, ¢', h), o qual aproxima a accao

ao longo da curva, entre ¢° e ¢!, da forma

La(¢®,q" h) = h [(ql ;q())TM <q1 ; q0> V(g%

i

onde M ¢é a matriz das massas, de natureza simétrica definida positiva, e V' um dado potencial
- a expressao de Ly mostra que a aproximacao a fOT Ldt, onde a Lagrangiana continua é dado
por

L(a,d) = 56" Mi~ V(a), (43)

foi feita usando a regra do rectangulo. Agora, considere-se a curva de pontos discreta {g" }évzo e
calcule-se a accao discreta ao longo desta sucessao, adicionando a Lagrangiana discreta em cada

par adjacente

Ag=> La(q",¢",h). (4.4)

De seguida, calcula-se variacoes desta accdo discreta, mantendo os pontos extremos, ¢° e ¢V,

fixos, resultando

r
=

6> La(d*,¢"*' h) = " [DiLa(q",¢"", h) - 66" + DaLa(q¥, ¢"* h) - 6g"H]
k=0 k=0
N—-1
= [DQLd(qkiluqk)h) +D1Ld(qk)qk+17h)] '5%:
k=1

onde D; representa a derivada em ordem & i-nésima posicdo; usou-se a integracao por partes
discreta e o facto de que d¢° = §¢V = 0. Impondo que as variacoes da accio sejam iguais a zero

para qualquer escolha de d¢¥, obtém-se as equacoes de Euler-Lagrange discretas

DyLy(¢* ', q", h) + D1La(q",d" ", 1) = 0, (4.5)
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para qualquer k. Esta equacao pode ser reescrita em termos de um algoritmo discreto
Vr, @ XQ —Qx%xQ

definido implicitamente por
DyLgotr, +DaLg=0

ou seja
UL (@ d") = (¢, ).

Tal significa que, admitindo para condicoes iniciais (¢°, ¢*), as equacoes de Euler-Lagrange disc-
retas podem ser vistas como uma regra recursiva para calcular a sucessio {¢* }ng:O. Entao, elas
definem uma fungao ¥, : (¢*71, ¢*) — (¢*, ¢**1), de forma que (4.5) podem ser perspectivadas
como um integrador de passo simples para o sistema das equagoes de Euler-Lagrange continuas.

No caso da Lagrangiana escolhida, tem-se

X q __qk—l
bttt o (£527)

gL g
D1La(q", "' h) = — [M <h> 4 hVV(qk)] ,

sendo as equagoes de Euler-Lagrange

k+1 k k—1
T —2¢"+q
M < 3 > = —VV ("),

que traduzem a discretizacao das equagdes de Newton.

Um outro exemplo é dado pela Lagrangiana

1 1 q' —¢°
it = b (1= g + o, T ) (4.6)

com 0 < o < 1. Para a Lagrangiana continua da forma (4.3), L vem

N h ql _ qo T q1 . qo
L5, ¢") = 2( - M| — —hV((1 — )¢’ + aq'),

originando as seguintes equagoes de Euler-Lagrange

M _ -
(@ 20"+ ¢ = —(1-a)VV((1 - 0)¢" + ag") —aVV((1 - 0)d" " +ag"). (4.7)

Fazendo
pra =M =VV((1 = a)d" " + aq"), (4.8)
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(4.7) é reescrita como

1 _
(@ = 20"+ ¢ = (1 - e)ariiia + Gkta,

algoritmo em Q) x @, implicito e de segunda ordem.
Uma expressao alternativa para a Lagrangiana discreta é dada pela versao simétrica de (4.6),

definido por

. h 1_,0 h 1_ .0
L™ (¢’ q") = 5L ((1 — )¢’ + aq", - d ) +5L (aqo +(1-a)", - d ) , (49
onde h € RT representa o passo temporal e o € [0,1]. As equagoes de Euler-Lagrange obtidas

sao simétricas e da forma

1
L= agi e (410)

500k 42—a t+ 5

2 500k ta T

1 _ 1
ﬁ(qurl —2¢" + 471 = 5(1 — Q)apqi4a + 5

onde apio ¢ dada por (4.8), para uma Lagrangiana continua da forma (4.3). Estas equagoes

definem um algoritmo de segunda ordem e, para qualquer «, implicito.

A derivagao das equagoes de Euler-Lagrange discretas apresentada pode ser sintetizada no teo-

rema seguinte [29]. O caminho discreto é

CUQ) ={q": {tr}rz0 — Q},

onde {t = kh, k =0,---,N}. O espaco tangente a C no ponto ¢* ¢ T,.C*(Q) . Q% ¢ o
conjunto de pares da forma ((¢°, ¢'), (¢*, ¢?)).

Teorema 4.1. Dado uma Lagrangiana discreta de ordem C* k > 1, existe uma unica funcdo de

k—1 . Hd * . 1+ 1— k—1
ordem C* %, DpprLg: Q% — T*Q, e formas-1 1nicas, wpewyp de ordem C em Q X @,

tais que, para todas as variacées 6q% € T,.C(Q) de q“,
dAg - 6¢°

¢ dado por

N-1
DperLa((d" ", d"), (¢",d" ™)) - 64" +wiF(dV ", d™) - 66V, 6¢™) —wi (¢, ¢") - (6¢°, 6¢").

(4.11)

A funcao Dpgr, chama-se funcao de Euler-Lagrange discreta e a sua expressdo, em coordenadas

k=1
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€ dada por

DprrLa((¢",¢), (¢, ¢"™)) = DaLa(¢" 1, ¢%) + D1La(q", ¢*1).

As formas-1, wﬁi‘ e WZ’ sao as formas-1 lagrangianas discretas, cuja erpressao, em coorde-
nadas, €
OLq :
wii = DeLa(¢" a')dg" = 5ra5:(dg")'
oL (4.12)
— d .
wid = —D1La(q", q")dg’ = —W(dqg)z~

Saliente-se que, no caso discreto ha duas formas-1, ao passo que no caso continuo sé ha

uma. No entanto, sé ha uma forma-2 discreta, tal como no caso continuo, ja que, por um lado,

_ 1+ 1—
de = u)Ld — de
e, por outro lado,
d?=0

ou seja,
dwﬂ' = dwi;.

O anélogo de um campo vectorial continuo é o operador evolucao discreto X : Q x Q@ —
(Q x Q) x (Q x Q) que satisfaz m o X = id, onde m é o operador projeccao definido por
7:((¢%qY), (¢, (¢V)") — (q°, ¢').O andlogo do fluxo é a funcdo discreta 1/ : Q x Q@ — @ x Q
definida por 1) = 00 X, onde o é o operador translacao definido por o : ((¢°, ¢*), ((¢°), (¢})")) —
((¢"), (¢")"). Reescrevendo em coordenadas, se X : (¢%,¢') — (¢° ¢*, (¢°), (¢*)), entdo, ¥ :
(°,¢') — ((¢°),(¢")). Particularizando para um sistema lagrangiano discreto, o operador

evolucao lagrangiana discreta X, satisfaz
DperLio X, =0
e o andlogo, em termos discretos, do fluxo ¢ a funcao ¥z, : @ x Q@ — @ x @, definida como
Y, =00Xyp,.

Tal como no caso continuo, Xy, e ¥, podem nao estar bem definidos para escolhas arbitrarias
da Lagrangiana discreta.
As equacoes de Euler-Lagrange discretas (4.5) podem ser deduzidas a partir da expressao (4.11);

um caminho discreto ¢% € C%(Q) satisfaz as equacdes de Euler-Lagrange discretas se o primeiro
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termo da expressdo (4.11) for nulo, para todas as variacoes ¢ € quCd(Q). Tal significa que

os pontos {¢*} satisfazem v, (¢* "1, ¢%) = (g%, ¢**1).

A transformacao de Legendre discreta aplica o espaco das configuragoes discreto () X @ em
T*@Q, através de

T/ (¢°,q") - 6¢" = DaLa(¢’, q") - 6¢'

-0 1 0 0 1 0 (4.13)
T, (¢°,q")-0¢" = —=DiLa(q",q") - 6¢°,
as quais podem ser escritas como
T+ - (°, ¢4 — (¢!, — (¢", DoLy(q, ¢
1@ a) = (q.p1)=(q,D2Lalq",q")) (4.14)

Ty, : (a%.¢") = (a°,po) = (¢°, =D1La(q", "))

Se ambas as transformagoes de Legendre discretas forem isomorfismos locais, entao a La-
grangiana discreta Ly diz-se regular; se forem isomorfismos globais, entao Ly diz-se hiperregular.

As formas-1 w! lagrangiana e hamiltoniana relacionam-se pela expressio

1+ + vk, 1
wp, = (Tr,) w,

e as formas-2 w? pela expressao
2 +\x 2
wr, = (TLd) w”.

Dado L4 : @ x @ — R, o operador evolucao lagrangiana discreta X, e o andlogo discreto do
fluxo, 1, estao bem definidos se e s6 se T L for um isomorfismo local. Também, a natureza

regular de L, é equivalente a afirmar que 11, estd bem definida e é invertivel [29].

A andloga discreta do fluxo lagrangiano, 97, : @ X Q — @ x @, quando deslocada para 7@,
origina a fungao ¥, : T*Q — T*Q que, de acordo com [29], tem as seguintes expressoes,

equivalentes entre si:
VH, = Tfjd °Yr, © (Tfjd)_l
/IJZ)Hd = TEd © Qz)Ld © (ng)_l
VYH, = TL+d o (T, )_1-

Em coordenadas, ¥y, : (¢°, po) — (¢, p1), onde

po = —D1La(q",q")

. (4.15)
p1=DaL4(q,q").
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Diz-se que um integrador variacional estd no seu formato posicao-quantidade de movimento

quando é escrito como

pk = —D1La(q", """, h)

ko k+1 (4.16)
Pk+1 = DQLd(q yq 7h)7

o que traduz a igualdade de quantidades de movimento entre intervalos adjacentes.
Por exemplo, fazendo a impulsao do algoritmo variacional (4.10), com a transformada de Leg-

endre

STm, o 1 h
(e ') = (ql,M Ll(q1 —q") + 5 (aaop + (1 - a)al—a]) :

1 pry1) dado por

obtém-se o algoritmo implicito (¢*, pi) — (g
2

_ h
¢ =g + hM 1 p + ?[(1 — Q)Akta + Q10

(4.17)
1 1
Pr+1 =Pk + hM 5 Ohta + 5 0k+1-a |

algoritmo de segunda ordem, para qualquer a.
4.2 Leis de conservacao em sistemas discretos
4.2.1 Conservacao da forma-2 simpléctica
A funcao 1, é simpléctica, ou seja, para um tnico passo, tem-se que [29, 47]

(Yr,)*wi, = wi,, (4.18)

onde w? = dwt = dw!” representa a forma-2 simpléctica discreta, dada pela expressao
Ld Ld Ld )

Ly i .
wr,(q0,q1) = 9q0d dgy A dqj. (4.19)
0

O argumento ¢ valido para qualquer nimero de passos de ¥r,,.
A funcao 1y, preserva a impulsao da forma-2 discreta w%d, que corresponde a forma simpléctica

canodnica em T*(Q).

4.2.2 Conservacao das funcoes quantidades de movimento

Considere-se a acgao (esquerda ou direita) ® : G x Q — @ de um grupo de Lie G em @,

com gerador infinitesimal £g. As funcoes quantidades de movimento lagrangianas discretas
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erd, Jr, Q X Q — g* sao dadas pelas expressoes

T (¢%a") - & = (D2La(d”, q"), €q(d"),

(4.20)
JZ (q()’ ql) ’ § = <_D1Ld(q07 q1)7§Q(q0>>'

O teorema (??) tem uma versao discreta [29].

Teorema 4.2 (Teorema de Noether discreto na versao lagrangiana). Considere-se uma La-
grangiana discreta Lg : Q x Q — R, o qual € invariante sob lifts da acgdao (esquerda ou direita)
da accio ® : G x Q — Q. Entao, a funcao quantidade de movimento lagrangiana discreta
Jr, : Q X Q — g* € uma quantidade conservada pela funcgao discreta v, : Q X Q — Q X Q, ou
seja,

JLdode :JLd-

Em termos simples, tal significa que, sob o efeito de acg¢oes simétricas, a funcao quanti-
dade de movimento discreta (sob a presenca de acgdes simétricas, s existe uma tnica fungao
quantidade de movimento) é preservada, ou seja, é uma constante do movimento. As fungoes
quantidades de movimento discretas lagrangiana e hamiltoniana relacionam-se pela operacao

reversao

Jr, = (T7) Ju.

A funcao vy, preserva a impulsao das funcoes quantidades de movimento discretas, que corre-

spondem as fungoes quantidades de movimento candnicas em T*().

4.2.3 Conservacao da energia

A literatura mostra que, no caso de integradores com passo temporal constante, existe uma di-
cotomia: ou eles conservam a simplecticidade e a quantidade de movimento, ou entao conservam

a energia e a quantidade de movimento. Os integradores variacionais enquadram-se no primeiro

caso - sao simplécticos e conservam a quantidade de movimento. No entanto, com passo tem-

poral nao constante, é possivel obter integradores variacionais que preservam a simplecticidade,

a energia e a quantidade de movimento [18].

Dado (¢°, ¢', ho), pretende-se determinar (¢*, g2, h1); em geral, tal possibilitara passar de (¢* !, ¢*, hx_1)
para (qk, gt hi). Este procedimento difere do habitual, j& que a informagao sobre o passo tem-

k“). Determinam-se hi e ¢? conjuntamente, por

potal hy, estd acoplada aos dados actuais (¢, q
resolver uma equacdo similar & equacdo de Euler-Lagrange discreta para ¢2, ao passo que para
h1 usa-se a equacido Fi(q°, q', ho) = Fq(q*, %, h1), onde E, é a funcdo energia discreta [18].

A acgao discreta é dada por

hOLd(q07q17h0> +h1Ld(q17q27h’1)' (421>
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O algoritmo discreto é dado por

0
ot [hoLa(d°, 4" ho) + hiLa(q",¢°, )] = 0, (4.22)

ou
hoD2La(q", q*, ho) + hiD1La(q', ¢* h1) = 0,

onde os passos temporais hg, hi sdo fixos. A energia discreta é definida por

0
Eq(q°, ¢, ho) = o [hoLa(q®, q", ho)] - (4.23)

Por exemplo, para a Lagrangiana discreta (4.6), onde L(q,q) é dado pela diferenca entre a

energia cinética e a potencial, vem

0 1 1/ —"\"  (d"—¢ 0, 1
Euldth) = 5 () 0 (D) V(- a4 g,

O algoritmo é constituido pelas equagoes (4.22) e
Ed(qovqlah’o) = Ed(qlaq2ah1)' (424)

Por exemplo, no caso das Lagrangianas continuas e discretas mencionadas, a condicao Fy = Ej

traduz-se em ) o ) )
(¢ —q )" M(¢* —q')
2[Ey — V((1 - a)¢! + ag?]’

hi=

onde a condi¢ao da energia cinética ser positiva deve ser verificada.
Este algoritmo é simpléctico, preserva a quantidade de movimento e foi desenhado de forma a

conservar a energia [18].

4.3 A analise retrospectiva do erro

A ideia béasica subjacente a andlise retrospectiva do erro é considerar a aproximac¢ao numérica

como a solucao exacta de um problema modificado. Considere-se a equacao diferencial

y =F(y) (4.25)

e 0 método numérico de passo simples y,+1 = ®(yn). O objectivo da andlise retrospectiva é

determinar e estudar a equacgao diferencial modificada

y = F(y) + hFs(y) + h®Fs(y) + ..., (4.26)
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tal que o fluxo exacto ¢ (y) de (4.26) seja igual ao fluxo numérico @, (y). A série (4.26), em

geral, ndo converge, sendo necessario recorrer ao teorema que se segue [12].

Teorema 4.3. Considere-se (4.25) com um campo vectorial F(y) infinitamente diferencidvel, e

assuma-se que o método numeérico admite um desenvolvimento em série de Taylor da forma
Oy(y) =y + hF(y) + h2Da(y) + I*Ds(y) + . .., (4.27)
com D;(y) suave. Entdo, existe um tinico campo vectorial F;(y) tal que, para qualquer N > 1,
®p(y) = n(y) + OB,

onde Jt,N representa o fluro exacto da equacao modificada truncada

y = F(y) + hFs(y) + ... + BN 'Fn(y). (4.28)

Este teorema é valido para N > 1, mas qual a melhor escolha de N7 O teorema seguinte

lanca luz sobre a resposta [13].

Teorema 4.4. Seja F(y) analitica em Baogr(yo) e sejam os coeficientes D;(y) do método (4.27)

analiticos em Br(yo). Admita-se que

2/-@M>j1

IFy)| <M e ||Dj(}’)”§uM(R

(4.29)

para todo'y € Bar(yo) ey € Br(yo), respectivamente. Se h < ho/4, com hy = R/(enM) e
n = 2max(k, u/(2In2—1)), entao existe N = N(h), nomeadamente o maior inteiro que satisfaz
hN < hg, tal que a diferenga entre a solu¢dao numérica’y; = ®r(yo) e a solugao exacta @N,t(yo)

da equag¢ao modificada truncada (4.28) satisfaz

1@ (y0) — Y (yo)ll < hyMeho/h, (4.30)
onde v = e(2 + 1.651n + ) depende somente do método.

Aplicando um qualquer integrador simpléctico de ordem r a um sistema hamiltoniano,

entdo a equagao diferencial modificada é hamiltoniana com [11]

H(p,q) = H(p,q) + k" H,11(p,q) + "' Ha(p,q) + . . ..

O facto de que a aplicacao de métodos simplécticos origina equagoes modificadas hamiltonianas
é um caso particular das propriedades geométricas da andlise retrospectiva do erro. Tal significa

que, no contexto da equagao diferencial (4.25), se F pertencer a uma certa classe de campos



Os integradores geométricos 63

vectoriais (por exemplo, preservam algum integral) e o método numérico preservar esse integral,
entao o campo vectorial modificado também estard na mesma classe de F [39].

Para os métodos de Euler simpléctico, Stormer-Verlet e Runge-Kuttas particionados é possivel
determinar relacoes de recorréncia explicitas para os H;(p,q), revelando-se que eles sao com-
postos por derivadas de H(p, q) e, consequentemente, globalmente definidos.

A equagao modificada truncada de um sistema hamiltoniano é

H(p,q) = H(p,q) + h"Hy41(p,q) + B Hypa(p.q) + ... + KN Hy(p, q). (4.31)

A quase conservacao da Hamiltoniana decorrente da aplicacdo de integradores simplécticos é
demonstrada pela jungao da expressao (4.31) e do teorema (4.4), por concluir que ||ﬁ (Pn,q") —

H(po,q%)|| é limitado em perfodos de tempo exponencialmente longos [11].

4.4 Os integradores geométricos

Nesta seccao consideram-se integradores considerados convencionais, indicando-se as suas pro-
priedades geométricas, em particular, em que condigoes sao simplécticos, e se tém natureza
variacional. A importancia da natureza variacional decorre de dois resultados: se o integrador
¢é variacional, entao ele preserva a 2-forma simpléctica e preserva a funcao quantidade de movi-
mento [47].

Os métodos considerados sao os métodos de Euler simplécticos, a regra do ponto médio implicita,
a familia Runge-Kutta e o método Stérmer-Verlet. Em geral, a maioria dos integradores
geométricos sao condicionalmente estaveis. Para averiguar a estabilidade do método, escolhe-se
um problema teste simples do tipo relevante, com solugoes limitadas e calcula-se o limite da
estabilidade para varios métodos. Em sistemas hamiltonianos, em geral, o problema teste é
o oscilador harmoénico com o splitting T'(p) + V(q). Por exemplo, o método Stérmer-Verlet é
estavel para h < 2 e os integradores de ordem superior, com v-etapas, sdo estaveis para h < h*,

onde em geral, h* = 7.
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4.4.1 Os métodos de Euler simplécticos
Natureza simpléctica

Considere-se o método de Euler simpléctico da forma (3.10) que, nas varidveis p e q e aplicado
a sistemas hamiltonianos, assume a forma
OH

Pnt1 =Pn — h——(Pnt1,9"),
dq (4.32)

OH
n+1 . ) h ny.
q a+hgs (Pnt1,9")

Este método é implicito, ja que para determinar p,41 é necessario resolver um sistema nao linear
de equacdes; uma vez conhecido p,1, o célculo de q"*! é explicito.

(4.32) é um método simpléctico de ordem 1, ja que [13]

de acordo com a defini¢ao (2.22) de simplecticidade.
O seu método adjunto

oOH
n = Pn — h—— ) et
Pnil =P 94 (Pn,a")

)

(4.33)

OH
Q" =q"+ h(Pn, q"t)
p

também é simpléctico. Pode provar-se a simplecticidade destes dois métodos recorrendo-se as

formas diferenciais, nomeadamente que [23]

dq" ™ Adppi1 = dq® A dpy.

Em sistemas hamiltonianos genéricos, ambos os métodos de Euler simplécticos sao implicitos
[13]. No entanto, se a Hamiltoniana for separdvel, isto é, da forma H(p,q) = T(p) + V(q),

ambos tém natureza explicita.

Analise retrospectiva do erro

Tlustre-se esta seccao com o exemplo classico do péndulo, com Hamiltoniana

1
H(p,q) = 5192 — cosq,
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e com as equacoes de movimento

p= —sing, q=p.

Considere-se o método de Euler simpléctico (4.32). Desenvolvendo a solugao exacta Jh(y) de
(4.26) em poténcias de h e comparando-a com o fluxo numérico, obtem-se relagoes de recorréncia

para as funcoes Fj(y). No caso do péndulo, resulta

] h [ —sin h? 2p cos
=1 P )+3 S N N
D —sing 2 \ pcosq 12\ (p* —2cosq)sing

sistema com natureza hamiltoniana, com

~ 1 h ) h2
H(p,q) = §p2 — COsq — §psmq+ ﬁ(p2 —cosq)cosq+....

Conservagao de invariantes
Os métodos de Euler simplécticos preservam qualquer invariante da forma [23]
I=q"Ap +b’z, (4.34)

em sistemas dinamicos da forma % = f(z).

4.4.2 A regra do ponto médio implicita

A regra do ponto médio implicita é um método convergente de ordem 2, simétrico e algebrica-
mente estavel. De seguida, considera-se a sua natureza simpléctica e variacional e que tipo de

invariante conserva.

Natureza simpléctica

A regra do ponto médio implicita (3.6), aplicada a sistemas hamiltonianos, é reescrita como

Vsl =y +hJIVH (W‘) . (4.35)

(4.35) é um método simpléctico de ordem 2 [6, 13]. Diferenciando a equagao (4.35), vem

0yn+1 h 12 Yn+l +¥Yn - h 12 Yn+1 +¥Yn
=(7—-— H|—— I+ — H|—— 4.
By < 2J Vv 5 + 2J Vv 5 , (4.36)
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e substituindo na definicao de transformacao simpléctica, deve verificar-se que

T
(I+ZJ1V2H <Yn+1+}’n>> J(I+ZJ1V2H <Yn+1+}’n>>

2 2
é igual a
h n n h n n T
Jy et ver S Ynt1 +¥ Jlr="1v2g Ynt1 +¥ '
2 2 2 2
A igualdade decorre da simetria da matriz hessiana e do facto que J7 = —J.

Pode demonstra-se que a regra do ponto médio implicita é um integrador simpléctico recorrendo-
se as formas diferenciais - alids, como na demonstracao sé se exige que a matriz J seja con-
stante, invertivel e anti-simétrica, pode afirmar-se que este integrador preserva qualquer estru-

tura simpléctica constante [23].

Natureza variacional

Dado um sistema hamiltoniano H : T*(Q) — R, a regra do ponto médio é um integrador vy :

(qo,po) — (q1,p1) com natureza variacional [29]. 1, é definida por

@1—q OH (q1+q p1+Dpo
a4 3 4.
- 8p( fao pit ) (437)
P1 — Po OH (q1+q0 p1+ Do
p— 4.
h 8q< 2 72 ) (4.38)

Admita-se que H é regular, assim como a Lagrangiana correspondente, e defina-se a seguinte

Lagrangiana discreta

+ i
La(go, q1.h) = hL (“ T q°> . (4.39)

Calculando pg e p; recorrendo as expressoes (4.15), obtém-se

__hoL <Q1+QO (I1_QO> oL <Q1+¢I0 Q1_QO)
Do + 55 ;

2 Jq 2 7 h aq 2 7 h
:ﬁaj Q1 +49 91— qo +3L q1+q q1—qo
Pr=59q 2 7 h g 2 7 h ‘

Adicionando e subtraindo estas duas equagoes, obtém-se

oL -
p1+po (Q1+QO Q1 CIo)j (4.40)

2 9q 2 7 h
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(4.41)

99\ 2 ' h

PL—po _ OL (q1+q0 ¢1—qo
h 0q '

Apelando a transformagao de Legendre, pode dizer-se que a equagao (4.40) significa

T g1+q q1—q9 )\ (@ +q P1+Do
L ; - ) )
2 h 2 2

= O0H oL
e entao, por um lado, como 9q = 99

outro lado, a mesma equacao (4.41), conjugada com a igualdade %—Z = q, origina (4.37).

a equacao (4.41) corresponde a equagao (4.38) e, por

Por fim, note-se que a Lagrangiana (4.39) é um caso particular da Lagrangiana (4.6)

q1 — 4o
Lcolé(q07qluh):hL <(1_Q)QO+QQL h ) )
onde a € [0,1]. Para qualquer valor de «, obtém-se sempre integradores implicitos. Quando
a= %, obtém-se a Lagrangiana (4.39), tinico valor de « para o qual Ly é simétrica e de segunda

ordem. Para outros valores de «, obtém-se integradores de ordem 1.

A regra do ponto médio também pode ser obtida por intermédio da Lagrangiana discreta (4.9),

sim, o

ou seja, Lg = L; ", para a = % [19]. O algoritmo (4.17), para esta escolha de «, pode ser

1 ( gt — gk ) - M-l (Pk+12+pk)
7 k+1+ k )
h\ prs1 — i -VV (q o )

escrito como

Zk+1+2k
2

o qual, para z = (q,p), tem a representacao w = XH< ), onde Xy é o campo

vectorial hamiltoniano correspondente & Hamiltoniana H = %pTM “Ip+V(q).

Se, em vez de avaliar a forca no ponto médio, se fizer a média das forcas, obtém-se, para

a € [0, 1], a regra trapezoidal generalizada

R T e ] e

Este método é explicito para todo o a e de ordem 1, excepto quando o = %, sendo neste caso

de ordem 2 e simétrico.
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Conservagao de invariantes

A regra do ponto médio implicita preserva exactamente qualquer invariante quadratico da forma

[23]
T4
=2 > 2 4 b7y, (4.43)

onde A representa uma matriz simétrica, para a equacdo diferencial % = f(z). Tal significa
que o integrador conserva exactamente a quantidade de movimento linear e a quantidade de

movimento angular de um sistema hamiltoniano linear.

4.4.3 Métodos Runge-Kutta simplécticos
Natureza simpléctica

Em geral, os métodos Runge-Kutta nao sao ideais para integrar sistemas hamiltonianos, ja que
estes nao sao estruturalmente estdveis relativamente a perturbagdes nao hamiltonianas [7]. A
aproximacao numérica feita por métodos Runge-Kutta convencionais introduz perturbagoes nao
hamiltonianas, o que significa que o sistema, originalmente hamiltoniano, tornar-se-a dissipativo
(ndo hamiltoniano), com um comportamento no longo prazo completamente diferente - por
exemplo, os sistemas dissipativos tém atractores e os hamiltonianos nao. Por este motivo,
faz todo o sentido usar métodos da familia Runge-Kutta que preservem as caracteristicas dos
sistemas hamiltonianos, nomeadamente, que cada passo na integracao seja uma transformagao
candnica ou simpléctica.

Métodos Runge-Kutta explicitos e simplécticos sao usados no caso de Hamiltonianas separaveis
e os implicitos para as nao separaveis. Os métodos Runge-Kutta Gauss-Legendre sao os mais
adequados para sistemas hamiltonianos gerais porque, embora sejam implicitos e, por isso, de

implementagao mais pesada [14, 31]:

(i) sao A-estaveis, ou seja, sao estdveis para todo o passo temporal h e para todos os sistemas

lineares com solugoes limitadas;
(ii) tém a maxima ordem possivel em métodos Runge-Kutta com v-etapas, ordem 2v;
(iii) preservam todos os primeiros integrais quadréticos;
(iv) sao simplécticos para sistemas hamiltonianos canénicos.
Embora os métodos simplécticos sejam preferiveis na integragdo de sistemas hamiltonianos,

note-se que eles nao sao perfeitos; por exemplo, mesmo implementando um Gauss-Legendre na

integragao de sistemas hamiltonianos, nao se consegue a conservagao da energia. No entanto,
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na maioria das aplicagoes, opta-se pela preservacao da estrutura hamiltoniana, ao invés da
conservagao da energia.

Considere-se o método Runge-Kutta com tabela

c| A
bT

Aplicando-o ao sistema hamiltoniano (2.7), obtém-se as equagoes

Pi=pn+hY ayf(P;, Q, tn+ch)
=1

Q' =q"+h> a;gP;, Q, tn+c;h)
=1 (4.44)

Pri1 =Pn+h > bf(Pi, Q) ty+c;)
=1

14
Q"M =q"+h) bigPi, Q) b+ ch),
=1

onde f e g representam, respectivamente, os d-vectores com componentes —0H /0q" e 0H/Jp;; P;
e Q' sao as etapas intermédias correspondentes as varidveis p e q, respectivamente. Demonstra

o teorema seguinte [41].

Teorema 4.5. Se os coeficientes de um método Runge-Kutta verificarem as rela¢des
bia;j + bjaj;; — bib; =0, ,j=1,...,v, (4.45)
entdo o método € simpléctico.

Um exemplo de métodos Runge-Kutta simplécticos sao os de Gauss-Legendre. Todos os
métodos Runge-Kutta simplécticos sao implicitos, o que decorre de fazer i = j em (4.45) e exigir
a consisténcia do método.

Devido a simetria, a validade de (4.45) é garantida se for verificada para ¢ < j. No entanto, nao
existe nenhuma relacao entre a simetria e a simplecticidade de um método Runge-Kutta. Por
exemplo, a regra do ponto médio (3.6) é simétrica e simpléctica; o método de Euler explicito
nao é nem simétrico nem simpléctico. E possivel construir algoritmos de 2 etapas simétricos

mas nao simplécticos ou, entao, simplécticos mas nao simétricos.
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Leis de conservagao

O teorema (2.2) mostra que, em problemas hamiltonianos auténomos, a Hamiltoniana é uma
quantidade conservada. Serd que os métodos Runge-Kutta também conservam a Hamiltoniana?
Ou, em termos mais abrangentes, se I for uma quantidade conservada por um sistema hamil-
toniano auténomo, serd que I também é conservada por métodos desta natureza? Todos os
métodos Runge-Kutta conservam invariantes lineares [13]. Quando I é quadratico, utiliza-se o

resultado seguinte [41].

Teorema 4.6. Admita-se que I(y) = %yTSy, onde S € uma matriz simétrica constante, € uma
quantidade conservada por um sistema auténomo ‘Z%’ = F(y,t), ndo necessariamente hamiltoni-
ano. Entdo, I também é conservado quando o sistema € integrado por um método Runge-Kutta

simpléctico, ou seja, 1(y) = %y"TSy” nao varia com n.

Este teorema 4.6 implica que, se um sistema auténomo linear com Hamiltoniana quadrética
for integrado por um método Runge-Kutta simpléctico, entao H serd exactamente conservado
ao longo das trajectérias numéricas.

Os integrais lineares e quadraticos sao preservados pelos métodos Runge-Kutta simplécticos [32].
No entanto, por exemplo, para preservar um integral ctibico, tem de se fazer a escolha entre a

preservacao da estrutura simpléctica e a preservacao do integral.

Simetria
Em que situagao é que os métodos Runge-Kutta sao simétricos? Demonstra-se o teorema que
se segue [13, 32].

Teorema 4.7. O método adjunto de um método Runge-Kutta com v-etapas,

ki= [ | to+cih, y0+hzaijkj , i=1,...,v
7= (4.46)

yi=yo+hY bk
i—1

€ ainda um método Runge-Kutta de v-etapas. Os seus coeficientes sao dados por

i = byt1—j = Qui1—i, v+1—js by = b1 (4.47)

Se
Ayt1—i, v41—j + aij = by, (4.48)

para todo o 1,7, entdo o método Runge-Kutta (4.46) é simétrico.



Os integradores geométricos 71

c1 an
c2 b1  a
c3 bi by a3z

l—co| b1 b2 b3
1—¢ b1 b bs by ass
bt by b3 b2 by

Tabela 4.1: Método Runge-Kutta implicito diagonal de ordem 5

Nenhum método Runge-Kutta explicito pode ser simétrico, pois, para i = j, nao satisfazem
a equacao (4.48). Nos métodos Runge-Kutta implicitos diagonais, onde a;; = 0 para i < j e

elementos da diagonal nao nulos, a condi¢ao (4.48) vem
a;j =bj =by11-; para i>j, @jj + Qyi1—j, v41—5 = bj.
Por exemplo, para v = 5, a tabela de tal método é da forma desenhada na tabela 4.1, com

b
aszs = 3, aqq = by — agg € ass = by — ayy.

4.4.4 Métodos Runge-Kutta particionados
Natureza simpléctica

Considere-se uma Hamiltoniana do tipo

H(p,q) =T(p) + V(a), (4.49)

designado por Hamiltoniana separdvel. Neste caso, as equacoes de Hamilton assumem a forma
particionada (3.36), com
ov oT
f= Y g= -,
dq op
sendo, entao, possivel integra-las por um método Runge-Kutta particionado.

Prova-se o teorema que se segue [41].

Teorema 4.8. Se os coeficientes de um método Runge-Kutta particionado verificarem as relacoes
bzAzg + Bjaj; — b;B; = 0, L,j=1,... v, (4.50)

entdo o método, quando aplicado a um problema hamiltoniano com Hamiltoniana separdvel
(4.49), é simpléctico.



Os integradores geométricos 72

No caso mais geral das equagdes (3.30), deve acrescentar-se a equacao [13]

b = B;, Vi

Natureza variacional

Considere-se o0 método Runge-Kutta particionado
174
p1=po+h Z B;P;
i=1

¢'=¢+h)_ b’

i=1

v (4.51)
Pl = Po + hZAUP]
7j=1
Q=q¢+ hzaijQia
7j=1

onde P; = —%—ZI(B, Q), Q' = %—g(Pi, Q"), com Hamiltoniana H = p’q — L(q, q). Se o método

for simpléctico, entao é valido o teorema que se segue [13, 29].
Teorema 4.9. O integrador variacional com Lagrangiana discreta
v
Li(% q") = h Y biL(Q, Q") (4.52)
i=1

€ equivalente ao método Runge-Kutta particionado simpléctico, aplicado ao sistema hamiltoniano

com H =pT¢q— L(q,q).

Leis de conservagao

Os métodos Runge-Kutta particionados conservam invariantes lineares se b; = B;, para todo o
i, ou se o invariante depende somente de p ou de q [13].

O anélogo do teorema 4.6 para métodos Runge-Kutta particionados assume a forma seguinte.

Teorema 4.10. Admita-se que I(p,q) = p’ Sq, onde S é uma matriz constante, é uma quan-
tidade conservada de um sistema auténomo particionado (3.36), ndo necessariamente hamilto-
niano. Entdo, I também é uma quantidade conservada quando o sistema € integrado por uwm

método Runge-Kutta particionado simpléctico, ou seja, I1(p™,q™) ndo varia com n.

No caso dos métodos Runge-Kutta particionados simplécticos, mesmo que se assuma a
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linearidade do sistema a integrar, tal nao significa, em geral, a conservacao da Hamiltoniana:

I(p,q) = p’Sq ndo é a expressio quadratica mais geral nas varidveis p e q.

Simetria

Admita-se que se aplica um método Runge-Kutta particionado ao sistema

y=1(y,z), z=gly,z).
O método s6 sera simétrico se ambos os métodos Runge-Kutta o forem [13].

Teorema 4.11. Se os coeficientes de ambos os métodos Runge-Kutta, b;,a;; e B;, A;j satisfiz-

erem a condi¢ao (4.48), entao o método

ki=f {vo+h) aiks, 20+hY Al
j=1 j=1

lz‘ =g |y + hzaz‘jkj; 2o + hZAijlj
j=1 j=1

yi=yo+hy biki
i=1

v
21 =20+ hZlez
=1

é simétrico.

Os métodos de Runge-Kutta particionados mais teis, no contexto da integragao geométrica,
sdo o par Lobatto IITA-IIIB, métodos de ordem 2v — 2, j4 que sdo simplécticos em sistemas

hamiltonianos.

4.4.5 Métodos Runge-Kutta-Nystrom
Formulagao

Se a Hamiltoniana for separavel com T = %pTM ~1p, com M uma matriz constante, simétrica

e invertivel, H é dada pela expressao

H(p.q) = 3p" M 'p+ V(a). (4.5
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Note-se que a Hamiltoniana pode ser separavel, mas nao da forma (4.53) - por exemplo, o
movimento relativista de um sistema de pontos de massa. No caso (4.53), as equagoes do

movimento sao

oV

=— g=M"" 4.54
o P (4.54)

p =f(q)

ou, eliminando p
q=M""f(q),

sistema que pode ser integrado por um método Runge-Kutta particionado. Reescrevendo as
equagoes (3.35) em termos das varidveis p e q, obtém-se a seguinte expressao para as varias
etapas
v
Q' =q" +hyiM 'pp+ B M QI L, + y5h); (4.55)
j=1

sendo as aproximagoes sao dadas por

Pn+1 = Pn + hz bif (Q7, tn + v;h)
=1 (4.56)

Q" =q" + hM py + b2 BM Q) by + sh).
i=1

Natureza variacional

Os métodos de Runge-Kutta explicitos particionados simplécticos sao variacionais, pelo menos
para Hamiltonianas cuja energia cinética é da forma T = %pTM ~!p, para alguma matriz de

massa M constante [29)].

Natureza simpléctica

As condigoes para que um método de Runge-Kutta-Nystrom seja simpléctico sdo referidas no

teorema seguinte.

Teorema 4.12. Admita-se que os coeficientes (3.33) do método de Runge-Kutta-Nystrom sat-

1sfazem

/BZ:bZ(lifyl)a izla"'aya

(4.57)
bi(Bj — i) = b;(Bi — i), i j=1,...,1.

Entao, o método, quando aplicado a problemas hamiltonianos com Hamiltoniana da forma (4.53)

€ simpléctico.
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Leis de conservagao

O teorema andlogo ao teorema (4.10) é o seguinte.

Teorema 4.13. Admita-se que I(p,q) = p’ Sq, onde S é uma matriz constante, é uma quan-
tidade conservada de um sistema auténomo particionado (3.36), ndo necessariamente hamilto-
niano. Entdo, I também é uma quantidade conservada quando o sistema € integrado por uwm

método Runge-Kutta Nystrém simpléctico, ou seja, I(p",q"™) ndo varia com n.

Analogamente aos métodos Runge-Kutta particionados simplécticos, o facto de o sistema
a integrar ser linear nao significa, necessariamente, a conservacao de H pelo método Runge-
Kutta-Nystrom, j& que a expressio I(p,q) = p’ Sq nio é a funcio quadratica mais geral, nas

variaveis p e q.

4.4.6 O método Stormer-Verlet
Natureza variacional

O método Stérmer-Verlet é um método variacional [26, 29]. Admita-se que a Lagrangiana do

sistema é dado pela diferencga entre a energia cinética e a energia potencial
T.op...
L(g,v) = 54 Mq—V(a), (4.58)

onde M é a matriz das massas, de natureza definida positiva. Se M nao depender de q, as

equagoes de Euler-Lagrange (2.4) reduzem-se & equagao diferencial de segunda ordem
Mg=-VV(q).

Se, no processo de discretizagao, a aproximagao a f;;N Ldt for feita pela regra trapezoidal (3.5),

h - h _
Ln(qn, qny1) = §L <Q7la %thn> + §L <Qn+1a qnﬂhqn) (4.59)

obtém-se as equacoes de Euler-Lagrange discretas
M(gn+1 = 2¢n + Gn—1) + h*VV (gz) =0, (4.60)

expressdo analoga a (3.40), para f(q) = —M~'VV(q).
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Propriedades geométricas

Nesta subsecc¢ao sumarizam-se as propriedades do fluxo das equacgoes diferenciais que sao preser-
vadas pelo método Stormer-Verlet, nomeadamente, reversibilidade, simplecticidade e preservacao

do volume.

1. Simetria e reversibilidade. O método Stormer-Verlet, quando aplicado & equacgao diferen-

cial de segunda ordem (3.39), é simétrico e reversivel [12].

e Simetria. O método Stormer-Verlet é simétrico com respeito a direcgao temporal:
se, nas equagoes (3.43), se substituir A por —h e se trocar n por n + 1, obtém-se
o mesmo método; analogamente nas equagoes (3.44), para as substituigoes h < —h
en— % — n 4+ % Tal significa que, em termos da formulacao de passo simples

Dy, : (qun) = (qn+1avn+1)a
P, =0 ;. (4.61)

e Rewversibilidade. A simetria temporal do método Stormer-Verlet implica a reversibil-
idade. Se, no sistema (3.41), se inverter a direccao da velocidade inicial, entao a
trajectéria solucdo é a mesma, mas a direccao do movimento é contraria. Neste

sentido, diz-se que o fluxo v; satisfaz

’djt (q7 V) = (av v) lmphca 1/115 (aa _v) = (qa _V)7 (462)

ou seja, o fluxo é reversivel com respeito a reflexdao p : (q,v) — (q,—v). O método

Stormer-Verlet é reversivel, ou seja, satisfaz
q)h (qv V) - (av G) lmphca ‘I’h@, _v) = (q7 _V)' (463)

Mostra-se que a simetria deste método é equivalente a sua reversibilidade [12]. Em

alguns casos, o fluxo é p-reversivel com respeito a involugoes p, isto é

pothy =1 op. (4.64)

Genericamente, o fluxo de uma equagao diferencial y = F(y) é p-reversivel se e s6
se o campo vectorial satisfaz p o F = —F o p; neste caso, a equagao diferencial diz-
se p-reversivel. O método Stormer-Verlet é p-reversivel para p da forma p(q,v) =

(p1(a), p2(v)), ou seja,
pod, =o,1op. (4.65)
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2. Sistemas hamiltonianos e simplecticidade. Considere-se o sistema genérico

d=g(q,v), Vv=_f(q,v). (4.66)

Usando as equagoes (3.46) e (3.47) obtém-se uma extensao do método de Stérmer-Verlet

com o seguinte formato
h
Uppd =Un F §f <qn,vn+%>
h
Gn+1 = Gn + b (g <anvn+%> +g (Qn-‘rlvvn_i_%)) (4'67)
h
et = vy + 51 (et )

O método Stormer-Verlet (4.67) aplicado ao sistema de equacoes hamiltonianas (2.7) as-

sume a forma

hoOH
anr% = Pn — iaiq (anr%aQn)

h (OH OH
Gn+1 = qn + 5 (8]) (pn+%7Qn) + 87]) <pn+;;CIn+1>) (468)

hOH
Pt =Py = 5 g, (Pregenin )
No caso particular da Hamiltoniana ter a expressao
L 7,1
H(p,q)=p M 'p+V(q), (4.69)

2

onde M é a matriz das massas, com natureza definida positiva e V(q) é o potencial, as
equacdes (4.68) reduzem-se ao método Stérmer-Verlet (3.43), com f(q) = —M~1VV(q), e
fazendo p, = Muv,.

A demonstracao da simplecticidade do método Stormer-Verlet pode ser diversa, depen-
dendo da interpretacao dada ao método: visao do Stérmer-Verlet como a composicao dos
métodos de Fuler, ou como um método particionado, ou como um integrador variacional,
ou entao por apelar as funcoes geradoras [12]. O método Stérmer-Verlet é simpléctico

e de ordem 2; a demonstragao apela a equagao (3.49) e ao facto de as transformagoes
simplécticas serem um grupo, em particular que, a composicao de transformacoes simplécticas

é, também, simpléctica [13].

3. Preserva¢ao do volume. O método (4.68) aplicado ao sistema (2.7) preserva o volume,
consequéncia da simplecticidade; de facto, a equacao (2.22), definicdo de transformagao
simpléctica, implica

det ¢, (p,q) =1,
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para todo o (p,q).

Conservagao dos invariantes

Uma fungao I(y) diz-se um invariante (ou uma quantidade conservada, ou uma constante do
movimento, ou um integral primeiro) da equagao diferencial y = F(y) se I(y(t)) for constante

ao longo de toda a solugao, ou de forma equivalente,
I'(y)F(y) =0, para todo oy, (4.70)

o que significa que o gradiente VI(y) é ortogonal ao campo vectorial F(y), em todo o ponto
do espago de fase. Os teoremas (4.14) e (4.15) indicam que tipos de invariantes sao preservados

pelo método Stérmer-Verlet [12].
Teorema 4.14. O método Stérmer-Verlet preserva os integrais primeiros lineares.

Muitos integrais primeiros originam-se no teorema de Noether. Nas condigoes do teorema
de Noether, os integrais primeiros assumem a forma p’ a(q) [1]; infere-se, entdo, que em sistemas

hamiltonianos da forma .
H(p,q) = 5p" M~'p+V(q) (4.71)

com Lagrangiana associada da forma
L 7
L(q,V):§V MV—V(q),

a(q) deve ser linear. Consequentemente, para sistemas hamiltonianos (2.7) com Hamiltoniana
(4.71), todos os integrais primeiros que se originam a partir do teorema de Noether sdo preser-
vados pelo método de Stormer-Verlet.

Mas, em geral, os integrais primeiros quadraticos j4 nao sao preservados pelo método, embora

uma subclasse o seja.

Teorema 4.15. O método Stormer-Verlet preserva os integrais primeiros quadrdticos da forma
I(q,v) =v"(Cq +c)

ou
I(q,v) =p’ (Bq+b)

no caso hamiltoniano.

O teorema (4.15) pode ser utilizado para provar, de forma alternativa, a simplecticidade
do método Stérmer-Verlet [12].
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Equacgao modificada do método Stormer-Verlet

Fazendo y = (¢,v)” e F(y) = (v, f(q))", a equacdo diferencial (3.41) assume a forma de (4.25).

Para o método Stormer-Verlet (3.43), tem-se

g+hv+ " f(q
Pp(q,0) = h e 7@ L2 : (4.72)
v+ 3f(9)+35f(a+hv+ %5 f(g)
Desenvolvendo esta fungao em série de Taylor, obtém-se (4.27), com
1 1 0
Do) =2 ( ) Dygw=t( \ -
2\ fllg (@) f (@) + (@) (v,0)
sendo as funcoes F;(q, v) construidas pelas relagoes de recorréncia [12]
1oy
Fa(y) = Da(y) - 5;FF(y)
1 1 (4.73)
Fa(y) = Ds(y) — 5 (F'(F.F)(y) + FFF(y)) — 5; (FFa(y) + F2F(y))

as quais definem, univocamente, as funcoes F;(y). Estas expressoes sdo consequéncia da com-

paracao, em poténcias de h, das expressoes (4.27) e (4.74)

Un(y) = h(E(y) + hFa(y) + F*Fs(y) +...)
(

(4.74)
F'(y) + hF's(y) + .. )(F(y) + hF2(y) +...) + ...

y+
+hr
Como o método Stormer-Verlet é de ordem 2, a funcao D2 (g, v) tem de coincidir com o coeficiente
h? da solucdo exacta, e entdo, resulta Fa(q,v) = 0. Alids, demonstra-se que para métodos
simétricos, a equagao diferencial modificada admite uma expansao em poténcias impares de h,
ou seja, [12]

Foi(y) =0, j=1,2....

Para F3(q,v) obtém-se

—2f'a)v ) . (4.75)

m@”:m(ﬂﬂwwwmmm

Para funcoes F (¢, v) impares de ordem superior, as expressoes sao mais pesadas e com derivadas

de f(q) de ordem mais elevada.
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Propriedades da equagao diferencial modificada

As propriedades geométricas de um método numérico tém a sua contrapartida na equagao mod-
ificada. Assim, estudar as propriedades de determinado método, é equivalente a estudar as
propriedades correspondentes da equacao diferencial modificada. Em particular para o método

Stormer-Verlet, mostra-se que [13]:

(i) Sistemas reversiveis. Se o método Stormer-Verlet (3.43) for aplicado a (3.41), entao,

cada truncatura da equacao diferencial modificada é reversivel com respeito a reflexao
p(q,V) = (qa _V)‘

(ii) Sistemas hamiltonianos. Se o método Stormer-Verlet (4.68) for aplicado a um sistema

hamiltoniano, entao cada truncatura da equagao diferencial modificada é hamiltoniana.

(iii) Integrais primeiros. Se o método Stormer-Verlet (4.67) for aplicado a uma equagao difer-
encial com um integral primeiro da forma I(q,v) = vI(Cq + c), entdo, cada truncatura

da equagao diferencial modificada tem I(q,v) para integral primeiro.

Comportamento assimptético das solugoes numeéricas

A energia total H(p, q) de um sistema hamiltoniano nao é exactamente preservada pelo método
Stormer-Verlet; no entanto, a energia é conservada de forma aproximada. De facto, em sistemas

hamiltonianos genéricos, a Hamiltoniana é preservada, no longo prazo, de forma aproximada.

Teorema 4.16. A energia total ao longo da solu¢ao numérica (pn, qn) do método Stérmer-Verlet

satisfaz
|H (pn, qn) — H(po, q0)] < Ch? + Cnh't, para 0<t=nh<h",

para N inteiro positivo arbitrdrio. As constantes C e Cn sdo independentes de t e h. Cy
depende dos valores extremos das derivadas de H até a ordem N + 1 na regido que contém os

valores das solu¢oes numéricas.

O teorema é demonstrado de duas formas diferentes [12]; numa delas apela-se a simplecti-
cidade do método Stormer-Verlet, conjugando-a com a anélise retrospectiva e, na outra, apela-se
a simetria do método, conjugando-a com a andlise retrospectiva. O contributo da anélise retro-

spectiva do erro é visivel em muitas demonstracoes no campo da integracao geométrica.

Os resultados obtidos com o método Stormer-Verlet aplicado a problemas com Hamiltoniana
separavel sao validos para a implementacao do mesmo método em problemas com Hamiltoni-

anas nao separaveis [12].



Passo de integracao adaptativo 81

4.5 Passo de integracao adaptativo

Durante a integracao de sistemas de equacoes diferenciais nao lineares, mudancas no caracter
das solugoes podem exigir mudancas no passo de integracao. Ilustre-se este ponto com o prob-
lema de Kepler, que embora seja integravel, serve de exemplo em fins meramente académicos.
A primeira lei de Kepler - problema dos 2 corpos - menciona que um corpo sujeito a forgas grav-
itacionais move-se ao longo de uma elipse, com o corpo fixo num dos focos. A forca que actua
no corpo movel é inversamente proporcional ao quadrado da distancia dos dois corpos. Entao,
quando as Orbitas estao numa elipse com uma excentricidade elevada, tais como os cometas no
sistema solar, a magnitude da forga ao longo da érbita varia consideravelmente. Por este motivo,
é evidente que a dinamica do corpo mével na vizinhanca do corpo fixo deve ser integrada de
forma muito precisa, o que significa que o uso de um passo de integracao varidvel é aconselhavel
e, até mesmo, essencial.

O procedimento classico de implementacao de métodos numéricos com passo de integracao
varidvel ou adaptativo é baseado na escolha de um passo de forma a que o erro estimado pro-
duzido esteja abaixo de um tolerancia definida previamente (é vulgar o uso de estimativas do
erro local. Por exemplo, na integragao de sistemas de equacoes diferenciais pelo método Runge-
Kutta, é usual adicionar um estagio adicional ao método, de forma a produzir uma aproximacgao
de ordem superior; a diferenca entre as duas aproximagoes é usada como uma estimativa do
€erro.

Os métodos numéricos simplécticos com passo de integracao fixo que integram sistemas hamil-
tonianos demonstram propriedades bastantes interessantes numa integracao de longo prazo. No
entanto, todo o comportamento qualitativo reproduzido correctamente pelo método numérico
pode ser perdido no caso da implementacao cldssica de passo adaptativo. Nao se pode es-
perar que uma combinacao cega de integradores simplécticos com integradores com controlo
automatico do passo de integracdo originem resultados numéricos melhores [10, 13, 23].

De facto, existe evidéncia numérica que mostra que, quando os integradores simplécticos sao
implementados com passo de integracao adaptativo, eles perdem as suas propriedades na in-
tegracao de longo prazo, ja nao sendo superiores aos integradores classicos nao simplécticos
[9]. A razao da fraca prestacdo dos integradores simplécticos com passo de integragao varidvel
estd intimamente associada a andlise retrospectiva do erro. Para se construir uma expansao da
Hamiltoniana perturbada de um método numeérico, é necessdrio assumir que as transformacoes
simplécticas usadas sao idénticas em cada passo de integragao. Se o passo de integragao varia,
surge o problema de estar a gerar aproximacoes a um, e depois a outro e outro sistema hamil-
toniano perturbado, & medida que o passo de integragao varia [13, 23].

Em meados dos anos 90 do século transacto, o desenvolvimento de integradores simplécticos
adaptativos que retivessem o comportamento de longo prazo dos integradores simplécticos com

passo de integragao constante era apresentado como um problema por resolver [33]. Desde essa
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data, foram propostos integradores simplécticos e adaptativos em sistemas reversiveis e, também,
foram apresentadas propostas que nao assumem a reversibilidade do sistema. Esta tltima abor-
dagem funciona para todos os métodos de passo simples. A ideia subjacente & construgao do
integrador é a adicao de pequenas perturbacoes a discretizacao, tal que o comportamento qual-
itativo de longo prazo seja recuperado, sem afectar a ordem de convergéncia.

Nesta ultima classe, incluem-se o método de Euler simpléctico adaptativo e o método Stormer-
Verlet adaptativo, a serem introduzidos no capitulo 6. Ambos os métodos, embora com passo
de integracao variavel, tém natureza simpléctica, atendendo & forma como foram construidos.
Estes métodos numéricos, apesar de produzirem aproximacgoes numéricas numa malha onde os
pontos nao sao equidistantes, podem ser perspectivados como métodos simplécticos de passo de

integracao fixo, aplicados a um sistema hamiltoniano diferente [10].
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O problema de Hill

O problema dos n corpos é um problema antigo, remontando a Euler, Lagrange e Poincaré, mas
muito pertinente actualmente. Os principios da mecanica, incluindo a lei de gravitagao universal,
permitem determinar o movimento de objectos no espaco, tais como estrelas, planetas,asteréides
e até mesmo trajectorias de naves espaciais. O modelo usado para estudar a trajectéria de uma
nave ou um movimento de um asterdide é o problema restrito dos n+1-corpos: n corpos celestiais
movem-se sob influéncia mutua e a nave ou o asteréide movem-se no campo desses corpos, mas
nao influenciando o seu movimento, em virtude da sua massa infinitesimal (quando comparada
com a massa dos n-corpos).

No caso do sistema solar, o movimento dos n corpos pode ser medido e predito com grande
precisao, dando origem a efemérides - uma efeméride é uma lista de posicoes e velocidades de
corpos celestes, em funcao do tempo, em algum sistema de coordenadas. Uma efeméride pode
ser considerada como a solucao do problema dos n-corpos e forma o campo gravitacional que
determina o movimento da nave ou asterdide. Um exemplo de uma efeméride é a solugao sim-
plificada do problema dos m-corpos, com n pequeno, como o caso do movimento da Terra e da
Lua sob a sua atracgao mutua - uma solugao para o problema dos dois corpos. Neste caso,
o modelo usado para estudar o movimento de uma nave é o problema dos trés corpos na sua
versao restrita.

Para levar uma nave da Terra para outras partes do sistema solar é necessédrio encontrar solugoes
do movimento da nave sob a influéncia dos n corpos, o qual constitui um problema muito dificil.
Por este motivo, sera satisfatério simplificar o problema, considerando apenas a forca grav-
itacional entre a nave e apenas um corpo de cada vez, recorrendo a nocao de decomposicao
Kepleriana do sistema solar - aproxima-se a solugao do problema dos n corpos a uma cadeia
de solugoes do problema dos dois corpos, nomeadamente as solucées conicas descobertas por
Kepler.

Para viajar no espago com o minimo de recursos é imperativo apelar a dinamica do sistema;

83
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evidentemente, é possivel nao fazé-lo, mas serd necessario, por exemplo, usar mais combustivel
e, em alguns casos, o uso da decomposigao Kepleriana do espago é insuficiente (no caso das
cénicas nao serem uma boa aproximagao do movimento da nave). Essa solugao serd usada como
uma primeira sugestao de solucao; serd adequado usar as solucées do problema dos trés corpos
para o movimento da nave. Para estudar o movimento da nave em presenca de dois corpos é
essencial um dominio das solugoes do problema restrito dos trés corpos. Consequentemente, o
estudo do problema dos trés corpos na sua versao restrita é um tépico, por si sd, pertinente.
Certas missoes ndo seriam uma realidade sem trajectérias apropriadas e econémicas. As missoes
espaciais tém dependido de conceitos de trajectérias e ferramentas desenvolvidas nos anos 50 e
60 do século passado, largamente baseadas na decomposicao Kepleriana do sistema solar. Esta
aproximacao ainda é suficiente para algumas missoes, mas novos paradigmas de trajetérias de-
vem ser desenvolvidas para fazer face aos desafios actuais. Neste sentido, uma compreensao
detalhada do problema restrito dos trés corpos e, em particular, com a dinamica associada aos
pontos de equilibrio, é absolutamente fundamental para continuar a explorar o espaco. O uso
do problema restrito dos trés corpos no desenho das missoes é vantajoso, j4 que permite con-
struir trajectorias eficientes, isto é, com um consumo minimo de combustivel. O futuro é na
direcgao da optimizacao das missoes espaciais, na eficiente afectagao dos recursos, tais como o
combustivel, mas também, por exemplo, do tempo e do uso da nave [27].

Além do ja mencionado, o problema restrito fornece uma boa aproximacao a situagoes fisicas,
nomeadamente, a determinagao do movimento da Lua a volta da Terra, dada a presenca do Sol.
De facto, o problema é quase circular (a excentricidade da 6rbita da Terra é, aproximadamente,
0.017,) quase planar (as érbitas da Terra e da Lua estao muito préximas do plano da ecliptica)
e os valores para os racios das massas e das distancia entre os corpos satisfazem as condigoes do

problema dos trés corpos.

Este capitulo inicia-se pela apresentacao sumaéria do problema dos n corpos, seguida de uma
sintese do problema dos trés corpos: numa primeira fase, o problema geral e, numa segunda fase,
o problema restrito. Numa fase posterior, faz-se a transicdo para o problema de Hill, o qual é
uma modificagdo ao problema restrito dos trés corpos. A consideragao deste caso particular do
problema restrito dos trés corpos permite encontrar outras solucoes periédicas do problema dos

trés corpos.

5.1 O problema dos n corpos

O problema dos n-corpos é um sistema de equacgoes diferenciais ordindrias que descrevem o
movimento de n pontos que se movem sob a influéncia das leis de Newton, onde as tnicas forgas

a actuar sao as atraccOes gravitacionais mutuas. Este problema classico fornece uma descri¢cao
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precisa do sistema solar e de outros sistemas da astronomia. A mecanica de Newton possibilita
um quase completo entendimento do movimento dos planetas, satélites, estrelas, galaxias e do
universo como um todo [3].

A mecanica cldssica, a mecanica de Newton, ndo tem uma validade universal. A descricao de
fenémenos a uma escala muito pequena, tais como os da fisica atémica ou nuclear, é adequada-
mente feita pela mecanica quantica; fendmenos que envolvam velocidades muito proximas da
velocidade da luz devem ser descritos pela relatividade. No entanto, tal nao significa que a
mecanica de Newton perdeu o seu valor. Na realidade, tanto a mecanica quantica como as teo-
rias especial e geral da relatividade podem ser vistas como uma extensao da mecanica classica,
no sentido que elas reproduzem os resultados da mecanica de Newton no caso limite apropri-
ado. Pode dizer-se que a mecanica quantica e a relatividade confirmam a correccao da mecanica
classica, dentro da sua amplitude de validade. E, de facto, uma teoria que fornece uma de-
scricao coerente e satisfatoria de fendmenos fisicos, tais como as Orbitas planetdrias, tratadas
neste capitulo [20].

O problema dos n-corpos esté resolvido para n = 2, reduzindo-se ao problema de Kepler. Para
n > 3 o problema nao ¢ resoliivel da mesma forma como o problema dos dois corpos. De facto,
héa evidéncia de que o problema geral dos n-corpos nao ¢ soltivel, embora milhares de artigos
tenham sido escritos - sobre solugoes especiais, estimativas assimptoticas, existéncia ou nao ex-
isténcia de integrais do movimento, solugoes em série, singularidades, existéncia, estabilidade
e bifurcacoes de solugoes periddicas [37]. Como nao é conhecida nenhuma solucao geral, os
investigadores procuraram e encontraram classes especiais de solugodes, tais como as solugoes
periddicas; as solugoes periddicas mais simples do problema dos n-corpos sao aquelas onde as
particulas se movem uniformemente ao longo de 6rbitas circulares concéntricas num plano fixo.
Num sistema de coordenadas rotativo adequado, estas solucoes aparecem em equilibrio e, por

isso, s@o chamadas de solugoes de equilibrio relativo [35].

5.1.1 Equagoes do movimento

Considere-se 0 movimento de n pontos materiais P;(z;,v;, z), com i = 1,--- . n, no espago eu-
clideano tridimensional, sendon > 1, e m; > 0 a massa desse ponto, num sistema de coordenadas
cartesianas fixo. Admite-se que um corpo esférico simétrico (os corpos celeste sdo considerados,
grosso modo, como esferas) actua como se a sua massa estivesse concentrada no seu centro.

A distancia entre dois pontos F; e P; ¢é

rdi=(mi— )+ (i —y) (i —2)?, i =1, (5.1)

E usual usar a notagao ¢' para representar x;,y; ou z;, na referéncia a projecgoes num dado

eixo coordenado, e q para representar uma dessas 3n possiveis coordenadas, ou seja, q =
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(q17 q27 T 7qn) € Rgn‘
A funcao potencial para a lei da atraccao de Newton é

V=-— z:f@ﬂ@, (5.2)

s
1<i<j<n v
onde G ¢é a constante de gravitacdo universal ou constante de Newton, cujo valor é

G = 6.67 x 10" " Nm?kg 2.

As equagoes do movimento de Newton podem ser escritas da forma abreviada

F =ma (5.3)
onde F representa a forcga,
oV
F,=——
oq'
_ﬁéGmmwwif¢) (5:4)
= 5 ,
j=1 "
a = q representa a aceleragao e m = diag(mymimyq,..., mym,m,) é a matriz das massas. De

acordo com a lei gravitacional de Newton, cada par de particulas no universo é mutuamente
atraida com uma forca proporcional ao produto das suas massas, inversamente proporcional
ao quadrado da sua distancia e na direccdo da linha que as une. Como as massas sdo sempre

positivas, a forca é sempre atractiva.

Estas equagoes do movimento podem ser escritas com a forma de um sistema de 6n equagoes

diferenciais de primeira ordem

4=,
dt (5.5)
i—vi =F;,

onde v representa a velocidade.

Este sistema pode ser reduzido a um outro sistema com apenas 6n — 12 equacoes diferenciais de
primeira ordem, através da utilizagao dos 10 integrais cldssicos do problema dos n corpos, para
qualquer n > 1 - os seis integrais do centro de massa, os trés integrais do momento cinético e o
integral da energia - juntamente com a eliminacao do tempo e da eliminacao do nodos [4, 37, 42].

As equagoes de Euler-Lagrange (2.4) sao equivalentes as equagoes de Newton (5.5). Considere-se
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a funcao Lagrangiana dada pela diferenca entre a energia cinética e potencial
L(q,q) =T(q) — V(a), (5.6)
assumindo-se que a energia cinética é apenas funcdo das velocidades e a energia potencial é

apenas funcao das posicoes. Sendo a energia cinética dada por

Lo
T= §m\|qH2, (5.7)

obtém-se as equagoes de Newton, a partir das equagoes de Euler-Lagrange (2.4), fazendo

i (52) - (Ga) = (56) - (3)

d
=~ (mqg)—F
5 (ma)
=mg—F
=0.

As equagtes de Newton constituem um sistema de equagoes diferenciais ordindrias de segunda
ordem. Para o resolver é necessério dispor das condigoes iniciais (qg, (o); conhecidas as posi¢oes

e velocidades iniciais, é possivel determinar quaisquer posicoes e velocidades futuras.

Equagoes hamiltonianas do movimento em sistema inercial

Introduza-se a quantidade de movimento p = md, onde p = (p1,P2,..-,Pn) € R*". A energia

cinética é dada por

Qmi

Y pal?
T=>Y ", (5.8)
=1

e a funcao potencial V' é dada por 5.2.

A funcao Hamiltoniana pode ser escrita como a soma da energia cinética e potencial

H = prmflp +V
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sendo uma constante do movimento, ja que % =0.

As equagoes do movimento assumem a forma

OH
op;
Pi (5.10)

my;

¥

q:

oH
oq’
_ v (5.11)

pi =

A solugao geral destas equagdes é desconhecida para n > 2. Somente se conhecem classes de
solugoes particulares, tal como os n corpos a moverem-se em circulos concéntricos com velocidade
uniforme.

A Hamiltoniana 5.9 é invariante sob a accao (¢',---,¢% p1, -+ ,pn) — (A¢' +0b,..., A¢" +
b, Ap1,--- , Apy), onde A é uma matriz de rotacdo e b é um vector constante. Esta simetria

implica que as equagoes do movimento 5.10 e 5.11 admitam o momento linear
L=pit- +pn

e 0 momento angular
I=("'Ipi+- +(@) " Ipn

como integrais do movimento [35].

Equacgoes hamiltonianas do movimento em sistema rotativo

Considere-se o problema dos n-corpos plano. Seja a matriz J da forma 2.9

=[5

coswt sinwt )

—sinwt coswt

exp(wJt) = (
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Considerem-se os vectores q = (¢!, ¢>)T e p = (p1, p2)’. Introduza-se um sistema de coorde-

nadas que roda uniformemente, com frequéncia w,
¢' = exp(wJt)q’, pi = exp(wJt)p;
Como J é anti-simétrica, exp(wJt) é ortogonal para todo o ¢, e entao a transformacao de variaveis

é simpléctica.

A funcdo Hamiltoniana para o problema dos n corpos num sistema de coordenadas rotativo é

H— ZHPzH Z (qi)Tini Z w (5.12)

J
=1 1<i,j<n 4 ”
As equacgoes do movimento sao
i = OH
Op;
=2 jwg,
i
. OH (5.13)
n . .
Gmim;(q' — ¢’)
=wJp; — . , .
' ]2 g — ¢

Sem perder generalidade, é legitimo considerar w = 1 e G = 1, fazendo um reescalamento
adequado.

As equagoes do movimento 5.13 j4 nao sdo invariantes sob translagboes. A Hamiltoniana 5.12
é invariante sob rotagoes, ou seja, a transformacao simpléctica x; — Ax;,y; — Ay; deixa a

Hamiltoniana fixa para todas as rotagoes A. O momento angular total
I= :UlTJyl + e +:B£Jyn

¢ um invariante do movimento [35].

5.2 O problema geral dos trés corpos

O problema geral dos trés corpos é definido da forma que se segue. Trés particulas com massa
arbitraria atraem-se mutuamente de acordo com a lei de Newton da gravitacao, sendo livres de se
mover no espaco. Dado qualquer conjunto de condicoes iniciais, determine-se o seu movimento.
Ao passo que o problema dos dois corpos ¢é resolvido pela utilizacao de funcoes elementares,

o problema dos trés corpos é nao linear e nao existe nenhuma solucao similar & do problema
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dos dois corpos. O problema dos trés corpos tem sido, ao longo dos tempos, muito atractivo
na area da Mecanica Celeste e da Matematica, ja que estd intimamente associado a questao da
estabilidade do sistema solar.

No inicio do século XX, Sundman determinou uma solugao em série de poténcia convergente,
valida para todo o t. No entanto, esta solucao nao fornece nenhuma informacao qualitativa sobre
o comportamento do sistema e, por outro lado, a taxa de convergéncia da série é considerada
demasiado lenta para qualquer uso pratico. O teorema de Sundman representa o resultado
de maior alcance conhecido até agora sobre solugoes gerais do problema dos trés corpos, mas

infelizmente este método nao é extensivo ao caso n > 3 [4, 42].

5.2.1 Equagoes do movimento
Considerem-se as massas dos trés corpos mi,me € mgs, com vectores posicao
T T T
r1 = (z1,91,21)", ry = (v2,92,22)" , r3 = (73,93, 23)" ,

respectivamente, e as distancias

NI

r1o = [(21 — 22)% + (y1 — ¥2)* + (21 — 22)]

1
ri3 = [(x1 — x3)* + (y1 — y3)° + (21 — 23)]2 (5.14)
1
ros = [(x2 — w3)” + (y2 — y3)* + (22 — 23)]2,
num sistema de coordenadas inercial.
A fungao potencial é
mim mim mam
V_—G< 2 L 2 3), (5.15)
2 i3 ra3
onde G representa a constante de gravitacao gaussiana.
As equagoes do movimento correspondentes sao
ov
m@rl = -7 1= 1, 2,3, (5.16)
r;
ou seja,
—-r rs—r
.1:1— Gmg ! 23+Gm3 3 15
1 — 1o r3 — 1y
. -r ri—r
Py = —Gmg——= + Gmy (5.17)
[ty — 13| r1 — 1o
r3—r ro—r
I3 = —Gmy 3 13+Gm2 2 33
r3 — 11 ry — 13
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sistema de equagcdes de ordem dezoito. As parcelas que figuram no segundo membro das equagoes
5.17 tém significado fisico; por exemplo, a primeira parcela no segundo membro da primeira
equacao representa a forca por unidade de massa que actua no primeiro corpo devido a presenca
do segundo corpo, tendo as outras parcelas significado analogo.

Entao, uma reducdo da massa do terceiro corpo significa uma reducao da sua influéncia no
movimento de m1 e my, ou seja, a medida que m3z — 0, as duas primeiras equagoes de 5.17

aproximam-se de (considerando G = 1):

. ry —r
rn=-mo——
(5.18)
. ro —1r
rp=—-Miy——73;
r1 — 1o

enquanto que a terceira equacao se mantém inalterada. Este procedimento permite desacoplar
as equagoes, j4 que o movimento de my e mo pode ser, agora, determinado sem considerar o
efeito do terceiro corpo.

Saliente-se que nao se considera o caso limite m3 = 0, mas m3 # 0 e suficientemente pequeno de
forma a nao afectar o movimento de m; e ma. Desta forma, as equacoes 5.18 sao aproximadas,
ao passo que a terceira equacao de 5.17 é exacta.

A Hamiltoniana e, consequentemente, a Lagrangiana do problema geral dos trés corpos é in-
variante sob movimentos euclideanos, isto é, sob translacoes e rotagoes, originando o momento

linear e o0 momento angular, respectivamente, como integrais do movimento [36].

Regra geral, na drea das ciéncias fisicas, espera-se que um modelo fisico mais complexo demon-
stre uma aproximacao melhor a realidade do que um modelo fisico mais simples e, neste sentido,
seja uma opcao privilegiada em relagdo a um modelo mais simples. No entanto, o problema
geral dos trés corpos é uma das excepcoes a regra; por um lado, tem somente algumas poucas
aplicacoes na mecanica celeste e, por outro lado, o que se conhece sobre o problema geral é
consideravelmente menos do que se conhece sobre o problema restrito.

Neste contexto, o usual é trabalhar no problema restrito e, no caso das restricoes impostas ao
problema geral serem muito severas, sao feitas modificagoes e generalizagoes, de forma a que o
cenario do problema restrito seja suficientemente abrangente e nao haja necessidade de se fazer

a transicao para o problema geral.

5.3 O problema restrito dos trés corpos

Dois corpos giram a volta do seu centro de massa com velocidade uniforme, em érbitas circulares,
sob a influéncia da sua atraccao gravitacional mitua; um terceiro corpo, atraido pelos outros dois

corpos mas sem influenciar o seu movimento, move-se no plano definido por eles. O problema
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restrito dos trés corpos é descrever o movimento deste terceiro corpo.

E usual designar os dois corpos por primdrios, com massas mj e me arbitrarias, mas com uma
distribuicéo interna da massa que os permita considerar pontos de massa. A massa do terceiro
corpo, representada por mgs, € muito mais pequena do que m; e mo.

O problema restrito dos trés corpos é um sistema hamiltoniano de equacgoes diferenciais, o qual
descreve o movimento de uma particula infinitesimal (o satélite) que se move sob a influéncia
gravitacional de duas particulas com massa finita (os primdrios), particulas estas que se movem
numa orbita circular do problema de Kepler. Diz-se que o problema restrito é um caso limite
do problema geral do trés corpos, quando uma das massas tende para zero e, entao, para cada
resultado do problema restrito devera existir o resultado correspondente no problema geral [36].

Note-se que:

1. o problema geral admite quaisquer condigoes iniciais, ao passo que o problema restrito

impoe érbitas circulares aos primarios;

2. no problema geral, as massas dos trés corpos sao arbitrarias, ao passo que no problema
restrito somente as massas dos primarios o sao, impondo-se que a massa do terceiro corpo

seja substancialmente mais pequena do que a massa dos outros dois.

5.3.1 Equacoes do movimento

O movimento dos corpos pode ser descrito num sistema de coordenadas inercial ou num sistema

de coordenadas sinédico.

Sistema de coordenadas inercial

O equilibrio entre as forcas gravitacionais e as forcas centrifugas exige que

mimsa 2

G g = meaw = mibw?, (5.19)

onde G representa a constante de gravitacao gaussiana, w representa a velocidade angular de

m1 e ma, | representa a distancia entre os dois corpos e

a:m—ll e b:m2l

— 2
o Ly (5.20)

com M = mj + mso. Da equacao 5.19 obtém-se as equagoes

Gmy = aw?l?, Gmgy = b2,
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as quais adicionadas membro a membro originam
G(my +mg) = W13, (5.21)

conhecida como a terceira lei de Kepler.
Sejam (X1,Y1), (X2,Y2) e (X,Y) as coordenadas de mj, my e mg, respectivamente. Tem-se que
[45]:

X1 = bceoswt™, X2 = —acoswt”

Y] = bsinwt”, Y, = —asinwt”,

onde o simbolo t* representa o tempo.
As coordenadas de my e mgy sao dependentes do tempo e, por esta via, introduz-se uma de-

pendéncia temporal explicita nas equagées do movimento. A fungdo potencial é

ml m2
V=-Cl% "% 5.22
(Rl + RQ) ’ ( )
onde as distancias R;, ¢ = 1,2 sao dadas por
1
Ri= |(X = X)P+ (v =% (5.23)
As equagoes do movimento sao
X V(XY t)
a2 90X
-G [ml(X — beoswt®) n ma(X + acoswt*)] (5.24)
Ry R3
e
Y V(XY ")
ez oY
- _C m1(Y — bsinwt*) n ma(Y + asinwt*) (5.25)
- R R3 '

As equagOes do movimento no sistema de coordenadas inercial contém parametros fisicos, os

quais nao sao todos independentes. E possivel reescrever as equagoes 5.24 e 5.25 dependentes
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de um unico parametro. Considerem-se as seguintes quantidades adimensionais:

X
=T
_Y
=
t = wt*
_ml_a
M=3r =7 (5.26)
_m2 _b
SV
_
Pl—l
Ry
P2:T-

As equagoes do movimento adimensionais, que correspondem as equagoes 5.24 e 5.25 sdo [45]:

L _ 09
dt2 ¢ (527
(§ — pacost) (& — picost) '
= | 3 + p2 3 ;
P1 P2
e
a0
dt? on (5.28)
(n — pasint) (n — pqsint) ‘
== M1 3 + p2 3 ;
P1 Po
respectivamente, onde a funcao potencial é dada por
v
0= 12w2
B1o 2 (5.29)
o p
e
2 2 2
= (§ — p2co8t)” + (n — posint
p1 = (£ — pacost)” + (n — pasint) (5.30)

ps = (€4 p1cost)? + (4 prsint)?.
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Energia do sistema em coordenadas inerciais

A energia total no problema restrito nao é constante. Seja hs a energia total de ms por unidade

1/dX\? 1 /dy\?
- - [ = == . 31
hy 2<dt)+2<dt)+v (5.31)

A energia total das particulas individuais é a soma das suas energias, ou seja,

de massa [45]:

H = nghg + H12,

onde Hjo representa a energia do sistema mq, mg, com expressao

1
Hiys = §w2(m1b2 + m2a2) - Gmllm2.

A primeira parcela corresponde & energia cinética e a segunda a energia potencial. Usando 5.19

obtém-se ) )
~W?(mib? + maa?) = ~GA2 (5.32)
2 2 [
ou seja,
1 Gmlmg
Hyp=——-——-—"
BT
é constante. A energia total do sistema formado pelos 3 corpos é dada por
1G
H = mshs — 5% (5.33)

nao é uma constante do movimento.

A néo conservacao da energia no problema restrito dos 3 corpos seria de esperar, na medida em
que se negligencia o efeito de m3z no movimento de mq e ms. No caso do problema geral dos 3
corpos, a funcao potencial ndo depende explicitamente do tempo e, consequentemente, a energia

total do sistema é conservada.

Sistema de coordenadas sinédico

A funcgao potencial contém o tempo de forma explicita e, consequentemente, a Hamiltoniana
depende explicitamente do tempo, nao sendo uma constante do movimento. Neste contexto, seria
interessante determinar um sistema de coordenadas no qual a funcao potencial ndo dependesse
do tempo de forma explicita.

As equacbes do movimento em tal sistema rotativo ou sinddico sao [45]:

T—0b T+a

25
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e
dy o, odr o, miy | may

2 — =@ 5.35

g2 T2 Wy = + 2| (5.35)

onde a transformacgao de coordenadas do sistema inercial para o sistema sinédico é dada por

X = Zcoswt™ — ysinwt”
(5.36)
Y = Zsinwt™ + g coswt™,
e
1
m =@ - b+ 77
) ) s ol (5.37)
2=[(@+a)" +¥]?
A funcao potencial é
2
Vi@ ) o (T 22, (5.39)

sendo as equacoes do movimento 5.34 e 5.35 determinadas a partir das igualdades

A’z dij ov

_9 -
a?~ Yar ~ oz
© 2 d oV
d°y T *
2 =— .
a2 g By
As equagoes 5.34 e 5.35 podem ser reescritas num formato adimensional, introduzindo-se as
variaveis:
T
x=—
d
y= y
l
t=wt"
1 (5.39)
ro=—
P
T2
To = 7
_ mi2
Hi1,2 M
Entao, as equagoes 5.34 e 5.35 escrevem-se como:
i -2y =Q, (5.40)

i+ 2i = Q, (5.41)
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respectivamente, onde os indices representam derivadas parciais. A funcgao €) é definida a partir

da funcao V*, em 5.38, da seguinte forma

_ V*
0="pn
1 u s (5.42)
_ L9 2y, M1 | M2
= 2(»”3 +y7) + " + !
onde
2 2
ri=(z—p2)" +y
) s (5.43)
3 =(r+m) +y
A modificacao de Q por adicio de uma constante
- 1
Q=0+ 5#1#2
1 2 2 H1o o 2
=3 (part + porsy) + - + - (5.44)

r% 1 T‘% 1
=m|ls+—)FTu|\5+—1;
2 T 2 79

nao afecta as equagoes do movimento, mas permite que elas tenham uma forma mais simétrica.

As equagoes 5.40 e 5.41 assumem a forma

i— 2 =Q, (5.45)

i+ 2% = Q, (5.46)

respectivamente.

O integral do movimento destas equacoes é
2 2
e+ gy =20 - C. (5.47)

Ele é obtido somando-se o produto da equagao 5.45 por Q‘fl—f com o produto da equacao 5.46 com

dy
2+, resultando

2 2
plrde  odydy (dx d'yQy> : (5.48)

d a2 TV a ae ng T

a qual é uma diferencial exacta, ja que ) depende, unicamente, de x e y.

dz\? dy 2
haind 7)) —90 -
() () =20

Integrando 5.48, obtém-se



O problema restrito dos trés corpos 98

onde C' representa a constante de integracao de Jacobi e o primeiro membro representa o
quadrado da velocidade do terceiro corpo, no sistema de coordenadas sinédico. Este integral,

chamado de integral de Jacobi, pode ser reescrito como
v =20 -C.

Qualquer conjunto de numeros z,y, T,y que satisfaca a equacao 5.47 representa, para um dado
C', o movimento possivel, ou seja, permite estabelecer regides no plano (z,y) onde o movimento,
dadas as condigoes iniciais, é possivel. Estas regioes do movimento sao determinadas pelo
cruzamento da informagao fornecida por 5.47, com as curvas de Hill, as quais permitem saber

as suas fronteiras.

Algumas consideragoes sobre os parametros

Os parametros 1, 2 nao sao independentes, mas obedecem a relagao

ma mo
+ = + = 1, 5.49
L mi +me M1+ mo ( )

No caso dos sistemas de varidveis adimensionais, ; e ps representam a massa dos corpos
primarios, cuja distancia é unitaria. Desta forma, as equacoes do movimento 5.45 e 5.46 contém,
efectivamente, um dnico parametro; para eliminar um dos parametros usa-se a relagao 5.49.
Neste contexto, pode escrever-se de forma explicita as expressoes de {1, e ), que figuram nas
equacgoes 5.45 e 5.46, fazendo pus = e 1 = 1 — v e usando as expressoes 5.43 e 5.44. Para ()
obtém-se

l—p  p

1
Q=_[(1- ,u)r% + /M%] + + —, (5.50)
2 (& T9

e para as suas derivadas parciais obtém-se

Qx:x_(l—u)gfv—u)_u(wr;—u) (5.51)
"1 2

l—p p
Q,=y(1- - = ). 5.52
(=) o

Desta forma, as equagoes do movimento 5.45 e 5.46 podem ser escritas de forma explicita como
(I—p)(@—p) pla+l—p)

r— 2y =x— — 5.53
i-2=a . 3 (5.53)

- 1 -
y+2x:y<1— 3“—‘;>, (5.54)
[t 2
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equacoes estas que sao as equagoes de Euler-Lagrange [27].

O tempo adimensional ¢t é, também, uma medida do angulo de rotacao do sistema sinddico
durante o tempo t*. Um outro significado fisico atribuido a ¢ é o facto de ele representar a
longitude de m; ou de u;.

Admita-se que as varidveis x e y do sistema sinédico adimensional sao constantes. Entao, em
termos fisicos, tal significa que o terceiro corpo é fixo relativamente ao sistema de coordenadas
sinddico, ou seja, estd a mover-se, no sistema de coordenadas inercial, num circulo com veloci-

dade constante. Sem perda de generalidade, pode considerar-se w = 1.

5.3.2 As equacoes do movimento hamiltonianas

O formalismo hamiltoniano é a estrutura matematica natural, na qual se desenvolve a teoria dos
sistemas mecanicos conservativos, em particular, as equacgoes da mecanica celeste. As equagoes
do movimento no sistema inercial 5.27 e 5.28 e as no sistema sinddico 5.45 e 5.46 podem ser
escritas no formalismo hamiltoniano 2.7.

O uso do sistema de coordenadas sinédico tem a vantagem de eliminar a dependéncia temporal

explicita da funcao Hamiltoniana, funcao esta que sera, entao, um integral do movimento.

Sistema inercial

Considerem-se as varidveis adimensionais £ = % en = % das equacoes 5.26. Seja & = ¢' e

n = ¢*. A funcdo Lagrangiana é dada por

L=5((d)+ @) - old', % 1), (5.55)

onde a funcao potencial é dada por 5.29. Os momentos generalizados do sistema, dados pela

equacao 2.5, para esta funcao lagrangiana sao
p1=4q"
p2 = ¢

A funcdo Hamiltoniana é, de acordo com 2.6,

1
H =3t +p3) +¢(d". ¢* 1), (5.56)
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A funcdo Hamiltoniana depende explicitamente do tempo, j& que a funcio potencial ¢(q', ¢2,t)
exibe uma dependéncia temporal explicita, via p; e ps; tal significa que a fungdo Hamiltoniana
nao é constante.

As equagbes do movimento hamiltonianas no sistema de coordenadas inercial que correspondem

a 2.7 sao
1
?2 n (5.57)
q = p2,
e
P ki
| = ——2
oqt
o _% (5.58)
D2 = aqza

equagoes semelhantes & combinacao das equacoes 5.27 e 5.28.

Sistema rotativo

Para eliminar a dependéncia temporal explicita em p; e p2, procede-se como se segue. Como m; e
Mo estdo numa linha que roda, se essa linha for um dos eixos coordenados Q', essa dependéncia
explicita do tempo desaparece. Seja @? o segundo eixo coordenado que forma um sistema
cartesiano com Q'. As equacGes seguintes permitem transformar o sistema de coordenadas

inercial ¢!, ¢> no sistema rotativo Q', Q*:

¢' = Q' cost — Q?sint
¢ = Q'sint + Q?cost.

Neste caso, obtém-se

P = Q1)+ (Q" — n2)’ (5.59)
Py = Q)+ (Q" + m)?,

onde 3 =1—p e ug = p.

Como p; e p2 ndo dependem explicitamente do tempo, entdo ¢(q',¢?,t) = V(Q', Q?), ou seja,

a funcao hamiltoniana H é independente do tempo. Tem-se

V@@ =-"1 -
" s (5.60)

(Q1 — k)2 + (@227 [(Q'+ p1)? + (@227
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A funcao hamiltoniana é
1
H =3P+ P3)+Q°P = Q'R+ V(Q', Q, (5.61)

ou em notagao matricial

1
H=|P| —-QTIP+V, (5.62)

onde a matriz J é da forma 2.9, sendo

=(50)

e Q,P € R2% O termo QT JP deve-se ao facto do sistema de coordenadas ser rotativo, originando
as chamadas forgas de Coriolis nas equagoes do movimento [20].

As equagoes do movimento sao

Ql =P +Q?
P =Py (5.63)
e
P =P oV
Q!
' oV (5.64)
Po=-P - —.
2 1 90?2
Em notacao matricial vem
)=JQ+ P
Q @ (5.65)
P=JP—-VV,.

Quando a Hamiltoniana é uma constante Hj, existe uma relacao entre essa funcao e a constante

C' de Jacobi que figura no integral do movimento 5.47, dada por [45]:

_ pp =C

Hy 5

(5.66)

Tal significa que o integral do movimento 5.47 e a equacao Hy = const sao idénticas. Neste
contexto, diz-se que, quando a fungdao Hamiltoniana é independente do tempo, ela desempenha
um papel duplo: por um lado, é essencial na deducao das equagoes do movimento e, por outro
lado, representa um integral do movimento.

Em sintese, as constantes Hy e C relacionam-se pela equagao 5.66 e as funcoes H e € relacionam-
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se pela expressao
1

HAQ= i+ Q) +(Q)?). (5.67)

5.3.3 Equacgoes do movimento em fungao de variaveis complexas conjugadas

As equagoes do movimento 5.53 e 5.54 podem ser escritas em fungdo de varidveis complexas
conjugadas.
Considerem-se as variaveis

p=(x+p—1)+1iy

q=p=(v+p—1)—1iy,

onde p representa o vector de P; para P3 no plano complexo. Seja

I 1—pu .
F = + , F,=F,+ F,, F,=iF,—F,).
it Tiaareg ot Beidhoh)
Resulta
p=—-2ip+p—p+1-2F,
e
G=2ig+q—p+1+2F,.
Introduzindo

G=pqg+(1—p)(p+q +2F
24 2—2u (5.68)

N VI+p)(d+q)

as equacgoes do movimento 5.53 e 5.54 podem ser escritas como

=pg+(1—p)p+q) +

p=—2ip+ G, (5.69)

§=2iG+ G, (5.70)

5.3.4 Curvas de Hill e pontos de equilibrio
O integral do movimento 5.47 tem a forma

C=F(z,y,2,79), (5.71)
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representando um subespaco tridimensional ou uma hipersuperficie, para um valor fixo C.

As curvas de velocidade zero ou curvas de Hill resultam da transformagao da equagao 5.71 em
C = F(z,y,0,0), (5.72)

a qual representa uma curva no plano (z,y), para um valor fixo C'. Substituindo & =3 = 0 no
integral do movimento 5.47, resulta
20 —-C =0, (5.73)

expressao das curvas de Hill, para um dado C.

Os pontos P(z,y, &,y) do espago de fase quadridimensional representam estados do movimento.
As singularidades da variedade dos estados do movimento estao localizadas nos pontos de curvas

de velocidade zero onde €2, = €1, = 0. Entao, as singularidades estao definidas pelas equacoes

Q:C

2
0 (5.74)
0.

Qg
Qy

As equagoes do movimento 5.45 e 5.46 nos pontos singulares da variedade dos estados de movi-
mento sao & = ¢y = 0. Por este motivo, os pontos descritos pelas equagoes 5.74 sao chamados de
pontos de equilibrio. Por exemplo, se a terceira particula estd situada num ponto de equilibrio
e com velocidade nula, 14 permanecera. As singularidades podem também ser designadas por
pontos estaciondrios ou por pontos lagrangianos.

Estes pontos lagrangianos sao solugoes particulares do problema dos trés corpos. Num sistema
de coordenadas inercial, os trés corpos movem-se em circulos concéntricos com velocidade uni-
forme. Num sistema rotativo com velocidade constante w, estas solugoes aparecem em repouso.
Os pontos de equilibrio ocorrem quando o terceiro corpo se move em Orbitas circulares com a
mesma frequéncia que os primdrios e, entdao, num sistema rotativo adequado, constituem pontos
estaciondrios. Pode sempre assumir-se que w = 1, ja que tal pode ser compensado por um
reescalamento temporal.

De um ponto de vista fisico, os pontos lagrangianos sao pontos onde as forcas que actuam no
terceiro corpo, no sistema de coordenadas sinddico, estao equilibradas; entao, ndo hd movimento
em relagao ao sistema de coordenadas rotativo, e somente forcas gravitacionais e centrifugas de-
vem ser consideradas.

A solugao das equagoes 5.74, usando as expressoes 5.51 e 5.52, é constituida por cinco pontos
Ll, ce ,L5 [4, 35, 37, 45]

1. Li,Ls e L3 estao no eixo das abcissas, chamados de pontos colineares, descobertos por
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Euler por volta de 1750;

2. Ly(p — %, @) e Ls(p — %, —?), chamados de pontos triangulares, onde se verifica r| =

ro = 1, descobertos por Lagrange por volta de 1760.

Os pontos triangulares sao as solugoes das equagoes 5.74, admitindo que y # 0. No caso de
y = 0, as abcissas dos pontos colineares sao determinadas a partir da equacao 2, = 0. Esta

equacao pode ser escrita na forma de uma equacao de ordem 5
5 4 3 2 _
2’ + (B3 -z + (3—2u)z° — pr® —2ux — pu =0, (5.75)

e resolvida para os trés valores de z dos pontos colineares (a equacao 5.75 nao tem mais de
trés raizes reais para 0 < p < 1). Na figura 5.1, as abcissas s@o determinadas pelo método de
Newton.

O primério de maior massa, m; = 1 — p, estd localizado no ponto (u,0) e o primario de menor

massa, mg = p, estd localizado no ponto (u — 1,0).

1

08f L -

0.6 ,

0.4 -

0.2 N

-0.2 -

-0.6f -

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15

Figura 5.1: Pontos colineares L1, L2 e L3 e pontos triangulares Ly e Ls, para p = ﬁ
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5.3.5 A funcao Q(x,y)

A funcao ) desempenha um papel central no estudo das regides de possivel movimento, via
curvas de Hill, e por isso, enunciam-se alguns resultados relativos a esta fungao, considerando
0<p<3[45]:

1. Tem-se que Q(z,y) > % e, por isso, as curvas de Hill 2Q = C' s6 existem para C > 3;

2. Verificam-se as igualdades

lim Q(z,y) = lim Q(z,y) = lim Q(z,y) = oo;

T—00 r1—0 ro—0

3. Q($,y) = Q(;U, _y);

4. O minimo absoluto da funcao Q(z,y) ocorre em Ly e Ly e os pontos colineares sao pontos

sela;

5. O declive das curvas de velocidade zero é dado por —%, excepto nos pontos colineares no
Y

A Qo .
qual é dado por £+ —o

6. O minimo da funcao (z,0) ocorre nos pontos colineares;

7. Verificam-se as relagoes

Q(Ls) = Q(Ls) < Q(L3) < Q(L1) < Q(L2).

5.3.6 Regioes do movimento

Sem perda de generalidade, admita-se que 0 < u < % O comportamento da funcao 5.50

1—
poor
! 2

1
Q= 5[(1 — w)ri + pr3) +

¢é a chave para determinar as regides do movimento, ja que estd directamente relacionada com
as curvas de Hill 5.73
20— C =0.

O interesse das curvas de Hill decorre do integral de Jacobi v? = 2Q — C, o qual fornece o
quadrado da velocidade, relativa ao sistema sindédico. Como esta quantidade é, necessariamente,
positiva, as curvas de zero velocidade fornecem a equacgao de uma superficie que separa o espaco
em duas partes: aquele onde a velocidade é real e aquele onde a velocidade é imaginaria.

Neste contexto, considere-se 2Q(L;) = C;, i = 1,---,5, sendo Ly, Lo, L3 os pontos colineares e
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Ly, Ls os pontos triangulares. As regioes do movimento variam com a magnitude dos valores de

C, considerando-se os seguintes casos:

(i) C>Cy
(ii) Cl <C< 02;
(iii) C3 < C < Cy;

(iV) Cs=Cy < C<Cs.

Curvas de Hill ovais: C > (9

A situacao de C' > (5 é possivel de obter em trés casos distintos: ou r1,r9 — 00, ou 71 — 0, ou

ro — 0, ja que em qualquer destes casos, tem-se ) — oco.

Considere-se r1, 79 — 00. Neste caso, de 5.50, resulta
Cr~r?

situacao que, em termos fisicos, expressa o facto de, em virtude da grande distancia, se poderem
negligenciar os efeitos da gravidade em comparacao com as forgas centrifugas. As curvas de Hill

reduzem-se a

1
C2 = Tz,

ou seja, sao aproximadamente circulos, representando 7, o raio do circulo de velocidade zero.
A medida que C' aumenta, as curvas de Hill expandem-se e, por este motivo, o movimento s6 é

possivel fora das curvas de Hill.

Considere-se 11 — 0 e, entao, ro — 1. Na expressao da curva de Hill C' = 29, o termo
2(%”) domina, de tal forma que
2(1 —
o~ 2=
T

tendo as curvas de Hill um formato oval em torno de mi. A medida que C' decresce, melhor a

aproximagao
2(1 — p)
C b

ja que menores sao os efeitos dos termos desprezados, e a forma das curvas de Hill aproxima-se

T, =T1=

de um circulo. A medida que C' aumenta, r; diminui e, consequentemente, quanto maior o valor
de C, menores as curvas ovais se tornam. Como % < 0, o movimento s6 é possivel dentro das

curvas de Hill.
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Considere-se 79 — 0 e, entao, 1 — 1. De forma andloga ao caso anterior, as curvas de Hill

com forma aproximadamente circular tém raio

e o movimento s é possivel dentro do circulo.

Em sintese, quando C' > (5, ha trés regides possiveis para o movimento: dentro da curva
de Hill centrada no priméario com maior massa, dentro da curva de Hill centrada no primario
com menor massa, e uma terceira, exterior a curva de Hill que engloba os dois primarios. Note-se

que estas regioes nao se intersectam, ja que, para 0 < p < % e C >3,

2(1 — p)

1
o3
2 > o

ou seja, a curva de Hill que engloba os dois primarios também contém, no seu interior, as outras

duas, que sao mutuamente exclusivas entre si.

Curvas de Hill ovais e com forma de péra: Cy < C < (s

Quando o valor de C' diminui, o tamanho das curvas de Hill a volta de mq e mo,

2(1 —
o 2
C
e

2u
o = Fa

respectivamente, aumenta, ao passo que
ry R Cz

diminui. Como, para 0 < p < %,
Q(La) > Q(L1) > Q(L3),

entdo, quando C se reduz no intervalo C' > 2)(Ly) = C3, o primeiro valor critico que assume é
Cs.

1
Quando C' = (s, a curva de Hill 7, = C5 mantém as suas caracteristicas: engloba os dois

s . 2(1— . o
primarios, as curvas de Hill r| = (T”) ery = é—’;, além de todos os pontos de equilibrio. As
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outras duas curvas de Hill aumentam e encontram-se no ponto Lo, formando-se uma figura em
forma de oito invertido. O movimento admissivel é dentro da curva em forma de oito invertido
1

e fora da curva r, = C3.

A reducao do valor de C para valores menores do que Cs, mas ainda superiores a C7, transforma
a curva de Hill em forma de oito invertido numa curva em formato de péra; de facto, as curvas
de Hill ndo cruzam o eixo das abcissas entre mq e ms. No intervalo C7 < C' < Cs, o movimento
é possivel dentro da figura em forma de péra (a qual contém dentro de si my, ms e Lo, mas nao
L; nem L3) e fora da curva de Hill exterior (a qual exibird uma indentagao préximo de Ly).

Quando C' = (', a figura em forma de péra e a curva de Hill exterior intersectam-se no ponto
L.

Curvas de Hill com forma de pata de cavalo: C3 < C < (4

No intervalo C5 < C' < C1, o ponto Ly deixalde pertencer a curva de Hill, e a figura em forma
de péra no interior da curva de Hill r, = C, com um ponto comum em Lj, d4 lugar a uma
Unica curva de Hill com forma de pata de cavalo.

A série de curvas de Hill com forma de pata de cavalo inicia-se quando C' = C; com um cusp a
formar-se nesse ponto e termina quando se forma um cusp em L. O movimento é admissivel

fora da a curva de Hill, isto é, fora da area contida pela pata de cavalo.

Curvas de Hill em forma de girino: C; = Cy < C < (s

Quando C assume um valor abaixo de C3, o cusp desaparece com o afastamento da curva de
Hill de L3. A série de curvas de Hill que se sucede tem dois ramos, sendo que um engloba Ly
e o outro engloba Ls. Estas curvas encolhem-se a volta desses pontos, a medida que C' — 3,
o valor minimo possivel para C. O formato aproximado das curvas para C' muito proximo de
3 é eliptico, com o centro da elipse localizado em L4 (Ls). A orientagao e a excentricidade da
elipse depende unicamente do valor de u, enquanto que o tamanho da elipse depende, também,
do valor de C.

O movimento é possivel fora das curvas de Hill com forma de girino.

A figura 5.2 ilustra algumas curvas de Hill, no caso do problema restrito, para diferentes valores

de C.

5.3.7 Solucgoes periddicas

Os cinco pontos de equilibrio L1, - - - , L5 representam cinco solugoes particulares do problema re-

strito. Estes pontos lagrangianos podem ser obtidos procurando-se solugoes da forma x = const,
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15

0.5

_05 -

-15 1 1 1 1 1 J
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Figura 5.2: Curvas de Hill para o problema restrito, com p = g5'5-

y = const. Neste caso, tem-se €2, =€), = 0.

Mas estes pontos nao sao as unicas solucoes das equagoes do movimento; na vizinhanca destes
pontos existem outras familias de solugoes. Por exemplo, Lagrange pensou que estas solugoes
nao tinham importancia em astronomia; no entanto, descobriu-se que o Sol, Jupiter e os pe-
quenos planetas do grupo dos Troianos formam, aproximadamente, um tridngulo equildtero,
pelo que tem interesse o estudo das solugoes do problema dos trés corpos, préximas das solugoes
de Lagrange.

Actualmente, a investigacao e estudo dos pontos estacionérios tem registado um interesse acrescido,
devido ao nimero significativo de missoes espaciais que usam esses pontos. Por exemplo, se uma
nave estd localizada num ponto estaciondrio, ela 14 permanecerd; mas, o que acontecera a nave
se ela estiver localizada proximo de um desses pontos? A teoria da estabilidade linear permite
responder a esta questao.

Prova-se a existéncia de solugoes periddicas nas proximidades das érbitas circulares de Lagrange
[37, 42, 45].



O problema restrito dos trés corpos 110

Para se estudar o movimento na vizinhanga dos pontos de equilibrio L(a, b), considera-se
r=a+¢ e y=>b+mn, (5.76)

onde { e ) sao coordenadas relativas a L. Para os pontos colineares L1 2 3, tem-se a = 123, b =0
1
e para os pontos triangulares Ly 5, tem-se a = p — % b= :t372.

A funcao  pode ser expandida a volta de L,
1 1
2 = Q(a,b) + Qu(a, ) + Qy(a,b)n + 5 Qala, b)E* + Quy(a, b)én + 5 (a, b+ 0(3), (5.77)
e as equagoes do movimento 5.45 e 5.46 transformam-se em

€ — 21 = Qua(a, b)E + Quy(a,b)n + O(2)

. : (5.78)
i+ 2€ = Qay(a, b) + Qyy(a,b)n + O(2),
chamadas equacoes variacionais.
A equagéo caracteristica de 5.78 é
4 0 0 1,2 0 OO 042 _
A+ (4= — Q)N + Q.0 — (95,)7 =0, (5.79)

onde as derivadas parciais sao avaliadas no ponto de equilibrio,

Qgﬂ = Qaﬁ(a, b)

Movimento na vizinhanca dos pontos colineares

Considere-se 0 < pu < % A equacao caracteristica 5.79 nos trés pontos de equilibrio colineares
tem duas raizes reais simétricas e duas raizes imaginarias puras conjugadas.

Como a solugao das equagoes variacionais é da forma
4

§= E Agetit
i=1

4
n= Z BieAita
=1

em geral existe sempre um termo que dé valores ilimitados para & e 1, & medida que t — oo

(5.80)

(corresponde a raiz A real positiva); entao, a solucao é instavel. Os pontos de equilibrio colineares
sao solucoes instaveis, tanto no caso da linearizacao do sistema como no caso da presenga de
termos nao lineares . No entanto, existem trajectérias que movem o terceiro corpo na direcgao

dos pontos lagrangianos [45]. Em particular, relativamente aos pontos L e Lo, o teorema de
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Liapunov afirma que existe uma familia de 6rbitas peridédicas a voltas desses pontos. No caso
plano, essas orbitas sao designadas por orbitas de Liapunov e, no caso espacial, por orbitas de
Lissajous [27].

Os coeficientes Ay, ---, A4 e By,---, By nao sdo independentes, mas tais que
(A7 = Q2,)A; = (2) + Q0,)Bi, (5.81)

e entao as quatro condigoes iniciais das equacoes variacionais 5.78 determinam os oito coefi-

cientes. os coeficientes sdo dados por

*Alto )
A= )\2 )\2( Eoas Az — Eoazd + MoA3d + 1)
)\1t0 )
A = )\2 )\2 (—&oasAg + Loazd — MoAsd + 1o)
Ast (5.82)
e "3t . _
Az = N2 A2 (Soa1 A1 + §oa1d — moA1d — 7o)
)\3t0 .
Ay = N (oot A1 — §oa1d + o A16 — 1o),
onde
= (5.83)
e

1
QO 2
§ = <Q§Z> . (5.84)

Movimento na vizinhanca dos pontos triangulares

A equagao caracteristica para os pontos Ly e Ls é

27
M2 4 (=) =0, (5.85)

1 1
com raizes A\ o = £A7 e A34 = £AJ, onde Ao = % (—1 + /1 —27u(1 — M))
A estabilidade depende do sinal de 1 —27pu(1 — p), existindo trés casos diferentes. As suas raizes
sao po = 0,03852... e 1 — pg.

1. No caso de 0 < p < pg, o movimento é limitado, sendo a sobreposi¢ao de duas oscilagoes
harmoénica com frequéncias diferentes, existindo estabilidade no sentido linear. O compor-
tamento do sistema nao linear nao pode ser predito, ji que as raizes imaginarias sao puras,

sendo necessaria investigacao adicional.
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As raizes da equacdo caracteristica sao todas imagindrios puros e a solucao das equagoes

variacionais é

onde

sendo

& = Ccossit 4+ Sysinsit + Co cos sot + So sin sot

n = O cos s1t + S; sin s1t + C4 cos sot 4+ So sin Sot,

Ci =Ti(2s:S; — Q3,Cy)
SZ‘ = —I(25,C; + ngSi),

i =

51

52

1
s;+ 2y

1
_ A2
= Al
1
. 2
= A2,

As relagoes entre as condigdes iniciais e os coeficientes da equagdo 5.86 sao

o = S151 4 Sas9

S =C1+Co no = Cy + Cy

no = S181 + Sa2s9.

(5.86)

(5.87)

(5.88)

(5.89)

(5.90)

(5.91)

2. No caso de pg < p < %, o discriminante da equacao caracteristica é negativo; as raizes da

equacao caracteristica sao

onde 0 = /27p(1 — p) — 1.

As partes reais e imagindrias das raizes, «; e J;, obedecem as relagoes

AL = \}5(1 +i6)2 = a1 +if

= —12(—1+z'5)é = ay+ifs

Ns = 2= (=1 —i6)} = a3 + ifBs
V2

M= — (=1 — i8)% = a4 + B,

S

=01 = —02 = Q3 = —04

(5.92)
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B=0=-Pr=—P3=0

onde

VRTa - ) -1
2

VT = w)E +1
: |

o=

(5.93)

Como a parte real de duas das raizes da equagao caracteristica sao positivas, entao o ponto

de equilibrio é instavel. A natureza deste resultado também é véalida no caso nao linear.

3. Quando p = pg, entdo 1 —27u(1 — ) =0 e, entdo A\ = A3 = ﬁ e =M\ = —%, sendo

o ponto de equilibrio instavel.

5.3.8 Modificagoes ao problema restrito

A definicdo do problema restrito dos trés corpos apresentada especifica um movimento circular
para mq e mo e, também, exige que o movimento de mg esteja no plano definido pelo movimento

de my e mo. Este cendrio tem algumas modificagdes pertinentes, enunciadas de seguida.

1. O problema de Hill, tratado na seccao seguinte.

2. O movimento de mi e mo pode nao ser circular. Entao, no caso das forcas gravitacionais
de Newton figurarem no problema dos dois corpos mi e ms, e dependendo das condigoes
iniciais, as solucoes podem ser secgoes conicas. O caso de mi e my terem Orbitas elipticas

é relevante, com algumas aplicacoes, e é designado por problema restrito eliptico.

3. O movimento de mg pode nédo estar no plano do movimento de my e mso. Este cendrio
alternativo surge quando as condigoes iniciais do terceiro corpo sao tais que o corpo nao
estd no plano definido pelo movimento dos outros dois corpos, ou entao, quando o vector

velocidade inicial tem uma componente que nao esta nesse plano.

4. Considere-se (3 = p, com p = 1 — . No caso limite de yu = 0, o problema restrito dos
trés corpos transforma-se no problema dos dois corpos; entdo, problemas com valores de
# muito pequenos podem ser encarados como perturbagoes ao problema dos dois corpos.

1

Se u = 35 é, tipicamente, um problema de trés corpos e, neste caso particular, conhecido

pelo problema de Copenhaga.

5. As massas dos priméarios podem variar ao longo do tempo, implicando uma modificagao

profunda nas equagoes do movimento.
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6. As forgas que figuram no problema podem néo ser forgas centrais e, neste caso, serd de

questionar o movimento circular dos primarios.

5.4 O problema de Hill

O problema de Hill é um caso particular do problema restrito dos trés corpos, considerando a

Terra e o Sol como primdrios. Hill assumiu as seguintes simplificagoes:

1. a paralaxe solar é nula;
2. a excentricidade solar é nula;

3. a inclinacao lunar é nula.

As solugoes das equacoes do movimento que descrevem este sistema sao solugoes periddicas, num

sistema de coordenadas que roda com velocidade angular uniforme igual ao movimento do Sol.

5.4.1 As equacoes do movimento

Considerem-se as equacoes do movimento no sistema de coordenadas sinddico, com varidveis

adimensionais 5.53 e 5.54

(I—p(@—p) pa+l—p)

Fo2y=x— : -

: 1 "2 (5.94)
y+2:i;:y<1— 3“—’@>.

1 T2

A aceitacao destas equagoes do movimento como ponto de partida da derivacado das equagoes do
movimento do problema de Hill ja implica, por si sd, a assumpcao da excentricidade solar nula,
uma vez que se assume que as orbitas dos primarios sao circulares.

A hipétese da inclinacao lunar é nula nao é usada num problema bidimensional, como é o caso.
No entanto, num problema tridimensional, com um sistema centrado na Terra, sendo (X,Y, Z)
as coordenadas da Lua, esta simplificagdo tomava forma na assumpgao do plano (X,Y’) como o
plano da ecliptica.

Para deduzir as equagoes do movimento do problema de Hill, procede-se como se segue:

(i) aplica-se uma translagao as equagoes 5.94 ao longo do eixo das abcissas, de forma a localizar

o primario de massa menor u na origem do sistema;

(ii) a unidade de distancia é mudada pela introdugao de pu® como factor de reescalamento;
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(iii) obtém-se umas equagoes do movimento que indicam que, se o« = %, entao a forca gravita-

cional da Terra é da mesma ordem de magnitude da forca de Coriolis e da forga centrifuga;

(iv) faz-se u — 0, obtendo-se as equagoes do movimento do problema de Hill.

Aplique-se uma translacao ao longo do eixo das abcissas dada por

=xz+1-—
< : (5.95)
n=y.

O primario de menor massa pu fica localizado na origem do novo sistema, P,(§ = 0,7 =0) e o
outro primadrio fica no ponto P;({ = 1,1 = 0). Tal significa que o novo sistema de coordenadas
esta centrado na Terra e que o Sol, localizado no eixo £, dista da Terra uma unidade de distancia.
As equagoes do movimento 5.94 transformam-se em

DY PSP B ] (Sl Y R L

. 1—
7‘7‘+2g:n<1— 3“—’2)
1 T3

(5.96)

As distancias r1 e 79 nao se alteram com esta transformagdo, mas somente as suas expressoes,

que agora sao dadas por

r=[(x — w)? + 72

(5.97)
=€ =1+,
e
1
re = [(x — p+1)* + %2
(= 17+ 599
= (& +1°)z.
De seguida, é feito um reescalamento de acordo com
s £
E=— 5.99
o (5.99)
e
n= . (5.100)
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As equagoes do movimento 5.96 sdo, apds divisao por p®, transformadas em :

(b= Dp*(p€-1)  p€

§-2=C+(p-1u "+ = 3
1 2
1 (5.101)
ﬁ+2§=ﬁ<l £ fé,>,
1 T3
onde
_ 1
= (6" = 1) + 7P
| ) ]7 . (5.102)
= (€ + )P —2p"E 4 1)
e
= (& + %)%, (5.103)
Substituindo as equacoes 5.102 e 5.103 em 5.101, obtém-se as equacoes
2 .z - p—1p(p—1 Eut 3
E=2=E&+ (p—p "+ 7( - L ) i —
(&2 +nP)p?> —2p+ 12 (2 +7?)2
X L 30 (5.104)
. o p [
N+28=mn|1—-—— ETER e i
(62 + 7?)p?e —2pug + 1] (£2+7?)2

Agora, considera-se a = %, de forma a que os termos de Coriolis —21) e 25 , os termos da forca

£ - e — 1~ tenham a
(+n%)2  (&2+47%)2

centrifuga £ e 7, e os termos gravitacionais associados & Terra
mesma ordem de magnitude.

Por fim, considere-se u — 0, ou seja, assume-se que a paralaxe solar é nula. Os Unicos termos
afectados por este limite na equacao 5.104 sao o segundo e o terceiro termo do segundo membro
da primeira equacao e o segundo termo do segundo membro da segunda equagao.

Os dois termos da primeira equacao podem ser escritos como

M—1<'F§’—1+Ma§_>_(u_1)€_+u—l 71
_ = ,

pe i O S
Entao, -
| RS B U
lim(p—1)=% + =&+ 36 =12¢,
Jimn (42 )f{’ o £+38=2¢

pela utilizacao de 5.102.
O limite do segundo termo do segundo membro da equagao 5.104 é igual a 1, j4 que 71 — 1

quando p = 0.
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As equagoes do movimento 5.104 transformam-se em

§—2n=3—-——=
I (5.10)
n+2=—-———-.

(& + )2

As equagoes do movimento 5.105 podem ser reescritas pela introducao de uma fungao potencial

2
Q= -3 + =) (5.106)
onde
F= (@47
obtendo-se
= . 00
* (5.107)
O integral do movimento é
€472 =20" - C. (5.108)

Equacgoes de Euler-Lagrange

As equagoes 5.105 correspondem as equagoes de Euler-Lagrange 2.4. Considere-se a Lagrangiana

[40]

+ (zy — yz) — V(x,y), (5.109)

onde

Seguindo 2.4, obtém-se as equagoes

)
T —2y= o
v (5.110)
J+2&=——,
dy

andlogas a 5.105.
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5.4.2 Equagoes hamiltonianas do movimento

A hamiltoniana do problema de Hill é [37]:

1 1 1
H=|p|* - a"Jp — — — 2" + 54/, (5.111)
2 lal 2
onde p = (pz,py)” e q = (z,9)7, sendo
-0
br _ Y (5.112)
Py =Y+,
de acordo com 2.5.
As equagoes hamiltonianas do movimento, da forma 2.7, sao
T=ps+ty
o (5.113)
y= py -,
e
. x
Pe =Py + 22 — m
x? +y?)2
o (5.114)
T @)

5.4.3 Equagoes do movimento em fungao de variaveis complexas conjugadas

Considerem-se as equacoes 5.69 e 5.70. Para se obter uma solucao periddica, introduz-se uma
simplificagdo devido a Hill.

Seja P, o Sol, P, a Terra e P3 a Lua. A massa u da Terra é pequena relativamente & massa
1 — p do Sol; o Sol e a Terra movem-se em volta do seu centro de massa comum, aproximada-
mente, em circunferéncias, enquanto que a Lua nao se afasta muito do plano que contem essas
circunferéncias. Além disso, a massa da Lua é pequena em relagao a massa da Terra, pelo que
se considera mg = 0.

O objectivo é procurar uma solucao periédica das equagoes do movimento 5.69 e 5.70 para val-
ores pequenos de pu. Como |p| corresponde a distancia entre a Lua e a Terra, que é pequena
relativamente & distdncia entre o Sol e a Terra, faz sentido determinar uma solucao periddica
para a qual |p| seja pequeno. Numa primeira aproximagao desprezam-se os termos —2ip, 2ig de

2p

5.69 e 5.70, respectivamente, e mantém-se na expressao de GG, em 5.68, apenas o termo T
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Obtem-se o sistema

= —p(pg) 2

p = —up\pq

) s (5.115)

p=—pq(pg)” 2.
Uma solucao particular destas equagoes é p = u%eit, ¢g=p= ,u%eit, Ip| = lq| = u%. A mudanca
de varidveis adequada é

p=piu,  q=piv,

e entao, as equacoes do movimento 5.69 e 5.70 transformam-se em

i = —2it + N,

(5.116)
U = 2i0 + Ny,

onde N = ,LF%G. O desenvolvimento de N em poténcias de u% é
_2 3 9 _1

R A . 1 .
onde os termos restantes contém apenas poténcias positivas de u3. Como se admite u pequeno,
desprezam-se esses termos adicionais e as equacgoes do movimento 5.116 transformam-se em

_3
2

= —2iu+ g(u +v) — u(uw)
(5.117)

Wl

3
b = 2iv + §(u+v) —v(uv)~ 2,

conhecidas como equacgoes diferenciais de Hill.
Mesmo neste caso, nao se conhece a solucdo geral. E possivel determinar solucoes periddicas

destas equagoes do movimento por meio de um desenvolvimento em série de poténcias [42].

5.4.4 Pontos de equilibrio e a fungao Q(z,y)

Por uma questao de simplicidade de escrita, use-se a notacao x,y, Q2 no lugar de &, 7, Q*, respec-
tivamente.

O integral do movimento do problema de Hill é
P4y =20-C, (5.118)

onde 5 )

2
- -, 5.119
23: + . ( )

0=
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Quanto a funcao Q(z,y), pode afirmar-se o seguinte. No caso de = # 0, quando r — 00, tem-se
que 2 — oco. No caso de z = 0, quando r — oo, tem-se que 2 — 0. Tal significa que, em
qualquer direc¢ao, excepto no eixo das ordenadas, {2 — oo; no eixo dos yy, a funcao {2 tende

para zero, a medida que r — oo.

As singularidades da variedade dos estados do movimento sao determinadas a partir das equagoes

=0
y=0
1 (5.120)
Yy
y_—rj_o

Os pontos de equilibrio sao a solucao das equagoes 5.120. Os pontos colineares sao Ll(—37%, 0)
e Lo (3_% ,0). O terceiro ponto colinear L3 nao existe no problema de Hill; no problema restrito,
L3 estava localizado a direita do primdario com maior massa e, no problema de Hill, m; moveu-se
para r = +00.

Os pontos colineares L e Lo sao pontos sela [45]. As matrizes associadas com a linearizacao das
equacoes de Hamilton na vizinhanga de cada ponto de equilibrio, tém um par de valores proprios
reais simétricos (+1/2v7 + 1) e dois pares de valores préprios imaginérios puros conjugados
(42, £/2V/7 — 14) [46].

5.4.5 Curvas de Hill e as regioes do movimento

As curvas de Hill sao 5
3024+ -C=0, (5.121)
T

onde se observa uma simetria com respeito ao eixo do x e do .
S . . 4
As curvas de Hill intersectam o eixo das abcissas quando C' > 33.

Existem trés tipos diferentes de curvas de Hill, conforme C' > 3%, C =33 ouC < 33.

Curvas de Hill para C' > 33

As curvas de Hill tém duas formas diferentes: ovais em torno da origem e compostas por dois
ramos infinitos. O movimento é possivel dentro das curvas ovais e nos lados concavos dos ramos
infinitos.

Para o movimento da Lua, sé interessa este caso C' > 33, no qual o movimento s6 é admissivel

dentro da regiao oval fechada a volta da origem.
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4
3

Curvas de Hill para C =3

4 . . . .
Quando C = 33, as curvas ovais e os ramos infinitos intersectam-se nos pontos L1 e Lo. As

regioes do movimento sao semelhantes ao caso anterior.

Curvas de Hill para C < 33

As curvas de Hill tém a forma apresentada na figura 5.3. As regioes proibidas ao movimento sao

<C_23$2>2 _ 121 : (5.122)

2| < (2) (5.123)

A figura 5.3 ilustra as curvas de Hill, no problema de Hill, para diferentes valores de C.

ly| >

[N

1+~

0.8

0.6 -

0.4

0.2~

_0_4 =

-0.6 -

-1
-1.5

1.5

Figura 5.3: Curvas de Hill para o problema de Hill



Capitulo 6

Integracao numérica do problema de
Hill

O problema de Hill é um problema nao integravel [34]. Consequentemente, faz todo o sentido a
sua integracao recorrendo a métodos numéricos.

Para integrar numericamente o problema de Hill vao utilizar-se métodos classicos e métodos in-
cluidos na classe dos integradores geométricos, procedendo-se a uma analise comparativa. Numa
primeira fase, faz-se o contraste entre os métodos convencionais e os métodos simplécticos, carac-
teristica qualitativa essencial a preservar pelo método numérico na integracao de sistemas hamil-
tonianos. Numa fase subsequente, comparam-se entre si os métodos simplécticos com passo de
integracao fixo, nomeadamente um integrador de ordem 1 e outro de ordem 2, ambos explicitos,
com um terceiro integrador de ordem 2, mas implicito. Numa fase posterior, comparam-se os
resultados numéricos obtidos por integradores geométricos com passo de integracao constante,
com os resultados obtidos pelos integradores geométricos com passo adaptativo.

Estas comparagoes e contrastes serao feitos para dois valores distintos da constante de Jacobi C,
sendo um deles no intervalo C' > 35 e o outro no intervalo C' < 3%, ja que dao origem a curvas
de Hill com natureza diferente; no primeiro caso, o movimento esta limitado a regiao contida
numa curva oval e, no segundo caso, o terceiro corpo pode escapar-se.

Os integradores classicos, nao geométricos, com passo de integracao fixo, utilizados na integracao
numérica sao o método de Euler explicito, o método de Euler implicito e o método Runge-Kutta
de ordem 4. Os métodos geométricos com passo de integracao constante utilizados sao o método
de Euler simpléctico, a regra do ponto médio implicita e o0 método Stérmer-Verlet geral (para
sistemas com funcao Hamiltoniana nao separdvel). Os integradores com passo adaptativo uti-
lizados foram o método de Euler simpléctico e o método Stormer-Verlet.

Antes de iniciar a exposi¢ao dos resultados, sumarize-se a funcdo Hamiltoniana do problema de

Hill e as respectivas equacoes do movimento.

122
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A Hamiltoniana do problema de Hill é

1 11
H=Z|pl>-qa"Ip- — + -q"Aq,
2 lall = 2

onde a matriz J é dada por 2.9 e a matriz A é dada por

2 0
A:( . 1). (6.1)

As equagoes hamiltonianas do movimento sao

q:Hp
p:_HQ7
onde
H,=p+Jq
6.2
Hq:JTp+Aq+@, ( )

6.1 Comparagao entre métodos simplécticos e nao simplécticos,

com passo de integracao fixo

A integragao numérica do problema de Hill serd feita para o caso em que a constante de Jacobi
pertence ao intervalo C' > 35, As condigoes iniciais escolhidas sao (q1,¢2) = (0.45,0.05) e
(G1,42) = (0,0), ou seja, o terceiro corpo, no instante ¢ = 0, estd na curva de Hill. Como
Pz =41 — q2 € py = 2 + q1, tem-se que (pz, py) = (—0.05,0.45) no instante inicial. A constante

de Jacobi subjacente é calculada a partir da igualdade

C=3qi + 722 5
q1 + 45
obtendo-se C' = 5.02476.
Os métodos nao simplécticos com passo de integracao fixo utilizados nesta seccao sao o método
de Euler explicito, o método de Euler implicito e o método Runge-Kutta de ordem 4. O método
simpléctico utilizado para efectuar a comparacgao e o contraste com os métodos nao simplécticos
é o método de Euler simpléctico.

De seguida, apresentam-se estes métodos numéricos aplicados ao problema de Hill.
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O método de Euler explicito
O método de Euler explicito para o problema de Hill é expresso da seguinte forma:

Gni1 = Gn + RHy(qn, pn)

= gn + h(pn + Jqn)

=+ hJ)gn + hp, (6.3)
Pn+1 = pn — hHy(qn, pn)

=po—h (JTpn + Agy + qu",p) .

onde h representa o passo de integragao.

O método de Euler implicito
O método de Euler implicito para o problema de Hill traduz-se da forma que se segue.

Gn+1 = Gn + hHp(Gny1, Pns1)
= qn + "MPnt1 + Jqnui1)

Pn+1 = Pn — th(QnJrlaanrl) (6.4)

=pn—h (JTpn+1 + Agni1 + qn+13> .
Gl

Sejam y = (q,p)! e f = (Hp, —Hq)T. Para calcular y,, 11, é necessario resolver-se o sistema de

equacoes nao lineares dado por

G(Yn-‘rl) =¥Yn+1 —Yn — hf(Yn+1) = 07 (65)

podendo ser usado o método de Newton descrito no apéndice B.
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O método Runge-Kutta explicito de ordem 4

O algoritmo pode ser traduzido da forma que se segue.

Sejam y = (q,p)T e f = (Hp, —Hq)T, e considerem-se

k= hf(yn)

ko =hf(yn+ %kl)
by = (yn + 3k2)
ka = hf(yn,+ ékg)

(6.6)

A actualizacao da posicao e do momento é feita a partir da expressao

1
Yntl =Yn + g(kl + 2ky + 2k3 + ky).

O método de Euler simpléctico

O método de Euler simpléctico pode ser escrito como se segue.

Gn+1 = QGn + th(Qn7pn+1)
Pn+1 = Pn — th(Qnapn+1)-

Substituindo as expressoes 6.2 obtém-se

Gn+1 = qn + h(pn+1 + an)

DPnt1 =Pn —h (JTpn—H + Agp +

onde as matrizes J e A sdo dadas por 2.9 e 6.1, respectivamente.

Para determinar p,, 1, procede-se da forma que se segue.

Pn+1 = Pn — h (JTpr,H_]_ —h (A

= Pn+1 + hJTpn—H =Pn — h <AQn

= (I+ hJT) P+l =DPn—h <AQn

= ppp1= (I +hJ") 1[ —h<A

| nH3

anH3

(6.8)

(6.9)

I nll3)

| nl3>}
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onde

T—l_ 1 1 h
(I+hJ7) S 14+h2\ —p o1

6.1.1 Resultados numéricos com os métodos classicos

Observe-se a figura 6.1, que apresenta a trajectoria do terceiro corpo no problema de Hill, sendo
a integracao feita pelo método de Euler explicito e pelo método de Euler implicito, respectiva-

4 . . o x
mente. Sabe-se que para C > 33, o movimento esta circunscrito a regiao oval dentro da curva

3001 1001
l//m ok
-100-
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Figura 6.1: Trajectérias do terceiro corpo no problema de Hill, com método de Euler explicito e com o método
de Euler implicito, respectivamente. As condigbes iniciais sao (g1, q2) = (0.45,0.05) e (¢1,¢2) = (0,0), com passo
de integracdo h = 10~%, num total de 20000 passos.

de Hill. Conforme ¢ visivel, as trajectérias produzidas por ambos os métodos nao reproduzem,
nesse sentido, o retrato da fase, ji que as trajectérias saem da regiao do movimento permitidas.
Tais resultados nao sao de estranhar, em virtude de ambos os métodos nao serem geométricos,
ja que nao gozam de simplecticidade, caracteristica intrinseca aos sistemas hamiltonianos.
Embora estes métodos nao sejam adequados para integrar sistemas hamiltonianos no longo
prazo, eles podem ser uteis na integracao a muito curto prazo. As figuras 6.2 e 6.3 mostram
o comportamento da funcao Hamiltoniana para os primeiros 1000 passos de integracao, e a
evolugao no erro dessa fungao para os primeiros 300 passos de integragao, respectivamente.
Tanto no método de Euler explicito como no método de Euler implicito, a integragao numérica
produz uma Hamiltoniana estavel, grosso modo, nos primeiros 400 passos. Nesta fase da inte-
gracao, ambos os métodos apresentam uma variagao brusca na evolucao da Hamiltoniana. Note-

se que, embora apds essa breve fase de convulsao, a Hamiltoniana estabilize, o valor numérico da
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Figura 6.2: Evolucio da Hamiltoniana, no problema de Hill, para os primeiros 1000 passos de integracio, no
método de Euler explicito e no método de Euler implicito, respectivamente. As condigdes iniciais sdo (g1, ¢2) =
(0.45,0.05) e (¢1,d2) = (0,0), com passo de integracao h = 1073,

Hamiltoniana é significativamente errado. Como nos sistemas hamiltonianos a fun¢gao Hamilto-

niana é um integral do movimento, também no sentido da evolucao deste invariante, os métodos

de Euler explicito e implicito nao reproduzem o retrato da fase. S6 durante os cerca de primeiros
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no problema de Hill, nos primeiros 300 passos de integracao,

300

no

método de Euler explicito e no método de Euler implicito, respectivamente. As condigoes iniciais sao (q1,¢q2) =
(0.45,0.05) e (¢1,d2) = (0,0), com passo de integracido h = 1073,

300 passos da integracao numérica é que ambos os métodos produzem uma trajectoria do ter-
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ceiro corpo confinada ao interior da curva de Hill oval e, também, produzem uma Hamiltoniana
estavel. Observando a figura 6.3, nota-se que, durante esta fase da integracao, o erro na fungao
Hamiltoniana é na ordem dos 107° mas, a partir dai, o erro cresce em valor absoluto, nos dois
métodos.

Os resultados numéricos obtidos mostram, entdo, que o método de Euler explicito e o método
de Euler implicito nao reproduzem o retrato da fase no longo prazo, s6 encerrando em si alguma
utilidade na integracao a muito curto prazo.

Um outro método classico frequentemente usado é o método de Runge-Kutta de ordem 4. Este
método nao é simpléctico, caracteristica qualitativa a ser preservada na integracao de sistemas
hamiltonianos e, por este motivo, nao sera o integrador mais adequado na integracao do prob-
lema de Hill.

resultados numéricos superiores aos produzidos pelo método de Euler explicito e pelo método

No entanto, por ser um método de ordem 4, serd de esperar a producao de

de Euler implicito.
A figura 6.4 retrata as trajectérias do terceiro corpo, no problema de Hill, no método Runge-

Kutta de ordem 4, com passo 1072 e 107, respectivamente. Um contraste evidente com os
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Figura 6.4: Trajectérias do terceiro corpo, no problema de Hill, no método Runge-Kutta de ordem 4, com passo
1072 ¢ 107, respectivamente. As condigdes iniciais sdo (g1, g2) = (0.45,0.05) e (¢1,d2) = (0,0). A integracao foi
feita para 20000 e 200000 passos, respectivamente.

resultados numéricos obtidos com os métodos de Euler explicito e implicito, é o facto que as tra-
jectérias estao dentro da regiao do movimento permitida, dentro da curva de Hill. No entanto,
com passo de integracdo h = 1073, o método é ligeiramente dissipativo, ou seja, esta dissipacio
artificial reflectida nos resultados deturpa a qualidade da integracao. Com passo de integracao
mais pequeno, h = 1074, a dissipacdo numérica é atenuada. Para confirmar estas sugestdes,

observe-se a figura 6.5. Quando a integracdo numérica é efectuada com passo de integragao
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h = 1073, a funcdao Hamiltoniana obtida exibe uma tendéncia de decrescimento. Diminuindo o
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Figura 6.5: Evolugao da Hamiltoniana, no problema de Hill, com o método RK4, com passo 1072 e 107%,
respectivamente. As condigoes iniciais sdo (¢1,g2) = (0.45,0.05) e (41, ¢2) = (0,0). No segundo caso, para o eixo
das ordenadas foi adoptada uma escala logaritmica.

passo de integragao, a dissipacdo numérica na Hamiltoniana atenua-se e é mais suave; no en-
tanto, os resultados nao sao os que a literatura aponta na integragao de sistemas hamiltonianos
por integradores geométricos, nomeadamente, que a Hamiltoniana oscila em torno de um valor.
A desvantagem da tendéncia de decrescimento da Hamiltoniana numérica face a um comporta-
mento oscilatério é que esta Hamiltoniana, 2 medida que a integracao avanca, vai-se afastando
do valor da Hamiltoniana do sistema de equacoes diferenciais.

No entanto, e dependendo dos objectivos associados a cada problema a resolver, pode dizer-se
que os resultados numéricos produzidos pelo método Runge-Kutta de ordem 4 poderao ser sat-
isfatérios com um passo de integracao pequeno. Neste caso particular da integracao numérica
do problema de Hill, embora com um passo de integracio de 1073 a dissipacdo numérica seja
visivel a olho nu, confirmado com uma evolucdo no erro na Hamiltoniana na ordem dos 0.005,
quando se diminui o passo para 107%, a magnitude na evolucdo do erro na Hamiltoniana é

substancialmente menor, na ordem dos 10”7, conforme se pode observar na figura 6.6.

6.1.2 Resultados numéricos com o método de Euler simpléctico

Em comparacao, o método de Euler simpléctico é mais vantajoso do que o método classico RK4.
Ambos os métodos sao explicitos, mas o método de Euler simpléctico, apesar de ser de ordem
1, exibe resultados numéricos com qualidade superior, em virtude de ser, como o nome o indica,

um método que preserva a simplecticidade do sistema de equacdes diferenciais hamiltoniano.
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Figura 6.6: Evolugdo do erro na Hamiltoniana, no problema de Hill, com o método RK4, com passo 10~2 e
10™*, respectivamente. As condicdes iniciais sdo (g1, g2) = (0.45,0.05) e (41, ¢2) = (0,0).

Como a simplecticidade do fluxo hamiltoniano é a caracteristica mais marcante dos sistemas
hamiltonianos, diz-se que a preservacao dessa caracteristica é inegociavel.

Para verificar e confirmar no caso da integracdao numérica do problema de Hill, a veracidade
destas afirmacgotes, observem-se as figuras 6.7, 6.8 e 6.9. A primeira delas mostra que, por um
lado, o método de Euler simpléctico produz trajectorias contidas na regiao permitida ao movi-
mento e, por outro lado, o efeito dissipativo numérico desapareceu. Observando a figura 6.8,
é evidente que a amplitude de variagdo da funcao Hamiltoniana é menor quando o passo de
integracdo é menor: com passo de integracdo 1073, a amplitude de variacdo da Hamiltoniana
é, grosso modo, de 10, ao passo que com 1074, essa banda diminui para 1. E de enfatizar,
também, a evolucao da Hamiltoniana ao longo do processo de integracdo: é um comportamento
oscilatorio e nao mostra uma tendéncia de crescimento ou de decrescimento. Tal constitui uma
vantagem, ja que desta forma, o valor numérico da Hamiltoniana, em qualquer instante de inte-
gracao, mesmo no muito longo prazo, serd sempre um valor préximo do valor da Hamiltoniana
do sistema de equacoes diferenciais.

A observacao da figura 6.9 permite concluir que o erro na fungao Hamiltoniana para a integragao
numérica com passo de integracdo 102 é na ordem das unidades, ao passo que com passo de
integracdao de 10™*, o erro na Hamiltoniana é na ordem da segunda casa decimal.

Em sintese, sobre os resultados numéricos obtidos com o método de Euler simpléctico, pode
afirmar-se que o integrador, embora de ordem 1, como é um integrador simpléctico, repro-
duziu o comportamento do fluxo hamiltoniano subjacente ao sistema de equacoes diferenciais;
adicionalmente, é observavel que as trajectorias numéricas estao dentro da regiao permitida do

movimento, com ambos os passos de integracao. Por outro lado, a funcao Hamiltoniana numérica
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Figura 6.7: Trajectérias do terceiro corpo, no problema de Hill, no método de Euler simpléctico, com passo
1072 ¢ 107, respectivamente. As condicdes iniciais sdo (g1, g2) = (0.45,0.05) e (¢1,d2) = (0,0). A integracao foi

feita para 20000 e 200000 passos, respectivamente.
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Figura 6.8: Evolugdo da Hamiltoniana, no problema de Hill, com o método de Euler simpléctico, com passo
1072 e 107*, respectivamente. As condicdes iniciais sao (g1,¢2) = (0.45,0.05) e (41, d2) = (0, 0).

demonstra um comportamento oscilatério ao longo de todo o processo de integracao, como seria

de esperar nos integradores simplécticos. Por fim, a diminuicdo do passo de integracao permitiu

reduzir o erro na funcao Hamiltoniana; os resultados obtidos sustentam a ideia de que o passo

de integracao 10~* ¢ suficiente, ji que o erro na Hamiltoniana é reduzido.
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Figura 6.9: Evolucio do erro na Hamiltoniana, no problema de Hill, com o método de Euler simpléctico, com
passo 1072 ¢ 10™*, respectivamente. As condigdes iniciais sdo (g1, gz2) = (0.45,0.05) e (d1,¢2) = (0,0).

6.2 Comparacao entre métodos simplécticos com passo de inte-

gragao fixo

A integracao numérica do problema de Hill sera feita para o mesmo valor da constante de Jacobi,
C = 5.02476, com condigoes iniciais idénticas a seccao anterior, de forma a ser legitimo proceder
a comparagcoes.

Os integradores geométricos comparados nesta seccao sao, além do método de Euler simpléctico,
o método Stormer-Verlet geral e a regra do ponto média implicita. O primeiro deles é de
ordem 1 e os dois ultimos sao de ordem 2; procurar-se-a averiguar se o aumento na ordem do
método resulta num incremento da qualidade dos resultados numéricos significativo. A diferenca
marcante, a partida, do método Stormer-Verlet geral e a regra do ponto médio implicita reside
no facto de que o primeiro é um método explicito, ao passo que o segundo tem natureza implicita.
Como ambos sao integradores simplécticos de ordem 2, pretende-se saber se um deles, no caso
da integragao numérica do problema de Hill, produz resultados que reproduzam melhor o retrato
da fase.

De seguida, apresentam-se estes dois métodos aplicados ao problema de Hill.

O método Stormer-Verlet geral

O método Stormer-Verlet 3.43 nao pode ser utilizado no problema de Hill, j4 que pressupoe

uma Hamiltoniana separavel, e a Hamiltoniana do problema de Hill ndo o é. Por este motivo,
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integrador a utilizar deve ser o método Stormer-Verlet geral 3.53.

Considere-se

O método Stormer-Verlet geral é:

h
Ppyl =Pnt §f (qn,pn+%>

h
Gn+1 = qn + 5 {g <Qn7pn+%> +g (Qn+17pn+%):|

h
Pnt1 =Dyl +5f (qn+1vpn+%> :

133

(6.10)

(6.11)

(6.12)

As duas primeiras equagoes parecem ser implicitas em termos de p,, L1 € Qny1, respectivamente.
2

No entanto, elas podem ser reescritas, no problema de Hill, de uma forma explicita, conforme

se mostra.

h

h T Gn

=p +<—Jp 1 — Ag — .
"2 "t " gl
Entao,
h T h dn
Ppyl T §J Ppyl =Pnt 5 <—AQn gl

h h dn
= I+JT>pn 1:pn+<_AQn_ )
( 2 T2 2 [1gnl|®

(6.13)

(6.14)

)]
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Para a segunda equagao obtém-se

h
dn+1 = qn + 9 [g <Qn7pn+%> +9g (Qn+17pn+%):|

3 (6.15)
=ty (pn+% +Jan +p, 1+ an+1> :
Resulta,
h h
dn+1 — §JQn+1 =gn + 9 <2pn+% =+ JQTL)
h h

B! h
Em sintese, o método Stormer-Verlet geral para o problema de Hill é
h r ! h qn
Ppyl = I+§J nT Y Agn + qnll®
B\ h

hT h dn+1
* ( 2 22 U g [P

onde

Regra do ponto médio implicita

A regra do ponto média implicita para o problema de Hill é expressa da seguinte forma:

+ +
Gt = g+ WL (qn Unt1 Dn pn+1)

2 ’ 2

—gu+h <pn +2pn+1 4 an +2Qn+1>
i+ g o+ p (6.18)
+1 +1
pn+1:pn_th(n 2n ’ n 2n >
4

:pn_h<JTpn + Dn+1 +AQn+Qn+1 + (qn+Qn+1;> )

2 2 llan + an+1l|
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Agora, sejam y = (q,p)T e f = (Hp, —Hq)T. Para calcular y,1, é necessério resolver-se o
sistema de equagoes nao lineares dado por
G(Yn+1) = Ynr1 —Yn — hf(yns1) =0, (6.19)

podendo ser usado o método de Newton descrito no apéndice B.

6.2.1 Resultados numéricos com o método Stormer-Verlet geral

A integragdo numérica do problema de Hill com o método Stérmer-Verlet geral foi feita com
passo de integracdo 1072 e 10™%, num total de 20000 e 200000 passos, respectivamente.

A figura 6.10 retrata as trajectérias do terceiro corpo para ambos os casos. A mera inspeccao vi-
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Figura 6.10: Trajectérias do terceiro corpo, no problema de Hill, com o método Stérmer-Verlet geral, com passo
1073 e 10™*, respectivamente. As condigdes iniciais sdo (q1,q2) = (0.45,0.05) e (¢1,d2) = (0,0).

sual permite afirmar que as trajectérias numéricas sao muito similares aos resultados numéricos
obtidos com o método de Euler simpléctico. Para chegar mais longe na comparacao, atente-se
nas figuras 6.11 e 6.12.

Para ambos os passos de integracdo, a funcdo Hamiltoniana é estdvel, no sentido que volta
repetidamente ao valor da Hamiltoniana no instante t = 0 e, consequentemente, nesta vertente
reproduz o retrato da fase do sistema de equacoOes diferenciais. Como seria de esperar, com o
passo de integracao menor, a amplitude de variacdo da Hamiltoniana é menor, grosso modo, na
ordem dos 0.02; com o passo de integracdo 1073, a banda de variacdo da funcio é mais larga, na
ordem dos 1.6. O erro na Hamiltoniana é na ordem das unidades com passo 1073, e na ordem

dos 1072 para o passo 1074
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Figura 6.11: Evolucio da Hamiltoniana, no problema de Hill, com o método Stérmer-Verlet geral, com passo
1072 ¢ 107*, respectivamente. As condigdes iniciais sao (g1, ¢2) = (0.45,0.05) e (¢1, d2) = (0,0).

Comparando os resultados numéricos obtidos pelo método de Euler simpléctico e o método
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Figura 6.12: Evolucio do erro na Hamiltoniana, no problema de Hill, com o método Stérmer-Verlet geral, com
passo 107 e 10™*, respectivamente. As condicoes iniciais sio (q1,¢2) = (0.45,0.05) e (d1,¢2) = (0,0).

Stormer-Verlet geral, é evidente que o segundo produz resultados melhores, no sentido da

evolucao da funcdo Hamiltoniana. Com passo 1073, o método de Euler simpléctico exibe uma

variacao na Hamiltoniana, grosso modo, de 10 unidades, e o método Stormer-Verlet geral, de

1.6 unidades; este segundo método tem uma amplitude de variagao da Hamiltoniana na or-
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dem dos 16% da amplitude de variacao do primeiro método. Quando se integra o problema
com um passo 1074, o decréscimo na variacdo da amplitude da Hamiltoniana é mais acentu-
ado no método Stormer-Verlet geral, passando a ser 0.02 unidades contra 1 unidade no método
de Euler simpléctico (agora, a amplitude da variagao da Hamiltoniana produzida pelo método
Stormer-Verlet geral é 2% da amplitude variacao produzida pelo método de Euler simpléctico).
No entanto, em termos praticos, e para problemas que nao exijam uma precisao muito apurada,
com passo de integracao 10~%, pode dizer-se que, em ambos os métodos, os resultados numéricos
produzidos ao nivel das trajectoérias do terceiro corpo e da evolugao da funcao Hamiltoniana sao

similares.

6.2.2 Resultados numéricos com a regra do ponto médio implicita

A integragao numérica do problema de Hill com a regra do ponto médio implicita foi, analoga-
mente ao método Stérmer-Verlet geral, feita com passo de integraciao 1073 e 104, num total de
20000 e 200000 passos, respectivamente. Os resultados numéricos obtidos sao os que se seguem.

Relativamente as trajectérias do terceiro corpo, observe-se a figura 6.13. Os resultados obti-
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Figura 6.13: Trajectérias do terceiro corpo, no problema de Hill, com a regra do ponto média implicita, com
passo 1072 ¢ 10™*, respectivamente. As condigdes iniciais sdo (g1, g2) = (0.45,0.05) e (d1,g2) = (0,0).

dos sao similares aos produzidos pelos outros dois métodos simplécticos. Para prosseguir a
comparacao, tome-se atencao a figura 6.14. A informacao mais visivel retirada pela inspeccao
visual é, para ambos os passos de integracao, a estabilidade da Hamiltoniana, de forma que,
em qualquer instante de integracdo, o seu valor numérico nao difere substancialmente do seu
valor no instante inicial. A amplitude da variagdo da Hamiltoniana é 1.6 unidades para o passo

de integragao maior e 0.018 unidades para o passo de integragao menor. Estes resultados sao
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Figura 6.15: Evolugdo do erro na Hamiltoniana, no problema de Hill, com a regra do ponto média implicita,
com passo 1072 e 10™*, respectivamente. As condigoes iniciais sdo (g1, ¢2) = (0.45,0.05) e (41, d2) = (0,0).

conforme observavel na figura 6.15, é da mesma ordem de grandeza do método Stérmer-Verlet.

Fazendo uma sintese das comparagoes entre os métodos simplécticos seleccionados, pode dizer-se

que:

1. para um passo de integracdo de 107%, os resultados numéricos obtidos sdo, em termos
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praticos, similares;

2. se for exigida uma maior precisao nos resultados, deve privilegiar-se o uso dos métodos
de ordem superior, ou seja, o método Stormer-Verlet. e a regra do ponto médio implicita
demonstraram resultados mais precisos do que o método de Euler simpléctico, no que

concerne a evolucao da funcao Hamiltoniana;

3. para um passo de integracdo de 1073, ja é visivel a diferenca entre os resultados obtidos

entre o método de ordem 1 e os métodos de ordem 2 seleccionados;

4. embora o método Stormer-Verlet produza resultados similares a regra do ponto média
implicita, tanto para o passo de integracdo 1072 como 107%, o primeira tem a grande
vantagem de ter natureza explicita, ao passo que o segundo, como o seu nome sugere, €

implicito, exigindo, por isso, maiores recursos computacionais e de tempo.

6.3 Comparacao entre métodos simplécticos: com passo de in-

tegracao fixo e adaptativo

Nesta sec¢ao, o método de Euler simpléctico e o método Stérmer-Verlet geral sao comparados
na sua versao adaptativa, numa tentativa de verificar se os resultados ja obtidos poderao ser
melhorados caso o passo de integragao seja varidvel.

Considere-se o sistema hamiltoniano
y=f(y). (6.20)

Um integrador com passo de integracao variavel produz aproximacoes y, numa malha {¢,} nao
equidistante. Pode obter-se o mesmo efeito aplicando uma transformacao temporal ao sistema
6.20 e, entdo, implementando um integrador com passo de integragao fixo.

Neste sentido, considere-se a transformacao temporal ¢ <+ 7. Se a transformacgao temporal é

dada como a solugéo de uma equacao diferencial, entao, pela regra da cadeia,

dy _dydt
dr  dtdr’
obtendo-se o sistema transformado
W py) L
dr y dr’
Fazendo j—i = s(y), tem-se
d
CTy =s(y)f(y)
T (6.21)
dt
— = s(y).
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Aplicando um método numérico com passo de integragdo constante € a 6.21, obtém-se a aprox-
imagao

Yn = y(T’fZ) = y(tn), Onde Tn = NE

(n+1)e
tny1 —tn = / s(y(r))dr =~ es(yn). (6.22)

>
Naturalmente que se pretende que o sistema 6.21 ainda tenha natureza hamiltoniana. No en-
tanto, tal sé acontecera se s(y) for constante, resultado que nao é desejavel para uma integragao

com passo variavel [43, 44].

6.3.1 O método de Euler simpléctico adaptativo para Hamiltonianas nao
separaveis

Nesta secgao vai-se aplicar uma ideia proposta por Hairer [10] ao caso da Hamiltoniana nao

separavel do problema de Hill, dada pelo sistema
p=—H, e q= H,. (6.23)
Admita-se que se quer integrar o sistema 6.23 com passos de integracao de tamanho

h =es(p,q,¢€),

onde s(p,q,e) > 0 é uma fungao dada que satisfaz % = s(p,q,¢), sendo t < 7T a transformagao
temporal, e £ um parametro pequeno.

Considere-se, para um valor inicial fixo Hy = H(po, qo), a nova funcdo Hamiltoniana

K(p,q,¢) = s(p,q,¢)(H(p, q) — Ho), (6.24)

e o novo sistema hamiltoniano

dp
% = _Kq(p7 q, 8)

= _S(p7 q,E)Hq(p, Q) - Sq(p> Q7€)(H(p7 Q) - HO)v (6 25)
Y Kyp.q.0) |
dr P b,q,¢€

= S(p,q,E)Hp<pa Q) + Sp(pa qﬁ:)(H(p, Q) - HO)

Agora, mostra-se que a vantagem de implementar integradores explicitos pode ser preservada

para a funcdo Hamiltoniana transformada 6.24, no caso da Hamiltoniana nao separdavel do
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problema de Hill
1 1
H=Z|plI* —a"Jp - Tal ” + 34" Ag,

onde a matriz J é dada por 2.9 e a matriz A é dada por 6.1.

Aplica-se 0 método de Euler simpléctico com uma funcao s(q,¢), independente de p,

s(g,e) = (¢"q)" (6.26)

para 0 < r < 1, de forma a produzirem-se passos de integragdo cada vez menores a medida
que a posicao actual do terceiro corpo se aproxima da origem. Note-se que, pela expressao da
Hamiltoniana do problema de Hill, quando o terceiro corpo se aproxima da origem, a Hamilto-
niana tende para infinito. Assim, justifica-se uma escolha do passo de integragao dependente da
distancia do terceiro corpo a origem, de forma a que o método seja mais <sensivel> na integracao

na vizinhanca da origem. Entao, a nova Hamiltoniana é da forma

K = s(q,€)(H(p, q) — Ho), (6.27)
e 0 novo sistema é dado por
dp
o = Kapa.€)
= —s(q,¢)Hq(p,q) — s¢(q,¢)(H(p, q) — Ho),

(¢,€)Hq(p: q) — 54(q,€)(H (p, q) ) (6.28)
2 Kylp.a.2)
d’T P b,q,

= s(q,€)Hp(p,q),

onde
sq=2r(¢"q) ¢ (6.29)

O método de Euler simpléctico, aplicado com passo de integracao constante € > 0, é dado por

Pn+1 = Pn — 53(Qn)Hq(pn+17 Qn) - Esq(Qn)(H(pn—i-la Qn) - HO)

(6.30)
Gn+1 = qn + €5(qn) Hp(Pn+1, qn)>
e produz a aproximagao em t, 11 = t, + £s(q,), devido a 6.22.
Este sistema pode ser expandido e escrito como
dn
Pn+1 = Pn — 55( ) <J Pnt+1 + AQn Hg)
anl
1 1 1 1
- 55(1(‘]71) <2p£—0—1pn+1 - quan + 5‘]5"4(]11 - m - HO) (63 )
n

dn+1 = Gn + ES(Qn)(pn—H + JQn)
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A primeira equacao do sistema 6.31 parece implicita em p,+1 mas, no entanto, pode ser manip-

ulada conforme se segue.

Pn+1 = Pn — 55(Qn)JTpn+1 - 55((]n) <AC_In + ||q(]n||3>
n

1 1 1
+ ESQ(qn)qupn'f‘l B 831]((]71) <2p£+1pn+1 + iquQn - m — HO>
n

q
= Prt1 +€8(an)J " Pt1 — €8(4n)dn TPnt1 = pn — £5(4n) (Aqn " ‘anS)
n

1
_ HO)
lgnl]

1 1
— €8¢ <2pf+1pn+1 + iqf Agn —

-1 q
= Prnt+1 = (I + 55(Qn)JT - 53q(‘1n)qg=]) [pn —e5(qn) <AQn + anH3>
n
1 7 1 7 1
— = —q, Aqn — —— — H, .
Esta equacao é quadratica em p,11, podendo ser resolvida pela introdugao da quantidade escalar

B = ||pn+1||% = p77;+1pn+1'

A equacao pode, agora, ser reduzida & equacdo quadrética escalar:

B = H(I + ES(Qn)JT - gsq(Qn)qz;J)_l |:pn - 55(@[71) <AQn + quan)

1, 14 1
—es4(q —B+ -q, Aq ——H)]
8 ”>(2 27 (gl

Y

2

a qual pode ser escrita na forma
aB? +b6+c=0,

equacao esta que pode ser resolvida directamente. As expressoes para os coeficiente a, b, ¢ con-

stam dos programas em Matlab, que seguem no apéndice A.

6.3.2 Resultados numéricos com o método de Euler simpléctico adaptativo

A integracao numérica do problema de Hill com o método de Euler simpléctico adaptativo é lev-
ada a cabo para a mesma constante de Jacobi C' = 5.02476 e com as mesmas condig¢des iniciais

das integragoes numéricas anteriores, (q1,q2) = (0.45,0.05) e (41, ¢2) = (0,0).
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Nas integracoes numéricas que se seguem, considera-se ¢ = 1072 e a integraco sera feita para
t € [0;20]. Para cada integracao serd exibida a trajectéria do terceiro corpo, a evolucao da
funcao Hamiltoniana produzida pelo método, a evolucao do passo de integracao e, em particu-
lar, sera indicado o passo de integracao minimo e o passo de integracao maximo, assim como o
nimero de passos; serd também apresentado um grafico que ilustre a evolucdo da nova funcgao
Hamiltoniana K (p, q,¢).

Numa fase seguinte, procede-se de forma andloga, mas para uma escolha de ¢ = 1073, Fi-
nalmente, é feita a comparacao global com o resultados numéricos obtidos na sec¢ao anterior,
nomeadamente, com o método de Euler simpléctico e com o Stérmer-Verlet geral.

1

Assuma-se e = 1072 e r = 3

A figura 6.16 representa a trajectéria do terceiro corpo. A mera observacao desta figura sé

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

Figura 6.16: Trajectéria do terceiro corpo, no problema de Hill, com o método de Euler simpléctico adaptativo;
considerou-se ¢ = 1072 e r = 1. As condigdes iniciais sdo (g1, q2) = (0.45,0.05) e (d1,d2) = (0,0).

permite afirmar que os resultados obtidos sdo semelhantes aos produzidos pelo método Stormer-
Verlet geral.

A funcao Hamiltoniana, conforme observavel na figura 6.17, exibe, ao longo dos 8594 passos
de integracao, um comportamento oscilatorio; de facto, existe uma diferenga relativamente aos
resultados obtidos com o método Stérmer-Verlet geral, ja que com este ultimo, na grande maio-
ria do processo de integragao, a Hamiltoniana era praticamente constante, existindo uns <picos
esporadicos>. Agora, embora a Hamiltoniana tenha uma amplitude de variagdo na ordem das
2 unidades, o seu valor numérico nao é, em nenhum intervalo, estavel, mas é constantemente
oscilatério. O valor numérico da funcao Hamiltoniana modificada também é, de todo em todo,
oscilatério, embora a amplitude de variacao seja de 0.06.

Ao longo dos 8594 passos do processo de integragao, o passo de integragao foi, efectivamente,
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Figura 6.17: Evolugdo da Hamiltoniana e da Hamiltoniana modificada, respectivamente, no problema de Hill,
com o método de Euler simpléctico adaptativo; considerou-se ¢ = 1072 e r = % As condiges iniciais sao
(q1,42) = (0.45,0.05) e (41, ¢2) = (0,0).

adaptativo, ja que variou, embora exibindo um certo padrao de comportamento, tal como a figura

6.18 ilustra. O passo minimo foi de h = 1.6256 x 10~* e o passo maximo foi de h = 0.0045.
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Figura 6.18: Evolugdo do passo de integracdo, no problema de Hill, com o método de Euler simpléctico
adaptativo; considerou-se £ = 107% e r = 5. As condicdes iniciais sdo (q1,¢2) = (0.45,0.05) e (¢1,¢2) = (0,0).

Assuma-se agora € = 102er= %, 0 que para posigoes proximas da origem produz um passo de
integracao menor do que o caso anterior. O objectivo serd verificar se os resultados reproduzem
melhor o retrato da fase, a medida que r aumenta.

A trajectéria do terceiro corpo estd representada na figura 6.19, sendo visivel que os resultados



Comparacao entre métodos simplécticos: com passo de integracao fixo e adaptativo 145

numeéricos sao idénticos aos ja obtidos, quer com r = %, quer com os métodos simplécticos com
passo de integragao fixo.
No entanto, o comportamento da funcdo Hamiltoniana melhora relativamente a simulagao

numérica com r = %, ja que a sua amplitude de variagéo é de apenas 0.35, em contraste com as

0.5
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0.1f

-0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Figura 6.19: Trajectéria do terceiro corpo, no problema de Hill, com o método de Euler simpléctico adaptativo;

considerou-se ¢ = 107% e r = 2. As condigdes iniciais sdo (g1, q2) = (0.45,0.05) e (¢1,d2) = (0,0).

2 unidades do caso anterior. A sua evolugao continua oscilatéria ao longo de todo o processo de

integragao. A funcao Hamiltoniana modificada apresenta uma evolugao semelhante (ver figura
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Figura 6.20: Evolugdo da Hamiltoniana e da Hamiltoniana modificada, respectivamente, no problema de Hill,

com o método de Euler simpléctico adaptativo; considerou-se ¢ = 1072 e r =

(¢1,92) = (0.45,0.05) e (¢1,42) = (0,0).

3

1

As condigbes iniciais sao
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6.20). A sua amplitude de variagao é de apenas 0.004, quando comparada com o caso anterior,
exibindo agora uma amplitude de variacao de cerca de 7% da anterior.

O passo de integracao é fortemente adaptativo, ao longo dos 22242 passos, atingindo um minimo

x 10~

35K b
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Figura 6.21: Evolucdo do passo de integracio, no problema de Hill, com o método de Euler simpléctico
adaptativo; considerou-se ¢ = 1072 e r = % As condigdes iniciais sao (g1, ¢2) = (0.45,0.05) e (41, 4¢2) = (0,0).

de h = 2.0877 x 1075 e um méximo de 0.0031. Note-se que, quando comparado com o caso an-
terior, o passo de integragdo maximo e minimo diminuiram.

Admita-se que e = 1072 e r = 1.

O processo de integragao foi composto por 71191 passos. A observagao da figura 6.22 é conclusiva
quanto a manutencao da semelhanca das trajectérias numéricas produzidas; alids, tal inferéncia
abrange os resultados concernentes a trajectorias numéricas produzidas por todos os métodos
simplécticos aqui apresentados. A diferenca visivel a olho nu nao é ao nivel das trajectérias,
mas ao nivel da evolucao da funcao Hamiltoniana. Quando r = 1, a Hamiltoniana exibe um
comportamento oscilatorio ao longo do processo de integracao, mas a amplitude da sua variacao
baixou para as 2 casas decimais, na ordem dos 0.06. Quanto & Hamiltoniana modificada, a sua
amplitude de variacdo ascende aos 6 x 1074, ou seja, é 100 vezes menor (ver figura 6.23).

Ao longo dos 71191 passos que compoem o processo de integracao, o passo de integracao minimo
foi de h = 0.0021 e o passo de integracio maximo ascendeu aos 2.672 x 1076, A figura 6.24
indica claramente que o passo foi, realmente, adaptativo; no entanto, predominam os passos
de integragao mais baixos ao longo do processo de integragao, ou dito com um certo abuso na
linguagem, <o passo foi mais vezes mais baixo do que mais alto>.

Olhando de uma forma global para os resultados numéricos obtidos com o método de Euler
simpléctico adaptativo, para r = %, r = % er =1 (r = 0 corresponde ao método de Euler

simpléctico com passo de integracao fixo), pode dizer-se que:
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Figura 6.22: Trajectéria do terceiro corpo, no problema de Hill, com o método de Euler simpléctico adaptativo;
considerou-se ¢ = 1072 e r = 1. As condigdes iniciais sdo (q1,qz2) = (0.45,0.05) e (d1,d2) = (0,0).
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Figura 6.23: Evolugdo da Hamiltoniana e da Hamiltoniana modificada, respectivamente, no problema de Hill,

com o método de Euler simpléctico adaptativo; considerou-se ¢ = 1072 e r = 1.

(ql,(p) = (0.45,0.05) e ((]'1,(12) = (0,0)

1.

as trajectorias numéricas sao, grosso modo, muito similares;

As condicoes iniciais sao

2. a funcao Hamiltoniana é sempre oscilatéria mas, a medida que r aumenta, a sua amplitude

de variagdo diminui, reproduzindo melhor o retrato da fase;

3. o passo de integracao é, na realidade, varidvel ao longo de todo o processo de integragao

1
29
dois casos, predominaram os passos de integracao mais baixos;

mas, com excep¢ao de r =

onde o passo foi tantas vezes alto como baixo, nos outros



Comparacao entre métodos simplécticos: com passo de integracao fixo e adaptativo 148

x 10
2.5

15

£5(q.€)

h=

0.5

Tempo X 104

Figura 6.24: Evolucio do passo de integracio, no problema de Hill, com o método de Euler simpléctico
adaptativo; considerou-se £ = 1072 e 7 = 1. As condicdes iniciais sdo (g1, q2) = (0.45,0.05) e (d1,g2) = (0,0).

4. quando comparado com o método de Fuler simpléctico com passo de integragao constante
e igual a 1073, os resultados obtidos com o método adaptativo sdo sempre superiores em

termos da amplitude da variacao da funcdo Hamiltoniana; no caso do passo constante de

1074, tal sé acontece para r = % er=1;

5. quando comparado com o método Stormer-Verlet geral com passo de integragao constante

e igual 1073, os resultados deste em termos da evolucdo da funcdo Hamiltoniana, sio

superiores quando r = % e inferiores quando r = % er = 1; se 1074, os resultados do

método de ordem 2 sao-lhe sempre favoraveis.

Para terminar esta seccdo, testa-se o cendrio e = 1073 e r = %, de forma a verificar-se o efeito

de um aumento em &.

1
29
foi multiplicado, grosso modo, por 10: passou de 8594 passos para 85943 passos. O passo de

Conforme seria de esperar, o ntimero de passos, relativamente ao cenério e = 1072 e r =

integracao minimo e maximo foram como que divididos por 10: o passo minimo era 1, 6256 x 104
e passou para 1.6329 x 107°; o passo méaximo era 0.0045 e passou para 4.5382 x 10~

A trajectéria do terceiro corpo é semelhante & obtida na figura 6.16, quandoe = 1072 e r = %, ao
passo que a funcao Hamiltoniana evolui de forma andloga & volta do valor —2.5, isto é, exibindo
um comportamento oscilatério; no entanto, enquanto que com € = 1072 a variacdo é de, grosso
modo, 1 unidade em cada sentido, com ¢ = 1073 a variacdo é somente de 1 décima em cada
sentido.

Estes resultados seriam de esperar ja que, a medida que o passo de integracao diminui, a evolugao

da Hamiltoniana aproxima-se da evolugao da Hamiltoniana subjacente ao sistema de equagoes
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diferenciais. Todavia, paga-se o preco desse decréscimo no passo de integracao, em termos de
esforco computacional e de tempo. Serd desejavel chegar, entdao, a um compromisso razodvel
entre o tamanho do passo de integracao e dos recursos a alocar a resolucao de determinado
problema. Neste caso particular da integracao numérica do problema de Hill quando C > %, e

em face dos resultados obtidos, serd razoavel fixar € em € = 1072 e adaptar o passo via .

6.3.3 O método Stormer-Verlet adaptativo para Hamiltonianas nao separaveis

O método Stormer-Verlet que integra sistemas hamiltonianos com Hamiltonianas nao separaveis
tem, de forma andloga ao método de Euler simpléctico, uma versao adaptativa, isto é, uma versao
com passo de integragao varidvel.

Aplique-se o integrador Stérmer-Verlet, com passo de integragao dependente de ¢, ao sistema

hamiltoniano

Z—p = —s(q,e)Hy(p, q) — s4(q,¢)(H(p,q) — Ho)
. (6.32)

dq
i s(q,€)Hy(p, q)-

O método Stormer-Verlet para este sistema é dado por

3 €
Prtl = Pn = 58(an, €) He(Poy 1y tn) = 55¢(an, €)(H (P 15 dn) — Ho)
£ g
Gn+1 = Gn + 55((]71’ 5)Hp(pn+%7 qn) + §S(Qn+1> E)Hp(anr%v%H-l) (6.33)

Inserindo as expressoes para H, e H, no sistema 6.33, obtem-se

€ q
Puyy = Pn = 55(an) <J Py + At ||q:|3>

e 1 2 T 1 T 1
_ *Sq(Qn) <2Hpn+é” —q, Jpn-i-% + ianQn - m — HO

2
c e
Gn+1 = o+ 55(0n) (Pn+% + Jq”) * 35(n+1) (p’”% " an+1) o
9 n1
J— pn-l—% - §S(Qn+1) (‘]Tp”"‘é + Adnr + HQTZ\?’)
n

€ 1 2 T L 7 1
€ 1 _ J - A ——— —Hy ).
250000 (50 P = sy + A = T~ Ho
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A primeira equagao ¢ similar a primeira equagao de 6.31, e pode ser resolvida para p, 1 de
2

maneira analoga. Resulta

c c -1 € an
Pais = (1+ 58(a) " = Ssqan)ar ) {pn — 55(an) (Aq” - an||3)

€ 1 o 1 7 1
- - —qTAgy — —— — Hy )| .

Esta ¢ uma equagao quadratica em p,, 1, e pode ser resolvida, tal como anteriormente, por se
2

considerar a norma
2 T
1Py 2112 =2y y 1P L

e calcular a quantidade escalar 3 = ||p, 1 |2 a partir da relagao
2

— E T E T -1 o E Adn
6= H (1+ 55" = Ssqlan)ar ) [pn ~s(an) (Aqn + an|3>

€

11, 1
—55q(dn ﬁ+anqn——H>]
2“>(2 2 T~ Ho

Neste momento, p, , 1 pode ser determinado de forma explicita em 6.34 e, tal como no caso do
2

2

método de Fuler simpléctico com passo de integracao varidvel, os coeficientes para a equagao
quadratica associada constam dos programas em Matlab, que seguem no apéndice A.
A segunda equagao de 6.34 é implicita em ¢,11. A estratégia para contornar este obstaculo é

rearranjar a equacao, obtendo-se

€ -1 € €
Gnt1 = (I - §S(Qn+1)J> (qn + 5 (8(gn) + 8(an+1)) Py + §S(qn)an> : (6.35)
Seja $(gn+1,€) = 7y e considere-se a equagao escalar nao linear
€ -1 € €
v=s((1=577) (a0 +5 (@) + ) Prss +55(a)700) | (6.36)
a qual pode ser resolvida para . Em particular, se s(¢,¢) = (¢7q)" = |/q||3", para algum
0 <r < 1. Entao,
€ -1 € € o
Y= (1=577) " (a0 + 5 (@) + ) Py + 55(a0)Tan ) 15 (6.37)

a qual pode ser resolvida pelo método de Newton, resolvendo-se a equacao nao linear

f)=v—1 (I - gw) B (qn + 2 (5(an) + 7)) Pyt + gs

2 (qn)an> 15" =0, (6.38)
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atendendo a que f, estd disponivel. A expressao desta derivada pode ser encontrada nos pro-
gramas em Matlab, que seguem no apéndice A.
O algoritmo 6.34 fornece aproximacoes em t,, onde

£(5(an) + 5(gn+1))

tn+l - tn + 9 .

6.3.4 Resultados numéricos com o método Stormer-Verlet adaptativo

Nesta subseccao, o método Stérmer-Verlet adaptativo ird ser implementado para as mesmas
condigOes iniciais e com os mesmos valores para os parametros r e £ da implementacao feita
com o método de Euler simpléctico adaptativo, de forma a ser legitimo comparar os resultados
numéricos produzidos por ambos os métodos.

Considere-se ¢ = 1072 e, um por vez, r = %, r = % e r = 1, para uma integracao em t € [0;20].
A constante de Jacobi associada a estas condigoOes iniciais é C' = 5.02476.

Na figura 6.25 constam as trajectérias produzidas pelo método, para r = %, r = % er =1,

respectivamente, da esquerda para a direita. As trajectérias produzidas pelo método sao, apos

Figura 6.25: Trajectéria do terceiro corpo, no problema de Hill, com o método Stérmer-Verlet adaptativo, para
r = %, r = % e r = 1, respectivamente. As condigbes iniciais sao (q1,¢2) = (0.45,0.05) e (¢1,¢2) = (0,0), com

e=10"2

inspecgao visual, similares. No primeiro caso, o método integrou durante 8594 passos, no se-
gundo caso, durante 22244 passos e, no ultimo, durante 71212 passos. Como a observagao
da figura 6.25 é inconclusiva quanto & comparagao dos resultados obtidos, torna-se necesséario
avancar para a analise da evolugao da funcao Hamiltoniana ao longo do processo de integragao.
Observe-se a figura 6.27. Nos 3 casos, a Hamiltoniana volta repetidamente ao valor assumido
no instante inicial, Hy, exibindo um comportamento de acordo com o indicado pela literatura,
no sentido que oscila em torno do valor inicial, sendo irrelevante que oscile sempre no mesmo
sentido. Pode dizer-se, entao, que os trés casos produzem resultados numeéricos satisfatérios na

integragao do sistema hamiltoniano.
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Figura 6.26: Evolucio da Hamiltoniana, no problema de Hill, com o método Stérmer-Verlet adaptativo, para
r =1 r=23er =1, respectivamente. As condigdes iniciais sdo (g1,¢2) = (0.45,0.05) e (41,d2) = (0,0), com

e=10"2

x10"

K=S(@AH(P.a)-Hy)
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Tempo

Figura 6.27: Evolugio da Hamiltoniana modificada, no problema de Hill, com o método Stérmer-Verlet adapta-
tivo, para r :2 %, r= % er = 1, respectivamente. As condigoes iniciais sdo (q1,¢2) = (0.45,0.05) e (¢1,42) = (0,0),
com e = 10"".

No entanto, o caso de r = %, produz uma variagdo da Hamiltoniana na segunda casa decimal,

a0 passo que nos outros dois casos isso acontece somente na terceira casa decimal. A variacao
3
1
Em todos os trés casos, a Hamiltoniana modificada nao demonstra tendéncia de subida ou de-

na Hamiltoniana nos casos 7 = ¢ e r = 1 é muito semelhante.

scida, mas varia em torno do seu valor numérico inicial, na ordem da quarta, sexta e sétima casa
decimal, respectivamente (ver figura 6.27).

Naturalmente que os resultados obtidos dependem do passo de integracao assumido pelo inte-

grador, em cada instante da integracdo. Atente-se na figura 6.28. A observacao da figura sugere
1
2
mais altos e os valores mais baixos, nao existindo predominio da producao de passos de inte-

que, com r = 3, o passo de integragao oscilou, no sentido que assumia, igualmente, os valores

gragao muito baixos ou muito altos (no contexto da banda de valores assumidos pelo passo de

integragao). Com r = % e r = 1, o passo de integracao assumiu, em grande parte do processo,

os valores mais baixos da banda de valores produzidos.
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h=e/2(5(a,)+5(0,,,))
h=e/2(s(0,)+5(,, )
h=e2(s(q,)+s(d,, )

4 . . . . . . . .
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Figura 6.28: Evolugao do passo de integragdo, no problema de Hill, com o método Stérmer-Verlet adaptativo,
parar = 1, r =3 er = 1, respectivamente. As condi¢es iniciais sdo (q1,¢2) = (0.45,0.05) e (d1,d2) = (0,0),

com e = 1072

Com r = %, o passo minimo foi de 1.6258 x 10™* e o méximo de 0.0045. Com r = %, o)
passo minimo foi de 2.6855 x 107° e o maximo de 0.0031. Com 7 = 1, o passo minimo foi de
2.6651 x 107% e 0 maximo de 0.0021. Comparando o método de Euler simpléctico com o método

Stormer-Verlet, ambos na sua versao adaptativa, pode dizer-se que:

1. para todos os cendrios, isto é, para as integragoes numéricas com os diferentes valores de
r, o numero de passos do processo de integracao, o passo de integragao minimo e o passo

de integracao maximo ou coincidem ou sao quase coincidentes;

2. a evolugado genérica da fungao Hamiltoniana apresenta resultados satisfatérios, oscilando

a volta do seu valor inicial;

3. embora a variacao da Hamiltoniana seja aceitavel para todas as integragdes numéricas
efectuadas em ambos os métodos, a variacao desta funcao no método de ordem 2 é sempre
menor, em cada caso: 0.045 unidades contra 2 unidades, quando r = %; 0.0014 unidades

contra 0.35 unidades, quando r = %; 0.0016 unidades contra 0.06 unidades quando r = 1;

4. devido aos resultados obtidos com a evolucdao da Hamiltoniana, o método Stormer-Verlet

adaptativo é preferivel ao método de Euler simpléctico;

5. o tempo de correr ambos os métodos no computador é, praticamente, idéntico.
6.4 Integracao numérica no caso da possibilidade de escape
4
Nesta secgao, o problema de Hill serd integrado numericamente, para o caso em que C' < 33, isto

é, quando se abre a possibilidade de escape. Note-se que é, apenas, uma possibilidade, ja que

mesmo quando a curva de Hill estd aberta, nao ha a garantia que o terceiro corpo necessariamente
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escape [15].

O problema de Hill sera integrado para trés condigGes iniciais diferentes:

1. (q1,92) = (0.35,0.4) e (¢1,42) = (0,0), originando uma constante de Jacobi igual a C' =
4.1304;

2. (¢1,92) = (0.36,0.4) e (¢1,42) = (0,0), originando uma constante de Jacobi igual a C' =
4.1053;

3. (¢1,92) = (0.5,0.5) e (41,¢2) = (0,0), originando uma constante de Jacobi igual a C =
3.5784,

pelo método Stormer-Verlet geral com passo de integracao fixo, pelo método de Euler simpléctico

e pelo método Stormer-Verlet, ambos com passo de integragao adaptativo.

Considere-se (q1,q2) = (0.35,0.4) e (41, ¢2) = (0,0), para t € [0, 30].
A figura 6.29 mostra que as trajectérias numérica produzidas pelos trés métodos sdo, em termos

visuais, idénticas. Note-se que, neste caso, no fim do processo de integracao, ao fim de 300000

- C=4.1304 4 osf - C=4.1304 4 05k - C=4.1304

Figura 6.29: Trajectérias do terceiro corpo, no problema de Hill, com o método Stérmer-Verlet geral com
passo de integracio h = 107*, com o método de Euler simpléctico e com o Stérmer-Verlet, estes dois tltimos
adaptativos, considerando-se € = 1072 e r = 1. As condigdes iniciais sao (q1,g2) = (0.35,0.4) e (41, ¢2) = (0,0) e
integrou-se para t € [0, 30].

passos, no método com passo de integracao fixo, 67023 passos no método de Euler simpléctico
adaptativo, e 67036 passos no método Stormer-Verlet adaptativo, o corpo ainda nao tinha es-
capado. Todavia, tal ndo significa que o corpo néo ird, eventualmente, escapar. A decisdo de
correr os métodos para t € [0, 30] prende-se com o saber se, no longo prazo, a érbita escapa, mas
os resultados sao inconclusivos neste sentido (ainda nao ocorreu em ¢ = 30, mas pode acontecer
posteriormente)

A anélise da evolucdo da funcao Hamiltoniana torna possivel avancar na comparacao dos resul-

tados numéricos. No método Stormer-Verlet geral, a Hamiltoniana evolui de uma forma estével,
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Figura 6.30: Evolugdo da Hamiltoniana, no problema de Hill, com o método Stérmer-Verlet geral com passo de
integracdo h = 10~%, com o método de Euler simpléctico e com o Stérmer-Verlet, estes dois dltimos adaptativos,
considerando-se € = 1072 e r = 1. As condigdes iniciais sdo (q1,g2) = (0.35,0.4) e (41, d2) = (0,0) e integrou-se
para t € [0, 30].

com variagoes maximas na ordem das unidades, ao longo dos 300000 passos de integragao, isto €,
no longo prazo. No entanto, o método de Euler simpléctico adaptativo, nas condigoes enunciadas,
exibe uma evolucao mais interessante, ou seja, um comportamento oscilatério e, de certa forma,
ciclico, mas com variacoes maximas na ordem da primeira casa decimal. O passo de integracao
minimo foi de 1.575 x 10~7 e o méximo ascendeu a 0.0046. J4 com o método Stérmer-Verlet
adaptativo, a evolucdao da funcao Hamiltoniana é sempre no mesmo sentido, facto que, por si
sé, é irrelevante; o pertinente é a magnitude do desvio da Hamiltoniana numérica relativamente
ao seu valor em ¢ = 0. Neste particular, o método de ordem 2 exibe um comportamento ligeira-
mente mais favoravel (variagdo maxima da Hamiltoniana de 0.05, contra 0.11 no método de
ordem 1). O método de ordem superior integrou com um passo minimo de 1.6024 x 10~7 ¢ com
um passo maximo de 0.0046. A figura 6.31 mostra que a evolugao do passo de integracao, ao

longo do processo, foi semelhante em ambos os métodos.

Considere-se (q1,¢2) = (0.36,0.4) e (41, ¢2) = (0,0), para t € [0, 10].

Quando se integra pelo método de Euler simpléctico adaptativo nas condigoes supracitadas, isto
é,e =10"2 e r = 1, a funcao Hamiltoniana, no final do processo, exibe uma variacao significa-
tiva, na ordem das 80 unidades, indicando a produgao de resultados inaceitaveis. A explicagao
deste comportamento da Hamiltoniana reside na evolucao do passo de integracao; os resultados
revelam um passo maximo de 2.1833. Uma justificacao plausivel prende-se com a forma como
se define h: o passo de integracao é funcao da distancia do corpo a origem; logo, as condigoes
utilizadas, e = 1072 e r = 1, produzem normas de tal modo significativas que inviabilizam a
producao de resultados numéricos aceitaveis.

O contornar esta situagao passa pelo controlo do passo de integracao via redugdo de r e au-
mento de €, de uma forma equilibrada, ou seja, faz-se um compromisso entre a variacao efectuar

em r e ¢, de forma a obter resultados aceitaveis com recursos computacionais e de tempo nao
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Figura 6.31: Evolugdo do passo de integragdo, no problema de Hill, com o método de Euler simpléctico e com
o Stérmer-Verlet, ambos adaptativos, considerando-se ¢ = 1072 e r = 1. As condicdes iniciais sao (¢1,92) =
(0.35,0.4) e (¢1,42) = (0,0) e integrou-se para t € [0, 30].

muito onerosos. Apds varias tentativas de encontrar a melhor combinagao de ¢ e r, tanto para
o método de Euler simpléctico como para o método Stérmer-Verlet, optou-se pela combinagao
e =10"3 er = 1. As trajectérias produzidas pelos 3 métodos estdo representadas na figura 6.32.
A diferenca marcante relativamente ao caso anterior, é o escape do corpo; os métodos exibem
trajectérias visualmente semelhantes.

A observagao da evolucao da fungdo Hamiltoniana (ver figura 6.33) permite concluir que, em

termos genéricos, a fungao evolui conforme esperado, ou seja, oscilatéria a volta de o seu valor

-~ C=41053 4 1+ ~ €=4.1053

9
9
o

Figura 6.32: Trajectérias do terceiro corpo, no problema de Hill, com o método Stérmer-Verlet geral com
passo de integracio h = 107%, com o método de Euler simpléctico e com o Stérmer-Verlet, estes dois tltimos
adaptativos, considerando-se € = 1072 ¢ r = 1. As condiges iniciais sdo (g1, q2) = (0.36,0.4) e (41,d2) = (0,0) e
integrou-se para t € [0, 10].

inicial, nao exibindo nenhuma tendéncia de subida ou de descida. Com a integracdo com passo

fixo, a Hamiltoniana é, na esmagadora maioria do processo, estavel até a segunda casa decimal,
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s6 exibindo uma oscilacao maior, na ordem dos 0.0425. Ja os métodos com passo de integragao
variavel, demonstram, no final do processo, uma variagado mais acentuada desta fungao; tal reg-
isto estard associado a um incremento do passo de integracao, a medida que o corpo se afasta
cada vez mais da origem. No entanto, até ¢ = 10, que corresponde a 13818 passos no método de
Euler, e a 13820 passos no método Stormer-Verlet, os resultados obtidos quanto & Hamiltoniana

sao satisfatérios. Na realidade, a variacdo méaxima exibida é, no método de ordem 1, de 0.225
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Figura 6.33: Evolugdo da Hamiltoniana, no problema de Hill, com o método Stérmer-Verlet geral com passo de
integracio h = 10, com o método de Euler simpléctico e com o Stérmer-Verlet, estes dois tltimos adaptativos,
considerando-se ¢ = 1073 e r = % As condigoes iniciais sao (q1,¢2) = (0.35,0.4) e (41, ¢2) = (0,0) e integrou-se
para t € [0, 30].

unidades e, no método de ordem 2, de 0.003 unidades, ambas no final do processo de integragao.

A figura 6.34 ilustra a evolugao do passo de integragdo dos métodos adaptativos. O método de
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Figura 6.34: Evolucido do passo de integracio, no problema de Hill, com o método de Euler simpléctico
e com o Stoérmer-Verlet, ambos adaptativos, considerando-se ¢ = 1072 e r = % As condigGes iniciais sao

(q1,¢2) = (0.35,0.4) e (¢1,42) = (0,0) e integrou-se para t € [0, 30].

Euler integrou com um passo minimo de 1.3153 x 107° e com um passo maximo de 0.0264. O
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método Stormer-Verlet produziu, como passo minimo, o valor de 1.3147 x 10™° e como passo
maximo o valor de 0.026. Pode dizer-se que o passo de integracao nao variou de forma uniforme
ao longo do processo, mas assumiu valores relativamente baixos até cerca de 90% da simulacao
e, a partir dai, o passo comecou a crescer. Tal facto podera ser a justificagdo dos resultados da

funcao Hamiltoniana na parte final da integracdo numeérica.

As condigoes iniciais seguintes sao diversas das duas anteriores, no sentido que o escape do
corpo dé-se quase imediatamente. Considere-se (q1,q2) = (0.5,0.5) e (41,¢2) = (0,0), para
t € [0,10].

Quando se implementa o método de Euler simpléctico com ¢ = 1072 e r = 1, as condicdes
mais favoraveis no caso de C' > %, o método produz um passo de integracao méaximo de 98.52,
implicando a rejeicao dos resultados obtidos. Novamente, o controlo do passo de integracao
passa por um compromisso entre os valores de r e de ¢, adoptando-se, novamente, € = 1073 e
r= % As trajectorias produzidas pelos 3 métodos estao na figura 6.35 e, conforme se observa,

elas s&o muito similares. O método de passo fixo correu para 100000 passos, e os métodos de

4 4

-~ C=35784 - C=35784

9
o

Figura 6.35: Trajectérias do terceiro corpo, no problema de Hill, com o método Stérmer-Verlet geral com
passo de integracdo h = 107*, com o método de Euler simpléctico e com o Stérmer-Verlet, estes dois tltimos
adaptativos, considerando-se ¢ = 1072 e r = % As condigoes iniciais sao (q1,¢2) = (0.5,0.5) e (¢1,¢2) = (0,0) e
integrou-se para t € [0, 10].

Euler simpléctico e Stormer-Verlet para 5640 e 5644 passos, respectivamente. A evolucao da
Hamiltoniana esta patente na figura 6.36. Todos os métodos exibem uma evolugao desta fungao
dentro do que seria de esperar, em virtude de serem métodos simplécticos a integrar sistemas
hamiltonianos. O integrador de passo fixo apresenta uma Hamiltoniana muito estavel a volta
de Hp, com uma variagdo maxima, num caso pontual, de 0.7 unidades. No método de Euler
simpléctico adaptativo, a Hamiltoniana oscila em torno de Hy, com uma variagao maxima de 0.4
unidades em cada sentido. O método de ordem 2 com passo varidvel revela uma Hamiltoniana
estavel, com uma variacdo maxima de 0.0028 unidades; enfatize-se, novamente, que a variagao
sempre no mesmo sentido é irrelevante, sendo o importante o voltar repetidamente & vizinhanca
de H().
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Para aferir a evolugdo do passo de integracao, observe-se a figura 6.37. Ambos os métodos

exibem a mesma tendéncia no que concerne a este item; na maioria do processo, o passo de inte-
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Figura 6.36: Evolugdo da Hamiltoniana, no problema de Hill, com o método Stérmer-Verlet geral com passo de
integracdo h = 10~%, com o método de Euler simpléctico e com o Stérmer-Verlet, estes dois tltimos adaptativos,
considerando-se ¢ = 1072 e rr = % As condigoes iniciais sao (¢q1,¢2) = (0.5,0.5) e (¢1,¢2) = (0,0) e integrou-se
para t € [0,10].

gracao é relativamente baixo e estdvel numa banda apertada mas, no final do processo, o passo

sobe de forma significativa. No integrador de ordem 1, o passo minimo foi de 6.5275 x 1075 e o
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Figura 6.37: Evolugdo do passo de integracio, no problema de Hill, com o método de Euler simpléctico

e com o Stoérmer-Verlet, ambos adaptativos, considerando-se ¢ = 1072 e r = % As condigGes iniciais sao

(¢1,92) = (0.5,0.5) e (41, ¢2) = (0,0) e integrou-se para t € [0, 10].

méaximo de 0.0308. No integrador de ordem 2, o passo minimo foi de 6.5173 x 1075 e 0 méaximo

ascendeu a 0.0306.

Em sintese, no caso da possibilidade de escape, pode dizer-se que:

1. nao é obrigatério que o corpo se escape; embora haja essa possibilidade, em virtude da
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abertura das curvas de Hill, ndo hé a garantia de que o corpo se movimente, cada vez para

mais longe;

2. na integracao de drbitas em que o corpo nao escapa, os 3 métodos usados apresentam
resultados satisfatérios no que concerne a evolugao da funcdo Hamiltoniana; no entanto,
o método Stormer-Verlet adaptativo é o que apresenta menor variacao em termos desta

quantidade;

3. na integragao de érbitas em que o corpo escapa, é necessario ajustar os parametros que
influenciam a definicdo do passo de integracao, de forma a evitar a producao de passos

demasiado altos e que, consequentemente, poem em causa os resultados numéricos obtidos;

4. no caso da integracdo de orbitas em que o corpo escapa, o método de ordem 2 adaptativo
é o que exibe melhores resultados em termos da evolucao da Hamiltoniana, embora todos

os trés métodos implementados apresentem resultados numéricos satisfatorios.



Capitulo 7

Conclusoes

Os sistemas hamiltonianos sdo o modelo mais adequado para modelar uma grande variedade de
sistemas fisicos. Quando a solucao geral de determinado sistema de equagoes diferenciais nao
existe ou nao é conhecida, torna-se necessario recorrer a métodos numeéricos para integrar esse
sistema. Naturalmente, é preferivel que o método numérico utilizado reproduza o retrato da
fase, preservando a estrutura subjacente ao sistema a integrar, o que passa por preservar um
leque de caracteristicas qualitativas interessantes do sistema original. Algumas dessas carac-
teristicas qualitativas fundamentais sdo a simplecticidade do fluxo hamiltoniano, a simetria, leis
de conservagao, comportamentos assimptéticos e preservacao dos pontos de equilibrio.

Muitos métodos classicos, tais como os método de Euler explicito e implicito, ndo sao inte-
gradores geométricos. A literatura mostra que os integradores cldssicos aplicados a sistemas
hamiltonianos s6 produzem resultados numéricos aceitaveis em integragoes de curto prazo. Em
integracoes de longo prazo, estes métodos produzem, nos exemplos apresentados, distorcoes nas
trajectorias e na fungdo Hamiltoniana. O método Runge-Kutta de ordem 4, embora demon-
stre resultados numéricos francamente melhores do que os dois métodos anteriores, apresenta,
quando o passo de integracao nao é suficientemente pequeno, alguma dissipacao artificial. De
facto, a literatura mostra que este método nao se inclui na classe dos integradores geométricos.
Embora seja um integrador usado frequentemente em vérias dreas do conhecimento, o seu uso
na integracao de sistemas hamiltonianos deve ser visto com cautela, ja que, em geral, produz
resultados numéricos com dissipacao artificial.

O método de Euler simpléctico, a regra do ponto médio implicita e o método Stormer-Verlet,
sendo o primeiro de ordem 1 e os ultimos de ordem 2, sao integradores simplécticos. Sao, por
isso, métodos adequados para integrar sistemas com natureza hamiltoniana, facto evidente nos
resultados numéricos obtidos na integracao do problema de Hill. Todos os métodos produzem
uma Hamiltoniana com uma evolucao compativel com a literatura: embora nao exactamente

conservada, revela um comportamento oscilatério em torno do seu valor no instante inicial, nao
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demonstrando qualquer tendéncia. Tal significa que, em qualquer instante do processo de inte-
gracao, a funcao Hamiltoniana numérica assume um valor proximo da funcao Hamiltoniana do
sistema de equacoes diferenciais.

No caso particular da integragao do problema de Hill, para C' > 3%, isto é, quando o movimento
estd circunscrito a regiao oval dentro da curva de Hill, todos os métodos simplécticos selec-
cionados produzem trajectérias dentro dessa drea (o método Runge-Kutta de ordem 4 também,
embora revele dissipacao artificial), ao passo que os métodos de Euler explicito e implicito pro-
duzem trajectérias que sé no muito curto prazo permanecem nessa regiao. A diferenca entre
os resultados produzidos pelos métodos simplécticos reside na precisao obtida no calculo da
Hamiltoniana. O método de Euler simpléctico exibe uma precisao menor, o que é congruente
com o facto de ser um método de ordem 1, ao passo que os outros dois sao de ordem 2. Entéao,
se for exigivel uma precisao superior, a regra do ponto média implicita e o método Stormer-
Verlet produzem resultados melhores. No entanto, quando a opcao é pela regra do ponto médio
implicita, deve ponderar-se o facto de este ser um método implicito, exigindo maiores recursos
computacionais e de tempo, ao passo que o método de Euler simpléctico é um método explicito.
Quanto & opgao entre este método implicito e o método Stormer-Verlet, no caso da integracao
do problema de Hill, os resultados sugerem a opcao pelo segundo método, j& que este método é
da mesma ordem e é explicito.

Neste caso em que o movimento estd circunscrito a uma regiao do movimento fechada, e porque
as trajectérias numéricas estao préximas da origem, os resultados podem ser melhorados pelo
recurso a métodos numéricos com passo de integracao variavel. O método Stormer-Verlet, na
sua versao adaptativa, com r = % e r =1 é o integrador que produz os resultados numéricos
melhores, em termos da evolucao da funcao Hamiltoniana. Tal ndo acontece para r = %, ja que,
neste cendrio, o passo de integracdo minimo produzido é superior a 1074 e, entdo, o método na
sua versdao com passo de integracdo fixo e igual a 107% produz resultados superiores.

No caso da integracdao do problema de Hill quando hé possibilidade de escape (C < 3%, nao é
certo que os métodos adaptativos produzam resultados melhores do que a sua versao com passo
de integracao fixo. Quando o corpo, embora tenha essa possibilidade, ndo escapa, o método
Stormer-Verlet adaptativo é o integrador que produz melhores resultados. No entanto, quando
0 corpo escapa, e porque cada vez mais se afasta da origem, foi necessario ajustar o passo de
integracdo varidvel via ajuste no parametro ¢, de ¢ = 1072 para ¢ = 1073; note-se que como
s(q) = (¢¥q)", & medida que o corpo se afasta, o passo de integracdo resultante é, cada vez,
maior. Para os dois conjuntos de condigoes iniciais assumidos, o método de ordem 2 com passo

de integracao varidvel, foi o método que produziu melhores resultados.
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Perspectivas de trabalho futuro

Para o problema que surgiu na integragao do problema de Hill, no caso efectivo de escape, que se
originou na producao, a partir de certa altura, de passos de integracao cada vez maiores, numa
primeira tentativa de o contornar, variou-se o parametro r. No entanto, em termos praticos, tal
opcao teve de ser abandonada, j4 que o tempo de integracao era muito elevado. Numa segunda
tentativa, fez-se variar o parametro e, com os resultados numéricos que figuram no capitulo
anterior.

Levanta-se a questao de modificar a expressao de s(q): podera ser s(p), s(q,p) ou, na mesma,

s(g), mas com uma expressao diferente.



Apeéndice A
Programas

Os programas foram compilados em Matlab 7, usando um computador HP Compaq nx6110,

com um processador Intel Pentium com 1.73 GHz e com RAM de 1 GB.

A.1 Método de Euler explicito

function [P,Q,H,E] = hill_euler(p,q,h,tmax)

% 0 programa implementa o método de Euler explicito de ordem 1
% p,q = condigdes iniciais
% h = passo de integragéo
% tmax = tempo limite
% matrizes constantes
= [0 1;-1 0];
A= [-20;0 1];

% Fungdes Hamiltonianas

Hp = p + Jxq;

Hq = J’*p + A*q + q/norm(q)~3;

f = [Hp;-Hql;

% algoritmo do método

tspan=0:h:tmax; % nimero de passos
NT = length(tspan);

neq = length(p);

P = zeros(neq,NT);

Q = zeros(neq,NT);

Y = zeros(2+*neq,NT) ;

H = zeros(NT,1);

P(:,1)=p;

Q(:,1)=q;

Y(C:,1)=[QC:,1);P(:,1D];

H(1) = 1/2*%norm(p)~2 - q’*J*xq - q(1)"2 + 1/2%q(2)"2 - 1/norm(q);
for i = 1:NT-1

i
Y(:,i+1) = Y(:,i) + hxf;
QC:,i+1) = Y(1:neq,i+1);
P( = Y(neq+1:2*neq,i+1);

% Célculo das fungdes Hamiltonianas

q = QC:,i+1);
p = P(:,i+1);
Hp = p + J*q;

Hq = J’*p + Axq + g/norm(q)"3;
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f=[Hp;-Hql;

H(i+1) = 1/2#norm(p)~2 - q’*J*q - q(1)°2 + 1/2%q(2)"2 - 1/norm(q);
end
for k=1:length(H)-1

E(k) = H(k+1)-H(k);
end

% faz um plot das curvas com C constante e velocidade zero, para obter um plot
% de uma curva de Hill
[x,y] = meshgrid(-10:.05:10, -10:.05:10);

% C=2%U, U=potencial, V=0; V~2=2*U-C
C=3%*x.72+2./sqrt(x. 2+y."2);

Cq = 3%q(1)"2+2/sqrt(q(1)~2+q(2)°2);
V=[Cq Cql;

% figuras
contour(x,y,C,V,’k’);
hold on
plot(Q(1,:),Q(2,:))

A.2 Método de Euler implicito

function [P,Q,E] = hill_euler_implicito(p,q,h,tmax)

% 0 programa implementa o método de Euler implicito de ordem 1
% p,>q = condigdes iniciais

% h = passo de integragdo

% tmax = tempo limite

% matrizes constantes
J=1[01;-10];

% algoritmo do método de Euler implicito
tspan=0:h:tmax; % nimero de passos
NT = length(tspan);
neq = length(p);
= zeros(neq,NT);
zeros (neq,NT) ;
zeros(NT,1);
P(:,1)=p;
QC:,1)=q;
Y = zeros(2+neq,NT) ;
Y(:,1) = [ QC:,1); P(:,1)];
yold = Y(:,1);
H(1) = 1/2*norm(p)~2 - q’*J*xq - q(1)"2 + 1/2%q(2)"2 - 1/norm(q);
for i = 1:NT-1
Y(:,i+1) = hill_newton(Y(:,i),h);
QC:,i+1) Y(1:neq,i+1);
P(:,i+1) Y(neq+1:2*neq,i+1);

j==pm]
[

% Calculo da Hamiltoniana
H(i+1) = 1/2*%norm(P(:,i+1))"2 - Q(:,i+1)’*J*P(:,i+1) - Q(1,i+1)"2 +...
1/2xQ(2,i+1)"2 - 1/norm(Q(:,i+1));
end
for k=1:length(H)-1
E(k) = H(k+1)-H(k);
end

% faz um plot das curvas com C constante e velocidade zero, para obter um plot
% de uma curva de Hill
[x,y] = meshgrid(-10:.05:10, -10:.05:10);

% C=2*U, U=potencial, V=0; V~2=2%U-C
C=3%x.72+2./sqrt(x. 2+y."2);

Cq = 3%0.45°2+2/sqrt(0.4572+0.0572);
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V=[Cq Cql;

% figuras

contour (x,y,C,V,’k’);
hold on
plot(Q(1,:),Q(2,:))

function x = hill_newton(x0,h)
% Método de Newton para sistemas de equagdes n8o lineares para o problema de Hill,
% no método de Euler implicito

xeps 5*eps;

feps = b*eps; % tolerancia é b*eps
maxit = 20;

q=x0(1:2); p=x0(3:4);

x =x0; k= 0; % palpite inicial e nuimero corrente de iteragdes
while k <= maxit
k=5k+ 1;
q = x(1:2);
p = x(3:4);
f1=1[ (1) x0(1)-h*x(p(1)+q(2)); q(2)-x0(2)-h*(p(2)-q(1)) 1;
f2 = [ p(1) x0(3) h*(p(2)+2*q(1) q(1)/(q(1)"2+q(2)"2)"(3/2));
. p(2)-x0(4)-h*(-p(1)-q(2)-q(2)/(q(1)"2+q(2)"2)"(3/2)) 1;
Gt=1[ 1, -h, -h, 0 1;
G2=[ h, 1, 0, -h1;
G3 = [ hx(- 2+1/(q(1) 2+q(2) 2)7(3/2)-3%q(1)"2/(q(1)"2+q(2)"2)"(5/2)),
-3xh*q(1)/(q(1)"2+q(2)"2)"(5/2)*q(2), 1, -h ];
G4 = [ -3%h*q(1)/(q(1)"2+q(2)"2)"(5/2)*q(2),
. h*(1+1/(q(1)“2+q(2)‘2)“(3/2)-3*q(2)“2/(q(1)“2+q(2)“2)“(5/2)), h, 1 1;
f=1[f1; f2 ]; % vector f
G =[ G1;G2;G3;G4 ]; % Jacobiana G
dx = G\f; % resolve a equagdo linear
X = x - dx;
if ( norm(f) < feps ) | ( norm(dx) < xeps ), return; end
end

warning(sprintf (’Solugdo ndo encontrada dentro da tolerdncia apés %d iteragdes\n’,k));

A.3 Regra do ponto médio implicita

function [P,Q,E] = hill_pontomedio(p,q,h,tmax) ;

% 0 programa implementa a regra do ponto médio implicita de ordem 2
% p,q = condigdes iniciais

% h = passo de integragéo

% tmax = tempo limite

tspan=0:h:tmax; % nimero de passos

NT = length(tspan);

neq = length(p);

P = zeros(neq,NT);

Q = zeros(neq,NT);

H = zeros(NT,1);

P(:,1)=p; Q(:,1)=q;

Y = zeros(2*neq,NT);

Y(:,1) = [ Q( ,1); PCG:L,DI;

yold = Y(:

H(1) 1/2*norm(P(:,1))“2 - QC:,1)xJ*¥P(:,1) - Q(L1,1)"2 +...
1/2%Q(2,1)°2 - 1/norm(Q(:,1));

for i = 1:NT-1

Y(:,i+1) = newton_pontomedio(Y(:,i),h);
QC:,i+1) = Y(1l:neq,i+1);
P(:,i+1) = Y(neq+l:2*neq,i+1);

% Célculo da Hamiltoniana
H(i+1) = 1/2*%norm(P(:,i+1))"2 - Q(:,i+1)’*J*P(:,i+1) - Q(1,i+1)"2 +...
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end

1/2xQ(2,i+1)"2 - 1/norm(Q(:,i+1));

for k=1:length(H)-1
E(k) = H(k+1)-H(k);

end

% faz um plot das curvas com C constante e velocidade zero, para obter um plot

% de uma curva de Hill

[x,y]

meshgrid(-10:.05:10, -10:.05:10);

% C=2*U, U=potencial, V=0; V~2=2*U-C
C=3%x.72+2./sqrt(x. 2+y."2);

Cq = 3%0.4572+2/sqrt(0.4572+0.0572);
V=[Cq Cql;

% figuras
contour(x,y,C,V,’k’);
hold on
plot(Q(1,:),Q(2,:))
xlabel(’q_1’)
ylabel(’q_2’)

figur

e

plot(E,’.?)
xlabel(’Tempo’)
ylabel (’Erro na Hamiltoniana’)

figur

e

plot(H,’.?)
xlabel (’Tempo’)
ylabel(’Hamiltoniana’)

function x = newton_pontomedio(x0,h)
% Método de newton para sistemas de equagdes n&o lineares,
problema de Hill, com a regra do ponto médio

% no

xeps
feps

S5*eps;
5xeps; % toleradncia é b*eps

maxit = 20;
g=x0(1:2); p=x0(3:4);
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q0 = x0(1:2);
p0 = x0(3:4);
x =x0; k = 0; % Palpite inicial e numero corrente de iteragdes
while k <= maxit
k =k + 1;
q = x(1:2);
; = x(3:4);
f1 = [ q(1)-q0(1)-h*(1/2*p(1)+1/2xp0(1)+1/2xq(2)+1/2%q0(2)) 1;
£2 = [ q(2)-q0(2)-h*(1/2*p(2)+1/2*p0(2)-1/2*q(1)-1/2*q0(1)) 1;
£3 = [ p(1)-p0(1)-h*(1/2%p(2)+1/2%p0(2)+q(1)+q0(1)~. ..
(4xq(1)+4*q0(1)) / ((q(1)+q0(1)) ~2+(q(2)+q0(2))"2)~(3/2)) 1;
f4 = [ p(2)-p0(2)-h*(-1/2*xp(1)-1/2%p0(1)-1/2%q(2)-1/2%q0(2)-. ..
(4%q(2)+4*q0(2))/ ((q(1)+q0(1)) ~2+(q(2)+q0(2))"2)~(3/2)) 1;
§ = [ f1; f2; £3; f4 1; % vector f
G11 = 1;
G12 = -1/2%h;
G13 = -1/2%h;
G14 = 0;
G21 = 1/2%h;
G22 = 1;
G23 = 0;
G24 = -1/2%h;
G31 = -h*(1-4/((q(1)+q0(1))~2+(q(2)+q0(2))~2) " (3/2)+3/2% (4%q(1)+4*q0 (1)) /((q(1)+q0(1))~2+. ..
(q(2)+q0(2))72) " (5/2) % (2xq (1) +2%q0(1))) ;
ggg = I /2%h* (4%q (1) +4%q0 (1)) /((q(1)+90(1))~2+(q(2)+q0(2)) "2) " (5/2) *(2%q(2) +2*q0(2)) ;
G34 = -1/2%h;
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G4l = -3/2%hx* (4%q(2)+4*q0(2))/((q(1)+q0(1)) ~2+(q(2)+q0(2))~2)~(5/2)* (2%q (1) +2%q0(1));

G42 = -h*(-1/2-4/((q(1)+q0 (1)) ~2+(q(2)+q0(2)) ~2) ~ (3/2)+3/2% (4*q(2)+4%q0(2)) /((q(1)+q0(1))"2...
+(q(2)+q0(2)) "2) " (5/2) * (2¢q(2)+2%q0(2))) ;

G43 = 1/2%h;

G4 = 1;

G = [ G11 G12 G13 G14; G21 G22 G23 G24; G31 G32 G33 G34; G41 G42 G43 G44 1; Y% Jacobiana G

o,
o

dx = G\f; % resolve a equagdo linear
X = x - dx;
if ( norm(f) < feps ) | ( norm(dx) < xeps ), return; end
end
warning(sprintf (’Solugdo ndo encontrada dentro da tolerdncia apés %d iteragdes\n’,k));

A.4 Método Runge-Kutta de ordem 4

function [P,Q,E,H]=hill_rk(p,q,h,tmax);

% 0 programa implementa o método Runge-Kutta de ordem 4
% p,q = condigdes iniciais

% h = passo de integragdo

% tmax = tempo limite

% matriz constante
J=1[01;-10];

% algoritmo rk45

tspan=0:h:tmax; % nimero de passos
NT = length(tspan);

neq = length(p);

P = zeros(neq,NT);

Q = zeros(neq,NT);
Y = zeros(2*neq,NT);
H = zeros(NT,1);

P(:,1)=p; Q(:,1)=q;

Y, 0=[QC,1;PC:,1D];

H(1) = 1/2*norm(P(:,1))"2 - QC:,1)’*J*P(:,1) - Q(1,1)"2 + 1/2*Q(2,1)"2 - 1/norm(Q(:,1));
for i = 1:NT-1

k1 = h*f(Y(:,1),neq);

k2 = h*f(Y(:,i)+0.5%kl,neq);

k3 = h*f(Y(:,i)+0.5%k2,neq) ;

k4 = h*f(Y(:,i)+k3,neq);

Y(:,i+1) = Y(:,1i) + (k1 + 2xk2 + 2%¥k3 + k4)/6;
QC:,i+1) = Y(1l:neq,i+1);

P(:,i+1) = Y(neq+l:2*neq,i+1);

H(i+1) = 1/2*%norm(P(:,i+1))"2 - Q(:,i+1)’*J*P(:,i+1) - Q(1,i+1)"2 +...
1/2xQ(2,i+1)"2 - 1/norm(Q(:,i+1));
end
for k=1:length(H)-1
E(k) = H(k+1)-H(k);
end

% faz um plot das curvas com C constante e velocidade zero,
% para obter um plot de uma curva de Hill
[x,y] = meshgrid(-10:.05:10, -10:.05:10);

% C=2%U, U=potencial, V=0; V~2=2*U-C
C=3%x.72+2./sqrt(x. " 2+y."2);

Cq = 3%q(1)~2+2/sqrt(q(1)~2+q(2)"2);
V=[Cq Cql;

% figuras
contour(x,y,C,V,’k’);
hold on
plot(Q(1,:),Q(2,:))
xlabel(’q_1")
ylabel(’q_2’)
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function G = f(y,neq)
% matrizes constantes

J = [0 1;-1 0];
A = [-20;0 1];
% fungdo Hamiltoniana
= y(1l:neq);
p = y(neqg+1: 2*neq);
Gl = p + Jxq;
G2 = J’xp + Axq + q/norm(q)”3;
G=[G1;-G2];

A.5 Método de Euler simpléctico

function [P,Q,E,H]=hill_euler_simplectico(p,q,h,tmax);

% 0 programa implementa o método de Euler simpléctico de ordem 1
% p>q = condigdes iniciais

% h = passo de integrag&o

% tmax = tempo limite

% matrizes constantes

J = [0 1;-1 0];
A =1[-20;0 1];
I = eye(2);

% algoritmo para o método de Euler 51mp1ect1co
tspan=0:h:tmax; % nimero de passos
NT = 1ength(tspan);

neq = length(p);

P = zeros(neq,NT);
Q = zeros(neq,NT);
H = zeros(NT,1);
L=1[1h; -h 1];
P(: 1)—p, QC: 1)—

H(1) = 1/2*norm(P( ,10)72 - QC:,1)°%JxP(:,1) - Q(1,1)"2 + 1/2%Q(2,1)"2 - 1/norm(Q(:,1));
for i = 1:NT-1

P(:,i+1) = 1/(1+h"2)*L * ( P(:,i) - h * (AxQ(:,i) + Q(:,1i)/norm(Q(:,1))"3) );
QC:,i+1) = Q(:,i) + h * (P(:,i+1) + J*Q(:,1));

% cdlculo da Hamiltoniana
H(i+1) = 1/2*%norm(P(:,i+1))"2 - Q(:,i+1)’*J*P(:,i+1) - Q(1,i+1)"2 +...
1/2%Q(2,i+1)"2 - 1/norm(Q(:,i+1));
end
for k=1:length(H)-1
E(k) = H(k+1)-H(k);
end

% faz um plot das curvas com C constante e velocidade zero,
% para obter um plot de uma curva de Hill
[x,y] = meshgrid(-10:.05:10, -10:.05:10);

% C=2*U, U=potencial, V=0; V~2=2*U-C
C=3*x.72+2./sqrt(x. 2+y."2);

Cq = 3xq(1)"2+2/sqrt(q(1)"2+q(2)"2);
V=[Cq Cql;
contour(x,y,C,V,’k’);

% figuras
hold on
plot(Q(1,:),Q
xlabel(’q_17)
ylabel(’q_2’)

(2,:))

figure
plot(E,’.?)
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A.6 Meétodo Stormer-Verlet

function [P,Q,E,H]=hill_stormer(p,q,h,tmax);

% 0 programa implementa o método Stormer-Verlet de ordem 2
% p,q = condigdes iniciais

% h = passo de integragéo

, tmax = tempo limite

% matrizes constantes
[0 1;-1 0];

[-2 0;0 1];
eye(2);

=
wmn

=

algoritmo do método Stormer-Verlet

tspan=0:h:tmax; % numero de passos
NT = length(tspan);

neq = length(p);

P = zeros(neq,NT);

Q = zeros(neq,NT);
H = zeros(NT,1);
L = [2 h; -h 2];

P(:,1)=p; Q(:,1)=q;
H(1) = 1/2*norm(P(:
for i = 1:NT-1

Ph = 2/(4+h~2)*L * ( P(:,1i) - h/2 * (A*Q(:,i) + Q(:,i)/norm(Q(:,1))"3) );

Q(:,i+1) = 2/(4+h~2)*L * ( (I+h/2%J)*Q(:,i) + h*Ph );

P(:,i+1) (I-h/2%J°)*Ph - h/2*x(A*Q(:,i+1) + Q(:,i+1)/norm(Q(:,i+1))"3);

% cadlculo da Hamiltoniana
H(i+1) = 1/2*norm(P(:,i+1))"2 - Q(:,i+1)’*J*P(:,i+1) - Q(1,i+1)"2 +...
1/2%Q(2,i+1) "2 - 1/norm(Q(:,i+1));
end
for k=1:length(H)-1
E(k) = H(k+1)-H(k);
end

% faz um plot das curvas com C constante e velocidade zero,
% para obter um plot de uma curva de Hill
[x,y] = meshgrid(-10:.05:10, -10:.05:10);

% C=2%U, U=potencial, V=0; V~2=2%U-C
C=3%*x.72+2./sqrt(x. 2+y."2);

Cq = 3%q(1)"2+2/sqrt(q(1)~2+q(2)"2);
V=[Cq Cql;

% figuras
contour(x,y,C,V,’k’);
hold on
plot(Q(1,:),Q(2,:))
xlabel(’q_1’)
ylabel(’q_2’)

figure

plot(E,’.?)

xlabel (’Tempo’)

ylabel (’Erro na Hamiltoniana’)

figure

plot(H,’.”)

xlabel (’Tempo’)

ylabel (’Hamiltoniana’)

A.7 Método de Euler simpléctico adaptativo

function [P,Q,E,H]=hill_eulersimp_adaptativo(p,q,tmax);

,10)72 - QC:,1)°*%J*%P(:,1) - Q(1,1)72 + 1/2%Q(2,1)"2 - 1/norm(Q(:,1));
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% 0 programa implementa o método de Euler simpléctico com passo de integrag8o varidvel
% p,q = condigdes iniciais
tmax = tempo limite

[0 1;-1 0];
[-2 0;0 11;

A
%
% matrizes constantes
J
A
I = eye(2);

% algoritmo do método de Euler simpléctico adaptativo
neq = length(p);

P = zeros(neq,[]);
Q = zeros(neq,[1);
H = zeros([],1);
K = zeros([],1);
P(:,1)=p; QC: 1)—
i=1; r=1; ep= 0. 001 t=0; h=[];
s = (@’*q)°r;
H(1) = 1/2*norm(P(:,1))‘2 - QC:,1)?%J*P(:,1) + 1/2%Q(:,1) > *A*Q(:,1) - 1/norm(Q(:,1));
K(1) = s*x(H(1)-H(1D));
while t <= tmax
p=P(,i); q = Q(:,1);
s = (qQ’*q) " r;
sq = 2*xr*(q’*q) " (r-1)*q;
h(i) = ep*s;
t =t + h(i);
R = 1nv(I+ep*s*J’+ep*sq*q’*J’);
if r == 0
P(:,i+1) = R * (P(:,i)-ep*s*x(A*Q(:,1)+Q(:,1)/norm(Q(:,1))"3));
else
v = Axq + gq/norm(q) "3;
d = 1/2xq’*A*q-1/norm(q)-H(1);
a = -(-1/2+%R(1,1)*ep*sq(1)-1/2*R(1,2) *ep*sq(2))"2-...
(-1/2%R(2,1) *ep*sq(1)-1/2*R(2,2) xep*sq(2)) "2;
b = -2%x(R(1,1)*(p(1)-ep*s*v(1)-d*ep*sq(1))+R(1,2)*(p(2)-...
ep*s*v (2)-d*epxsq(2)))*(-1/2*R(1,1) *ep*sq(1)-. ..
1/2*R(1,2) *ep*sq(2))+1-2%x(R(2,1)*(p(1) —ep*s*v (1) -d*ep*sq(1))+. ..
R(2,2)*(p(2)-ep*s*v(2)-d*ep*sq(2)) ) *(-1/2*R(2,1) *ep*sq (1) -1/2%R(2,2) *ep*sq(2) ) ;
c = -(R(2,1)*(p(1)-ep*s*v (1) -d*ep*sq(1))+R(2,2) *(p(2) —ep*s*v(2) -d*ep*sq(2))) "2-...
(R(1,1)*(p(1)-ep*s*v (1) -d*xepxsq(1))+R(1,2) *(p(2) —ep*s*v(2) -d*ep*sq(2))) ~2;
% resolve a equagdo quadratica para beta
beta_vector = [(-b + sqrt(b~2-4*a*c))/(2*a); (-b - sqrt(b~2-4*a*xc))/(2*xa)];
errl = abs(P(:,i)’*P(:,i)-beta_vector(1l));
err2 = abs(P(:,i)’*P(:,i)-beta_vector(2));
if errl < err2
beta = beta_vector(1);
else
beta = beta_vector(2);
end
P(:,i+1) = R * (P(:,i)-ep*s*(A*Q(:,1)+Q(:,1)/norm(Q(:,1))"3)-..
ep*sq*(1/2*beta+1/2*Q( ,1)’*A*Q( ,i)- 1/norm(Q( ,1)) H(l)))
end
QC:,i+1) = Q(:,1i) + ep*s*(P(:,i+1)+J*Q(:,1));
% cdlculo da Hamiltoniana
H(i+1) = 1/2*%norm(P(:,i+1))"2 - Q(:,i+1)’*J*P(:,i+1) - Q(1,i+1)"2 +...
1/2*%Q(2,i+1)"2 - 1/norm(Q(:,i+1));
K(i+1) = sx(H(i+1)-H(1));
i = i+1;
end

for k=1:length(H)-1
E(k) = H(k+1)-H(k);
end

% faz um plot das curvas com C constante e velocidade zero,
% para obter um plot de uma curva de Hill
[x,y] = meshgrid(-10:.05:10, -10:.05:10);

% C=2%U, U=potencial, V=0; V~2=2%U-C
C=3%*x.72+2./sqrt(x. 2+y."2);

Cq = 3*Q(1,1)"2+2/sqrt(Q(1,1)"2+Q(2,1)"2);
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V=[Cq Cql;

% figuras

contour (x,y,C,V,’k’);
hold on
plot(Q(1,:),Q(2,:))
xlabel(’q_1")
ylabel(’q_2’)

figure

plot(E,’.?)

xlabel(’Tempo’)

ylabel (’Erro na Hamiltoniana’)

figure

plot(H,’.?)

xlabel (’Tempo’)

ylabel (’Hamiltoniana’)

A.8 Meétodo Stormer-Verlet adaptativo

function [P,Q,E,H]=hill_stormer_adaptativo(p,q,tmax);

% 0 programa implementa o método Stormer-Verlet com passo de integrag8o varidvel
% p,q = condigdes iniciais
tmax = tempo limite

[0 1;-1 0];
[-2 0;0 11;

matrizes constantes
= eye(2);

=

algoritmo do método Stormer-Verlet adaptativo
neq = length(p);
= zeros(neq, []);
zeros(neq, [1);
zeros([],1);
zeros([],1);
1, D=p; Q(:,1)=q;
; r=1; ep=0.01; t=0; h=[];
(@’*q) "r;
2xr* (q’*q) " (r-1)*q;

n~

mn n YR IoDo o
(=

~Q

1/2*norm(P(:,1))"2 - Q(:,1) *J*xP(:,1) + 1/2%Q(:,1)’*A*Q(:,1) - 1/norm(Q(:,1));
sx(H(1)-H(1));

while t <= tmax

R = inv(I+ep/2*s*J’+ep/2*sq*xq’*J’);

if r == 0

Ph = R * (P(:,i)-ep/2*s*(A*Q(:,1)+Q(:,1)/norm(Q(:,1))"3));
else

v = Axq + g/norm(q)"3;

d = 1/2xq’*A*q-1/norm(q)-H(1);

a = -(-1/2%R(1,1)*ep/2*sq(1)-1/2%R(1,2) *ep/2*sq(2)) "2-. ..

(-1/2%R(2,1) *ep/2*sq(1)-1/2%R(2,2) *ep/2*sq(2)) "2;

b = -2x(R(1,1)*(p(1)-ep/2*s*v(1)-d*xep/2xsq(1))+R(1,2) *(p(2)-. ..
ep/2*s*v(2)-d*ep/2%sq(2)) ) *(-1/2*R(1,1) *ep/2*sq(1) ...
-1/2%R(1,2)*ep/2*sq(2))+1-2%(R(2,1) *(p(1) —ep/2*s*v (1) -d*ep/2*sq(1))+. ..
R(2,2)*(p(2)-ep/2*s*v (2) -d*ep/2%sq(2)) ) *(-1/2*%R(2,1) *ep/2*sq (1) -1/2*R(2,2) *ep/2%sq(2) ) ;

c = -(R(2,1)*(p(1)-ep/2*s*v (1) -d*ep/2+sq(1) ) +R(2,2) *(p(2) —ep/2*s*v (2) ~d*ep/2*sq(2))) "2. ..
-(R(1,1)*(p(1)-ep/2*s*v (1) -d*ep/2*sq (1) )+R(1,2) *(p(2) —ep/2*s*v (2) ~d*ep/2%sq(2))) "2;

beta_vector = [(-b + sqrt(b~2-4*a*c))/(2*a); (-b - sqrt(b~2-4*a*c))/(2*a)];

errl = abs(P(:,1i)’*P(:,i)-beta_vector(1l));

err2 = abs(P(:,i)’*P(:,i)-beta_vector(2));

if errl < err2

beta= beta_vector(1l);
else
beta = beta_vector(2);
end
Ph = R * (P(:,i)-ep/2*s*(A*Q(:,1)+Q(:,1i)/norm(Q(:,1i))"3)-...
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ep/2*sq* (1/2*beta+1/2*Q(:,1) **A*Q(:,i)-1/norm(Q(:,1i))-H(1)));

end
yO = [Q(:,1);Phl;
alpha = newton_stormer(y0,J,I,ep,s,r);

Q

s
P

h

©n,Q""g
W nn

h
H

K

i
end
for k

E
end

% faz
% par
[x,y]

% C=2
C=3*x

Cq =

(:,i+1) = inv(I-ep/2*alpha*J)*(Q(:,i)+ep/2*(s+alpha)*Ph+ep/2*s*J*Q(:,1));

q = 2*xr*(Q(:,i+1)°*Q(:,i+1)) " (r-1)*Q(:,i+1);

(:,i+1) = Ph - ep/2*alpha*(J’*Ph+A*Q(:,i+1)+Q(:,i+1)/norm(Q(:,i+1))"3)...

-ep/2*sq*(1/2+Ph’ *Ph-Q(: ,i+1) >*J*Ph+1/2*Q(:,i+1) **A*xQ(:,i+1)-1/norm(Q(:,i+1))-H(1));

(i+1) = ep*(s+alpha)/2;

t + h(it+1);

P(:,i+1);

QC:,i+1);

alpha;

calculo da Hamiltoniana

(i+1) = 1/2*norm(P(:,i+1))"2 - Q(C:,i+1)’*J*P(:,i+1) - Q(1,i+1)"2 +...
1/2%Q(2,i+1) "2 - 1/norm(Q(:,i+1));

(i+1) = s*(H(i+1)-H(1D));

= i+1;

=1:length(H)-1
(k) = H(k+1)-H(k);

um plot das curvas com C constante e velocidade zero,
a obter um plot de uma curva de Hill
= meshgrid(-10:.05:10, -10:.05:10);

*U, U=potencial, V=0; V~2=2xU-C
L7242, /sqrt(x. "2+y.72) ;

3%Q(1,1)"2+2/sqrt (Q(1,1)"2+Q(2,1)"2);

V=[Cq Cql;

% figuras
contour(x,y,C,V,’k’);

hold

plot(
xlabe
ylabe

figur
plot(
xlabe
ylabe

figur
plot(
xlabe
ylabe

funct
% Mét
% par

xeps
maxit
q=x0¢(
q1=q(
k=0

alpha

on
Q(1,:3,Q(2,:))
1(°q_1)
1(°q_2”)

e
E,”.”)

1(’Tempo’)

1(’Erro na Hamiltoniana’)

e
H,”.%)

1(’Tempo’)
1(’Hamiltoniana’)

ion alpha = newton_stormer(x0,J,I,ep,s,r)
odo de Newton para sistemas de equagdes ndo lineares,
a o problema de Hill, com o método Stormer-Verlet adaptativo

= b*eps; feps = b*eps; % tolerdncia é b*eps

= 20;

1:2); Ph=x0(3:4);

1); 92=q(2); Ph1=Ph(1); Ph2=Ph(2);

; % palpite inicial e numero corrente de iteragdes
= (q’*q) °r;

k <= maxit

k + 1;
inv(I-ep/2*alpha*J)* (q+ep/2* (s+alpha) *Ph+ep/2*s*J*q) ;
alpha - (g’*g)°r;

= 1-((4/(4+ep~2*alpha”2) *(ql+1/2*ep* (s+alpha)*Phl+1/2%ep*s*q2) ...
+2*ep*alpha/ (4+ep~2*alpha”2) * (q2+1/2xep* (s+alpha) *Ph2-1/2*%ep*s*ql) ) "2+. ..
(-2xep*alpha/ (4+ep~2+*alpha~2)*(ql+1/2*ep* (s+alpha) *Ph1+1/2%ep*s*q2)+. ..
4/ (4+ep~2*alpha”2) * (q2+1/2*ep* (s+alpha) *Ph2-1/2*ep*s*ql)) ~"2) “r*. ..

r* (2% (4/ (4+ep~2*alpha~2) * (q1+1/2%ep* (s+alpha) *Ph1+1/2%epxs*q2)+. . .
2xep*alpha/ (4+ep~2*alpha”2)* (q2+1/2*ep* (s+alpha) *Ph2-1/2xep*sxql) ) *. . .
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(-8/(4+ep~2*xalpha”2) "2*(ql+1/2*ep* (s+alpha) *Ph1+1/2*ep*s*q2) *ep~2*alpha+. ..
2/ (4+ep~2*alpha”2) *ep*Ph1+2*ep/ (4+ep~2*alpha”2) * (q2+1/2*ep* (s+alpha) *Ph2-. ..
1/2%ep*s*ql) -4*ep~3*alpha~2/(4+ep~2*alpha”2) "2%(q2+1/2*ep* (s+alpha) *Ph2-. ..
1/2*ep*s*ql) +ep~2*alpha/ (4+ep~2*alpha”2) *Ph2) +2x* (-2*ep*alpha/ (4+ep~2*alpha~2) *. ..
(q1+1/2%ep* (s+alpha)*Ph1+1/2%ep*s*q2)+4/ (4+ep~2*alpha”2) * (q2+1/2*ep* (s+alpha) *. . .
Ph2-1/2*ep*s*ql))*(-2%ep/ (4+ep~2*alpha”2) * (q1+1/2*ep* (s+alpha) *Ph1+1/2%ep*s*q2)+. ..
4xep~3*alpha”2/(4+ep~2*alpha”2) "2x(ql+1/2*ep* (s+alpha) *Ph1+1/2xep*s*q2)-. ..
ep~2*alpha/ (4+ep~2*alpha”2)*Ph1-8/(4+ep~2*alpha”2) "2*(q2+1/2%ep* (s+alpha) *Ph2-. ..
1/2*ep*s*ql) *ep~2xalpha+2/(4+ep~2*alpha”2) *ep*Ph2) )/ ((4/(4+ep~2*alpha™2) *. ..
(ql+1/2*ep* (s+alpha)*Ph1+1/2*ep*s*q2) +2*ep*alpha/(4+ep~2xalpha”2) *. ..
(q2+1/2*ep* (s+alpha) *Ph2-1/2*ep*s*ql)) “2+(-2*ep*alpha/(4+ep~2*alpha”2) *. ..
(q1+1/2%ep*(s+alpha)*Phl+1/2*ep*s*q2)+4/ (4+ep~2*alpha~2)*. ..
, (q2+1/2%ep* (s+alpha) *Ph2-1/2xep*s*ql)) ~2) ;

dx = £/df; ¥ resolve a equag8o linear

alpha = alpha - dx;

if ( norm(f) < feps ) | ( norm(dx) < xeps ), return; end
end

warning (sprintf (’Solugdo ndo encontrada dentro da tolerdncia apds %d iteragdes\n’,k));



Apeéndice B

Método de Newton

O método de Newton permite encontrar a solugao da equagao escalar f(x) = 0:

k
Rl — gk @) k=0,1,2,---, 2% dado.

Tal pode ser reescrito como

Fal@®) (@ —a) = — fo(a"),

ou

fa(@®) Ak = — fo(a"),

onde AzF = ¢t — 2k tal que
M = 2F 4+ Azk

Esta tltima formulacao também pode ser usada para um sistema de equagoes: resolver G(u) = 0

pelo método de Newton assume a forma

Gu(uk)(uk—l-l . uk) — —Gu(uk),

uF = oF + AR,

A matriz jacobiana G,(.) é uma matriz quadrada.
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